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SUMMARY

This paper describes some of the main contributions of research to the growing knowledge of the cognitive processes
which the learning of algebra in secondary schools involves. The continuous attempts of researchers to develop a
theory on the teaching/learning of algebra are also discussed. Finally, some future trends in the teaching/learning of

algebra are mentioned.

Hace doce afios, en el ICME3 en Karlsruhe, Bauersfeld
y Skowronek (1976) presentaron un informe titulado
“Investigacion relacionada con el proceso de aprendi-
zaje de las matemdticas”. Ese informe y la discusién
que le siguid sefialé un cambio significativo en la
direccién emprendida por la investigacidn en educa-
cidén matematica. La desilusion con los resultados de la
investigacién conductista previa y con la teoria con-
ductista —producida por su fracaso en dar cuenta de los
procesos de aprendizaje en si mismos— impulsaron a
los autores del informe a sugerir que “ro deberiamos
comenzar desde una teorfa del aprendizaje general y
neutral respecto del contenido, y derivar de ella una
teoria del aprendizaje matematico..., [mds bien debe-
riamos] empezar [desde] procesos de aprendizaje es-
pecificos de un contenido™ (Bauersfeld y Skowronek
1976, p. 244}, Este énfasis que sugirieron en los proce-
sos de aprendizaje especificos de un contenido ha
caracterizado la mayor parte de la investigacidén en
dlgebrarealizada durante los dltimos doce afios. Una de
las intenciones de este articulo es describir algunas de
las contribuciones principales de la investigacidén a un
cuerpo creciente de conocimientos sobre los procesos
cognitivos involucrados en el aprendizaje del dlgebra
de secundaria. Este articulo discute también los inten-
tos continnados de los investigadores de desarrollar
una teorfa de la ensefianza/aprendizaje del dlgebra, Fi-
nalmente, el artfcule concluye con algunas tendencias
futuras en el aprendizaje v la ensefianza de] algebra
escolar,
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PROCESOS COGNITIVOS INVOLUCRA-
DOS EN EL APRENDIZAJE DE ALGEBRA
DE SECUNDARIA

Ya que no es posible discutir la investigacion reciente
en dlgebra en su totalidad en un articulo de la extensién
de éste, hemos decidido centrarnos en algunos de los
temas principales que han sido investigados: el marco
de referencia aritmético; variables, expresiones y ecua-
ciones; resolucidn de ecuaciones; funciones y sus gra-
ficas; enfoques que usan computadoras, Muchos de los
estudios que van a ser referenciados son los gue han
sido llevados a cabo por investigadores en dlgebra de)
Internacional Group of the Psychology of Mathematics
Education (PME) —un grupo que s¢ formad en el congre-
so del ICME mencionado antes.

El marco artimético de referencia

Los adolescentes, al comenzar el estudio del dlgebra,
traen consigo las nociones y los enfoques que usaban
en aritmética. Sin embargo, el dlgebra no es simple-
mente una generalizacidn de la aritmética. Aprender
dlgebra no es meramente hacer explicito lo que estaba
implicito en la aritmética. El digebra requiere un cam-
bio en el pensamiento del estudiante de las situaciones
numéricas concretas a proposiciones mas generales
sobre nlimeros y operaciones. La transicién desde lo
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que puede considerarse como un modo informal de
representacién y de resclver problemas, a uno formal
resulta ser difici] para muchos de los que comienzan a
estudiar dlgebra. Estos estudiantes siguen usando los
métodos que les funcionaban en aritmética. De hecho,
un marco de referencia aritmético da cuenta de: a) su
forma de ver el signo igual, b} sus dificultades con la
concatenacién y con algunas de las convenciones de
notacién del dlgebra, y ¢} su falta de habilidad para
expresar fermalmente los métodos y los procedimien-
tos gue usan para resolver problemas. También da
cuenta, en gran medida, de su interpretacién de las
variables —como se verd en el apartado siguiente.

Forma de ver el signo igual

Laidea extendida entre los estudiantes que comienzan
con el dlgebra de que el signo igual es 1a “seftal de hacer
algo™ antes que un simbolo de la equivalencia entre los
lades izquierdo y derecho de una ecuacidén (Kieran
1980) viene indicada por su renuencia inicial a aceptar
proposiciones tales como 4+3=6+1. El pensar que el
lado derecho deberia indicar el resultado ~esto es,
4+3="1- les permite dotar de significado a ecuaciones
tales como 2x+3=7, pero no a ecuaciones tales como
2x+3= x+4. El que los estudiantes conciban el signo
igual como un mero separador entre la secuencia de
operaciones y el resultado les lleva a vielar las propie-
dades simétrica y transitiva de la igualdad. Por e¢jem-
plo, al resolver el preblema: “Siempiezo la semanacon
75 dolares, luego gano otros 24 délares, y luego gasto
37 délares, ;cudntos délares tendré al final de 1z sema-
na?’, los estudiantes escriben 75+24=99 .37=62
{Vergnaud 1984). Esta abreviatura de los pasos se ob-
serva también cuando estudiantes mayores resuelven
ecuaciones:
2x+3=5+x
2x+3=5+x-3
2x=54x-x-3
2x—x=5-3
x=2

El que estudiantes de dlgebra mayores contintian vien-
do el signo igual como una *“sefial de hacer alge” y, de
hecho, extienden el conjunto de simbolos de operacio-
nes matematicas para incluir en €l ¢l signo igual se
comprobé en un estudio con 1530 estudiantes de primer
ciclo de universidad (Mevarech y Yitschak 1983).
Estos mismos estudiantes tuvieron €xito en un 90% al
resolver un conjunto de ecuaciones lineales, lo que
indica que una comprensién pobre de la equivalencia y
del signo igual ne estd basada en falta de destreza o
falta de familiaridad con las ecuaciones lineales.

Dificultades con fas convenciones de notacién

En aritmética, la ¢concatenacién denota adicidn (p.e.,
37 significa 30+7; 23 significa 2+5). Sin embargo, en
ilgebra, la concatenacion significa multiplicacién (p.e.,
4b significa 4xb). Extender la generalizacidn sobre la
base de o que era correcto en aritmética puede condu-
cir a los alumnos que empiezan con el dlgebra a malin-
terpretar el sentido de los términos algebraicos. Asi, se
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han encontrado estudiantes que interpretan 4p como 42
e incluso como “4 patatas”.

Otra convencidn que los estudiantes parece que no usan
en su aritmética escolar elemental es el uso de parénte-
sis y el orden de las operaciones. Incluso cuando se les
introduce al uso de paréntesis en su curso de algebra,
los estudiantes a menudo no consideran que los parén-
tesis sean necesarios para denotar el orden en que se
efectian las operaciones (Kieran 1979} —el orden de
izquierda a derecha en que estan escritos los términos
especifica para esos estudiantes el orden del cdlculo.
De la misma manera, la jerarquia convencional de las
operaciones parece ser un conjunio innecesario de
reglas para los estudiantes que comienzan ¢l dlgebra.

No son sélo las convenciones numéricas lo que crea di-
ficultades a los novicios en dlgebra: tampoco es obvia
para ellos la notacidn que ha de usarse para expresar
respuestas algebraicas. Por ejemplo, uno de los items
del test CSMS (Concepts in Secondary Mathematics
and Science}, que se pasé a 2820 estudiantes britinicos
de secundaria, les pedia que determinaran ¢l 4rea del
rectdngulo que se muestra en la figura 1.

figura f

El 42% de los alumnos de 13 aftos respondieron 5e2, o
elQ, o [0e, o e+10 (Kiichemann 1981). Este item y
otros del test CSMS se usaron en el estudio SESM
(Strategies and Errors in Secondary Mathematics}, una
secuela del estudio anterior que también se realizd con
alumnos entre 13 y 16 afios (Booth 1981). Las entrevis-
tas con estudiantes que hicieron los mismos errores de
notacién que hemos indicado antes indicaron que la ha-
bilidad para describir verbalmente un método no trae
consigo necesariamente la habilidad para simbolizar
ese método matemdticamente. Booth (1983} sefiald
también que los estudiantes pueden responder correc-
tamente a {tems que requieren el uso de una cierta no-
tacidn o unas ciertas convenciones y ser incapaces sin
embargo de discriminar entre representaciones correc-
tas ¢ incorrectas. Esto sugiere, segin Booth, que la
comprensidn de las notaciones puede avanzar por eta-
pas.

Métodos de simbolizar

El harto documentado uso de métodos informales por
parte de los nifios en la escuela elemental les permite
resolver problemas sin tener que ser muy especificos
sobre los procedimientos que usan. Su confianza en
métodos intuitivos no ensefiados y el que se centren en
conseguir la respuesta va en conira de que presten

atencion al métoedo que usan. El dlgebra les fuerza a
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formalizar procedimientos por los gque puede que antes
nunca se hayan preocupado.

De hecho, los estudiantes que comienzan con el dlgebra
no logran darse cuenta de que el procedimiento es a
menudo la respuesta. Por ejemplo, el resultado de
sumar 5 v b se enuncia como 5+b. Los estudiantes no
sélo deben superar lo que Matz y Davis han llamado el
dilema “proceso-producto™ y adquirir Io que Collis ha
llamado “aceptacién de la falta de cierre”, sino que
también tienen que debilitar sus “expectativas artimé-
ticas acerca de las respuestas bien-formadas, es decir,
que una respuesta es un nimeroc” (Matz 1980, p. 132).

Variables

La experiencia de los nifios en la escuela elemental con
las letras en ecuaciones se reduce a menudo a férmulas
como A=bxh, vy relaciones entre unidades de medida
como 10 mm=1 ¢m. La primera supone reemplazar b y
h por valores diferentes para encontrar el area de
rectingulos dados; 1a segunda regla se usa para encon-
trar, por ejemplo, el nimero de milimetros a que co-
rresponde 5 centimetros. Este segundo uso de las letras
como etiquetas es el que interfiere 2 menudo con la
forma como los estudiantes llegan a entender el signi-
ficado de los términos variables en las ecuaciones
algebraicas. En la segunda “ecuacién” de arriba, no
s6lo se leen las letras como etiquetas, sino que ademds
el signo igual se lee como una preposicién: “hay 10
milimetros en 1 centimetro”. De hecho, incluso estu-
diantes mayores malinterpretan el sentido de las varia-
bles en las ecuaciones. E1 38% de los 150 alumnos de
primer ciclo de universidad examinados por Mevarech
y Yitschak (1983} contestaron que, en la ecuacidn
3k=m, k es mayor que m. 51 los estudiantes considera-
ran el signo igual como un simbolo de equivalencia,
probablemente serian capaces de evitar el cometer tales
eITOTES.

Otras interpretaciones que los estudiantes de dlgebra
asignan a las letras han sido estudiadas sisternatica-
mente por Kiichemann (1981) en el proyecto de gran
escala CSMS, Usando una clasificacién desarrollada
originalmente por Collis (1975), Kiichemann encontré
que la mayoria de los estudiantes trataban las letras en
expresiones y ecuaciones como incognitas especificas
mas que como nimeros generalizados o como varia-
bles. Por ejemplo, ¢l 55% de los nifios de 13 afios
encuestados afirmaron que L+M+N=L+P+N nunca es
verdad. Harper (1981) sugirié la existencia de etapas
en la comprension de un término literal como variable,
y sefialé que los estudiantes usan los téminos literales
mucho antes de que sean capaces de conceptualizarlos
como variables —esto es, de percibir lo general en lo
particular. En un experimento de ensefianza disefiado
especificamente para favorecer la adquisicién de la
nocién de letra como nidmero generalizado, Booth {1982,
1983) encontré una fuerte resistencia por parte de los
alumnos a asimilar esta parte del digebra. Booth sugie-
re que “la obtencidn de este nivel de conceptualizacién
estd relacionada con el desarrollo de estructuras cogni-
tivas de orden mads alto” (Bocth 1984, p. 88).
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Expresiones y ecuaciones

Expresiones. Se disefié un experimento de ensefianza
para superar la incapacidad que los estudiantes tienen
de aceptar las expresiones algebraicas como “solucio-
nes de problemas” (Chalouh v Herscovics 1984, Hers-
covics y Chalouh 1984). En los problemas aparecian
disposiciones rectangulares de puntes, lfneas divididas
en segmentos y dreas de terrenos rectangulares —en
todos los preblemas, una de las dimensiones estaba
oculta. La secuencia de ensefianza permitia a los estu-
diantes construir significado para expresiones alge-
braicas tales como 2x+5x. Sin embargo, los estudiantes
creian que estas expresiones estaban incompletas en
algin sentido. Se sentian obligados a expresarkas como
parte de una igualdad, tal como Area=2x+5x 0 como
2x+5x=algo. En otro estudic {Kieran 1983} se encontré
que algunos de los estudiantes no podian asignar signi-
ficado alguno a a en la expresion a+3 porque la expre-
sidn carecia de un signo igual y un miembro de la
derecha.

Ecuaciones. En la escuela elemental, los niftos “resuel-
ven” ecuaciones sencillas como 3+0 =8 0 3+n=8 —que
a veces se llaman proposiciones de “sumando faltante”.
Sin embargo, estas ecuaciones s¢ presentan a menudo
fuera del contexto de auténticas situaciones de proble-
mas verbales, con el resultado de que el nifio carece de
un apoyo en el “mundo real” para interpretarlas. De
hecho, los nifios casi nunca usan ecuaciones para repre-
sentar los problemas aritméticos verbales y, si se les
pide una ecuacién, los nifios resuelven primero el
problema y luego intentan dar la ecuacién. A menudo
los nifios que son capaces de resolver problemas verba-
les no pueden escribir las ecuaciones que representan
las relaciones cualitativas de la situacién del problema.
Cuando escriben una ecuacién, ésta representa por
regla general las operaciones que habfan usado para re-
solver el problema, no contiene una incégnita y el
resultade del cdlcule estd usualmente en ¢l lado dere-
cho del signo igual.

La percepcidn que los nifios tienen del significado de
las proposiciones de sumando desconocide no ha sido
investigada, que nosotros sepamos. Sabemos, sin
embargo, que los procesos que usan los nifios para
resolver las proposicienes de sumando desconocido
incluyen “contar hacia adelante”, “contar hacia atras”,
“substitucidn” y “uso de hechos numéricos cenocidos™
(Booth 1987, Nesher 1980). Presumimos que las con-
cepciones primitivas de los nifios de lo que e¢s una
ecuacidn no contienen, en general, la idea de que
tengan términos literales 2 ambos lados del signo igual.
Las ecuaciones de ese estilo carecen probablemente de
sentido, a la vista de 1a presunta concepcidn ingenua de
los nifios de una ecuacién como un hecho numérico li-
geramente disfrazado con la falta de algin componen-
te. La concepeidn de que “una ecuacién es una repre-
sentacién de una relacién numérica en la que el lado
izquierdo tiene el mismo valor que el lado derecho” fue
objeto de un experimento de ensefianza con nifios de 12
y 13 afios {Herscovics y Kieran 1980, Kieran 1981).
Ese estudio mostré que es posible cambiar la percep-
cién de las ecuaciones que tienen los estudiantes que
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comienzan el dlgebra como algo unidireccional y con la
respuesta en el lado derecho.

Resolucién de ecnaciones

Muchas investigaciones sobre dlgebra hechas en el
marco del PME se han centrado en la manera como los
estudiantes enfocan la resolucién de ecuaciones. Los
enfoques usados se pueden clasificar en tres tipos: a)
intuitivo, b} sustitucidn por tanteo, y c) formal.

Los enfoques de resolucién intuitivos incluyen el uso
de hechos numéricos, técnicas de recuento, y métodos
de recubrimiento. Por ejemplo, resolver 5+n=8 trayen-
do a colacidn e] hecho numérico aditivo de que 5+3 es
8 seria un uso de hechos numéricos conoctdos. Resol-
ver la misma ecuacién contande 5, 6, 7, 8 y dandose
cuenta de que se nombraron tres mimeros después del
5 para llegar a 8 seria un ejemplo de resolucién por
técnicas de recuento. Booth (1983) ha senalado ¢] uso
de ambos métodos entre estudiantes novicios de dlge-
bra. Bell, O'Brien y Shiu (1980) han visto alumnos que
usaban un método de “recubrimiento” para resolver
ecuaciones tales como 2x+9=5x: “Ya gue 2x+9 vale 3x,
el 9 debe ser lo mismo que 3x porque 2x+3x también es
igual a 5x; asi que x es 3”. Petitto (1979) seiialé que las
técnicas intuitivas a menudo no se generalizan —como
en las ecuaciones en que aparecen niimeros negativos—,
y observé que los estudiantes que usaban una combina-
cién de procesos formales e intuitivos tuvieron mas
£xito que los que usaron uno solo de esos procesos.

El uso de substitucién por tanteo como un método de
resolucidn de ecuaciones (p.e., resolver 2x+5=13 pro-
bando valores diferentes como 2, 3, 5 y 4) consume
mucho tiempo y coloca una carga pesada en la memoria
de trabajo, excepto si todos los intentos se anotan de
algitn modo. Tan pronto como los estudiantes de dige-
bra aprenden a manejar un método formal de resolu-
cion de ecuaciones, tienden a abandonar el uso de la
substitucién (Kieran 1985). Desgraciadamente, parece
que también lo abandonan como un mecanismo para
verificar la correccidén de su solucién (Lewis 1980). Sin
embargo, hay pruebas de que los estudiantes que usan
la substitucion como un mecanismo primerizo de reso-
lucién de ecuaciones -y no todos lo hacen— poseen una
nocién mds desarrollada del equilibrio enire los lados
izquierdo y derecho de una ecuacior y del papel del
signo igual como equivalencia, que la que poseen los
estudiantes que nunca usan la substitucién como un
método de resolver ecuaciones (Kieran 1988).

Los métodos formales de resolucion de ecuaciones in-
cluyen la transposicién de términos {esto es, "cambiar
de lade —cambiar de signo™) y ejecutar la misma opera-
cién en ambos lados de la ecuacion. Aunque la transpo-
sici6n esté considerada por muchos profesores de dlge-
bra como una versién abreviada del procedimiento de
realizar la misma operacién en ambos lados, los estu-
diantes que empiezan con el dlgebra parece que perci-
ben de forma bastante diferente esos dos métodos de
resolucién de ecuaciones {Kieran 1988). El procedi-
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miento de ejecutar la misma operacién en los dos Jados
de una ecuacién pone ¢l énfasis en la simetria de una
ecuacién; este énfasis estd ausente en el procedimiento
de transposicién. En un experimento de enseiianza
disefiado para ayudar a los estudiantes a construir
significado para el procedimiento de ejecutar la misma
operacién en los dos lados de la ecuacién (Kieran
1983}, se encontrd que los estudiantes que habian
empezado el estudio teniendo preferencia por el méto-
do de transposicion ne fueron capaces, en general, de
dotar de sentido al procedimiento que se les estaba
ensefiando. La secuencia de instruccidn parecié tener
su mayor impacto sobre aquellos estudiantes que ha-
bian empezado el estudio con una preferencia inicial
por el método de substitucién y que vefan la ecuacidn
como una balanza entre los lados izquierdo y derecho.

Filloy y Rojano (1985a, 1985b) han usado también mo-
delos concretos en sus experimentos de ensefianza de
resolucién de ecuaciones. En su informe indican que
muchos estudiantes tendian a anclarse en los modelos
y parecian incapaces de verlos lazos entre las operacio-
nes que ejecutaban en el modelo y las operaciones
algebraicas correspondientes, Como resultado de ello,
los estudiantes permanecian dependientes del modelo
incluso cuando éste ya no era dtil. De hecho los estu-
diantes intentaban usar el modelo para ecuaciones
sencillas que podian haber sido resueltas, méas ficil-
mente, mediante los métodos intuitivos de resolucidn
de ecuaciones que habian usado antes de que se les
ensefiara ¢l nuevo método. Estaban hasta tal punto
anclados en los procesos desarrollades en el modele
concreto que se les habfa ensefiado, que parecian olvi-
dar los métodos que usaban previamente.

Algunos otros estudios han encarado ¢l asunto del co-
nocimiento de los estudiantes de la estructura de las
ecuaciones y la resolucidn de ecuaciones (Kieran, en
prensa). Wagner, Rachlin y Jensen (1984) encontraron
que los estudiantes de dlgebra tiemen dificultad en
tratar expresiones con muchos términos como una sola
unidad ¥ no perciben que la estructura superficial de
4(2r+1)+7=33, por ejemplo, ¢s la misma que la de
4x+7=35.

Otro aspecto estructural que los estudiantes que em-
piezan con el dlgebra se supone que han de aprender
concierne a la relacién entre las operaciones y sus
inversas y las expresiones equivalentes de esas re-
laciones. Asumimos que los estudiantes que entran en
los primeros aifos de secundaria, hacia los doce afios,
saben por ejemplo que 3+4=7 puede expresarse como
3=7-4, y que serdn capaces de generalizar este co-
nocimiento a ecuaciones que comportan términos lite-
rales, llegando a ser conscientes por ello de que x+4=7
y x=7-4 son equivalentes y tienen, por tanto, la misma
solucién. Ahora bien, dos errores que cometen los
aprendices de dlgebra muestran que les es dificil juzgar
las expresiones equivalentes de la relacién adicion/
substraccidn (Kieran 1984): enel error “intercambio de
sumandos”, se juzga que x+37=150 tiene la misma
solucién que x=37+130; en el error “redistribucién”, se
juzga que x+37=130 tiene la misma solucién gue
x+37-10=130+10,
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Greeno (1982) ha sefialade que los estudiantes que em-
piezan en dlgebra no son consistentes en la manera
como dividen las expresiones algebraicas en sus partes
constitutivas. Por ejemplo, pueden simplificar
4{6x-3y)+5x como 4(6x-3y+5x) en una ocasién, pero
hacer algo distinto en otra ocasién. Un cambio en ¢l
contexto de la tarea puede conducir a una estructuracién
diferente de la expresién (Chaiklin y Lesgold 1984).

Un estudio reciente con una componente de ensefianza
ha mostrade que la instruccidn puede mejorar la habi-
lidad de los estudiantes para reconocer la forma o
estructura superficial de una ecuacién algebraica.
Thempson y Thompson (1987) disefiaron un experi-
mento de ensefianza que contenia dos formatos de
Anstruccidn: a) notacién de ecuaciones algebraicas, v b)
4rboles de expresiones presentades en la pantalla de

una computadora. Después de la instruccién, § estu--

diantes de séptimo no generalizaron las reglas més alld
de su campo de aplicacién, ni dejaron de percibir la es-
tructura de las expresiones. Los estudiantes desarrolla-
ron adem4s una nocidn general de variable como “lugar

- para rellenar” dentro de una estructura y 1a opinién de
que una variable puede ser reemplazada por cualquier
¢0sa —un namero, otra letra o una expresién.

Otro aspecto de conocimiento estructural que se consi-
dera importante en la resolucién de ecuaciones supone
el conocimiento de restricciones de equivalencia. Greeno
(1982} ha sefialado que los novicios en dlgebra carecen
del conocimiento de las restricciones que determinan si
las transformaciones estin permitidas. Por ¢jemplo, no
saben c6mo mostrar que una solucién Incorrecta estd
mal obtenida, excepto volviendo a resolver la ecuacion
dada. No parecen ser conscientes de que una solucion
incorrecta, si se substituye en la ecuacidn inicial, da
origen a valores diferentes para el lado izquierdo y el
lado derecho de la ecuacién. Nitampoco se dan cuenta
de que sélo la solucién correcta da origen a valores
equivalentes para las dos expresiones en cualquiera de
las ecuaciones de la cadena que resuelve la ecuacidn.
Sin embargo, no son sélo los resolutores de ecuaciones
novicios los que carecen del conocimiento de estas
restricciones de equivalencia. Kieran (1984) encontrd
que también carecian de este conocimiento los resolu-
tores de ecuaciones experimentados y competentes de
la ensefianza secundaria obligatoria.

Funcicnes y sus graficas

La siguiente drea principal de investigacién sobre €l
aprendizaje del 4lgebra que vamos a discutir se refiere
a las funciones y sus grificas. Dreyfus y Eisenberg
(1981} investigaron las bases intuitivas de los concep-
10s relacionados con las funciones entre 440 estudian-
tes de sexto a noveno grado {equivalentes a 6° de EGB
hasta 1° de BUP). Hicieron preguntas sobre imagen,
antiimagen, crecimiento, valores extremos, y pendien-
tes en tres formatos de representacién —grificas, dia-
gramas y tablas de pares ordenados— tanto en contextos
abstractos como concretos. Se encontrd que los estu-
diantes mas capaces preferian el formato grafico para
todos los conceptos, mientras que los estudiantes menos
capaces preferian el formato de tablas. Didacticamen-
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te, esto sugiere que los subconceptos de funcién debe-
rian introducirse en formato de grafica para los estu-
diantes de alto nivel y en formato de tablas para los
estudiantes de bajo nivel.

Las dificultades que experimentan muchos estudiantes
de dlgebra en comprender ¢l significado de las repre-
sentaciones graficas de las funciones ha sido ilustrada
en varias investigaciones (p.e. Clement 1983, Javier
1981, Kerslak 1977, Ponte 1985). Se haencontrado que
muchos estudiantes tienen problemas en establecer la
conexion entre los datos numéricos y los datos grificos
que involucra el plano cartesiano. Se han identificado
dificultades similares con respecto a la recta numérica,
especialmente al tratar con escalas (Vergnaud y Erre-
calde 1980).

Markovits, Eylon y Bruckheimer (1983) examinaron
alumnos de noveno grado (equivalente a [° de BUP)
que habian sido introducidos al concepto de funcién
como una correspondencia de varios a uno entre un
dominio y un rango. En la primera parte del estudio, se
les pidi¢ a los estudiantes que dieran ejemplos de
funciones que satisfacieran algunas restricciones de-
terminadas y que especificaran cudntas funciones de
ese estilo existen. En la segunda parte, los investigado-
res examinaron el efecto del contexto {(matematico vs
cientifico). Encontraron que, independientemente del
contexto, la concepcidn de los estudiantes de la funcién
era lineal. La mayoria de las funciones que dibujaron
los estudiantes se componian de segmentos rectos. Los
estudiantes mis capaces tuvieron mejores resultados
en el confexto puramente matemdtico que en el contex-
to cientifico; los estudiantes menos capaces fuvieron
mejores resultados en el contexto cientifico.

En otro estudio que involucraba a 60 estudiantes de 16
a 18 afios que ya estaban familiarizados con la nocién
de funcién y con su definici6n estructural formal, Sfard
(1987) intenté determinar si esos estudiantes conce-
bian las funciones operativamente mds que estructural-
mente. Una concepcidén operativa es la que ve una
funcién como un algoritmo para calcular tna magnitud
cambiante por medic de otra. Una concepcidn estructu-
ral es la que ve una funcién como una correspondencia
entre dos conjuntos. La mayoria de los alumnos que
fueron examinados concebian las funciones come un
proceso mas que como un constructo estitico. En una
segunda fase del estudio que involucraba a 96 estudian-
tes de 14 a 17 afios, se les pidié que tradujeran cuatro
problemas verbales sencillos a ecuaciones y también
que proporcionaran prescripciones verbales (algorit-
mos) para calcular Jas soluciones de problemas simila-
res. Tuvieron mucho mds éxito con las prescripciones
verbales que con la construccién de ecuaciones. Estos
resultados apoyan los de un estudio previo (Soloway,
Lochhead y Clement 1982) que mostré que Jos estu-
diantes se las arreglan bien para traducir un problema
verbal a una “ecuacién” cuando esa ecuacitn tiene la
forma de un programa corto de computadora que espe-
cifica como encontrar la solucién. Estos resultados
pueden verse como evidencia del predominio de las
concepciones operacionales entre nuestros estudiantes
de algebra. '
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Los resultados del estudic de Sfard plantean algunas
preguntas importantes que atafien a la ensefianza de las
matemdticas. Los simbolos y las definiciones que se
ensefian en la escuela son claramente estructurales, no
operacionales —en el sentido de Sfard. Este enfoque
tradicional de la ensefianza del 4lgebra no parece ser
muy eficaz. Segdn Sfard, “si una concepcidn operacio-
nal es verdaderamente el primer escalén necesaricen la
adquisicién de una idea matemdtica nueva, podernos
probablemente precipitar el aprendizaje favoreciendo
la comprensién por parte de los estudiantes de los
procesos y algoritmos, antes de traducirlos a definicio-
nes estructurales; esto puede hacerse incorporando la
programacidn de computadoras en los cursos de mate-
mdticas” (Sfard 1987, p. 168). La sugerencia de Sfard
respecto a la integracién de enfoques mediante compu-
tadoras en |a ensefianza del dlgebra se refleja en varios
estudios recientes presentados en reuniones del PME.

Enfoques mediante computadoras

La computadora ofrece una gama de oportunidades de
representacion para los conceptos de las mateméticas
escolares. Hay un dominio conceptual, en particular,
que pareceria especialmente adecuado para el poten-
cial de representacién dindmica que proporcionan las
microcomputadoras: se trata de las gréficas de funcio-
nes. Antes de examinar el cuerpo de investigacidn
relacionado con este uso de las computadoras, primero
echaremos una ojeada a los estudios que han investiga-
do el aprendizaje, cuando se usan computadoras, del
concepto de variable y la identificacién de puntos en el
espacio mediante nimeros.

Samurcay (1985) investigé el concepto de variable que
desarrollan los estudiantes de 9 a 16 afios en los distin-
tos entorntos de Logo, Pascal y LSE. Encontrd que el
concepto de variable no aparece espontdneamente en
los alumnos jovenes que trabajan en un entorne Logo:
hace faita una intervencién didéctica. El proyecto Logo
Math (Hoyles, Sutherland y Evans 1985} incorporé la
intervencién del profesor en su estudio sobre cémo los
estudiantes de 11 a 14 afios desarrollan el concepto de
variable en un contexto Logo. Sutherland y Hoyles
(1986) encontraren que los alumnos necesitan experi-
mentar las variables en muchas situaciones diferentes
antes de que pueda tener Iugar una sintesis. Al final de
los tres afios del estudio, se entrevistd a los estudiantes
para ver st habian sido capaces de establecer lazos entre
¢l uso de variablesenLogo y en dlgebra. Algunas de las
preguntas de las entrevistas se tomaron del cuestiona-
rio CSMS, mencionado antes en este articulo. Suther-
land (1987) sefiald que la experiencia de los alumnos
con Logo enriquecié su comprensién de las variables
en un contexte algebraico. Thomas y Tall {1986) tam-
bién dieron cuenta de resultados beneficiosos simila-
res, cbtenidos en su investigacién del aprendizaje del
concepto de variable por parte de estudiantes de 12
afios en un entorno BASIC,

Algunos otros estudios con una componente principal
de uso de computadoras s¢ han centrado en la compren-
sidn de los estudiantes de la identificacion de puntos en
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la recta numérica y en el plano cartesiano. Rogalski
{1085) enfrenté a estudiantes de 11 a 13 afios con un
juego de tire al blanco que les exigia que dieran uno o
dos niimeros que correspondieran a la posicidn del
blanco. La respuesta en la pantalla tomaba la forma de
un rastro dibujado en la pantalla grafica, o un mensaje
si los nimeros dados eran demasiado grandes. Se en-
contré que los estudiantes eran capaces de tener £xito
meramente mediante estrategias de aproximacién y no
tuvieron que usar la proporcionalidad —algo que Ro-
galski habfa esperado encontrar. El interés de este
estudio reside en el hecho de que los estudiantes fueron
capaces de desarrollar una comprensién de escalas e
intervazlos a partir de lo que ocurria en la pantalla.
Parece mis dificil que se adquiera esta conciencia de lo
que ocurre €n un entorno sin computadoras (Vergnaud
y Errecalde 1980).

Actualmente parece menos obvio que sean evidentes
los efectos beneficiosos del uso de las computadoras
para el aprendizaje de las funcienes y las grificas de
tunciones. Dreyfus y Eisenberg (1987) usaron ¢l pro-
grama de computadora Green Globs (Dugdale 1982}
con dos grupos de alumnos de undécimo y duodécimo
grados {equivalente a 32 de BUP y COU) en un estudio
disefiado para investigar st este tipo de software facilita
a los estudiantes la comprension de larelacién entre las
representaciones simbolica y grifica de una funcidn.
Se encontré que el lazo entre las dos representaciones
permanecia vago para mas de la mitad de los estudian-
tes. Pruebas adicionales de la dificultad de los estu-
diantes en ligar las representaciones algebraica y geo-
métrica provienen de un estudio del que da cuenta Gol-
denberg (1987). Usando software que liga dindmica-
mente representaciones graficas y simbdlicas de fun-
ciones, Geldenberg encontré que “ilusiones percepti-
vas y cambios de atencién de un rasgo a otro obscure-
cen algo de lo que €] uso educativo de las grificas se
supene que ha de elucidar™ (p. 197).

La investigacién que acabamos de discutir da lugar a
alguna preocupacidn sobre la eficacia de ciertos aspec-
tos del software con representaciones miltiples. Como
ha sefialado Goldenberg {1987):

"El sentido comun apoya la idea de que el uso de mds
de una representacidn de las funciones ayudard a los
aprendices a entender lo que queda menos claro cuando
se usa s6lo una representacién. Presentadas meditada-
mente, representaciones miiltiples y ligadas aumentan
la redundancia y pueden reducir asi las ambigliedades
que podrian ser inherentes a una representacion tnica.
Las expresiones algebraicas especifican la relacion
exacla, pere no dan ni ejemplos particulares ni una
gestalt visual, Las gréficas proporcionan una gestalt
dentre de los limites de la gréfica, pero dejan poce
claros los detalles menudos. Las tablas preporcionan
ejemplos de la aplicacién funcién, pero no especifican
su naturaleza. Dicho de otra manera, cada representa-
cion bien escogida ve una funcién desde una perspec-
tiva particular que captura bien algin aspecto de la
funcién pero deja otros menos clares. Miiltiples repre-
sentaciones, tomadas conjuntamente, deberian mejorar
la fidelidad de la totalidad del mensaje. Estos argumen-
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tos tedricos son bastante razonables, pero puede que no
sean vélidos (p. 197).

Otra investigacién apoya esta preocupacién, Las ob-
servaciones de Tall (1987) usando grificas en compu-
tadora con alumnos mayores sugieren que hay indica-
ciones claras de obstdculos conceptuales que necesitan
ser investigados.

La sintesis precedente de algunos de los temas princi-
pales de la investigacidn en la ensefianza/aprendizaje
del 4lgebra desarrollada en esta década ne ha sido
capaz, por desgracia, de incluir la mencion de todos los
estudios que se han realizade. Confiamos, sinembargo,
en que, al centrarnos en algunas de las cuestiones mads
globales, hayamos sido capaces de proporcionar una
impresion general del tipe de investigaciones que se
han emprendido y de Io que se ha obtenide como
resultados. Nuestras sugerencias para dreas de investi-
gacion futura potencialmente fructiferas se presentan
en la seccién de conclusiones de este articulo.

ALGUNAS CONSIDERACIONES TEORICAS
Introducciéon

En la mayor parte de la investigacidn en dlgebra que se
ha desarrollado recientemente, hay una falta de mode-
los tedricos paradigmdticos —incluso si usamos el
término paradigma (més o menos en el sentido de
Kuhn, 1962) nocomo un sindénimo de teoria, sino, en un
sentido mds general, como el conjunto de supuestos de
base que uno hace sobre la naturaleza y los limites del
objeto de estudio propio, el método para estudiarlo, y la
decisién sobre qué se toma como evidencia. Tampoco
hay consenso sobre cudl de esos supuestos de base
deberia determinar la forma que toman los marcos
tedricos locales para interpretar fendmenos especificos
y para proponer nuevos disefios experimentales que
hagan avanzar la teoriza més lejos con ¢l fin de englobar
otras evidencias o nuevas evidencias no relacionadas.
En resumen, todavia es necesario hablar acerca de las
fronteras de muchos de los proyectos de investigacidn.

Para empezar, hay algunas otras disciplinas que ya han
emprendide investigaciones sobre los mismos asuntos
que impregnan la mayoria del trabajo del que han dado
cuenta los educadores matemdticos: la lingiistica, la
légica, la psicolingiifstica, la semidtica, la psicelogia
general cognitiva, la psicologfa de las matematicas, la
epistemologia de las matemdticas, la historia de las
matemdticas, la psicologia de la educacidn, la teoria
del desarrollo del currfeulo de matemadticas, y, mas que
ninguna otra, la did4ctica de las matematicas. {Usare-
mos aqui el término diddctica en el sentido en que lo
usa la escuela francesa —que hablan de “Didactique des
mathématiques”. Prestaremos atencién por tanto sélo a
los fendmenos diddcticos cuyas causas puedan atri-
buirse a la materia matemdtica implicada en el proceso
de ensefianza/aprendizaje —en nuestro case ¢l uso del
“lenguaje algebraice™).

Gran parte de los trabajos de investigacién en dlgebra
han ido incorporando recientemente los resultados de
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estas disciplinas y han ido redefiniendo esos resultados
en el interior de sus propios marces tedricos. En esta
seccidn del articulo intentamos interpretar intentos
tedricos recientes y diferentes de reorganizar lo que ha
sido investigado de los procesos de ensefianza/aprendi-
zaje del dlgebra durante los dltimos cinco aftos. Ten-
dremos que trabajar con un buen montdn de terminolo-
gia nueva con el fin de articular un discurso que pueda
rendir cuenta fielmente de la riqueza de la investiga-
¢idn reciente en ilgebra. Para minimizar las dificulta-
des del lector, nos limitaremos a usar sélo los términos
y conceptos desarrollados en los articulos sobre dlge-
bra del volumen I de las actas de la Undécima Confe-
rencia Internacional de Psicologia de la Educacién
Matemadtica (Bergeron, Herscovics y Kieran 1987), y
los que introduce Eco (1979) en su primer capitulo,
Para consegulr nuestro objetive introduciremos el
concepto metodoldgico de modelo tedrico local en el
que el objeto de estadio se enfoca desde tres componen-
tes interrelacionadas: a) modelos de ensenanza del
dlgebra, b} modelos para los procesos cognitivos, y ¢)
modelos de competencia formal.

Nuevas tendencias ¢ influencias correlacionadas

En primer Iugar, sefialaremos que tanto la lingiiistica,
como lateoria del procesamiento de la informacidn v la
did4ctica de las mateméticas {Brousseau 1986) han
hecho un trabajo importante sobre la nocién de cddigo.
Esta nocién estd emergiendo como un concepto clave
para interpretar lo que resulta de usar la idea de repre-
sentacién en los modelos explicativos nuevos de los
problemas cognitivos que plantean los enfoques de
ensefianza alternativos (Janvier 1987) o los medios
electronicos (Kaput 1987a).

Por poner otro ejemplo, témese el énfasis que la psico-
lingiifstica y lainteligencia artificial ponen en un modelo
procesual de las habilidades humanas y relaciénese con
la manera como el modelo explica cdmo y per qué los
usuarios del lenguaje algebraico cometen de forma
natural y comiin errores en sus procedimientos sintéc-
ticos (Matz 1982, Kirshne 1987, Thompson y Thomp-
son 1987).

A estos desarrollos ha de afiadirse la atencion que un
punto de vista pragmdtico ha dado al significado en el
uso (Booker 1987, Booth 1987, Filloy 1987, Hersco-
vics y Chalouh 1984, Kieran 1979, Lee y Wheeler
1987, Nunes Carraher y Schliemann 1987, Gallardo y
Rojano 1987) con preferencia al significado en abs-
tracto. Por acumnulacidn, estos enfoques, y otros de la
misma naturaleza (Putman, Lesgold, Resnick y Sterrett
1987, Vergnaud y Cortés 1986), han conducido a un
cambio de direccién en el interior del trabajo reciente
en algebra que se aparta de la “competencia” y va hacia
la “actuacién” del usuario del lenguaje algebraico. Este
cambio de punto de vista tiene implicaciones funda-
mentales para la manera como uno mira el lenguaje
algebraico. En esencia, la pretension es que la gramd-
tica —el sistema formal abstracto del 4lgebra {(como
puede encontrarse en los articulos de Kaput, Kirshner
y Matz}— vy la pragmadtica —los principios del uso del
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lenguaje algebraico— son dominios complementarios
en el estudio de 1a psicologia del aprendizaje del dlge-
bra. Ambos son dominios relacicnados con los diferen-
tes modelos de ensefianza, innovadores o tradicionales,
que se usan para conseguir ¢l objetive de guiar a los
alumnos a que se conviertan en usuarios competenies
del dlgebra elemental.

Componentes de les modelos tedricos locales

Las consecuencias de este punto de vista incluyen no
s6lo una afirmacién del lugar central de los asuntos de
gramdtica formal, sino también el reconocimiento de
que éstos deben ser encajados en un marco mas global
que combine explicaciones funcionales y formales.
Mis adn, para dar cuenta del significado completo de
algunos mensajes matemdaticos que aparecen durante
procesos normales de ensefianza/aprendizaje, al lado
del significado estricto del texto matemdtico en cues-
tién, como se hace en Kaput (1987a), hay que admitir
algunos otros significados de ciertos otros mensajes
(l6gicos) que no son emitidos explicitamente por ¢l
emisor ni por el receptor: los asi llamados supuestos
implicitos, o las consecuencias inmediatas, o las impli-
caciones-—-todo esto necesita la incorporacién de alguna

“légica natural” que considere la relacidn entre todos -

estos significados.

Ademds, siguiendo este mismo curso de ideas, estamos
forzados a distinguir entre la competencia en descodi-
ficar un mensaje y la competencia en emitir el mismo
mensaje. Nuestro enfoque tedrico debe tomar en cuenta
estos dos tipos de actividades: la produccién de mensa-
jes matemdticos y su recepcion.

Observaciones empiricas sobre cdmo se usan sistemas
de signos durante los intercambios de mensajes en el
interior de procesos de enseiianza/aprendizaje mate-
madticos, y las situaciones correspondientes en las que
un sujeto usa estos sistemas de signos matemdticos en
una situacién de resolucidn de problemas, muestran
que los procesos cognitivos implicados entremezclan
el nivel de competencia con el nivel pragmdtico, lo que
puede producirse por causas de tipos bastante diferen-
1es.

Hay una componente pragmadtica que procede del en-
torno de ensefianza en ¢l que se esti llevando a cabo €l
proceso de aprendizaje. Esta componente estd ligada a
muchos contratos socialmente institucionalizados, que
incluyen no séle los usos y las formas tradicionales en
las que se emiten los mensajes de sistemas de signos en
los sistemas educativos, sino también —y con mayor
importancia— 1z presencia usualmente ignorada de toda

la evolucién histérica de estos sistemas de signos

matematicos —siendo la notacidn algebraica 1a manera
mis inmediata, pero no la mas fuerte, de todas las
formas particulares de usar los sistemas de signos
matemiticos en su aplicacidn a la ciencia, la tecnologia
y los procesos de informacién social actuales.

- Mano a mano con todas estas tendencias, hay una com-
ponente pragmdtica que se debe a las estructuras cog-
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nitivas del sujeto individual gue aparece en cada etapa
de desarrollo vy que da preferencia a mecanismes de
procedimiento distintos, formas distintas de codificary
decodificar los mensajes matemaéticos pertinentes a la
etapa en cuestion, estrategias diferentes de reselucién
de problemas, etc. Piénsese, por ejemplo, en todas Jas
evidencias que hemos acumulado sobre la tendencia de
los sujetos a mantener interpretaciones aritméticas de
la mayoria de las situaciones algebraicas, incluso en
etapas bien avanzadas del estudio del dlgebra.

La estabilidad de estos fenémenos y la replicabilidad
harto establecida de los disefios experimentales que se
han usado para su estudio no nos permite descuidar la
consideracién de tres componentes importantes en
cualguier modelo tedrico y nos enfrenta con la necesi-
dad de proponer componentes tedricas que traten con:
a) modelos de ensefianza del dlgebra (como se intenta
en Janvier, 1987, para los nimeros racionales, ¢ en
Filloy, 1987, y Gallardo y Rojano, 1987, para la reso-
lucién de ecuaciones lineales), junte con b) modelos de
los procesos cognitivos implicados (como se intenta en
Goldin 1987, para la resolucién de problemas), ambos
relacionados con ¢} modelos de competencia formal
que simulen la ejecucién competente de un usuario
idea] del lenguaje del 4lgebra elemental {como en los
intentos de Kirshner, Matz y Thompson}.

Asi que, en vez de argiiir en favor de privilegiar una
cualquiera de esas componentes —gramética, logica,
mateméticas, modelos de ensefianza, modelos cogniti-
vos y pragmdtica— tendremos que concentrarnos €n
modelos tedricos locales adecvados sélo a fenémenos
especificos, pero capaces de tomar en consideracion
todas esas componentes, y por tanto proponemos dise-
fios exprimentales ad hoc que arrojen luz sobre las
interrelaciones y las oposiciones que ocurren durante
la evolucion de todos los procesos pertinentes relacio-
nados con cada una de esas tres componentes.

Sistemas matematicos de signos

Necesitaremos una nocién de “sistemas matemdticos
de signos” (que en adelante abreviaremos SMS) sufi-
cientemente amplia para que cumpla las tareas recién
enumeradas, ¥ una nocién de significade de un signo
que abarque tanto el significado matemdtico formal
como el significado pragmdético.

Ademds de eso, necesitaremnos una nocién de SMS lo
suficientemente eficaz como para tratar con una teoria
de la produccién de SMS que incorpore los sistemas de
signos intermediarios usados por el aprendiz en el
proceso de ensefianzafaprendizaje —sistemnas de signos
intermediarios que el aprendiz tendré que rectificar
eventualmente, de manera que al final del proceso de
ensefianza ¢l estudiante llegue a ser competente.

Al ser tan idiosincraticos, algunos de estos sistemas de
signos intermediarios no podrén ser considerados SMS,
fundamentalmente por el cardcter personal de los cédi-
gos inventados por el aprendiz, que no le permiten usar
ese sistema de signos en un proceso de comunicacidén
amplio debido a que éstos carecen de una convencion
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socialmente acordada. Pero, como estamos tratando
también con la observacién de procesos de pensamien-
to matemdético, tendremos que estar preparados para
estudiar estos sistemnas de signos con ¢l fin de intentar
intepretar los cédigos personales del aprendiz. Esto es
necesario para desvelar los obsticulos que produce la
tensidn de tratar con los SMS diferentes que ¢l usuario
tiene disponibles mientras estd tratando de crear un
nuevo SMS y de esa manera llegar a ser un “buen
ejecutor” en los términos del significado pragmético
socialmente determinado.

Cualquier modelo explicativo local tedrico tiene que
ocuparse de cuatre fuentes al menos de significado
{Kaput 1987a):

1. Como resultado de las transformaciones en el inte-
rior de un SMS sin referencia a ningiin otro SMS.

2. Como resultade de las traducciones entre varios
SMS. '

3. Como resultado de las traducciones entre SMS y sis-
temas de signos no matemdticos, tales como el lenguaje
natural, imagenes visuales, y los sistemas de signos del
comportamiento que usan los sujetos durante el proce-
s¢ de ensefianza/aprendizaje. Los sistemas de signos

del comportamiente nos permiten observar los proce-

sos cognitivos de los aprendices y proponer, a partir de
esos resultados psicoldgicos, nuevas hipétesis para un
andlisis didactico matematico de los modelos de ense-
fianza implicados en el modelo tedrico local bajo estu-
dio.

4, Con la consolidacién, simplificacion, generaliza-
cién y reificacidn de las acciones, procedimientos y
conceptos de los SMS intermediarios c¢reados durante
las secuencias de ensefianza, esos SMS evolucionan
hacia un nuevo SMS “mds abstracto” en el que habri
accciones, procedimientos y conceptos nuevos que
tendrdn como referentes todas las acciones, procedi-
mientos y conceptos de los SMS intermediarios para su
uso en procesos de significacién nuevos. Si se alcanzan
los objetivos del modelo de ensefianza, Ia nueva etapa
tiene un nivel de organizacién mdés alte y representa
unanueva etapaen el desarrellocognitivo del aprendiz.

Una teoria de la produccion de SMS

Mientras que las tres primeras fuentes de functores de
signos (traducciones, segin la terminologia de Kaput)
representan medios de tratar con expresiones primifi-
vas y medios de combinarlas, la cuarta representa un
medio de abstraccién, gracias a la cual objetos com-
puestos pueden ser nombrados y manipulades como
una unidad y, a continuacidn, ser usados en procesos de
significacion para resolver situaciones de resclucién
de problemas. Si, como asi es en efecto, tenemos que
trabajar con procesos de ensefianzafaprendizaje mate-
miéticos, no hay manera de eludir el tener estos medios
de abstraccidn como nuestro foco principal de observa-
cion. Asi que necesitamos una teoria de la produccitn
de SMS en la que un functor de abstraccién relacione
los diferentes SMS intermediarios (usados durante el
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desarrollo de las secuencias de ensefianza) con el SMS
final mas abstracto (el objetivo del modelo de ensefian-
za bajo estudio). Mds adelante, un andlisis didéctico
matemditico puede interpretar esta evidencia psicologi-
ca para proponer hipétesis relacionadas que sean ob-
servadas con sus propios medios metodolégicos.

Exploraremos ahora la posibilidad teérica de un enfo-
que unificado de los fendmenos de significacién mate-
mdtica y/o de comunicacién matemdtica que acabamos
de describir. En la medida en que estamos en el inicio
de este tipo de estudios, estamos condicienados por el
estado actual de la investigacién en educaciéon matemad-
tica; estaremos explorando posibilidades teéricas de
manera preliminar y posiblemente proponiendo cues-
tiones que, desde una perspectiva mds avanzada, se
dejardn de lado —lo que constituye uno de los supuestos
metodolégicos principales del uso de modelos tedricos
locales, esto es, la inevitabilidad de su transformacién
{incluso de su abandono) cuando evidencia empirica
ulterior hace necesario un marco tedrice nuevo para
interpretar problemas tedricos nuevos juntc con una
reinterpretacion de los antiguos.,

Llamaremos a un enfoque de este tipe una teoria
semidtica del dlgebra general, capaz de explicar los
functores de signos matemdticos en términos de cate-
gorias de sistemas de signos subyacentes mutuamente
correlacionados por uno o més cddigos. Estas nociones
tendran que hacernos capaces de distinguir SMS de
oiros sistemas de signos y tendrdn que comenzar la
construccién de una nocidn de functor de abstraccién
de signos que pueda ser explicada en el interior de
nuestra teoria de los cédigos matemdticos.

Una teorfa semiética general de la matemdtica tendré
que considerar definiciones formales de cada tipo de
functor entre sistemas matemdticos de signos, tanto si
ha sido descrito ya al usuario o codificado por €1, como
si no lo ha sido. Asf que la tipologia de los modos de
produccién de SMS tendrd que proponer categorias
capaces de describir incluso aquellas situaciones en las
que estdn presentes functores de signos no codificados
todavia {convencionalmente propuestos por el modelo
de enseflanza} mientras son construidos por primera
vez a través de un proceso de ensefianza.

Observaciones finales

En este articulo hemos resumide los temas principales

de la investigacidn en 4lgebra en los iltimos afios.

Hemos descrito también nuestros intentos de desarro-

Ilar una perspectiva tedrica que nos permita encajar €
interpretar los resultados empiricos existentes, y pro-

poner nuevos disefios experimentales para hacer avan-

zar mds la teorfa. Un dltimo asunto que nos gustaria

tratar en este articulo tiene que ver con las 4reas de

investigacion en dlgebra potencialmente fructiferas en

el futuro.

Una de estas dreas es el desarrollo del pensamiento al-
gebraico de los estudiantes. Unos pocos estudios han
comenzado a abordar esta dificil 4rea de investigacidn,
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pero queda mucho mds por hacer. Uno de los problemas
es la falta de acuerdo sobre lo que es exactamente el
pensamiento algebraico. Ofrecemeos, como un punto de
partida, una breve caracterizacién hecha por Love hacia
la que Wheeler (en prensa) atrajo nuestra atencién:

“Hoy en dfa el dlgebra no s meramente "dar significa-
do a los simbolos"” sino otro nivel mds alld de eso; que
tiene que ver con aquellos modos de pensamiento que
son esencialmente algebraicos —por ejemplo, manejar
lo todavia desconocido, invertir y deshacer operacio-
nes, ver lo general en lo particular. Ser consciente de
esos procesos, y controlarlos, es {o gue significa pensar
algebraicamente.” [la cursiva es nuestra] (Love 1986,
p. 49}.

Otra drea principal para la investigacion futura es el
papel de las computadoras en el aprendizaje de los
conceptos algebraicos. La tecnologia estd remodelan-
do nuestras nociones de lo que deberfamos ensefiar y
¢émo deberiamos ensefiarlo. El advenimiento de los
manipuladores de simbolos, por ejemple, sugiere que
se podria gastar menos tiempo en aprender los aspectos
manipulativos del dlgebra y més en actividades que
edifiquen la comprensién de conceptos algebraicos
claves y habilidades de resolucidn de probiemas. La
dificultad obvia en el enfoque “menos destrezas”™ es
evaluar el papel de la experiencia en procedimientos en
el desarrollo de la comprensién por parte de los estu-
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