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RESUMEN e Se presenta una investigacién cuyo objetivo fue refinar la descomposiciéon genética de
Cottrill y colaboradores del limite de una funcién en una variable real, en su concepcién dindmica,
de tal forma que se incorpore a los registros semidticos de representacién. El refinamiento consideré
resultados de otras investigaciones en las que se utilizaron actividades disefiadas con APOE vy diferen-
tes registros semidticos. Un nuevo andlisis de los datos previos mostré la necesidad de hacer explicitas
las estructuras mentales en cada uno de los registros semidticos y de incorporar las estructuras de
Totalidad y Objeto limite de una funcién en su concepcién dindmica. Este es un trabajo teérico que
profundiza en la comprension de la construccién del limite de una funcién en su concepcién dindmica
y que pretende ser ttil a docentes e investigadores de los niveles educativos medio superior y superior.

PALABRAS CLAVE: Teoria APOE; Limite de una funcién; Registros semiéticos.

ABSTRACT e This is a research study with the aim of improving Cottrill and collaborators” genetic
decomposition for the dynamic conception of limit for real valued functions so that it takes into
account the semiotic representation registers. The refinement considered the results of other studies
where activities designed with APOS theory in different semiotic representation registers were includ-
ed. Results from the new data analysis showed the need to make explicit the mental construction in
each representation register and to include the totality and object structures for the dynamic concep-
tion of limit of a real valued function. This theoretical study presents a deeper analysis of the dynamic
conception of limit that intends to be useful for both teachers and researchers working with high
school and university students.
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INTRODUCCION

Las investigaciones sobre la comprensién del concepto de limite de una funcién se han realizado desde
diferentes perspectivas tedricas debido a su importancia en la matemdtica escolar de los niveles medio
superior y superior. A manera de ejemplo, se pueden mencionar las de Cornu (1991) y Sierpinska
(1987), quienes se interesaron en los obstdculos epistemolégicos que provienen del desarrollo histé-
rico de este concepto, como los relacionados con el concepto de funcién, el uso de los simbolos y el
concepto de infinito. Tall y Vinner (1981) también se refieren a los obstdculos en la comprensién del
limite, pero desde la perspectiva de las imdgenes conceptuales que cada sujeto construye y que pueden
no ser coherentes con la definiciéon formal de este. Monaghan (1991) y Williams (1991) se enfocaron
en las dificultades para la comprensién del limite de una funcién; el primero destaca la influencia del
lenguaje y el segundo caracteriza la comprensién de los estudiantes mediante la nocién de modelos
intuitivos que, para este concepto, identifica como dindmico-teérico, dindmico-prictico, cota, formal
o alcanzable y aproximacién.

Debido a que este concepto se estudia por primera vez en el nivel medio superior y posteriormente
en el superior, las investigaciones se distribuyen en estos niveles educativos. De hecho, se han dedicado
trabajos a explorar la comprensién de este concepto en futuros profesores o en profesores de matemati-
cas en servicio (Ferndndez et al., 2015; Ferndndez et al., 2018; Guerrero, 2020). Una de las teorias que
précticamente naci6 con el estudio de la comprensién del concepto de limite de una funcién es APOE
(Accién, Proceso, Objeto y Esquema), propuesta por Dubinsky (1991) y desarrollada mds adelante
por el grupo RUMEC (Research in Undergraduate Mathematics Education Community). Esta teorfa
ofrece un marco teérico y de investigacién para estudiar la comprensién de conceptos matemdticos
complejos. En su método propone al investigador realizar un andlisis te6rico sobre la forma en que un
sujeto genérico construye determinado concepto matemdtico. Como resultado de ese andlisis se obtiene
lo que se denomina «descomposicién genética» (DG) del concepto en estudio. Actualmente, se cuenta
con algunas DG del concepto limite de una funcién (Cottrill et al., 1996; Swinyard y Larsen, 2012).

Otro enfoque tedrico que se ha considerado frecuentemente para el estudio de la comprensién de
conceptos y temas de matemadticas es el de los registros de representacién semidtica (Duval, 2000).
Varios autores ya han recurrido a ambas teorias para estudiar el aprendizaje de algunos conceptos ma-
temdticos. Por ejemplo, para las funciones de dos variables, Trigueros y Martinez-Planell (2010) han
propuesto una DG que incorpora a la teoria de representaciones semidticas. De manera similar, Asiala
etal. (1997) propusieron una DG para el concepto de derivada considerando dos caminos: el analitico
y el geométrico. Por su parte, Valls et al. (2011), Pons (2014), Pérez (2019), Analco y Herndndez (2020)
y Morante (2020) utilizaron la DG del limite de una funcién de Cottrill et al. (1996), ubicada solo en
el registro algebraico, y aplicaron un conjunto de actividades disefiadas en diferentes registros semidticos
(numérico, algebraico y gréfico), para analizar la comprension del concepto de limite de una funcién
en estudiantes de bachillerato (Valls et al., 2011; Pons, 2014; Pérez, 2019) y de nivel superior (Analco y
Herndndez, 2020; Morante, 2020). En todos ellos se reporté que el trabajo en ciertos registros de repre-
sentacién favorece la comprensién de algunos aspectos de este concepto. Sin embargo, sus resultados no
coinciden cuando intentan determinar qué registro favorece la construccion de las estructuras mentales
relacionadas con la concepcién dindmica. Por ejemplo, Pons (2014) reporté que los estudiantes acceden
al significado de la concepcion dindmica en el modo grifico, progresa en el numérico y se consolida
en el algebraico-numérico. Pero en la investigacion de Pérez (2019) el registro grafico representé serias
dificultades a los estudiantes y estos se desempenaron mejor en el algebraico-numérico.

Por su parte, Ferndndez et al. (2018) senalaron que «el papel de la coordinacién de los procesos de
aproximacién en los diferentes modos de representacion resulta clave en la comprensién del concepto
de limite» y citan los trabajos de Pons et al. (2012), Valls et al. (2011) y Pons (2014), quienes «carac-
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terizaron niveles de comprensién del limite de una funcién desde el punto de vista de la coordinacién
de las aproximaciones en los diferentes modos de representacién» (p. 146).

El objetivo de este trabajo es refinar la DG de Corttrill et al. (1996) del limite de una funcién en
una variable real, de tal forma que se describan las estructuras y mecanismos necesarios en cada uno
de los registros semidticos en los que se representa este concepto. El refinamiento serd el resultado de
un nuevo andlisis de datos obtenidos en una investigacién previa (Analco y Herndndez, 2020) y de la
revision de literatura relacionada con el estudio de la estructura de totalidad. Este estudio se restringe
a la concepcién dindmica por la complejidad que implica el andlisis de la concepcién métrica, la cual
se presentard en otro reporte.

La pregunta de investigacion es: ;Qué construcciones sugiere el andlisis de los resultados de trabajos
previos sustentados en la DG de Cottrill que incorporan preguntas en distintos registros de representacién?

MARCO TEORICO

APOE es una teorfa constructivista que modela el aprendizaje de conceptos matemdticos de nivel
superior. Su nombre se toma del acrénimo de las estructuras principales que la teoria define para ca-
racterizar el pensamiento de los individuos al estudiar un concepto, las cuales son: Accién, Proceso,
Objeto y Esquema. Dubinsky es el creador de esta teorfa y lider del grupo RUMEC, a través del cual
se generaron las primeras publicaciones. La base de su propuesta estd en el trabajo de Piaget. Partien-
do de sus investigaciones sobre la estructura cognitiva de los individuos, Piaget definié la abstraccién
reflexiva como la actividad mental que desarrolla el pensamiento y como el mecanismo que propicia el
trdnsito entre todas las estructuras 16gico-matemadticas (Arnon et al., 2014).

En este contexto, Dubinsky (1991) distingue cuatro estructuras mentales por las que un individuo
transita cuando aprende un concepto: Accidn, Proceso, Objeto y Esquema. El modo en el que se
construyen estas estructuras mentales se logra mediante los mecanismos de abstraccién reflexiva, deno-
minados: interiorizacién, coordinacién, reversion, encapsulacién y desencapsulacién. A continuacién,
se explican las estructuras y mecanismos mentales y cémo se relacionan estos en la construccién de
conocimiento, segin se expone en Arnon et al. (2014). Un individuo muestra una concepcién Accién
de un concepto si la comprension que exhibe en la solucién de diferentes problemas estd limitada a
transformaciones dirigidas de manera externa. Puede decirse, en términos de un concepto matemadtico,
que el sujeto no es capaz de imaginar ni saltarse pasos mientras no supere esta etapa.

Cuando un individuo reflexiona sobre las Acciones y puede recrearlas mentalmente, sin la necesidad
de depender de estimulos externos, se dice que ha interiorizado las Acciones en un Proceso. Sin embar-
go, hay que asegurarse de que el individuo sea capaz no solo de dejar de depender de las representaciones
externas, sino también de lograr la reversién del Proceso original. También ocurre la necesidad de coor-
dinar dos Procesos para generar otro. Asi, una estructura Proceso se construye mediante los mecanismos
de interiorizacion, de reversién o de coordinacién. Cuando un individuo muestra en su trabajo, en
tareas relacionadas con un concepto matemadtico, la construccién mayoritaria de Procesos, se concluye
que ha construido una concepcién Proceso de este. La construccién de un Objeto se logra a través del
mecanismo de encapsulacién. Cuando un individuo necesita aplicar Acciones sobre un Proceso (ente
dindmico) y lo transforma en un ente estdtico para el cual es capaz de aplicar nuevas Acciones, se dice
que el sujeto ha encapsulado el Proceso en un Objeto. Cuando el individuo muestra evidencia de la
construccién del concepto como Objeto en su trabajo, se concluye que ha construido una concepcién
Objeto de este. Un Esquema es una construccién coherente de Acciones, Procesos, Objetos y otros Es-
quemas cuya reconstruccién es permanente y determinada por una situacién matemdtica particular a la
cual se enfrenta un individuo. La teoria APOE sostiene que un individuo es capaz de aprender cualquier
concepto matemdtico mediante la construccién de las estructuras mentales antes descritas.
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Para el caso particular del infinito, Dubinsky et al. (2013) observaron que para que el individuo logre
el paso del infinito potencial al actual es necesario que conciba el Proceso de infinito como algo termina-
do; luego, mediante el mecanismo de encapsulacion, debe construir el Objeto sobre el cual puede realizar
Acciones. Asi, estos autores propusieron la estructura de Totalidad, que permite ver el Proceso de infinito
como un todo, como una entidad estdtica sobre la que, no necesariamente, es posible aplicar Acciones.
Es por esto por lo que, en el contexto del infinito, la estructura de Totalidad se ubica entre el Proceso
y el Objeto. El mecanismo mediante el cual un individuo transita de la estructura Proceso del infinito
a la Totalidad fue denominado completez por Roa-Fuentes (2012), y se us6 para demostrar la Totalidad
en Villabona et al. (2022). El infinito estd inmerso en el concepto de limite; para ver el Proceso infinito
como terminado, el sujeto necesita considerar el limite como Objeto, como el Objeto que trasciende el
Proceso (Villabona y Roa-Fuentes, 2016). «En los Procesos infinitos que son analizados a través de una
situacion al limite, la comprensién que tenga el individuo sobre este concepto hace la diferencia entre ver
un Proceso infinito como inacabado o verlo como un todo» (Villabona et al., 2022, p. 193).

Descomposicién genética (DG)

Uno de los aspectos clave de la teoria APOE es ayudar a predecir lo que los estudiantes logran aprender
acerca de un concepto y cdmo lo aprenden. Por lo que, una vez definidos los constructos de la teoria
y los mecanismos que muestran como esas construcciones se entrelazan, ellos pueden integrarse en un
modelo hipotético que puede ser llevado a la préctica para probar su validez y utilidad. A este modelo
se le denomina descomposicién genética (DG) del concepto en estudio. En una DG de un concepto
matemdtico particular se describen las Acciones necesarias para comenzar a entender un concepto. Es-
tas pueden ser interiorizadas en Procesos y estos, a su vez, coordinados en nuevos Procesos que podrén
ser encapsulados en Objetos, y contintia de esta manera hasta conformar la descripcion de todos los
mecanismos y estructuras que modelan la construccién mental de un concepto matemadtico.

Para la construccién de una DG se tienen en cuenta elementos como la experiencia del investi-
gador, tanto en la ensenanza como en el aprendizaje del concepto que se estudie, el conocimiento de
la teoria APOE, los conocimientos matematicos, las investigaciones sobre el concepto de interés y su
desarrollo histérico. Una vez conjugados todos o parte de estos elementos, es posible establecer una
DG preliminar, la misma que puede implementarse y probarse en campo. Con los datos derivados de
su implementacién se realiza una revisién de la DG y, de ser necesario, se propone un refinamiento.
Este procedimiento puede repetirse varias veces, pero se espera que en cada nuevo ciclo iterativo de
prueba y refinamiento se genere un modelo que describa mejor la construccién del concepto que se
estd estudiando. Otro rasgo importante de una DG es que puede ser usada para guiar el desarrollo
instruccional, con lo que el disefio de actividades alrededor de un concepto consiste en proponer acti-
vidades que propicien la construccién de las estructuras y mecanismos mentales dictados por la DG.

A continuacién, se presenta un resumen de la DG del limite de una funcién de una variable real en
x=a de Cottrill et al. (1996, citado en Arnon et al., 2014).

1. La Accién de evaluar fen un solo punto x que se considera cercano, o incluso igual al valor 4.
La Accién de evaluar la funcién fen algunos puntos, cada uno sucesivamente mds cercano al
valor « que el anterior.

3. Construccién de un esquema coordinado de la siguiente manera:

a) Interiorizacién de la Accién del paso 2 para la construccién de un Proceso en el dominio
en el que x se aproxima al valor 4.

b) Construccién de un Proceso en el rango en el que fx)se aproxima al valor L.

¢) Coordinacién de (a) y (b) a través de f.
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4. Encapsulacién del Proceso del paso 3(c) para que el limite se convierta en un Objeto al que se
pueden aplicar Acciones.

5. Reconstruir el Proceso del paso 3(c) en términos de intervalos y desigualdades. Esto se realiza
mediante la introduccién de estimaciones numéricas de la cercania de las aproximaciones, en
simbolos, 0 <|x—al <8y |f(x)—L|<e.

6. Aplicacién de un esquema de cuantificacién de dos niveles para conectar el Proceso reconstrui-
do del paso 5 con la definicién formal de limite.

7. Aplicacién de una concepcién completa €—§ a situaciones especificas.

Aqui vale la pena observar cémo la descripcién de las estructuras y mecanismos de la teoria se ubica
exclusivamente en el registro algebraico de las funciones.

El ciclo de investigacién de APOE

Un proyecto de investigacién basado en la teorfa APOE involucra tres componentes: andlisis tedrico,
elaboracién y aplicacién de un disefio instruccional o de instrumentos de investigacién, recoleccién y
andlisis de los datos. El andlisis tedrico inicial del concepto que se desea abordar, en el cual se explora
lo que significa entender el concepto matemdtico y cémo un individuo puede construirlo, conduce a
la propuesta de una DG preliminar. En la siguiente fase se procede al disefio instruccional que busca
que los individuos construyan las estructuras mentales propuestas en el andlisis teérico del concepto
o se sigue con el disefio de instrumentos que evalten dichas estructuras. Finalmente, los datos que se
obtienen del tratamiento instruccional o de la aplicacién de instrumentos de evaluacién son analizados
en el contexto de la teoria APOE vy, en su caso, son utilizados para reiniciar el ciclo antes descrito con
el propésito de refinar la descomposicién genética inicial.

La concepcién dindmica del limite de una funcién

En esta investigacién suponemos que un sujeto que muestra una concepcién dindmica del limite de
una funcién real entiende este concepto como el ndmero (si es que existe) al que se aproximan los
valores de la funcién cuando sus respectivas preimdgenes se aproximan a un determinado niimero real.
Esta concepcién es intuitiva e informal, y se contrapone con la concepcién métrica o estdtica, que
se identifica con la definicién formal o también conocida como € -3 (Arnon et al., 2014). La con-
cepcién dindmica del limite de una funcién es «un conocimiento informal del concepto, es decir, los
valores de una funcién se acercan a un valor limite cuando los valores en el dominio se acercan a alguna
cantidad» (Arnon et al., 2014, p. 45). Por estas caracteristicas, la primera se estudia en el nivel medio
superior y la segunda, en el nivel superior. Blizquez et al. (2006) compararon estas dos formas de en-
tender y estudiar el limite de una funcién y concluyeron que la dindmica (entendida por ellos como
aproximacién 6ptima) es més ficil de comprender que la segunda. Sin embargo, Cottrill et al. (1996)
mencionan que la primera puede resultar més dificil de comprender que lo que uno se imagina. Valls
et al. (2011) y Pons (2014) reportaron que la conjetura de Cottrill resulté adecuada en estudiantes
del nivel medio superior a los que aplicaron un conjunto de actividades. Los resultados de su anilisis
comprobaron que muy pocos lograron coordinar los dos Procesos de aproximacién involucrados en la
concepcién dindmica del limite de una funcién (3a'y 3b en la DG de Cottrill).
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La teoria de registros de representacién semidtica

Duval (2006) plantea que en el aprendizaje de las matemdticas es indispensable el uso de las represen-
taciones semidticas, dado que el acceso a los objetos matemdticos no es posible sin un representante
en un cierto registro semidtico. Ademds, son necesarias las transformaciones del objeto en un mismo
registro, a lo cual llama tratamientos, asi como del objeto de un registro a otro, a lo que denomina
conversiones. Estas dos transformaciones tienen caracteristicas cognitivas distintas, y en la ensenanza
de las matemdticas suele darse mayor importancia a los tratamientos. Como se afirmé antes, ambas
transformaciones son necesarias, y dar un mayor énfasis a una sola limitarfa el aprendizaje de las ma-
temdticas. Asimismo, afirma que el trdnsito fluido entre diferentes registros semidticos es un indicador
de comprensidn, por lo que en la ensenanza debe promoverse este transito fluido entre registros.

METODO

La investigacién que se presenta es tedrica, de tipo descriptivo y, fundamentada en una teoria cogni-
tiva, pretende contribuir a la comprension de la forma en que un sujeto construye el concepto limite
de una funcién en una variable real. Se restringe a la concepcién dindmica y contribuye a la teoria de
registros de representaciones semidticas de Duval (2006), para complementar la descripcion propuesta
por Cottrill et al. (1996) en sus cuatro primeros pasos.

Se sigue el método de investigacién propio de la teoria APOE en la fase de refinamiento de una
descomposicién genética del concepto en estudio. Este refinamiento se propone para los pasos del 1 al
4 de la DG de Cottrill et al. (1996), después del andlisis de las respuestas de estudiantes a actividades
diddcticas que fueron disehadas, originalmente, con base en esta DG en las investigaciones de Pons
(2014), Pérez (2019) y Analco y Herndndez (2020). En los dos primeros trabajos, las actividades fue-
ron aplicadas a estudiantes del nivel medio superior y en el tercero, a estudiantes del nivel superior.
Los tres trabajos coinciden en analizar las estructuras mentales en diferentes registros de representaciéon
semidtica. Los resultados de estas investigaciones y, en particular, el sefialamiento de Ferndndez et al.
(2018) nos condujeron a cuestionarnos la necesidad de refinar la DG mencionada, de tal forma que
se describan las estructuras y los mecanismos mentales de la concepcién dindmica del limite de una
funcidn en los diferentes registros: numérico, analitico, grafico y verbal. Asimismo, se deben considerar
la estructura de Totalidad del infinito y el Objeto limite de una funcién en su concepcion dindmica.

En el trabajo de Analco y Herndndez (2020), se aplicaron seis de las actividades de Pons (2014) a
56 estudiantes de la Facultad de Ciencias Fisico Matemdticas de la Benemérita Universidad Auténoma
de Puebla, en México, como parte de un trabajo de pregrado. El objetivo de dicha investigacién fue
describir la comprensién del limite de una funcién real de los estudiantes dos semanas después de
haber revisado el tema de los limites en un curso de cdlculo diferencial. Las producciones de los estu-
diantes se analizaron con la teoria APOE, pero el tema no fue impartido siguiendo esta teorfa.

El instrumento utilizado fue un cuestionario en el que se pidi6 a los estudiantes que justificaran
cuidadosamente cada una de sus respuestas en seis actividades que consistian en una instruccién prin-
cipal seguida por varias preguntas. El tiempo que los estudiantes tardaron en responder el cuestionario
fue de dos horas.

El andlisis de las respuestas a las actividades que se present6 en Analco y Herndndez (2020) se revis6
nuevamente por las autoras de este trabajo, y se enfocé en las diferencias de construccién del limite
entre las distintas representaciones. Cada una de ellas revisé los resultados de manera independiente
y, posteriormente, se discutieron en grupo para negociar las distintas interpretaciones, triangular la
informacién y llegar a un acuerdo.
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Actividades

Las siguientes son cuatro de las seis actividades cuya aplicacién se reporté en Analco y Herndndez
(2020). Aqui se presentan solo las primeras cuatro porque son las que corresponden a la concepcién
dindmica. Para esta investigacién, se retomd el andlisis de los objetivos de estas actividades, pero se mo-
dificd la interpretacion del dltimo inciso que aparece en todas ellas, debido a que en algunas respuestas
de los estudiantes se detectaron indicios de la estructura de Totalidad del infinito, de acuerdo con el
trabajo de Villabona et al. (2022).

A continuacién, se muestran las actividades, seguidas del andlisis de sus objetivos en términos de la
DG de Cottrill et al. (1996) y de los registros semidticos que participan. Para apreciar lo anterior, es
importante notar que hay un conjunto de preguntas que se repiten en todas las actividades con la in-
tencién de evidenciar las mismas estructuras mentales, pero realizadas en diferentes registros semidticos.

Actividad 1
A partir de la siguiente tabla, responde:
T 2.9 2.99 2.999 2.9999 - | 3.0001 4.001 3.01 3.1
flz)| 14.21 | 14.9201| 14.992001| 14.99920001| --- | 15.0008001 | 15.008001| 15.0801| 15.81

¢) ;A qué nimero se aproxima 27

b) (A qué ntimero se aproxima f{z)?

) Describe el comportamiento de f{z) con relacion a la variable z.

d) Di, si es posible, jcudl es el limite de la funcion en x = 37 Justiique su respuesta

Fig. 1. Actividad 1. Fuente: Analco y Herndndez (2020).

Actividad 2

i T —2
Siflx)
flz) x? 4
T 1.9 1.99 1.999 1.9999 - 2.0001 2.001 2.0 2.1
flz)

«) Completa la tabla

b) ;A qué nimero se aproxima x7

¢} ;A qué nimero se aproxima f(z)?

d) Describe el comportamiento de f{z) con relacién a la variable z.

e) Di, si es posible, jcudl es el limite de la funcién en 2 = 27 Justifique su respuesta

Fig. 2. Actividad 2. Fuente: Analco y Herndndez (2020).
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Actividad 3
A partir de la siguiente tabla, responde:
T 3.99 | 3.993 | 3.9999 3.99999 <o+ | 4.00001 4.0001 4.001 | 4.01
S{z)| 16.530 15.5254| 15.5015 15.50001 <o | 14.00003 14.0003 14.003 | 14.03

(lr,:] iA qué nimero se aproxima 7

b) JA qué nimero se aproxima f(x)?

¢} Describe el comportamiento de f(x) con relacion a la variable x.

d) Di, si es posible, jcudl es el limite de la funcion en = = 47 Justifique su respuesta

Fig. 3. Actividad 3. Fuente: Analco y Herndndez (2020).

ACTIVIDAD 4

De la funcion f(x) que se muestra en la siguiente figura, contesta a las
preguntas:

a) Elige un valor para x, y calcula el valor de f(x), en ese punto.

b) Cuando x tome los valores 3.9, 3.99, 3.999,... {A qué numero se
aproxima f(x) ?

c) Cuando x tome los valores 4.1, 4.01, 4.001,... ¢{A qué numero se
aproxima f(x) ?

d) Describe el comportamiento de f(x), con relacién a la variable x.

e) Di, si es posible, ¢cual es el limite de la funcion en x = 4? Justifique
Su respuesta.

Fig. 4. Actividad 4. Fuente: Analco y Herndndez (2020).

En las actividades 2 y 4 se piden las imdgenes de valores en el eje x que los estudiantes deben ob-
tener de una expresion en el registro algebraico (actividad 2) o ubicando dichas imdgenes mediante el
uso de la funcién en el registro gréfico (actividad 4). Con lo anterior, se evalta si los estudiantes reali-
zan las Acciones 1y 2 de la DG, primero en el registro algebraico y luego en el grifico. En las primeras
tres actividades se plantean las preguntas ;A qué niimero se aproxima x? y ;A qué niimero se aproxima
flx)? Estas preguntas tienen la finalidad de que los estudiantes muestren si conciben el Proceso de
aproximacién de los valores dados a un nimero que no aparece en la tabla. En la primera pregunta, la
aproximacién es sobre el dominio y la segunda, sobre el rango. Asi, en estas tres actividades, se espera
que muestren los Procesos de dominio y rango de la DG, pasos 3a y 3b en el registro numérico y en
una representacién tabular.

En la actividad 4 se solicita tinicamente el Proceso en el rango, dada una sucesién de valores del
dominio (registro numérico) que los estudiantes deben ubicar en el plano (conversién al registro gri-
fico), para luego usar la grafica y deducir a qué niimero se aproximan sus imdgenes. En esta actividad
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también se solicita que el estudiante determine la imagen de un nimero x arbitrario, que debe ser
seleccionado por ¢él, para cuya funcién solo se proporciona su representacién grafica. Asi, con esta
solicitud, se espera observar si el estudiante realiza la Accién del paso 1 de la DG, en el registro gréfico.

En las cuatro actividades se incluye la solicitud «Describe el comportamiento de f{x), con relacién
a la variable x», cuya intencién es evaluar si el estudiante evidencia el Proceso que resulta de coordinar
los Procesos de dominio y rango, solicitados previamente en las distintas representaciones, incluyendo
la evidencia en el registro verbal a través de sus justificaciones. En las tres primeras actividades, este
Proceso se debe construir en el registro numérico y, en la cuarta actividad, en el registro grifico.

El dltimo inciso de las cuatro actividades pide al estudiante que establezca, si es posible, cudl es el
limite de la funcién en un cierto valor x, segin sea el caso, y que justifique su respuesta. Si el estudiante
determina que el limite existe (actividades 1y 2) y lo justifica correctamente mediante las aproxima-
ciones, tanto por la derecha como por la izquierda, entonces demostrard que es capaz de imaginar las
aproximaciones infinitas como un Proceso. En su argumentacion, también podria dar evidencia de
considerar ese Proceso como terminado. En este caso, el estudiante debe probar haber construido la
Totalidad del infinito y los indicios del Objeto limite (Villabona, 2016; Villabona y Oktac, 2022). En
las actividades 3 y 4 el limite no existe porque los limites laterales, en el valor de interés, no coinciden.
Si el estudiante describe esta situacion, en términos de la no coincidencia de los limites laterales, evi-
denciard haber visto los Procesos infinitos en el rango como terminados, ya sea en el registro numérico

(actividad 3) o en el gréfico (actividad 4).

NUEVA REVISION DE LOS DATOS

En Analco y Herndndez (2020) se reporté que, al aplicar estas cuatro actividades, todos los estudiantes
evidenciaron la concepcién de Accién del limite de una funcién y los Procesos dominio y rango, pero
que no todos mostraron el Proceso resultante de la coordinacién de dichos Procesos (paso 3c de la
DG). Ahora, en esta investigacién, revisamos los mismos datos, encontramos que coincidimos en la
concepcién de Accidn y de los Procesos dominio y rango, pero que los porcentajes de los estudiantes
que dieron muestras del Proceso coordinado dependen del registro en el que estd planteada la activi-
dad. Ademds, consideramos que las respuestas al tltimo inciso de cada actividad podrian analizarse a la
luz de la estructura de Totalidad del infinito y del Objeto limite, en lugar de como evidencias de una
encapsulacién del Proceso coordinado. A continuacién, detallamos la revisién del Proceso coordinado

y de la Totalidad del infinito.

Acerca del proceso coordinado

La actividad 1, inciso ), exige la coordinacién de los Procesos dominio y rango en el registro numérico,
al pedir que se describa el comportamiento de la funcién representada en una tabla. En esta actividad,
el 66,06 % de los estudiantes dio muestras de la construccién del Proceso coordinado al dar respuestas
similares a « lim f(x) =15 porque cuando x tiende a 3, f{x) tiende a 15», la cual fue la mds frecuente.

La actividad 2, inciso d), solicita lo mismo, pero, para una funcién en una representacién algebrai-
ca y una tabla con una sucesién de valores en el dominio, los estudiantes deben completar la tabla y
describir su comportamiento. En este caso, el 75 % dio muestras del Proceso coordinado, ya sea en
el registro algebraico, en el numérico o en el verbal. La mayoria de estos respondié: «cuando x — 2,

1 . . . . .
f(x)— —», mientras que algunos precisaron, «cuando x tiende a 2 por la izquierda o por la derecha,

flx) se aproxima a 0,25». Es importante mencionar que un 20 % de los estudiantes intent6 describir
el comportamiento de la funcién usando la expresién algebraica e imaginando o dibujando su grifica,
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por lo que dieron respuestas como las siguientes: «La gréfica tiene pendiente negativar, «en x =—2 es
asintdtico y en x — 2 hay un hueco», o hicieron dibujos de rectas con huecos como el de la figura 5
(véase inciso d).

a) Completa la tabla. 1
b) ¢A qué numero se aproximan los valores de x? & T |

s - T
¢) ¢A qué nimero se aproximan los valores de f(x)? o\ \/ Y SOOI (i
d) Describe el comportamiento de f (x} con relamon a la variable x. 2
L i |
on T \“f_‘.-."="5,-"'-'ifﬂ._t‘4 7 | o Ay \). |

Fig. 5. Ejemplo de la respuesta de un alumno a la actividad 2, inciso d).

La actividad 3 es similar a la primera, se presenta en el registro numérico y se proporcionan los
valores de una funcién en una tabla, pero la diferencia es que la sucesién de valores en el rango se
aproxima a distintos niimeros cuando los del dominio se aproximan a 4, mientras que en la actividad
1 la sucesién de valores en el rango converge a un mismo nimero. Aqui, el 82,14 % dio muestras del
Proceso coordinado al responder el inciso c). La mayoria de los alumnos respondié de manera similar
a lo que muestra la figura 6.

c) Descnbe el comportamlento de f(x), con relamon a la variable x.
') | a: %) ."'. o A o ley F\2%é A d

lm‘i X ufniC G 4 Dy 10 'v"’*" W Y T' ¥ "\fu CPrusim 4 QR0

a

BoOR M W4 -t::-;?:--;.éam N L 14

Fig. 6. Ejemplo de la respuesta més frecuente a la actividad 3, inciso c).

La actividad 4, inciso d), solicita lo mismo que las actividades previas, pero para una funcién repre-
sentada Ginicamente en el registro grafico, y tiene la caracteristica de que, cuando x se acerca a 4, por

la derecha y por la izquierda, f{x) se aproxima a ndmeros distintos. En esta situacién, solo el 35,71 %
de los alumnos pudo explicar el comportamiento de la funcién en términos de las aproximaciones, en
el dominio y en el rango, y dar muestras, asi, del Proceso coordinado, empleando las palabras «tiende
a» 0 «se aproxima a». Aqui llama la atencién que el 46,42 % del total de los estudiantes menciond
otras caracteristicas de la funcién, como «es una funcién a trozos» y «no es una funcién continua», o
intentd hacer una conversion al registro gréfico, en lugar de sefialar el fenémeno de las aproximaciones
a diferentes valores en el rango (véase la figura 7).

~r T T

def(x)? 1o f'” 6] 5 x G0
d) Describe el comportamiento de f(x) con relaclon a la variable x. }ffc 15 51 ge(04A)
ES yng Tuncidn aWoz LLmo0) 5 x4, 0p)

Fig. 7. Respuesta de un estudiante al inciso d) de la actividad 4.

Acerca de la existencia del limite

Ahora pasaremos al tltimo inciso, en el que se solicita decir, si es posible, si existe el limite de la funcién
y que se justifique la respuesta.
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En la actividad 1, en la que se contaba con una tabla de valores y los valores de la funcién se aproxi-
maban a 15 (registro numérico), el 55 % de los estudiantes respondié que el limite era 15 y lo justificé
recurriendo al hecho de que los limites laterales coincidian. El 18 % del total justificé que 15 era el
limite, y afirmé que cuando x tiende a 3, f{x) tiende a 15. Asi, un 73 % de los estudiantes podria haber
construido la estructura de totalidad del infinito cuando habla de un proceso infinito (cuando x tiende
a 3, flx) tiende a 15), que concluye (el limite es 15) y da indicios del Objeto limite en su concepcién
dindmica. El resto de los estudiantes afirmé que 15 era el limite de la funcién cuando x tiende a 3,
pero no proporciond ninguna justificacion o lo calculé mediante una expresion algebraica que ellos
supusieron (7 %), como la que se muestra en la figura 8. Estos estudiantes no nos informan en sus
respuestas si imaginan el proceso infinito como terminado, por lo que no dan evidencia de la Totalidad
del infinito ni del Objeto limite.

J 9 s pO'ﬁ:blC:@Ufi’_/ £5 50 f rm~,+e, Cond® %= 3?
Aret |a Al = Al | R L I =liC
B & PHA Z D L Am Ay 2) Y oS

A

Fig. 8. Ejemplo de respuesta a la actividad 1, inciso d).

En la actividad 2, los estudiantes contaban con la representacién algebraica de la funcién y debian
completar una tabla con valores en el eje x (registro numérico). En este caso, casi el 40 % afirmé que
el limite de la funcién existia en x =2, que era 0,25, y lo justificé mediante la coincidencia de los li-
mites laterales (véase figura 9). Ellos dan indicios de la Totalidad del infinito y del Objeto limite. Otro
40 % evalud la funcién enx =2 y hallé el limite o solo escribié que el limite era 0,25, pero no dio
ninguna justificacién. El resto (20 %, aproximadamente) afirmé que el limite no existia porque, como
la funcién no estaba definida en x = 2, el limite no se alcanzaba. Algunos de ellos escribieron: «No es
posible porque la funcién se indefine cuando x = 2 ». Asf, se tiene que el 60 % de los estudiantes no da

indicios de la Totalidad del infinito.

e) Di, sies posible, ;cudl es el limite de la funcion en x = 2? Justifica tu respuesta.

Cor L pus  Lim FOO = LM £00

ST | . & +
' &) k2L

Fig. 9. Ejemplo de respuesta a la actividad 2, inciso e), en la que usan los limites laterales para justi-
ficar la existencia del limite.

En la actividad 3, los estudiantes contaban solo con informacién en el registro numérico, en el que
se observaba que, cuando x se acercaba a 4, los valores de la funcién se aproximaban a dos nimeros
diferentes. En esta situacién, el 84 % concluyé que el limite no existia porque los limites laterales no
coincidian, y algunos de ellos escribieron: «el limite no existe ya que los limites laterales no coinciden».
El resto proporcioné erréneamente un limite, afirmé que la funcién tenia dos limites o dejé en blanco
la respuesta.

En la actividad 4, la funcién se presentd tinicamente en el registro grafico y tenfa una discontinui-

dad de salto en x = 4. En este caso, el 87,5 % respondié fécilmente que el limite no existia en ese valor
porque los limites laterales no coincidian (véase figura 10). El porcentaje de los que dieron un limite o
dijeron que existian dos limites fue de casi un 10 %.
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e) Dl si es posible, (,cual es eI’I:mlte de la funmon en x = 47 Just!flca tu respuesta

O\l o> : 3 = -~
) ExalTC TJ J G Cro &9 O COA e iCen

A

Fig. 10. Ejemplo de respuesta a la actividad 4, inciso ¢).

En estas dos actividades, un gran porcentaje de los estudiantes respondié acertadamente que el
limite no existia y lo justificé por la no coincidencia de los limites laterales. Aqui se destaca el hecho de
que fueron capaces de determinar los limites laterales, es decir, de que quizds ven el proceso infinito en
el rango como terminado, pero, ahora, para establecer la no existencia del limite en el valor de interés.
Es por esta razén por la que sus respuestas las consideramos como indicios de Totalidad del infinito
y del Objeto limite en su concepcién dindmica. La tabla 1 resume los resultados anteriores y permite
observar cémo el Proceso que resulta de la coordinacién de los Procesos dominio y rango y la determi-
nacién de la existencia del limite con una justificacién correcta (indicios de Totalidad del infinito y del
Objeto limite) dependen del registro semidtico en el que se haya planteado la actividad.

Tabla 1.
Porcentajes de estudiantes que evidenciaron el proceso coordinado
y la existencia o no del limite, segtin el registro de representacion semidtica.

Actividad Registro Proceso coordinado del ii;il;:;ijil;ffoﬂimite
1 Numérico 66,06 73
2 Algebraico-numérico 75 40
3 Numérico 82,14 84
4 Grifico 35,71 87,5

Fuente: elaboracion propia con datos de Analco y Herndndez (2020)

ANALISIS DE LOS DATOS

En las investigaciones de Pérez (2019) y Pons (2014), se reporté que el Proceso coordinado no se
manifestaba en estudiantes de nivel medio superior y que su construccién parecia verse favorecida por
algtn registro semidtico y limitada en otro. Lo anterior lo concluyeron después de aplicar las mismas
actividades que aqui se presentaron. En los resultados de Analco y Herndndez (2020) que se acaban
de describir y de resumir en la tabla 1, se muestran evidencias del Proceso coordinado en estudiantes
de nivel superior y se observa claramente una diferencia entre el porcentaje de estudiantes que eviden-
cian dicho Proceso en el registro numérico (cuando cuentan y usan una tabla de valores) y los que lo
muestran en el gréfico (solo cuentan con la grafica de la funcién). En este caso, es en el registro gréfico
donde surgieron dificultades para hablar de las aproximaciones en el dominio y en el rango de manera
simultdnea, a pesar de que si lo hacen en el registro numérico. En la actividad 4 (registro grafico), las
respuestas mds frecuentes explicaban que la funcién estaba definida a trozos y lo hacian de manera
verbal o mediante algunas expresiones algebraicas, como en la figura 7.

Esta tendencia a usar una expresién algebraica para responder sobre el comportamiento de una
funcién también aparecié en las otras actividades donde la funcién solo se representd en el registro
numérico, pero fue en un menor porcentaje (Analco y Herndndez, 2020). En el registro numérico,
los estudiantes pueden observar los valores numéricos, tanto del dominio como del rango, y al notar
el cambio simultdneo pueden coordinar ambos Procesos en uno nuevo. Esta coordinacién se da, espe-
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cialmente, en la representacién tabular. Sin embargo, en el registro grafico, los estudiantes construyen
una sucesién de valores en el dominio como un Proceso, pero la construccién de ese Proceso con los
valores del rango requiere la interiorizacion de las Acciones de usar la gréfica de la funcién para buscar
las imdgenes de cada valor en el eje y. Al parecer, estos estudiantes no han interiorizado esas Acciones en
un Proceso y recurren entonces a focalizar la curva y a realizar las Acciones de reconocer caracteristicas
globales de esta, por ejemplo, si «es creciente, continua, discontinua o estd definida a trozos», las cua-
les también aparecieron frecuentemente como respuesta (Analco y Herndndez, 2020). Los resultados
anteriores indican que el Proceso coordinado no se construye de la misma manera en un registro que
en otro, y esto sugiere un refinamiento de la DG.

Ademds, en la revisién de los datos expuestos arriba, se nota una gran diferencia entre el porcen-
taje de estudiantes que lograron determinar el limite y justificar su existencia cuando la funcién se
represent6 en el registro algebraico y se contaba con una tabla (actividad 2) y los que hicieron esto en
la actividad 1, donde solo analizaron una tabla de valores (registro numérico). En la actividad 2, casi
la quinta parte de los estudiantes usé la expresién algebraica y mencioné «el limite no existe (o no se
alcanza) porque la funcién no estd definida en x =2» (Analco y Herndndez, 2020), a pesar de que,
al llenar la tabla, podian observar la aproximacién a 0,25. El hecho de contar con la expresién alge-
braica de la funcién llevé a varios estudiantes a realizar inicamente la Accién de evaluar en el valor de
interés y a no completar el Proceso de aproximacidn infinita para construir la Totalidad del infinito.
En contraste con lo anterior, el 70 % de los estudiantes respondi6 sobre la existencia del limite en el
registro numérico y lo justificé acertadamente. De estas evidencias, se deduce que el registro algebraico
no favorecié la construccién de la estructura de Totalidad ni del Objeto limite en estos estudiantes.

Es importante mencionar que las respuestas sobre la existencia del limite y su justificacién no arro-
jaron evidencias suficientes de la Totalidad del proceso infinito ni del Objeto limite, ya que no permi-
tieron conocer si los estudiantes imaginaban el proceso infinito como terminado o afirmaban que el
limite era cierto niimero por convencidn. Su justificacion se basé en que los limites laterales coincidian
o en que cuando x tiende a 4, fx) tiende a L, pero ninguna de las dos permite afirmar si conciben que
el ndmero L se alcanza o no.

En la investigacién de Pons et al. (2012), se encontrd que la coincidencia o no de las aproximacio-
nes en el rango influfa en las respuestas de 129 estudiantes de primero y segundo de bachillerato cuan-
do se analizé en ellos la construccién del significado del limite de una funcién. Para estos estudiantes,
la construccién del Proceso coordinado se favorecié cuando las aproximaciones en el rango coincidian,
mientras que la no coincidencia representd un reto mayor. En el estudio que ahora presentamos, ob-
servamos que en las actividades 3 y 4, en las que las aproximaciones en el rango no coinciden, estos
estudiantes (de ciencias exactas) respondieron correctamente que el limite no existia porque los limites
laterales no coincidian. Al parecer, ellos pudieron recordar ficilmente el teorema que asegura esta afir-
macién, aunque no fueron capaces de explicar lo que ocurre en el dominio y en el rango de manera
simultdnea, sobre todo en el registro gréfico.

Como consecuencia del andlisis anterior, se propone un refinamiento de la DG, de tal manera que
se hipotetice sobre las estructuras y los mecanismos mentales necesarios para la construccién de la con-
cepcién dindmica del limite de una funcién en los registros semidticos: numérico, algebraico y grafico.
Se decidi6 agregar al registro verbal, debido a que, aunque no se analizé en detalle su influencia en
este trabajo, si se ha destacado su papel en varias investigaciones (Monaghan, 1991; Tall, 1992). Otra
modificacién importante que se propone para la DG de Cottrill es la incorporacién de la estructura de
Totalidad del infinito, entre el Proceso coordinado y el Objeto del limite en su concepcién dindmica
tras reinterpretar los datos de Analco y Herndndez (2020) y a la luz de los trabajos de Dubinsky et
al. (2005 y 2013), Villabona y Roa-Fuentes (2016) y Villabona et al. (2022). Consideramos impor-
tante incluir la estructura de Totalidad para favorecer el disefio de actividades diddcticas dirigidas a su
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construccién y como parte de instrumentos de investigacién. Finalmente, se conserva el paso 4 de la
DG de Cottrill (paso 6 en la nueva DG), en el que se plantea la construccién de un Objeto, al que se
pueden aplicar Acciones, pero ahora como producto de la encapsulacién de la totalidad del infinito y
precisando que se trata del Objeto del limite de una funcién en su concepcién dindmica. En las res-
puestas analizadas no fue posible obtener evidencia de estas estructuras, pero si indicios apoyados en el
andlisis teérico de estudios previos.

RESULTADO: DESCOMPOSICION GENETICA REFINADA

En esta seccién, primero se describen las estructuras mentales previas necesarias para la construccién
del concepto de limite de una funcién real; después se presenta la DG refinada.

Estructuras previas

— Un Esquema de nimero real que incluya las nociones de los diferentes conjuntos de niimeros,
en particular del nimero racional (en su representacién numérica fraccionaria y decimal) y las
propiedades de orden en los nimeros reales.

— Una concepcién de Proceso del concepto de funcién real en sus diferentes representaciones se-
midticas, lo cual significa que el estudiante logra identificar la imagen de un elemento arbitrario
del dominio e imagina el rango de la funcién en cualquier registro semiético.

— Una concepcién de infinito como Proceso (Dubinsky et al., 2005).

Acciones

Dado un elemento cualquiera del dominio, cercano al valor x =4, el estudiante realiza la Accién de
asociar este valor con su imagen bajo la funcién fen cada uno de los registros semidticos de la funcién.
En el registro numérico, desempenard las Acciones de analizar una tabla en la que se presenten parejas
ordenadas de nimeros conformadas por dos sucesiones, una en el dominio de la funcién y otra de las
respectivas imdgenes. En el algebraico, realizard Acciones de sustitucién de elementos del dominio de
la funcién cada vez mds cercanos a x =4 en una expresién matemadtica, para determinar su imagen
correspondiente. En el registro grifico, hard la Accidén de ubicar las imdgenes en el eje y de distintos
valores en el eje x pertenecientes al dominio de la funcién cada vez mds cercanos al valor x=4. En el
registro verbal, llevard a cabo la Accién de describir cada una de las acciones anteriores.

Dos estructuras de proceso, una en el dominio y otra en el rango

Al repetir las Acciones de asociacién de un valor en el dominio, cercano a x =4 con su respectiva ima-
gen, por la izquierda y por la derecha de x = «, utilizando una diversidad de funciones representadas
en cada uno de los distintos registros de representacion, y reflexionar, en cada ocasién, acerca de la proxi-
midad, o no, de los valores en el dominio a x =24 y de los valores en el rango a un cierto valor y = Z,
cuando esto sea posible, el estudiante interioriza dichas Acciones en dos Procesos de aproximacién
infinita, uno en el dominio y otro en el rango, en cada uno de los registros de representacion antes men-
cionados.
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Proceso de la concepcién dindmica del limite de una funcién real

Cuando el estudiante coordina los dos Procesos descritos arriba, utilizando distintas funciones ez cada
uno de los registros de representacién, en las que el limite exista o no, construye un nuevo Proceso me-
diante el cual serd capaz de apreciar y representar de diversas maneras las aproximaciones conjuntas;
de x acercdndose al valor « y de f{x) aproximdndose o no a un cierto valor L. Cuando el estudiante re-
flexiona sobre el resultado de los Procesos anteriores en cada uno de los registros de representacién y los
coordina por pares, construye nuevos Procesos (numérico-grdfico, numérico-verbal, numérico-algebraico,
grdfico-verbal, grdfico-simbdlico, algebraico-verbal). Estos Gltimos Procesos se coordinan nuevamente
entre ellos. Ese Proceso coordinado puede considerarse como Proceso de la concepcién dindmica del
limite, el cual se pone en evidencia cuando el estudiante puede concluir que, cuando x se aproxima
infinitamente a x =, la funcidn se aproxima al valor f{x)=L, independientemente de las representa-
ciones involucradas.

Totalidad del proceso infinito en la concepcién dindmica del limite

Siempre que el limite L de una funcién f exista en x =4, el estudiante podrd dar evidencia de ver el
Proceso coordinado de aproximacién infinita como terminado y manifestar que lim f(x)= L en cual-
x—a

quiera de los registros semi6ticos en los que se presente esta situacién. Cuando el limite de la funcién
no exista porque los limites laterales no coinciden, el estudiante serd capaz de determinar los limites
laterales y argumentar que el limite de la funcién no existe porque ambos limites, como aproximacio-
nes infinitas terminadas, son diferentes.

Objeto de la concepcién dindmica del limite

A través de acciones sobre el limite dindmico evidenciando la Totalidad del infinito, el alumno en-
capsula la concepcidn dindmica del limite en el Objeto y es capaz de realizar nuevas Acciones sobre ¢l
como, por ejemplo, aplicar sus propiedades.

SUGERENCIAS DIDACTICAS

Es de gran importancia que el estudiante realice las Acciones descritas en la DG en cada uno de los
registros de representacién y que tenga oportunidades de reflexién, experimentando tanto con funcio-
nes cuyas imdgenes se aproximen a un cierto valor como con aquellas que no tengan esta propiedad
en x =4 . El uso de diferentes tipos de sucesiones de nimeros en el dominio, que se aproximen tanto
por la izquierda como por la derecha a x =4, en los diferentes registros, permitird al alumno deter-
minar si, conforme x se acercaa x = @, la correspondiente sucesién de niimeros en el rango se acerca,
0 no, a un valor y = L. En los casos en los que el limite de la funcién no exista en x =, las Acciones
anteriores le permitirdn observar que los valores de la funcién no convergen en un solo niimero, que
no convergen en ninguno o que divergen en mds o menos infinito para valores de x proximos al valor
a. De esta forma, el estudiante tendrd la oportunidad de interiorizar dichas Acciones en un Proceso de
aproximacién en el dominio y, al mismo tiempo, construir un Proceso de aproximacién en el rango de
las imdgenes de esas sucesiones numéricas, y acercarse infinitamente a un valor y = L para cada registro
de representacion considerado. Las Acciones de la DG también permitirdn a los estudiantes reflexionar
sobre el hecho de que el limite en un punto no requiere que la funcién esté definida en ese punto y que
los limites laterales deben coincidir para que exista ese Gnico limite.
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La construccién de la concepciéon dindmica del limite de una funcién como Proceso se favorece
cuando el estudiante realiza Acciones en el registro numérico, ya que este le permite visualizar el com-
portamiento de los valores numéricos dados en una tabla, tanto para el dominio como para el rango.
La interiorizacién de esas acciones se logrard al utilizar diferentes funciones y situaciones de convergen-
cia. Luego, mediante preguntas adecuadas sobre el comportamiento de la funcién, se favorece la coor-
dinacién de los Procesos dominio y rango. Sin embargo, es necesario que se coordinen dichos Procesos
en todos los registros, ya que los resultados que aqui se mostraron destacaron esa falta de coordinacién
en el registro gréfico en estudiantes de fisica y matemdticas.

CONCLUSIONES

En este trabajo se propone una descomposicion genética refinada del limite de una funcién en una
variable real en su concepcién dindmica. Esta propuesta complementa el andlisis que ofrece la teoria
APOE con la teoria de representaciones semidticas para contribuir a la comprensién de los Procesos
involucrados en las diferentes representaciones y su posible coordinacién. La principal aportacién
es la descripcién de las estructuras y los mecanismos mentales que un sujeto necesita para la com-
prension de la concepcién dindmica del limite de una funcién en un punto, integrando de manera
explicita los registros semidticos numérico, algebraico, grifico y verbal; lo anterior, después de haber
notado diferencias drésticas entre las construcciones mentales que un grupo de estudiantes manifesté
en un registro o en otro. El Proceso coordinado se evidencié en la mayoria de los casos en el regis-
tro numérico y en la representacion tabular, y, en una minoria, en el registro grafico. La Totalidad
del infinito, como un indicio, se evidencié en la mayoria de los estudiantes en el registro numérico
(representacion tabular) y en el gréfico, pero no en el algebraico. Se ofrecieron también recomenda-
ciones diddcticas que buscan brindar suficientes oportunidades de construcciéon del concepto limite
en su concepcién dindmica, al trabajar en los diferentes registros semidticos y coordinar los Procesos
construidos en cada uno de ellos.

Una aportacién importante de este estudio consiste en subrayar que los estudiantes pueden haber
construido distintas concepciones del concepto de limite en diferentes representaciones de este, y
cémo esto incide en la posibilidad de construir el Proceso coordinado de la aproximacién en el domi-
nio y el rango de una funcién en la Totalidad del infinito. Lo anterior conduce a reflexionar sobre la
posibilidad de analizar a mayor profundidad dichos Procesos en diferentes representaciones y la posible
coordinacién entre ellos.

Otras contribuciones de este trabajo que consideramos valiosas y que se sefialan en la DG propues-
ta y en las sugerencias diddcticas son, por una parte, la necesidad de subrayar que cuando el limite
existe es Unico, y que puede existir incluso cuando el valor del limite se alcance en un punto que no
estd definido en el dominio de la funcién. Por otra parte, consideramos que la introduccién de la
Totalidad en la DG y la necesidad de disenar actividades que den cuenta de ella y que permitan su
construccion en la ensenanza es otra aportacion importante, dada la estrecha relacion del concepto de
limite, aun en su concepcién dindmica, con la nocién de infinito.

La concepcién dindmica del limite de una funcién en una variable real se considera un acerca-
miento informal que es suficiente para la construccién de los conceptos de la materia de cilculo en
los niveles medio superior y superior (por ejemplo, en carreras de ingenieria). Por lo que esperamos
que esta descripcién tedrica y las recomendaciones diddcticas sean ttiles para el diseno instruccional
en estos niveles. Sin embargo, esta concepcion del limite es también necesaria para la construccién de
la concepcién métrica de este (Cottrill et al., 1996; Pons, 2014), por lo que también es una propuesta
para los docentes de las carreras de ciencias exactas. Las actividades que se consideraron aqui pueden
ser un punto de partida, pero se recomienda también la secuencia propuesta por Morante et al. (2022).
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Cottrill and collaborators’ genetic decomposition (GD) model for constructing the notion of limit of a real
valued is a general model. It does not question the possibility that constructions may differ between different re-
presentation registers. This research study aims to focus on students work with limits while using different repre-
sentation registers, as well as to refine Cottrill and collaborators’ GD for the dynamic conception limit of a real
valued function by incorporating constructions needed at different representation registers. The study considered
the results obtained in previous research studies where activities designed with APOS theory were included.
More particularly, responses given by students in Analco & Herndndez (2020) provided a set of activities related
to the limit of real valued functions. Results of this new analysis put forward the need of making constructions
in each semiotic register and the inclusion of the infinite’s totality and object structures in a refinement of the
GD for the dynamic conception of the limit of a function.

As an example, it was found that the process resulting from the coordination of a process constructed in the
function’s range and in its domain was favored when information in a numerical register was used, as well as
when coordinating the algebraic and the numerical registers, but not in the graphic register.

Regarding the construction of the totality of the infinity in the construction of a limit, it was observed that
most students were able to mention the limit existence in the numerical register while justifying it as: «The limit
of a function when x approaches 3 is 15, since when x tends to 3 both limits, from the left and from the right,
fx) approaches 15». This was considered as an indication that students could be conceiving the finite process
as completed and that they may consider the limit in its dynamic conception as an object. However, the results
were not conclusive in this respect.

As a result of this study a refined GD for the limit of a real valued function was proposed. In this refined
GD, the mental structures that a student would need to construct on each semiotic register —numeric, algebraic,
graphical and verbal— are introduced. Furthermore, the interiorization into a process for each pair of those
registers and their coordination in a new process is proposed. We denominated this process #he process of the
limits dynamic conception. When the student can bear in mind this process as finished and is able to explain that

lim f'(x)= L regardless of the semiotic register, we consider that the infinitum totality in the dynamic concep-
x—a

tion of the limit has been constructed independently of the semiotic register. Finally, through actions on the
dynamic limit, and from evidence about the totalized infinity, the student encapsulates the dynamic conception
of limit as an object and can perform actions on it, for example, applying its properties.

The description presented in the former paragraph is a summary of the GD proposed in this article and a
contribution of this study to the literature on the limits of real valued functions. Another important contribution
is the didactic suggestions to further foster the construction of this concept derived from the theoretical analysis
conducted, which can be summarized in terms of the need to design activities to promote the constructions
described in the refined GD in each semiotic register and the need to promote the coordination of the processes
constructed in each semiotic register.

This is a theoretical proposal delving in the analysis of the construction of the limit of a real valued function
in its dynamic conception. It pretends to be useful both to teachers and researchers working at high schools and
universities.

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 41-2 (2023), 117-135 135


mailto:lidia.hernandez@correo.buap.mx
mailto:mtriguerosg@gmail.com
mailto:hruizestrada@gmail.com
mailto:estela.juarez@correo.buap.mx




	La concepción dinámica del límite de una función desde APOE y los registros semióticos 
	INTRODUCCIÓN
	MARCO TEÓRICO
	Descomposición genética (DG)
	El ciclo de investigación de APOE
	La concepción dinámica del límite de una función
	La teoría de registros de representación semiótica

	MÉTODO
	Actividades 

	NUEVA REVISIÓN DE LOS DATOS
	Acerca del proceso coordinado
	Acerca de la existencia del límite

	ANÁLISIS DE LOS DATOS
	RESULTADO: DESCOMPOSICIÓN GENÉTICA REFINADA
	Estructuras previas
	Acciones
	Dos estructuras de proceso, una en el dominio y otra en el rango
	Proceso de la concepción dinámica del límite de una función real
	Totalidad del proceso infinito en la concepción dinámica del límite
	Objeto de la concepción dinámica del límite

	SUGERENCIAS DIDÁCTICAS
	CONCLUSIONES
	REFERENCIAS


