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RESUMEN e La geometria fractal constituye un dmbito de estudio que integra varios conceptos de
la matemdtica escolar, entre ellos, el perimetro, el drea, la autosemejanza, la iteracién, la sucesidn, las
funciones y el infinito. Asi, se elige el fractal tridngulo de Sierpinski con el objetivo de proponer un
modelo cognitivo para su aprendizaje. Siguiendo la teoria APOE (accidn, proceso, objeto 'y esquema), se
describen estructuras y mecanismos mentales que pueden ser construidos por estudiantes de secun-
daria que desarrollan una secuencia de actividades escritas. Los resultados empiricos reportan que el
fractal en estudio se construye como una otalidad a partir de un mecanismo mental que se ha deno-
minado sintesis, mecanismo que podria abrir nuevas oportunidades de desarrollo para la teoria APOE.

PALABRAS CLAVE: Matemitica escolar; Tridngulo de Sierpinski; Teoria APOE; Totalidad; Meca-

nismo de sintesis.

ABSTRACT e Fractal geometry constitutes a field of study that integrates several concepts of school
mathematics, among them, perimeter, area, self-similarity, iteration, succession, functions and infin-
ity. Thus, the fractal Sierpinski triangle is chosen with the aim of proposing a cognitive model for its
learning. Based on the APOS theory (action, process, object and scheme), mental structures and mecha-
nisms that can be constructed by high school students who develop a sequence of written activities are
described. The empirical results report that the fractal under study is built as a totality from a mental
mechanism that has been called synthesis, a mechanism that could open new development opportu-
nities for the APOS theory.
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mechanism.
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INTRODUCCION

Hacia la mitad del siglo xx, Klein (1924) destaca la necesidad de equilibrar aspectos formales e intui-
tivos en la ensefanza de la matemdtica para evitar la atomizacién de los conocimientos y favorecer su
articulacién. Actualmente, estas ideas contindan vigentes en investigaciones de interés diddctico que
refuerzan la necesidad de promover la conexidn de conceptos matemdticos que beneficien el aprendi-
zaje (Alsina, 2009; Arcavi, 2018; Garbin y Azcdrate, 2002; Godino, Batanero y Font, 2008).

En este contexto, se proponen los fractales geométricos como objetos de estudio por dar cabida al
enfoque anteriormente expuesto, ya que poseen la particularidad de ser articuladores de variados t6-
picos matemdticos del curriculo escolar, como lo demuestran Apkarian, Tabach, Dreyfus y Rasmussen
(2019).

La investigacién sobre fractales a nivel escolar es exigua. Estudios especificos, como el de Adams y
Russ (1992), reportan que las estructuras autosimilares (parte semejante al todo), propias de la geome-
tria fractal, son mds adecuadas para describir la realidad que los modelos de la geometria euclidiana.
En Karakus (2015), estudiantes turcos que construyen fractales geométricos evidencian la importancia
de relacionar la figura geométrica base para generar el fractal (iniciador), la regla que define su cons-
truccién (generador) y la accidn de iterar o repetir dicha regla sobre cada nuevo elemento emergente.

Desde una perspectiva cognitiva, los estudios son atin mds escasos; por ejemplo, a nivel universita-
rio, Garbin (2007) destaca que la nocién de fractal geométrico estd estrechamente ligada a coordinar
la autosimilitud con el proceso iterativo de su construccién; en ella también intervendrian aspectos
como la intuicién y la visualizacién.

Si bien los antecedentes coinciden en la importancia de la iteracién y autosimilitud en la geometria
fractal, no se han encontrado estudios empiricos que propongan cdmo estas y otras nociones podrian
ser consideradas para el aprendizaje de fractales geométricos en el contexto escolar.

Bajo estas condiciones, y con base en la teoria APOE, el objetivo de nuestra investigacion es dual:
por un lado, nos interesa identificar, describir y fundamentar, desde un punto de vista cognitivo, las
estructuras y los mecanismos mentales necesarios para la construccién del tridngulo de Sierpinski (TS)
en el contexto escolar. Y, por otro lado, avanzar y contribuir en la reflexién tedrica de la construccién
de la totalidad a partir de un mecanismo de sintesis para la teoria APOE.

TEORIA APOE

La teoria APOE, desarrollada por Dubinsky (1991) y otros investigadores (Arnon et al., 2014), se
fundamenta en la nocién de abstraccién reflexiva propuesta por Piaget (2000) para describir la cons-
truccion de estructuras légico-matemdticas durante el desarrollo cognitivo de un individuo. Acciones,
procesos, objetos y esquemas son estructuras mentales propiciadas por los mecanismos de interiorizacion,
coordinacion, encapsulacion, desencapsulacion'y tematizacion, los que a continuacién pasaremos a revisar.

Segtin Arnon et al. (2014), para que emerja un objeto matemdtico nuevo es necesario realizar trans-
formaciones sobre objetos previos. Asi, un estudiante inicia la construccién de un nuevo objeto reali-
zando acciones que se manifiestan como transformaciones de uno preexistente a partir de estimulos
externos, de tal manera que cada paso de la transformacion debe explicitarse sin omitir ninguno de
ellos. Cuando en el estudiante se produce un dominio interno de las acciones, los pasos que antes eran
explicitos son realizados mentalmente, por lo que se puede prescindir de alguno de ellos o revertirlos;
entonces se dice que las acciones se han interiorizado en un proceso mental. La coordinacion es otro me-
canismo que puede conducir a la construccién de nuevos procesos. Para Arnon et al. (2014), la forma
en la que se produce este mecanismo tiene que seguir estudidndose para describirlo a cabalidad. La
encapsulacion de un proceso en un objeto se produce cuando un individuo concibe el proceso como un
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todo estdtico sobre el cual puede realizar acciones o nuevas transformaciones. Segun la actividad mate-
matica, un objeto podria desencapsularse en el proceso que lo origind para construir nuevas estructuras.
A su vez, un esquema de cierto fragmento de la matemdtica es una coleccién de acciones, procesos, objetos
y otros esquemas en una estructura mental que se activa para abordar un problema matemidtico. La
tematizacidn es un mecanismo que permite considerar el esquema como un objeto sobre el cual pueden
realizarse nuevas acciones.

Las estructuras y mecanismos mentales son propuestos en un modelo cognitivo denominado des-
composicién genética (DG), que describe cémo se construye cierto fragmento del conocimiento ma-
temadtico, y esta DG adquiere el cardcter de hipétesis de investigacién. Como senalan sus principales
investigadores (Arnon et al., 2014; Brown, McDonald y Weller, 2008; Dubinsky, Arnon y Weller,
2013), la teoria APOE sigue en constante evolucidn, respondiendo principalmente a cuestiones sobre
el aprendizaje de objetos matemdticos.

La totalidad como estructura en la construccién de t6picos especificos

Arnon et al. (2014) presentan de manera provisional una estructura intermedia entre proceso y 0b-
jeto: la totalidad. Este cardcter temporal de la totalidad, como parte del esquema, se debe a la escasa
investigacién desarrollada especificamente sobre esta estructura. Quienes plantean por primera vez la
totalidad como una posible estructura entre proceso y objeto (Dubinsky et al., 2013), lo hacen sobre el
estudio de decimales periddicos y las dificultades de los individuos para construir este tipo de decima-
les como objeto. Dubinsky et al. (2013) consideran que imaginar todos los 9 de 0,9 presentes de una
sola vez evidencia una transformacién significativa sobre 0,9 lo que permite considerar esa percepcién
como un indicador de la toalidad. La relevancia de esta transformacién radica en la complejidad que
presentaron los estudiantes en el trdnsito entre proceso y objeto, complejidad inherente a los objetos
ligados a procesos infinitos. Para los autores, las dificultades se evidenciaron cuando solo 15 de los 47
participantes lograron la construccién del objero, mientras que los otros 32 presentaron diferencias en
esta transicién. El andlisis de este trdnsito dio cabida a la propuesta de la roralidad como estructura
por si misma (Dubinsky et al., 2013). A partir de lo anterior, concebir todos los 9 de 0,9 al mismo
tiempo es senal del proceso concebido como una estructura mental estdtica que contiene todos los 9
de la expansién decimal periddica.

De acuerdo con la evolucién de la teoria APOE, hasta el afio 2013 la construccion de objeros se
caracterizaba por dos aspectos esenciales: 2) concebir un proceso como una totalidad y b) poder realizar
acciones sobre esa totalidad (Arnon et al., 2014; Weller, Arnon y Dubinsky, 2011), donde la toalidad
es parte del objeto. Con Dubinsky et al. (2013) se abre la posibilidad de que, en la construccién de
ciertos objetos matemdticos, se requiera la totalidad como una estructura en si misma, lo que permite
interpretar con mayor detalle como se produce el aprendizaje de tdpicos especificos de la matemdtica,
especialmente los que involucran procesos infinitos, dejando abierto el mecanismo mental que permite
el desarrollo de tal estructura.

La sintesis: un mecanismo mental para construir el TS como una totalidad

Estudios realizados por investigadores contempordneos a Dubinsky (1991) sobre el desarrollo de la
abstraccidn en situaciones de ensefianza de la matemdtica (Dreyfus, 1991, 2015; Hershkowitz, Hadas,
Dreyfus y Schwarz, 2007; Mason, 1989; Thurston, 1990; Tsamir y Dreyfus, 2002) establecieron las
bases para proponer un mecanismo que responda a la construccién del TS como una rotalidad. Entre
estos estudios, el de Gray y Tall (2007) y el de Thurston (1990) aluden a las matemdticas compresibles,
como la capacidad de poder crear un dispositivo mental que recoge, en un todo, distintos enfoques con
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los cuales se ha trabajado en una idea matemadtica, pasando desde objetos percibidos a manipulables
hasta concebirlos como estructuras formales. También se halla lo propuesto por Dreyfus (1991), quien
describe la capacidad de sintetizar como la de fusionar caracteristicas, propiedades, procesos y objetos
de conceptos subyacentes al mismo concepto en una sola imagen, donde todos ellos estin comprendi-
dos e interrelacionados. Si bien varios de los términos usados por estos investigadores son idénticos a
los que conforman la teorfa APOE, el sentido con que son empleados puede tener matices, ya que se
proponen desde otros marcos conceptuales.

Otras investigaciones que se han desarrollado con base en APOE, como la de Dubinsky, Weller,
Stenger y Vidakovic (2008), confirman la complejidad de construir una fotalidad para los procesos
involucrados en un proceso iterativo bidimensional. Ademds, proponen que posiblemente basta que solo
uno de ellos sea concebido como una totalidad para imaginar el proceso iterativo bidimensional como
un todo. Estudios similares desarrollados por Brown et al. (2008) proponen que un proceso iterativo
infinito podria encapsularse en un objeto promoviendo una actividad de evaluacién sobre dicho proceso.
Recordemos que hasta ese entonces la rotalidad era contemplada como parte del objeto. Stenger, Weller,
Arnon, Dubinsky y Vidakovic (2008) van mads all4, distinguen dos tipos de evaluacién sobre este tipo
de procesos: 1a dada por acumulacién, al tratar de concebir qué se tiene al final del proceso, y la dada por
extensién, al tratar de imaginar qué viene después de finalizado el proceso.

La construccidén de la totalidad como una estructura mental debe relacionarse con un mecanismo
que conduzca a su formacién. Dubinsky et al. (2013), quienes presentan por primera vez la totalidad
como una estructura en si misma, denominan destemporalizacién al posible mecanismo que facilitaria
la construccién de objetos trascendentes, pero no presentan una descripcién sobre dicho constructo.
En este punto podemos agregar que para Brown et al. (2008) un objeto trascendente no se genera de
manera directa del proceso iterativo infinito que lo precede, sino que trasciende al proceso. La idea de
desligarse de lo temporal fue desarrollada por Piaget (citado en Barrio, 1989) como caracterizacién de
la transformacién de procesos cognitivos en objetos mentales. Otros constructos que han aportado a
nuestro estudio provienen de Garbin (2005a, 2005b), con las ideas «de totalidad, de completes [sic]
y de unidad» (pp. 65 y 174), y de Villabona y Roa (2016) con el mecanismo de «completez» (p. 31),
ligado a conceptos previos de la teoria de los cardinales. Si bien ambos constructos hacen alusién a
la construccién del infinito actual, estos son propuestos desde distintos marcos tedricos. No ha de
extranar que emerjan distintas denominaciones en los estudios sobre el infinito a partir de APOE, ya
que segun Piaget (citado en Dubinsky et al., 2013) las estructuras son invariables en la teoria general y
los niveles proporcionan mecanismos para la construccién de estas, ademds, los niveles dependen del
concepto en estudio. Asi, es posible proponer mecanismos distintos a los habituales que atiendan a la
naturaleza y especificidad de un concepto y a los propésitos diddcticos que se persiguen.

De esta forma, se propone un mecanismo mental que denominamos séntesis como el medio para
considerar el proceso iterativo infinito tridimensional del TS (que hasta Dubinsky et al., 2008, era bi-
dimensional para otro concepto) como una fotalidad: estructura estitica entre proceso y objeto que
fusiona las caracteristicas analiticas y geométricas del TS en una sola entidad. Esta sintesis puede ser
generada por una accién de evaluacidn, en este caso de acumulacién (Stenger et al., 2008), sobre uno
de los procesos que componen el proceso iterativo infinito tridimensional, lo que permite que este tltimo
deje su dinamismo para ser concebido como una entidad estdtica.

DISENO METODOLOGICO

Para abordar en profundidad el conocimiento del TS, se opté por un enfoque cualitativo de corte inter-
pretativo. Con base en Echeverria (1997), el escenario escolar donde se desarrolla la investigacion es rele-
vante en este disefio, porque las evidencias generadas tienen un sentido en el contexto del cual son parte.
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Bajo este paradigma, se siguid el ciclo de investigacién propio de APOE. Se comenzé con un and-
lisis teérico de los fractales geométricos, lo que permitié proponer una DG para el TS que incorporara
la totalidad como estructura, mediada por la sintesis como mecanismo. Los resultados del andlisis te6-
rico ponen de manifiesto la complementariedad de contextos analiticos, geométricos y experimentales
implicados en la construccién de estos objetos (Chabert, 1990; Peitgen, Jiirgen y Saupe, 2004) y coin-
ciden en la relevancia de la iteracién y la autosimilitud como conceptos intrinsecos de la construccién
de fractales geométricos. En un segundo momento, se disend una secuencia de actividades escritas, con
base en la DG, las que fueron desarrolladas por nueve estudiantes (mujeres y hombres) —etiquetados
como E1, E2, ..., E9— que cursaban el dltimo ciclo de educacién secundaria (de 16 a 18 afios) en un
colegio chileno subvencionado por el Estado. En el tercer momento de andlisis de datos se contrastaron
las respuestas de los estudiantes con la DG.

Los criterios de seleccién obedecieron a consideraciones tedricas necesarias para desarrollar un estu-
dio en profundidad (Stake, 2010): 2) cursar los tltimos dos anos de educacion secundaria; #) mostrar
interés por la matemdtica; ¢) haber elegido el plan electivo de matemadtica, plan al que se opta volun-
tariamente, y ) accesibilidad de las investigadoras. Los resultados académicos no fueron considerados
en funcién de recoger datos para comprender mejor la complejidad del fenémeno en estudio. Por otro
lado, se considerd la posibilidad de que la secuencia de actividades fuese implementada por el docente
a cargo del curso en un contexto habitual de ensenanza, para que no haya intervencién de terceros en
la toma de datos.

Descomposicién genética del TS para el contexto escolar

La definicién del TS que se elaboré no es neutra, fue influenciada por Sabogal y Arenas (2011) y Sier-
pinski (1915) y se propuso desde un dmbito geométrico, por la dificultad que impone el estudio de los
fractales geométricos en un curriculo escolar que no los contempla. Optamos por un tridngulo como
iniciador, por ser una figura ampliamente considerada en el curriculo escolar. De esta forma, el TS se
presenta como la figura a la que tiende la sucesién que se obtiene de repetir el siguiente algoritmo sobre
un tridngulo equildtero, incluidos sus puntos interiores: se unen los puntos medios de los lados obte-
niéndose cuatro tridngulos, y se elimina el interior del tridngulo central; en los tres tridngulos restantes
se opera nuevamente con la misma regla, y asf sucesivamente con cada nuevo tridngulo (figura 1).

Iniciador ; Generador

Fig. 1. Algoritmo fractal del TS.

En la tabla 1 se presenta la DG para promover el aprendizaje del TS como una rotalidad.
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Tabla 1.

Descomposicion genética del TS para el nivel escolar

Acciones
sobre objetos
de esquemas

C1. Acciones sobre el tridngulo equildtero, sus medianas, perimetro y drea con base en el esquema de tridn-
gulos

C2. Acciones sobre patrones geométricos y numéricos con base en el esquema de patrones

procesos itera-
tivos infinitos

previos C3. Acciones sobre potencias de base y exponente natural, con base en el esquema de potencias
C4. La iteracién como proceso: por medio de la interiorizacion de acciones sobre el tridngulo equildtero
promovidas por el algoritmo fractal y la actividad matemdtica que promueve la recurrencia de una accidn
que realizar
Caracteristicas .t . L . o
L C5. La autosimilitud como proceso: por medio de la interiorizacion de acciones sobre patrones geométricos
;n[t;;’l:ecas y numéricos promovidas por el algoritmo fractal y la actividad matemdtica que promueve la construccion
e iocomo ge imagenes y su caracterizacion
procesos
C6. El patrén de conteo (NV,) como proceso por medio de la interiorizacién de acciones sobre las potencias
de base y exponente natural promovidas por la actividad matemdtica de contar los tridngulos que compo-
nen una imagen
) C7. Las imagenes fractales (A, ) como procesos: por medio de la coordinacion entre la autosimilicud y la
Im agenes iteracién promovida por la actividad matemdtica centrada en las modificaciones geométricas que se pro-
y medidas | §,cen en una etapa cualquiera
Sractales
como procesos C8. Las medidas fractales (M) como procesos: por medio de la coordinacion entre el patrén de conteo
y la autosimilitud promovidas por la actividad matemdtica de calcular perimetros y drea en una etapa
cualquiera
) C9. El orden como proceso infinito: por medio de la desencapsulacién del orden en N promovida por
Sucesiones | |3 actividad matemdtica que hace corresponder un ntimero natural, (1, 2, 3,...7...7 ), para identificar
como

etapas, usarlos como exponentes de potencias, elementos de expresiones analiticas o identificar posiciones
de imdgenes fractales

y C10. Las sucesiones IV, M, y A,y como procesos iterativos infinitos: por medio de la coordinacion de
proceso itera- | cada uno de los procesos N;, M; y A; con el orden como proceso (iteracion a través de promovidas por
1ivo actividades centradas en construir las siguientes correspondencias: 7 = N,sn—> M,y n — A,
infinito tridi-

mensional | Cl1.Lasucesién de ternas fractales del TS como un solo proceso iterativo infinito tridimensional: por medio
de la coordinacion de la terna fractal (N,,, M,,, A,,) con el orden como proceso (iteracién a través de N)

promovida por la actividad centrada en construir la correspondencia: 7 — (N, M,,, A,)
TS como C12. EI'TS como totalidad: por medio de la sintesis del proceso iterativo infinito tridimensional, ternas frac-
totalidad | tales, promovida por una actividad de evaluacién sobre el proceso iterativo infinito (IN,,) que lo compone

Con base en la DG, se disenaron indicadores empiricos para el andlisis de los datos (tabla 2).

Tabla 2.
Indicadores empiricos de las estructuras de la DG
cl (i) | Dibuja tridngulos equildteros y traza sus medianas
(i7) | Determina perimetros y dreas de tridngulos
2 (ii7) | Sombrea tridngulos siguiendo una regularidad geométrica
(iv) | Produce figuras por tridngulos semejantes
c3 ) Distingue una regularidad numérica como resultado del conteo de tridngulos que componen las figuras,
v : . .
deduciendo que el resultado se puede expresar mediante una potencia
4 (vi) Representa pasos o etapas () que se repiten y son secuenciales y que puede imaginar omitiendo algunos
vi
de los pasos
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cs (vid) Presenta explicita o implicitamente la razén de semejanza (2:1) como caracteristica geométrica o analitica
vii . . . .
de las imdgenes que construyen en un intervalo cualquiera de la secuencia
c6 | (viii) Produce el patrén de conteo 37 para expresar la cantidad de tridngulos que conforman la imagen fractal
viii . .
en una etapa 7 cualquiera
cr (ix) Reconoce o produce imdgenes fractales (caracteristicas de ellas), sin tener que representar explicitamente
ix; .
toda la secuencia
cs ) Determina perimetros y dreas fractales para una imagen fractal 7 sin tener que calcular explicitamente
x .
toda la secuencia
9 (xi) Usa los nimeros naturales (1, 2, 3,...7) para identificar, ordenar o caracterizar geométrica o analitica-
mente una imagen fractal correspondiente a una etapa 7 cualquiera
C10 (i) Expresa en funcién de 7 la posicién de imdgenes, la cantidad de partes o una medida fractal de la imagen
xii ;.
n-ésima
ci1 | (i) Relaciona posiciones, cantidad de partes, medidas fractales como expresiones de una tinica imagen fractal
xiii - . o
en funcién de una etapa cualquiera, entre ellas la 7-ésima
c12 | (ev) Construye una representacién geométrica o analitica producto de la actividad de evaluacién sobre el
xiv, P
proceso iterativo infinito NV, cuyo resultado puede ser expresado como: 3" 0 3~

A partir de la DG descrita se disené una secuencia de actividades escritas que pudiesen ser desa-
rrolladas de manera individual y auténoma por parte de los estudiantes. Lo anterior se proyecta sin
la intervencién del profesor para facilitar la activacién de esquemas previos y estrategias propias de los
estudiantes que pudiesen reflejar con mayor claridad las estructuras cognitivas que pondrian en juego.
La secuencia consta de 21 actividades, las que se dividieron en los formularios A y B (véase apéndice),
considerando su extensién y los tiempos disponibles de la clase (90 min). Por otra parte, dicha secuen-
cia incluyé mds de una actividad destinada a recoger evidencia sobre la presencia de una misma estruc-
tura propuesta en la DG. Para validar las actividades se consulté a un grupo de expertos conformado
por docentes universitarios con formacién en matemdtica superior y profesores de matemdtica con
experiencia en aula de secundaria, todos ellos con estudios en diddctica de la matemdtica. El enunciado
principal que encabeza la secuencia (véase apéndice) contemplé una explicacién escrita que explicita el
algoritmo fractal y dos ldminas que representan el iniciador y el generador del TS.

RESULTADOS

Los resultados proceden del andlisis de los datos donde se identificaron las estructuras y los mecanis-
mos mentales a través de los argumentos observables presentes en las estrategias empleadas por los estu-
diantes. En lo que sigue, se hard énfasis en los resultados de tres de ellos, E1, E7 y E8, quienes muestran
construcciones que sustentan o bien que se alejan de la hipétesis teérica. Finalmente, se proporciona
un resumen en cada seccién con los resultados generales de los nueve estudiantes.

Caracteristicas intrinsecas del TS, como procesos

En las actividades 1a) y 1b), que consisten en dibujar las imdgenes A, y A, tras aplicar el algoritmo frac-
tal (véase apéndice), los tres estudiantes muestran evidencias de los indicadores (7), (7ii) y (iv). Ademis,
E7 relaciona las primeras acciones con potencias de base tres, evidenciando el indicador (). Ejemplo
de esta construccién se muestra en la figura 2. Por otra parte, los tres estudiantes presentan (figura 2) el
indicador (vii) en sus respuestas a las actividades 2d) y 2e), ya que se muestra implicitamente la razén
de semejanza al trazar las medianas de los tridngulos, como se observa en lo desarrollado por E7 y E1,
o completar la imagen con tres tridngulos aparentemente congruentes, como lo hizo E8.
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Fig. 2. Construccién geométrica de la iteracion y la autosimilitud.

La actividad matemdtica propuesta en la actividad 3a) contempla determinar la cantidad de tridn-
gulos que forman parte de la imagen fractal para la cuarta y la décima iteracién. Al analizar las respues-
tas (tabla 3) y estrategias (figura 3) de E1, se verifica un célculo recursivo que da cuenta del conteo de
los tridngulos extraidos en cada figura y no del conteo de los sombreados, que son los que forman parte
de la imagen fractal. Hasta aqui, E1 no ha construido el patrén de conteo.

Tabla 3.
Construccién del patrén de conteo
Cantidad
de procesos Cantidad de tridngulos que componen la imagen
aplicados
Respuesta de E1 Respuesta de E7 Respuesta de E8
4 veces 121 tridngulos 81 161 en total 40 blancos 81 negros
10 veces | 88.573 tridngulos 59.049 | 118.097 en total | 29.524 blancos 59.049 negros

En la figura 3 se observa que E1 elabora un algoritmo para calcular una cantidad que incluye todas

las superficies triangulares, sombreadas y no sombreadas. Por su parte, E7 comienza a consolidar el

atrén de conteo, indicador (7iii), que ya aparecia en respuestas anteriores. En cambio, E8 suma las
quey

regiones triangulares sombreadas, las no sombreadas y aquellas que contienen combinaciones de am-
bos tipos en su interior.

 de i acid % 3333333333 -
Nd:f;"sbs op'?lxm <) -2,3 ¥ :‘,3;/ ;/ i 23 L:a 56 1 § q 10
(
o e A Ll e 11507
;l): é: N/ B 1 4 1340|121 364108 no MWL 9951
10 C 6561 - 9
(vard) et 59049 N9 2 81|29 W9 218% eset 6Bl 59040
Respuesta de El Respuesta de E7 Respuesta de E8

Fig. 3. Estrategias de conteo en la actividad 3a).

Por otra parte, de forma incipiente, tanto E1 como E8 estdn recurriendo a los nimeros naturales
para identificar las primeras etapas de la secuencia y organizar sus cdlculos; estos son indicios del indi-
cador (x7). En la tabla 4 se presentan los indicadores empiricos que se observaron en las respuestas a las
demis actividades del formulario A.
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Tabla 4.

Construccién de la iteracién y la autosimilitud

Estudiante

Respuestas literales de los estudiantes

Indicadores (tabla 2)

E1l

1c) Comprender el ejercicio y saber qué se debe dibujar

1d) Dibujar los tridngulos de la actividad 1b) sobre la base de la actividad 1a)

2a) Se va repitiendo el mismo patrén de dividir el tridngulo en cuatro tridngulos
mds pequenos

2b) Los espacios en blanco van aumentando y los tridngulos son cada vez mds
pequenos

2¢) La imagen tendrfa mayormente tridngulos blancos y los tridngulos pintados
serfan casi invisibles

3b) El lado del tridngulo queda dividido en 32 partes iguales

3¢) Ya que al sacar los tridngulos da un nimero impar

(nd)
(vi)
(iii), (vi)
(iii)
(iii)

(ii)
(nd)

E7

1¢) El que no hay que hacer célculos complejos, ni es necesario pensar demasiado.
Es ficil llegar a la respuesta correcta

1d) El hecho de posicionar correctamente los agujeros y las partes restantes de la
ldmina y el que cada vez hay que hacer tridngulos mds pequenos

2a) Tendrfa el mismo patrén y la misma forma

2b) La quinta vez que se aplica el proceso causa que la limina, en comparacién con
la limina B, tenga cada vez mds agujeros

2¢) Un tridngulo grande compuesto de tridngulos cada vez mds pequefios con la
punta hacia arriba y agujeros con forma de tridngulos con la punta hacia abajo

3b) 3° =81.3=243 243:2=121,5

3c¢) La cantidad de tridngulos es muy grande y la de agujeros también, por lo cual
la superficie restante de la lémina se acerca casi a 0, o sea, en ese momento no
quedarfa papel para representar la figura, esto se representa como la fraccién

1

1024
3

(nd)
(vi)

(iii)
(iii)

(iii)
(viii)
(nd)

E8

1¢c) Entender y llevar a cabo el procedimiento segun las instrucciones

1d) Dibujar y pintar los pequenos tridngulos que se forman

2a) Un tridngulo en comtin que es el grande, que abarca toda la figura. También se
aprecia que la ldmina B se repite 3°, es decir, 243 veces en la 5.2 vez

2b) Tiene o tridngulos blancos o negros. También estd fraccionado en mds partes.
La ldmina B es 3' y la quinta vez es 3°

2¢) La imagen estria dividida en muchas partes pequefas, pero siempre siguiendo
el mismo patrén, es decir, habria 3' tridngulos negros y 3'° liminas B

3b) Queda dividido en 2° partes iguales, es decir, 32 partes iguales

3¢) Porque 1024 no es una potencia de 3

(nd)
(iif)
(iif)
(viii)
(viii)

(viii)
(viii)

Nota: 7d = respuestas que no reflejaron de forma evidente alguno de los indicadores de la tabla 2 o preguntas que no fueron
respondidas por los estudiantes.

Las respuestas de los nueve estudiantes a las actividades del formulario A reflejan en su gran mayo-
ria la construccién de las caracteristicas intrinsecas del TS: iteracidn, autosimilitud y patrén de conteo
como procesos. E2 es el tnico estudiante cuyo dato diverge del resto del grupo (figura 4).
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A continuacion, se presentan los resultados de las actividades del formulario B.

Fig.4. Respuesta de E2 a la actividad 1b).

Imdgenes y medidas fractales como procesos

En la actividad 4a), E1, E7 y E8 construyen la imagen esperada A, (figura 5) sin registro de haber
dibujado las imdgenes previas. A este tipo de respuesta se le asigné el indicador (ix). La actividad 4b)
complementa lo anterior a través de las justificaciones que expresan la construccién mental que hacen
estos estudiantes sobre las caracteristicas de las figuras fractales (tabla 5).

AL

u..\.‘r'.&ﬂ-:'uh'-‘*-

I i
Y- Ay ol
.+ JJJIH_:'!_})E?

{ﬁ.,

Fig. 5. Respuesta de E7 a la actividad 4a).

Tabla 5.
Construccién mental de imdgenes fractales
Estudiante Respuestas literales de los estudiantes Indicadores (tabla 2)
E1 4b) Porque no es una figura a la que se le aplica el proceso varias veces sino una (iii), (vi),
figura a la que se le aplicé una vez y se puso junto a otras figuras iguales. (ix)
E7 4b) Estd mal aplicado el método, de haberlo aplicado bien poseeria un agujero del (vii), (ix)
porte de 1 de la limina inicial en el centro del tridngulo grande
E8 4b) Porque de la figura grande no estd extraido el tridngulo del medio (iii), (ix)
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La construccién de medidas fractales es promovida por la actividad 5a), donde podemos observar
que E1 no evidencia dichas estructuras como procesos. El perimetro que presenta considera que el lado
de cada tridngulo sombreado mide 1 (tabla 6). Esto se contrapone a lo expuesto por E1 en la actividad
2¢) del formulario A, siendo indicio del trénsito hacia la iteracién como proceso. La construcciéon de
estas medidas fue lograda por E7 y E8. Cabe senalar que un error en el uso de la coma decimal en
el paso final del cdlculo desarrollado por E8 fue desestimado por no tener incidencia en el objetivo
teérico de la actividad.

Tabla 6.
Construccién de medidas fractales
Actividad 5a) Respuesta de E1 Respuesta de E7 Respuesta de E8
Perimetro Area Perimetro Area Perimetro Area
Tipo de imagen dela de la de la de la de la dela
imagen imagen imagen imagen imagen imagen
Imagen conformada
it 273 27 NE)
por 9 tridngulos 6.561 PE " T 6,75 1,40625\/5
Imagen obtenida
0,0062
al aplicar 4 veces 81 12?{5 2—43 M 15,1875 Sl(TS\/gJ
el proceso 2 16 1.024
63 27 V3
27 > Z E 6,75 1,4065\/5

Las imdgenes fractales fueron construidas como proceso por los nueve estudiantes y seis de ellos evi-
denciaron las medidas fractales como proceso. Aquellos que no logran esta transformacion —de accién
a proceso— en las medidas fractales, muestran distintas dificultades, por ejemplo, E1 no ha construido
la autosimilitud, mientras que E2 y E5 no muestran evidencias suficientes que permitan interpretar
sus datos.

Sucesiones NV, M y A como procesos iterativos infinitos y proceso iterativo
n n n
infinito tridimensional

Por medio de la actividad 6a), E7 y E8 transforman los procesos de la tabla 8 en sucesiones como
procesos iterativos infinitos. Estas sucesiones se evidencian por la construccion de expresiones analiticas
que iteran a través del N (tabla 7). En cambio, E1 parece haber construido el conteo, pero no asi la
raz6n de semejanza, lo que se observa en el perimetro asignado a la imagen correspondiente a 7=3. Las
respuestas de E7 y E8 son consistentes con los indicadores (xi) y (xii), reflejo de la construccién de las
sucesiones N,y M, como procesos iterativos infinitos.
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Tabla 7.

Construccion de las sucesiones N,y M, como procesos iterativos infinitos

Niimero de veces que se Niimero de tridngulos , .
o ; Perimetro Area
aplicd el proceso que componen la imagen
E1 E7 E8 E1 E7 E8 E1 E7 E8 E1 E7 E8
1
—~3
3L 9B 3| L2
3 2 2| —.(3%. 3
3 3 2 27 | 3 3 81 53 (3°+3) = | ey 1
1 \/g
37 |1 153 | 343 20
5 4 10| 243 | 3¢ | 30 | 729 | 210-(310-3) o | 34
! 3
3° 1242 | 33 | L] 2F
4 5 4 81 3° 34 | S —+(3"+3) v

A partir de la actividad 7 se muestra la construccién de la sucesién como proceso iterativo infinito
(tabla 8). Si bien E1 en la actividad 7a), destinada a determinar cudntas imdgenes faltan por ubicar en-
tre otras dos que son dadas, no expresa claramente dicha construccion, en 7b) explicita mejor su idea.

Tabla 8.
Construccion de la sucesién Ai como proceso iterativo infinito

Indicadores (tabla 2)
(nd)

Estudiante Respuestas literales de los estudiantes

El 7a) Faltan dos imdgenes mds
7b) Ya que la primera imagen se le debe aplicar el proceso dos veces mds para que
dé la segunda (vi), (xii)
(xii)
(xii)

E7 7a)
7b) Tridngulos en un lado = 2%, x = N.o de procesos A = 2" =4, x=2,
A, = 2"=16,x=4

Falta una imagen

E8 7a)

7b) Se encuentra la tercera imagen 3 tridngulos

(xii)
(xii)

Nota: nd = respuestas que no reflejaron de forma evidente alguno de los indicadores de la tabla 2 o preguntas que no fueron

Falta una imagen para llegar a la segunda imagen

respondidas por los estudiantes.

En este momento de la secuencia de actividades se observa que, entre los nueve estudiantes, E3,
E4, E7 y E8 construyen los procesos iterativos infinitos N , M , , y todos construyen el proceso iterativo
infinito A .

A partir de los datos que nos entrega la actividad 8a), cuyo objetivo es propiciar la construccién de
ternas fractales como un proceso iterativo infinito tridimensional, se muestra (tabla 9) que E1 presenta
el patrén de conteo , pero no logra determinar las expresiones que definen a las medidas fractales. Si
bien E1 ha hecho el intento de usar 7 como parte de dichas expresiones, no ha logrado construir las
expresiones adecuadas para el drea, el perimetro y la longitud del lado de cada tridngulo que compo-
ne la imagen. En cambio, E7 y E8 reflejan lo que se ha definido en el indicador (x7ii) por medio de
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expresiones analiticas que generalizan las férmulas para el perimetro y dreas fractales a través del uso
de 7,lo que evidencia su correspondencia con la etapa 7-ésima y conforma lo que hemos denominado
ternas fractales.

Tabla 9.
Construccion de ternas fractales como un proceso iterativo infinito tridimensional
8 Niimero Lugar que ocupa la Niimero Longitud del lado
.§ de veces que imagen entre de tridngulos de cada tridngulo | Perimetro Area
3 se aplicd las imdgenes que que componen que compone de la imagen | de la imagen
M el proceso se van construyendo la imagen la imagen
2
El " n1 3" 2 9 3;—‘{;
1 3n+l 3" \/g
E7 n n+l 3" —
2" 2" 24
1
1 1 ot V3
ES8 n n+l1 3" — —(3"3 3"
’ 2" 2’ (33) 4

Construccion de la zotalidad

Las producciones de los tres estudiantes relativas a la actividad 8b) reflejan dos tipos de respuesta de
evaluacién acumulativa: E1 responde que el nimero de tridngulos es 37, mientras que para E7 y E8
este resultado es 3~ (tabla 10).

Tabla 10.
Construccién del TS como totalidad
Estudiante Respuestas literales de los estudiantes Indicadores (tabla 2)
E1 8b) El nimero de tridngulos serd el nimero de tridngulos al aplicar el proceso .
. 5 (xiv)
una vez (3) elevado al nimero de veces que se aplique el proceso: 3"
E7 8b) La imagen se compondria de 3 nimero de tridngulos, lo cual serfa un (xiv)
ntimero infinito X
ES8 8b) 3~ porque en 3%, 7 es el numero de procesos aplicados (xiv)

Hacia el final de las actividades se observa que en el grupo de nueve estudiantes E1, E3, E4, Eo,
E7, E8, E9 se logré la construccién de N, cuatro de ellos construyen My todos ellos construyen A
El proceso iterativo infinito tridimensional, es decir, las ternas fractales, son evidenciadas en los trabajos
de E3, E4, E7 y E8. Como respuesta a la evaluacién promovida en la actividad 8b), se observa la res-
puesta 3" en los trabajos de E1 y E2, mientras que para E3, E4, E6, E7, E8 y E9 esa cantidad es 3~ y

E5 no responde.
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DISCUSION Y CONCLUSIONES

Los resultados de esta investigacion avalan la totalidad como una estructura para APOE. En el con-
texto del TS la totalidad consiste en concebir el TS como un todo a través de tres procesos iterativos
infinitos, N, M y A (en el caso de A  como una imagen mental), que se coordinan para construir un
solo proceso iterativo infinito tridimensional que, producto de la actividad de una evaluacién acumu-
lativa, sobre uno de sus procesos subyacentes, es concebido como una estructura que ha dejado de ser
dindmica. A diferencia de Dubinsky et al. (2013), nuestro estudio incluyé una actividad de evaluacién
que propicié que estudiantes de educacion secundaria, sin conocimientos sobre limites, construyeran
respuestas como: 3" 0 3%, lo que los condujo a imaginar que la cantidad de tridngulos, en el caso de que
el proceso continuase indefinidamente, habfa finalizado. La actividad de evaluacién sobre V. propicia
dos tipos de resultados: 3" y 3~, y ambos han sido considerados en nuestro estudio como «dispositi-
vos» (Thurston, 1990, p. 5) que reflejan la estabilidad de un proceso iterativo tridimensional que hemos
denominado ternas fractales n— (N, M , A ), y asi fusionan las caracteristicas analiticas y geométricas
del TS. Esta forma de concebir dicha estructura mental se relaciona en parte con lo propuesto por Du-
binsky et al. (2013), que consiste en la capacidad de imaginar todos los 9 a la vez (en 0,9). En efecto,
los estudiantes que presentan 3" y 3* pueden imaginar tener todos los tridngulos que componen la
imagen del fractal TS, independientemente de si usan n o . El hecho de que los estados construidos
en el infinito 3" y 3~ hereden propiedades de los estados previamente construidos en el proceso que lo
origina, podria significar la imposibilidad de construir un objeto trascendente (Dubinsky et al., 2008);
sin embargo, la DG del TS fue disefiada considerando el contexto escolar en el que se inscribe esta
investigacién y con otros objetivos tedricos y diddcticos.

Brown et al. (2008) definieron en su DG del Conjunto Potencia de N la totalidad como una sola
operacién mental que asocia un objeto con cada nimero natural basado en un proceso iterativo infinito
que itera a través de N . A diferencia de lo anterior, nuestro proceso iterativo infinito para el TS es tridi-
mensional y produce ternas fractales como elementos de la sucesién: n— (N, M, A ), y no como los
objetos que se habian declarado en Brown et al. (2008). Coincidimos con Dubinsky et al. (2008) en
que el intento de evaluacién propiciado sobre solo uno de los procesos iterativos que componen la terna
fractal, en este caso sobre z— (V), simplificé el trdnsito hacia la totalidad y hacia la imaginacién del
proceso iterativo tridimensional como estdtico.

El mecanismo de sintesis definido en esta investigacién es un medio por el cual se construye el TS
como una estructura mental estdtica, comprendida entre proceso y objeto, que fusiona las diversas ca-
racteristicas del fractal consideradas en este estudio.

La rotalidad es especialmente necesaria en el contexto escolar y proyecta un curriculo que favorezca
la integracién o conexién de los temas (Alsina, 2009; Arcavi, 2018; Garbin y Azcdrate, 2002; Godino
et al., 2008), considerando que varios de ellos no se pueden etiquetar como objeros propiamente debi-
do al nivel de abstraccién o complejidad estructural que estos comportan.

A modo de conclusién, podemos senalar que las evidencias indican que la hipédtesis tedrica DG
propuesta podria ser refinada en algunos de sus componentes. Como la teoria APOE lo ha plantea-
do, las estructuras pueden avanzar en mds de una dimensién de la DG. Lo anterior fue evidente en
algunas de las primeras producciones de los estudiantes (figura 2), que reflejaban la construccién del
patrén de conteo y la necesidad de recurrir al orden de N para organizar y apoyar las acciones sobre
esquemas analiticos y geométricos previos. Esto nos lleva a replantear la posibilidad de ajustar la DG,
modificando el orden en que se evidencian algunas de dichas estructuras. Otros elementos tedricos que
deben profundizarse son los procesos intrinsecos del TS, ya que los resultados desvelan que no basta
con construir la iteracién y la autosimilitud. La comprension de la estructura fractal requiere focalizar
la atencién en aquellos elementos que forman parte de cada estructura individual, y en esto es clave el

84 ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 39-3 (2021), 71-92



Mecanismo mental de sintesis en el aprendizaje del triangulo de Sierpinski como totalidad

conteo de los tridngulos sombreados. Un aspecto ligado a lo anterior y abordado someramente en la
DG de este estudio fue la longitud de los lados de cada tridngulo que forman la imagen fractal. Esta
caracteristica debe ser estudiada mds en profundidad para evaluar implicancias en un modelo teérico
refinado. Las adecuaciones a la DG son una proyeccién de nuestro trabajo de investigacién hacia otros
fractales geométricos.

En el contexto de la educacién escolar, atin es necesario seguir investigando sobre los conocimien-
tos implicados en la construccién del TS, asi como de otros fractales geométricos. En este sentido,
consideramos que los resultados son auspiciosos, pues estudiantes sin conocer el tema y sin la interven-
cién docente fueron capaces de mostrar que la secuencia de actividades contribuye a la construccién de
estructuras relevantes del fractal geométrico.

De forma mds general, podemos decir que la sintesis se propone como un mecanismo mental que
propicia la integracién de varios procesos, los que comportan diversas caracteristicas, propiedades y
relaciones de una porcién del conocimiento matemdtico, en una estructura mental estdtica. Los atri-
butos de dichos procesos se fusionan y generan un dispositivo que facilita su comprensién o uso del
conocimiento en un contexto matemdtico dado. Este mecanismo podria proyectarse como un aporte
a la teorfa (figura 6) en el contexto de los fractales geométricos.

Esquema

/ Interiorizacién

Acciones

Proceso iterativo
l infinito

Objetos J
Totalidad
k Encapsulacién

Fig. 6. La sintesis como mecanismo mental en el contexto del TS.

Cabe sefalar que la evidencia mostrada para el TS es un primer paso para llegar a sustentar la sinzesis
como un mecanismo mental para APTOE (accidn, proceso, totalidad, objeto 'y esquema). Resulta impe-
rativo investigar con otros tépicos matemdticos y con un nimero mayor de datos, con la finalidad de
tener evidencia que respalde la s/ntesis como un nuevo mecanismo mental en el contexto de una familia
de fractales geométricos y otros fragmentos de las matemdticas.
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APENDICE

Secuencia completa de actividades

Formulario A

Existe una figura especial que se va construyendo de la siguiente manera:

* Se inicia con un tridngulo equildtero (Idmina A).

* Luego se va aplicando el proceso que se indica a continuacién: Dibujamos los segmentos que
unen los puntos medios de los lados obteniendo cuatro tridngulos y quitamos el tridngulo cen-
tral (limina B).

* A cada uno de los tres tridgngulos de la imagen construida se le aplica el mismo proceso anterior,
y asi sucesivamente.

Lamina A Lamina B

Actividad 1

la) Dibuja la imagen que se observaria al aplicar nuevamente el proceso a la imagen de la ldmina

B.

1b) Dibuja la imagen que se observaria si se aplica nuevamente el proceso a la imagen obtenida en
1a).

1) ;Qué es lo més ficil de esta actividad?

1d) ;Qué es lo miés dificil de esta actividad?

Actividad 2

2a) ;Qué semejanzas con la imagen de la ldmina B tiene la imagen obtenida al aplicar el procedi-

miento por quinta vez?

2b) ;Qué diferencias con la imagen de la limina B tiene la imagen obtenida al aplicar el procedi-
miento por quinta vez?

2¢) ¢Cémo te imaginas la imagen al aplicar 10 veces el proceso? Explicalo en palabras.

2d) Al acercar una lupa a uno de los vértices de la imagen obtenida al aplicar 100 veces el proceso,
¢qué se observa a través de la lupa?

2e¢) En la ldmina C se ha dibujado el espacio en blanco que queda mds cerca del vértice superior de
la imagen construida al aplicar 200 veces el proceso. Dibuja solo las figuras que comparten un
lado con este espacio.
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LadminaC

Actividad 3

3a) Completa la tabla A1 (puedes desarrollar la actividad en las hojas de atrds, indicando el nimero
de la pregunta, y luego traspasar los resultados a la tabla).

Tabla A1
Cantidad de procesos aplicados Cantidad de tridngulos que componen la imagen
4 veces
10 veces

3b) Al aplicar una vez el proceso, cada lado de la imagen queda dividido en dos partes iguales (l4-
mina D). ;En cudntas partes queda dividido cada lado de la imagen obtenida al aplicar 5 veces
el proceso?

Lamina D
3¢) ;Por qué no existe una imagen compuesta por 1024 tridngulos al construir esta figura especial?

Formulario B

Existe una figura especial que se va construyendo de la siguiente manera:

— Se inicia con un tridngulo equildtero (limina A).

— Luego se va aplicando el proceso que se indica a continuacién: dibujamos los segmentos que
unen los puntos medios de los lados obteniendo cuatro tridngulos y quitamos el tridngulo cen-
tral (I4mina B).

— A cada uno de los 3 tridngulos de la imagen construida se le aplica el mismo proceso anterior, y
asi sucesivamente.

Actividad 4

4a) Dibuja la imagen que se obtendria al aplicar el proceso cinco veces.
4b) Explica por qué lo que se muestra en la limina E no puede ser una imagen de la figura especial.

Escribe tu respuesta.
Lamina E ﬁ c
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Actividad 5

Cada imagen que se forma al aplicar el proceso posee un perimetro y un drea segtin se indica a con-
tinuacién. Perimetro: En la ldmina F las flechas sefalan un camino que parte en P (punto medio de
uno de los lados del tridngulo inicial), y que se puede seguir para pasar una sola vez por cada segmento.
A la longitud de todo el camino lo denominaremos Perimetro de la imagen. Area: El 4rea es la suma de

las dreas solo de los tridngulos que componen la imagen.

Lamina F

5a) Completa la tabla A2. Considera que el proceso se inicié con un tridngulo equildtero de lado
1. (Puedes desarrollar la actividad en las hojas de atrés, colocando el nimero de la actividad y

luego traspasar los resultados a la tabla).

Tabla A2

Tipo de imagen

Perimetro de la imagen

Area de la imagen

Imagen conformada por 9 tridngulos

Imagen obtenida al aplicar 4 veces el proceso

Actividad 6

6a) Completa la tabla A3 considerando que el proceso se inicié con un tridngulo equildtero de lado
1. En la columna 1 puedes elegir el nimero de veces que se aplicé el proceso (elige tres casos
distintos). Puedes realizar los cdlculos en las hojas de atrds colocando el nimero de la actividad

y luego traspasar los resultados a la tabla.

Tabla A3

Niimero de veces
que se aplicd el proceso

Niimero de tridngulos
que componen la imagen

Perimetro

Area

90
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Actividad 7

Al aplicar el proceso una y otra vez aparecen distintas imdgenes de la figura especial.

7a) ;Cudntas imdgenes faltan por ubicar entre las dos que se muestran a continuacién cuando el
proceso se aplica una y otra vez en forma consecutiva?

7b) Justifica la respuesta anterior.
7¢) Une con una flecha lo que corresponda:

Actividad 8

8a) Completa la tabla A4 considerando que se comienza de un tridngulo equildtero de lado 1.

Tabla A4
Niimero de veces | Lugar que ocupa la ima- | Nimero de tridngu- | Longitud del lado de Perimet Jrea d
i ey ., erimetro rea de
que se aplicd el | gen entre las imdgenes que | los que componen la cada tridngulo que . .
. . de la imagen | la imagen
proceso se van construyendo imagen compone la imagen

8b) Considera que este proceso de construccién continda indefinidamente, ;cudntos tridngulos
componen la imagen en ese estado?
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Various research studies of didactic interest consider the importance of promoting the integration of concepts
in the teaching of mathematics. Part of the theoretical inquiry developed in the context of this research reveals
that the concept integration approach has been considered by different researchers under different names. Hen-
ce concepts such as organic bonding, compressible mathematics, principle of interconnection and fusion of
knowledge propose a certain common episteme, in response to the complexity of the teaching of mathematics,
which in this study we have called «knowledge integration approach». The geometric fractals favour the approach
indicated, and among their exponents the Sierpinski triangle was chosen as the object of study. Geometric frac-
tals are not part of the compulsory Chilean school curriculum, so we place ourselves in the qualitative paradigm
to understand in depth how such knowledge can be learned at the secondary level. Under these conditions, and
under the wing of the APOS theory, we set out to identify, describe and base, from this cognitive framework,
how the Sierpinski triangle is constructed and also contribute to the theoretical reflection on the construction of
the totality as a mental structure facilitated by the mechanism of synthesis.

Considering the methodological framework of APOS, three moments were selected to carry out the experi-
ment. The first moment, of theoretical analysis, gave rise to a cognitive model for learning the Sierpinski triangle,
where iteration and self-similarity were identified as intrinsic mental structures for its construction. This model
recognizes the recurrence of constructed concepts as analytical and geometric processes that are coordinated
to give rise to a three-dimensional infinite iterative process. Based on the scientific literature on the totality in
the field of APOS and in specialized studies that address the concept integration approach, the construction of
the fractal under study was established as a totality facilitated by the synthesis mechanism. In a second phase,
a sequence of activities was designed to promote the mental constructions described in the model, which were
developed by nine secondary school students individually and without the intervention of the teacher in charge
of the class. Finally, the data were analyzed using the cognitive model generated by the theoretical analysis.

The results have a double dimension: on the one hand, in the construction of the Sierpinski triangle, analytic
and geometric characteristics are identified, represented by various themes included in the school curriculum.
As an example, at least: arithmetic and geometric patterns emerge; polygons, medians, perimeters and areas;
similarity; powers, natural numbers and their order; and successions, which were described as distinct mental
structures based on the theoretical analysis developed. On the other hand, the theoretical analysis also allowed
to delve into the importance of the «totality» structure in the learning of the Sierpinski triangle facilitated by the
proposed synthesis mechanism, by which the fractal is placed between process and object when conceived as a
static whole that integrates the geometric and analytical characteristics described in the cognitive model.

By way of discussion and considering that there are concepts in the school curriculum that require knowledge
which is treated at higher levels of education to be constructed as objects, we believe that the whole structure can
be propitiated for several of these concepts. This requires further progress in the study of new mechanisms speci-
fic to these concepts, so that school knowledge schemes continue to be reconstructed and to mobilize increasing
levels of abstraction without neglecting contexts and functionalities in the real world.

92 ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 39-3 (2021), 71-92


mailto:ximenagutierrez@u.uchile.cl
mailto:marcela.parraguez@pucv.cl

	
 Mecanismo mental de síntesis en el aprendizaje del triángulo de Sierpinski como totalidad 
	INTRODUCCIÓN
	TEORÍA APOE
	La totalidad como estructura en la construcción de tópicos específicos
	La síntesis: un mecanismo mental para construir el TS como una totalidad 

	DISEÑO METODOLÓGICO
	Descomposición genética del TS para el contexto escolar

	RESULTADOS
	Características intrínsecas del TS, como procesos
	Imágenes y medidas fractales como procesos
	Sucesiones N, M y ∆ como procesos iterativos infinitos y proceso iterativo infinito tridimensional
	Construcción de la totalidad 

	DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES
	AGRADECIMIENTOS
	REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS 
	APÉNDICE
	Secuencia completa de actividades



