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RESUMEN e Decidir cémo continuar la ensefianza se ha identificado como la destreza mds dificil de
entre las tres que configuran la competencia de mirar profesionalmente el pensamiento matemdtico
del estudiante. En este estudio 95 estudiantes para maestro de Educacién Primaria resolvieron una
tarea en la que debian proponer un objetivo de aprendizaje y actividades para apoyar el desarrollo de
la comprensién del significado de fraccién como parte-todo usando como referencia una trayectoria
hipotética de aprendizaje. Los resultados sugieren que la trayectoria hipotética de aprendizaje ayudé
a los estudiantes para maestro a proponer actividades centradas en la comprension de los estudiantes
usando los elementos matemdticos que articulan la trayectoria hipotética de aprendizaje.

PALABRAS CLAVE: Mirar profesionalmente; Fracciones; Trayectoria hipotética de aprendizaje; For-
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ABSTRACT ¢ Deciding how to respond to a teaching-learning situation has been identified as the
most difficult of the three skills that make up the competence of noticing student’s mathematical
understanding. In this study 95 pre-service primary school teachers solved a task in which they had
to propose a learning objective and activities to support the development of the understanding the
meaning of fraction as part-whole using as a reference a hypothetical learning trajectory. Results sug-
gest that the hypothetical learning trajectory helped pre-service teachers propose activities focused
on students’ understanding of how to use the mathematical elements that articulate the hypothetical
learning trajectory.
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INTRODUCCION

Las recientes reformas educativas abogan por una instruccién basada en la comprensién de los estu-
diantes (NCTM, 2014). En el dmbito de la educacién matemadtica mirar profesionalmente el pensa-
miento matemdtico de los estudiantes (Jacobs, Lamb y Philipp, 2010) se ha identificado como una com-
petencia cuya adquisicidn resulta esencial para los maestros. Esta competencia les permite identificar
las estrategias utilizadas por los estudiantes, interpretar su comprensiéon matemdtica y decidir cémo
continuar con la instruccién considerando la comprension previamente interpretada. La importancia
de esta competencia ha generado una emergente agenda internacional de investigacién que ha tratado
de conceptualizarla e identificar diferentes contextos para su desarrollo (Ferndndez, Sdnchez-Matamo-
ros, Valls y Callejo, 2018; Schack, Fisher y Wilhelm; 2017; Sherin, Jacobs y Philipp, 2011; Stahnke,
Schueler y Roesken-Winter, 2016).

En este estudio adoptamos la perspectiva de Jacobs et al. (2010), que conceptualizan la competen-
cia de mirar profesionalmente el pensamiento matemadtico de los estudiantes a través de tres destrezas
interrelacionadas:

— Identificar las estrategias utilizadas por los estudiantes: esta destreza implica discernir detalles
matemdticos relevantes en las respuestas de los estudiantes, es decir, los elementos matemdticos
utilizados.

— Interpretar la comprensién de los estudiantes: esta destreza implica establecer relaciones entre
los detalles relevantes identificados en la respuesta de los estudiantes y caracteristicas mds gene-
rales de la comprensién.

— Decidir cémo continuar la ensefanza: esta destreza implica tomar decisiones de ensefianza en
base a dicha interpretacién.

Los resultados obtenidos por investigaciones previas han mostrado que la competencia de mirar pro-
fesionalmente el pensamiento matemdtico de los estudiantes puede desarrollarse en los programas de
formacion inicial de maestros (Fortuny y Rodriguez, 2012; Ivars, Ferndndez, Llinares y Choy, 2018;
van Es, 2011). Sin embargo, este desarrollo es complicado sin la ayuda de una referencia que ayude a
los estudiantes para maestro a estructurar su mirada (Levin, Hammer y Coffey, 2009). De entre las tres
destrezas vinculadas a esta competencia docente, decidir cémo continuar la ensefanza es la mds dificil de
desarrollar por los maestros y estudiantes para maestro (Stahnke et al., 2016). Asi, algunas veces los estu-
diantes para maestro o los maestros suelen centrarse en desarrollar procedimientos o reglas rutinarias en
lugar de centrarse en la comprension de conceptos (Son y Crespo, 2009; Son y Sinclair, 2010), redirigir
al alumnado hacia una estrategia particular (la que el docente ha explicado; Chao, Murray y Star, 2016) o
mostrar al alumnado «como hacerlo bien» (Stahnke et al., 2016). En relacidn con esta situacién, Mason
(2016, p. 225) defiende la necesidad de realizar intervenciones formativas que permitan a los maestros
enriquecer «su repertorio de acciones pedagdgicas y el discurso que utilizan para justificar esas acciones».

Como respuesta a esta indicacién, las trayectorias hipotéticas de aprendizaje se han identifica-
do como una herramienta que puede servir a los estudiantes para maestro como referencia con la
que estructurar su atencion hacia el pensamiento matemdtico de los estudiantes. Las trayectorias de
aprendizaje proporcionan a los estudiantes para maestro un lenguaje para describir el pensamiento
matemdtico de los estudiantes (Edgington, Wilson, Sztajn y Webb, 2016) y les permiten identificar
los objetivos de aprendizaje, anticipar e interpretar su pensamiento matemdtico y dar respuesta con
instruccién apropiada (Sztajn, Confrey, Wilson y Edgington, 2012). En particular, en Ivars, Ferndndez
y Llinares (2020) mostramos que el uso de una trayectoria de aprendizaje del significado de fraccién
como parte-todo puede dotar a los estudiantes para maestro de un lenguaje especifico sobre las frac-
ciones con el que describir las estrategias usadas por el alumnado e interpretar su comprension del
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concepto de fraccién como parte-todo. En el presente estudio, ampliamos estos resultados analizando
cémo una trayectoria hipotética de aprendizaje del significado de fraccién como parte-todo ayuda a los
estudiantes para maestro a proponer actividades de ensenanza y qué tipo de actividades propusieron
considerando la compresién de los estudiantes.

MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES

Antecedentes sobre la destreza de decidir cémo continuar la ensefnanza

Tal y como se ha comentado en la introduccidn, las investigaciones han mostrado que, de las destrezas
de la competencia de mirar profesionalmente el pensamiento matemdtico de los estudiantes (Jacobs et
al., 2010), la de decidir cémo continuar la ensefianza es la més dificil de desarrollar para los maestros y
estudiantes para maestro (Stahnke et al., 2016). Asi, Krupa, Huey, Lesseig, Casey y Monson (2017, p.
64) indican que es «la mds exigente de las tres, y que no necesariamente aumenta con mds experiencia,
sino que requiere mds trabajo focalizado y experiencias de desarrollo profesional». Esto sucede porque
los maestros pueden aprender a identificar detalles en las estrategias usadas por los ninos/as que les
permiten interpretar su comprension, pero en ocasiones no son capaces de utilizar esta informacién
para apoyar sus decisiones de ensenanza (Barnhart y van Es, 2015). Es decir, los maestros o estudian-
tes para maestro pueden ser muy especificos en cuanto a los detalles de lo que observan sin usar esta
informacién para decidir como continuar la ensefanza (Choy, 2013).

En el estudio de Jacobs et al. (2010), solo cinco de los 36 estudiantes para maestro de educacion
primaria que participaron (14 %) propuso una actividad basada en la comprensién del alumnado.
Jacobs y sus colegas no consideran que haya una tinica manera de decidir cémo responder, sino que
lo importante es que la decisién tomada considere la comprensién del alumnado. Es decir, que esta
decisién sea consistente con la informacién sobre el desarrollo del pensamiento matemadtico de los
y las estudiantes. La dificultad para decidir como continuar con la ensefianza, teniendo en cuenta
el pensamiento matemdtico de los nifios/as, ha sido también mostrada por Timinsky, Land, Drake,
Zambak y Simpson (2014) y Gupta, Soto, Dick, Broderick y Appelgate (2018). Gupta et al. (2018)
identificaron cuatro categorias de decisiones de ensefianza que no estaban centradas en el pensamiento
matemdtico del alumnado: i) decisiones apoyadas en ideas de ensefanza tradicionales (e. g. mayor
velocidad de cdlculo mental), 77) sugerencias vagas sobre los pasos que hay que seguir en la instruccion,
ii) sugerencias centradas en la realizaciéon de cdlculos aritméticos de manera simbdlica, y 7v) centrarse
en la planificacién de la leccién sin considerar las estrategias utilizadas por el alumnado.

Las investigaciones también muestran la dificultad de los maestros en ejercicio para decidir cémo
continuar la ensefanza. Por ejemplo, Wager (2014) analiz6 cémo los maestros interpretaban y pro-
ponian decisiones para apoyar la participacion del alumnado en sus aulas mostrando que la mayoria
de las propuestas no eran especificas para lecciones en particular o no estaban centradas en los ninos/
as, sino en comentarios generales sobre cémo agrupar a los nifos/as de una manera particular o usar
manipulativos. En la misma direccién Chao et al. (2016) muestran en su estudio que los maestros, mds
que centrarse en la comprensién del alumnado, trataban de redirigirlos para que utilizaran la misma
estrategia que ellos usaban.

Estas investigaciones sugieren que los maestros o los estudiantes para maestro tienen dificultad en
proponer decisiones de ensefianza centradas en el pensamiento matemdtico del alumnado. Schoenfeld
(2011) consider6 que las decisiones de ensefianza que un maestro toma estdn vinculadas a los recur-
sos, orientaciones y objetivos que tiene a su disposicion y sugirié que las dificultades que los maestros
afrontan a la hora de tomar decisiones pueden estar provocadas porque estos objetivos, recursos y
orientaciones sean contradictorios o por la falta de estos.
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Trayectorias hipotéticas de aprendizaje

Una trayectoria hipotética de aprendizaje es un constructo que consta de 7) un camino hipotético de
aprendizaje del alumnado (niveles de comprensién) y 77) ejemplos de actividades instruccionales para
apoyar la progresién en la comprensién (Daro, Mosher y Corcoran, 2011).

En formacién de maestros, se ha generado la cuestién de cémo los resultados de las investigaciones
sobre el aprendizaje de los conceptos matemdticos pueden ser transformados, en <herramientas uti-
lizables» por los futuros maestros dentro de la referencia de una trayectoria hipotética de aprendizaje
(Daro etal., 2011; Edgington et al., 2016). En la tltima década se han desarrollado diversos proyectos
de desarrollo profesional en los que se presentan a los maestros adaptaciones de trayectorias de aprendi-
zaje desarrolladas en investigaciones junto a tareas de aprendizaje construidas alrededor de estas (Sztajn
y Wilson, 2019). Estudios previos muestran que la informacién sobre las trayectorias de aprendizaje
del alumnado parece ser atil cuando los maestros tienen que interpretar la comprensién de su alumna-
do y decidir cémo continuar con la instruccién mejorando su propio discurso profesional (Ivars et al.,
2020; Sztajn, Edgington, Wilson, Webb y Myers, 2019).

En este contexto, nuestra hipétesis es que proporcionar a los estudiantes para maestro una trayectoria
hipotética de aprendizaje del alumnado de educacién primaria, sobre el significado de fraccién como
parte-todo, les ayudard a tomar decisiones de ensefianza centradas en la comprensién de dicho alumnado.

Nuestro objetivo se ha particularizado en las siguientes preguntas de investigacién:

— ;Puede una trayectoria hipotética de aprendizaje sobre el significado de fraccién como parte-
todo ayudar a los estudiantes para maestro a tomar decisiones de ensefianza centradas en la
comprensién del estudiante?

— ;Qué tipo de decisiones de ensefianza proporcionan los estudiantes para maestro cuando utili-
zan una trayectoria hipotética de aprendizaje sobre el significado de fraccién como parte-todo
al interpretar el pensamiento matemadtico del alumnado de educacién primaria?

METODO

Participantes y contexto

En este estudio participaron 95 estudiantes para maestro (EPM) del 3.er curso del grado en Maestro
en Educacién Primaria matriculados en una asignatura de contenido didéctico llamada «Ensenanza y
Aprendizaje de las Matemdticas en Educacién Primaria». En los cursos anteriores, los EPM habian cur-
sado dos asignaturas centradas en el contenido matemdtico, «Sentido Numérico» y «Sentido Geomé-
trico», necesario para la ensefianza en la Educacién Primaria.

La asignatura «Ensefanza y Aprendizaje de las Matemdticas en la Educacién Primaria» se articula
a través de mddulos centrados en diferentes contenidos matemadticos con el objetivo de desarrollar en
los EPM la competencia docente de mirar profesionalmente las situaciones de ensefianza-aprendizaje
de las matemadticas. Los datos de esta investigacién proceden del médulo correspondiente a fracciones
y decimales. Este médulo constaba de seis sesiones de dos horas de duracién cada una.

En la primera parte del médulo, los EPM resolvian actividades sobre fracciones y analizaban sus
resoluciones para hacer explicito el uso de los diferentes elementos matemdticos del significado de frac-
cién como parte-todo. Posteriormente, los EPM resolvieron cuatro tareas donde tenfan que analizar
c6mo el alumnado de educacidn primaria resuelve este tipo de actividades. Las respuestas de los nifnos/
as de educacién primaria se mostraban mediante videoclips o como respuestas escritas. Los EPM de-
bfan interpretar la compresién de los nifios/as usando la informacion proporcionada en una trayectoria
hipotética de aprendizaje (THA) sobre el significado de fraccién como parte-todo y proponer un ob-
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jetivo de aprendizaje y una actividad para apoyar la progresién de la comprensién de los ninos/as. Los

datos de este estudio corresponden a las actividades propuestas por los EPM en una de las tareas de
p prop p

analizar respuestas escritas de los nifios/as.

Instrumentos: la THA y la tarea

La THA sobre el significado de fraccién como parte-todo usada en este estudio se ha disefado consi-
derando los resultados de investigaciones previas sobre la comprensién de la fraccién como parte-todo
en el alumnado de educacién primaria (Battista, 2012; Empson y Levi, 2011; Steffe y Olive, 2010). La
informacién sobre la THA se les proporcioné a los EPM como un documento tedrico en la segunda
sesién del médulo. Este documento incluia las caracteristicas de los elementos matemadticos del camino
hipotético de aprendizaje de los nifos/as (figura 1), ejemplos de respuestas de nifos/as que reflejaban
caracteristicas de este camino (figura 2) y ejemplos de actividades que les podrian ayudar a progresar
en la comprensién del concepto de fraccién como parte-todo (figura 3). Por la extensién de este do-
cumento, en este articulo solo se muestra un resumen con las caracteristicas principales de esta THA.

El camino hipotético de aprendizaje consta de tres niveles vinculados a la comprensién de ele-
mentos matemdticos de la fraccién como parte-todo (figura 1). La transicién del nivel 1 al 2 viene
determinada por: reconocer que las partes en las que se divide el todo deben ser iguales en drea (aun-
que no necesariamente en forma), empezar a usar fracciones unitarias como unidad iterativa para
construir fracciones propias y mantener el mismo todo en actividades de comparacién de fracciones.
La transicién del nivel 2 al 3 implica reconocer que una parte puede estar dividida en otras partes,
usar cualquier fraccién como unidad iterativa en la construccién de fracciones y reconocer la relacion
inversa entre el tamano de la parte y el nimero de partes en que se divide el todo. Aunque asumimos
que el proceso de aprendizaje de las matematicas es recursivo, con avances y retrocesos, la informacién
sobre niveles de progresién indica hitos que pueden ser considerados para comprender la progresién
conceptual de los estudiantes.

Nivel 1. Los nifios/as Nivel 2. Los nifios/as pueden Nivel 3. Los nifios/as

no identifican ni identificar y representar fracciones pueden identificar y
representan propias (f<1) representar fracciones
fracciones impropias (£>1)
e Reconocen que las partes en las que

e No reconocen que se divide un todo pueden ser e Reconocen que una parte
las partes en las que diferentes en forma, pero iguales en puede estar dividida en
se divide el todo area otras partes

deben ser iguales en e Usan fracciones como unidades e Usan fracciones como
area iterativas para construir fracciones unidades iterativas para

e No mantienen el propias construir fracciones
mismo todo cuando e Mantienen el mismo todo al propias e impropias
comparan comparar fracciones e Reconocen que el tamaflo
fracciones e No reconocen que una parte puede de una parte es menor

estar dividida en otras partes cuando el ntmero de

partes aumenta

Fig. 1. Niveles de comprensién de los elementos matemdticos del significado de fraccién como parte-todo.

Estos niveles eran ejemplificados con respuestas de estudiantes de educacién primaria a distintas
actividades en contextos intramatemadticos. Por ejemplo, en la figura 2 se ejemplifica la caracteristica
de no reconocer que las partes en las que se divide el todo deben ser iguales en drea en una actividad
de representar 1/3 en la figura dada.

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 38-3 (2020), 105-124 109



Pedro Ivars, Ceneida Fernandez, Salvador Llinares

Tipo de

N Actividad Respuesta alumno Caracteristica
actividad

Representa  1/3  de la | Divido la pizza en tres partes y | No reconocen que las

siguiente figura cojo una partes en las que se

divide el todo deben
ser iguales en area

Representar
fracciones

Fig. 2. Ejemplo de la caracteristica de no reconocer que las partes en las que se divide el todo deben ser
iguales en drea.

Ademds, se presentaban ejemplos de actividades para apoyar la comprensién de los distintos ele-
mentos matemdticos; actividades de identificacion y representacién de fracciones, comparacién de
fracciones, y de reconstruccién de la unidad con fracciones propias e impropias en modos de repre-
sentacién continuos y discretos. Por ejemplo, la actividad de la figura 3 es un ejemplo de actividad de
representar fracciones para apoyar la comprensién del elemento matemadtico «las partes en las que se
divide el todo deben ser iguales en drea».

Representar fracciones
= Hacer mitades de forma diferente en una hoja de periddico.
= Repetir la misma tarea, pero con otras fracciones unitarias: 1/3; 1/8.

Fig 3. Ejemplo de actividad para apoyar la comprensién del elemento matemdtico «las partes en las que
se divide el todo deben ser iguales en drea».

Los EPM tenian que analizar las respuestas de tres parejas de nifos/as de educacién primaria a una
actividad de identificacién de fracciones (figura 4, Ivars et al., 2020) para proponer un objetivo de
aprendizaje y una actividad que ayudara a progresar, en la comprensién de las fracciones, a cada pareja
de estudiantes. Para la realizacién de la tarea disponian de la THA proporcionada como documento
teérico de apoyo. Las respuestas de cada pareja de ninos/as reflejaban caracteristicas de los niveles de
comprensién del significado de fraccién como parte-todo (figura 1):

— La respuesta de Xavi y Victor (pareja 1) sugiere que se fijan en el nimero de partes en las que se
divide el todo y luego cuentan las que estidn sombreadas cuando afirman que «A, B, Cy D son
3 partes de 4 sombreadas, es decir ¥%», pero sin tener en cuenta que las partes del todo deben ser
iguales en drea. Esto se manifiesta cuando consideran las figuras A y C como representaciones
de la fraccidon 3/4. Ademds, no consideran que una parte puede estar dividida en otras partes
puesto que no consideran las figuras E y F como representaciones de 3/4. Estas son caracteristi-
cas del nivel 1 de la THA.

— Joan y Tere (pareja 2) identifican que las partes en las que se divide el todo deben tener la misma
drea en contextos continuos puesto que descartan las representaciones A y C indicando «tienen
3 partes de 4 sombreadas, pero las partes no son iguales». Sin embargo, Joan y Tere siguen sin
reconocer que una parte puede estar dividida en otras partes, ya que afirman que la figura E no
representa 3/4 al estar dividida en 24 partes iguales de las cuales 18 estin sombreadas. Estas son
caracteristicas del nivel 2 de la THA.

— Finalmente, Alvaro y Félix (pareja 3) entienden que las partes en las que se divide el todo deben
ser iguales en drea y que una parte puede estar dividida en otras partes, ya que su respuesta in-
cluye las figuras B, D, E y F como representaciones de %. Asi, muestran caracteristicas del nivel

3 de la THA.
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ORE

E

B
;Qué figuras representan 3/4? O - I:I
~ IEEC] H
O
c F
D

Respuesta de Victor y Xavi
Victor: Nosotros creemos que la figura A, B C y D representan tres-cuartos.

Maestra: Xavi, ta estas de acuerdo con Victor?
Xavi:  Siporque A, B, Cy D son 3 partes de 4 sombreadas, es decir 3/4

Maestra: (Estais todos de acuerdo?

Respuesta de Joan y Tere
Joan: No, nosotros no.

Maestra: (Vosotros qué pensais?

Tere: Nosotros creemos que las figuras B y D son tres cuartos porque estan divididas en
cuatro partes iguales y hay tres sombreadas. Las figuras A y C tienen 3 partes de 4
sombreadas, pero las partes no son iguales...

Maestra: (Y la figura E? ;Qué pensais de la figura E?

Joan:  Lafigura E no son tres cuartos porque si te fijas estan divididos en 24 partes iguales
y hay pintadas 18.

Tere: Eso es, no son tres-cuartos.

Maestra: Entonces la F...

Ambos: .... Tampoco, eso son 6 cuadrados sombreados.

Respuesta de Félix y Alvaro
Maestra: ¢Estais todos de acuerdo? Félix y Alvaro, ;qué pensais vosotros?

Félix:  Bueno... si. La A, B C y D son como dicen ellos (Joan y Tere), lo que pasa es que
la E lo hemos hecho de otra manera...

Maestra: ;Como? Explicanoslo

Alvaro: Bueno... mmmm pues asi, mira. Si te fijas cada linea tiene 6 cuadritos, es decir son
todas iguales, y como hay 3 lineas sombreadas de las 4 pues entonces son tres
cuartos. Ademas... para la F también son tres cuartos porque si haces asi
(agrupando los cuadraditos de 2 en 2), obtienes 4 grupos de 2 cuadraditos, y de esos
4 grupos, 1, 2 y 3 (sefialando a la vez que cuenta cada grupo sombreado) estan
sombreados, que son tres grupos sombreados de los cuatro que tenemos.

Respuesta de Félix y Alvaro

O

F

Fig. 4. Respuestas de las tres parejas de nifio/as a la actividad de identificacién de fracciones de la tarea.
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Anilisis

Para realizar el andlisis de las actividades propuestas por los EPM asumimos que no existe necesaria-
mente una Gnica actividad que pueda ser propuesta para ayudar al alumnado de primaria a progresar
en su comprension (transitar de un nivel al siguiente en el camino hipotético de aprendizaje de la
THA). De esta manera, analizamos en qué medida las actividades propuestas por los EPM se vinculan
a potenciar la comprensién del elemento matemdtico que pudiera permitir la progresiéon del alumna-
do. El andlisis lo realizamos en dos fases. En la primera, los tres autores analizamos un pequefio grupo
de respuestas independientemente considerando 7) si los EPM proponian un objetivo de aprendizaje
para que la pareja de nifos/as progresara en su comprension del concepto de fraccién considerando
la THA, y ii) si los EPM proponian una actividad adecuada a dicho objetivo. Para que una actividad
fuera considerada como adecuada tenia que estar vinculada con el objetivo propuesto. Luego compar-
timos y comparamos las diferencias y similitudes de los andlisis realizados hasta llegar a un consenso
sobre las categorias obtenidas.

De este andlisis se obtuvieron tres categorias de respuestas de EPM: 7) los que dejaban la respuesta
en blanco, 7i) los que proponian solo el objetivo de aprendizaje, o proponian un objetivo y una activi-
dad no vinculada al objetivo y 7i7) los que proponian un objetivo de aprendizaje y una actividad que
se vinculaba al objetivo (tabla 1).

Tabla 1.
Categorias y ejemplos
Categorias Ejemplos de respuestas de EPM LEvidencias desde el andlisis
EPM 11. El EPM 11 propone un objetivo de aprendizaje
Victor y Xavi. Objetivo: Reconocer que las partes en | centrado en el elemento matemdtico que debe ser
EPM que proponen que se divide el todo son iguales en 4rea. comprendido para que Victor y Xavi progresen

solo el objetivo
de aprendizaje,
0 proponen
un objetivo y
una actividad

del nivel 1 al nivel 2 de la THA, pero no propone
ninguna actividad.

EPM13.
Victor y Xavi. Objetivo: Reconocer que las partes son
iguales en 4rea.

El EPM 13 propone un objetivo de aprendizaje
para ayudar a Victor y Xavi a progresar del nivel 1
al nivel 2 de la THA. Sin embargo, propone una
actividad de representacién de fracciones sin rela-
cién con dicho objetivo al no estar centrada en el

no vinculada al Ac&tutdad-_ feP“eanhr focclones de | —

aprendizaje y una
actividad vinculada
al objetivo de
aprendizaje.

EPM 73

Joan y Tere. Objetivo: Reconocer que una parte pue-
de estar dividida en otras partes en contextos discretos
(para pasar del nivel 2 al 3).

Rapresenta. 2 de wna widad con las siguaeaies
G
fchas:
casa
eo oo
0% %o

objetivo. s ;
J 3 Checa AL ' 3/‘( ﬁ | ebe | elemento matemdtico que debe ser comprendido.
EPM 31 El EPM31 propone un objetivo de aprendizaje
Victor y Xavi. Objetivo: Reconocer que las partes han | para ayudar a Victor y Xavi a progresar del nivel
de ser iguales en 4rea. 1 al nivel 2 de la THA. Este EPM propone una
. B actividad centrada en el elemento matemdtico
Actividad: Sefiala la figura que representa 2/3. que debe ser comprendido dirigida a identificar
— py diferentes representaciones de la fraccién 2/3 en
EPM que proponen ’il Eﬁ contexto continuo. La actividad exige al nino/a
un objetivo de i 7 reconocer que solo aquellas representaciones en

las que las tres partes son iguales en drea repre-
sentan 2/3.

El EPM73 propone un objetivo de aprendizaje
para que Joan y Tere progresen entre el nivel 2y
3 de la THA centrado en el elemento matemd-
tico que debe ser comprendido. La actividad
propuesta se centra en comprender que una
parte puede estar formada por otras partes. En la
actividad el estudiante debe reconocer que 1/4
estd formado por un grupo de tres fichas (y 2/4
por un grupo de seis fichas).
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En una segunda fase del andlisis nos centramos en el grupo de EPM que propusieron una actividad
vinculada al objetivo. Esta fase del andlisis tenfa como objetivo identificar caracteristicas en las activi-
dades propuestas. Para ello, los tres autores analizamos un pequefio grupo de actividades de manera
independiente, considerando si las actividades iban dirigidas a potenciar el desarrollo de la compren-
sién del elemento/s matemdtico/s que permite a los estudiantes progresar en su aprendizaje. A conti-
nuacién, comparamos y discutimos los andlisis individuales para consensuar diferencias y similitudes
en las categorias de respuestas que emergieron.

Las categorias de actividades propuestas para Xavi y Victor emergidas del andlisis son:

— Actividades centradas en reconocer la necesidad de realizar un reparto justo o equitativo (cédigo
JUST) que vincula la idea de fraccién como cociente en situaciones de reparto y el significado
de parte-todo.

— Actividades centradas en reconocer que las partes en las que se divide el todo han de ser «con-
gruentes» (c6digo CONGR), pero en las que no se subraya que las partes pueden ser diferentes
en forma.

— Actividades centradas en reconocer que las partes en las que se divide el todo deben ser iguales
en 4rea aunque pueden tener formas diferentes (cédigo IGUAL).

Las categorias de actividades propuestas para Joan y Tere emergidas del andlisis son:

— Actividades centradas en comprender que una parte puede estar dividida en otras partes usando
el modo de representacién continuo (CONT).

— Actividades centradas en comprender que una parte puede estar dividida en otras partes usando
el modo de representacién discreto (DISC).

— Actividades centradas en comprender que una parte puede estar dividida en otras partes usando
ambos modos de representacién (DOS).

No se identificaron categorias de actividades para la pareja formada por Félix y Alvaro, ya que los
EPM no propusieron objetivo ni actividades para esta pareja. En la siguiente seccién presentamos los re-
sultados obtenidos en estas dos fases de andlisis y ejemplos de las categorias de actividades identificadas.

RESULTADOS

En primer lugar, presentamos los resultados globales obtenidos en la primera fase de analisis que
muestran los EPM que fueron capaces de proponer un objetivo de aprendizaje para ayudar a la pareja
de ninos/as a progresar en su comprensién y los EPM que fueron capaces de proponer una actividad
adecuada a dicho objetivo para cada pareja. En segundo lugar, los resultados de la fase 2 de anilisis que
describen el tipo de actividad propuesta para cada pareja de ninos/as.

Actividades propuestas por los EPM

La tabla 2 resume los resultados obtenidos en relacién con el objetivo de aprendizaje y las actividades
propuestas. Todos los EPM consideraron que la pareja que mostraba caracteristicas del nivel 3 habia
logrado el objetivo de aprendizaje deseado y, por tanto, no propusieron ni objetivo de aprendizaje, ni
actividades para ellos. Es decir, tnicamente propusieron un objetivo y actividades para Xavi-Victor
(transicién nivel 1 al nivel 2) y para Joan-Tere (transicién nivel 2 al nivel 3).
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Tabla 2.
Respuestas de los EPM

En blanco Solo objetivo | Una actividad | Dos actividades TOTAL

EPM 7 31 34 23 95

La tabla 2 indica que 31 EPM solo propusieron un objetivo o propusieron un objetivo sin que
la actividad estuviera vinculada con este objetivo para alguna de las dos parejas, 34 EPM propusie-
ron Unicamente una actividad (9 para la transicién del nivel 1 al nivel 2 —Xavi y Victor—y 25 para
la transicién del nivel 2 al nivel 3 —Joan y Tere—) y 23 EPM propusieron dos actividades (una para
cada transicion). Estos resultados muestran que 7) el 92,6 % de los EPM al menos fueron capaces de
proponer un objetivo para alguna de las parejas que les ayudara a progresar en su comprensién, y el
60 % de los EPM fueron capaces de proponer al menos una actividad adecuada con el objetivo para
alguna de las parejas y 77) los EPM fueron capaces de proponer més actividades para potenciar el desa-
rrollo de la comprensién del elemento una parte puede estar dividida en otras partes (transicién nivel
2 al 3), que para potenciar la comprensién del elemento las partes deben ser iguales en drea, aunque no
necesariamente en forma (transicién nivel 1 al 2).

Tipos de actividades propuestas por los EPM

La tabla 3 muestra el tipo de actividades propuestas por los EPM para cada una de las transiciones (los
objetivos incluidos en la tabla vinculados a cada transicién son los que aparecian en la THA).

Tabla 3.
Tipologia de actividades propuestas por los EPM para cada transicién en la THA

Del nivel 1 al nivel 2

Objetivo: Reconocer que las partes en las que se
divide un todo pueden ser diferentes en forma,
pero iguales en drea

Tipos CONGR IGUAL  JUST Total (%) CONT DOS DISC Total (%)

Del nivel 2 al nivel 3
Objetivo: Reconocer que una parte puede estar
dividida en otras partes

Numero

de actividades (80) 1 = 4 32 (40) 20 9 19 48 (60)

CONGR = Congruente; IGUAL = Igual; JUST = Justo; CONT = Continuo; DOS = Dos; DISC = Discreto.

Actividades propuestas para la transicion del nivel 1 al nivel 2

Las actividades propuestas por los EPM para esta pareja de estudiantes se agruparon en tres tipos: acti-
vidades dirigidas a reconocer la necesidad de realizar un reparto justo o equitativo (JUST), actividades
centradas en reconocer que las partes en las que se divide el todo han de ser idénticas en forma y 4rea
(CONGR), lo que implica una restriccion implicita de la comprensién del elemento matemdtico en
este nivel y actividades centradas en reconocer que las partes en las que se divide el todo deben ser
iguales en drea (IGUAL), que asumian que las partes en las que se divide un todo pueden ser diferentes
en forma, pero iguales en drea y por tanto superaban la restriccién del grupo anterior.
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La figura 5 muestra un ejemplo de actividad que tiene como objetivo establecer un reparto justo
(JUST) introduciendo la necesidad de dividir el todo en partes iguales para que el reparto sea «equita-
tivo y justo». Para ello, el EPM define un contexto préximo a los ninos y propone una representacion
grifica de un pastel de cumpleanos en el que las partes (porciones) no son iguales. A continuacidn,
propone al hacer el reparto dar la porcién mds pequena al estudiante y mediante preguntas del tipo
«;Te parece justo el reparto? ;Por qué?» se pretende propiciar un conflicto que ayude al estudiante a
reflexionar sobre la necesidad de dividir el pastel en partes iguales para que el reparto sea justo y equi-
tativo. En este tipo de actividad no hay una mencién explicita a la necesaria comprensién de que las
partes pueden ser diferentes en forma.
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Fig. 5. Actividad centrada en un reparto justo (EPM79).

Con relacién a las actividades de la categoria CONGR, estas se centran en considerar que las partes
en las que se divide el todo han de ser idénticas entre si. Esta aproximacién permite, en un momento
determinado, realizar de manera diferente las divisiones para obtener por ejemplo cuartos, sin embar-
go, no ponen de manifiesto explicitamente la necesidad de considerar inicialmente formas diferentes
pero de la misma drea. Por ejemplo, el EPM 23 (figura 6) propone una actividad usando como material
hojas de papel. En esta actividad se pide a los ninos/as de primaria que realicen sucesivas divisiones de
la hoja segtn una fraccién unitaria (por la mitad, en cuatro partes...) para desarrollar la comprensién
de que las partes «deber ser iguales». El EPM al proponer esta actividad incide en la idea de que las par-
tes tienen que ser iguales al superponer las partes, pero no hay ningun indicio que permita desarrollar
la idea vinculada a que la forma puede ser diferente.
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Fig. 6. Actividad centrada en reconocer la congruencia de las partes en relacién con el todo (EPM23).
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La figura 7 muestra un ejemplo de una actividad propuesta por el EPM49 focalizada en reconocer
explicitamente que las partes en las que se divide el todo deben ser iguales en drea, pero pueden ser
diferente en forma (IGUAL). Esta es una actividad de representacion de fracciones, en la que se de-
manda a los nifios/as de primaria que representen 3/6 en un todo en contexto continuo (rectingulo)
para posteriormente, solicitarles que, sobre el mismo todo, representen 3/6 pero de manera diferente.
Esta actividad posibilita la aparicién de distintas representaciones de una misma fraccién generando
un espacio para discutir sobre la igualdad en drea de las partes aunque la forma sea distinta, apoyando
asi la comprensién de que las partes de un todo pueden ser diferentes en forma pero han de ser iguales
en drea en relacién con el todo.
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Fig. 7. Actividad centrada en reconocer que las partes de un todo deben ser
iguales en drea, pero pueden ser diferentes en forma (EPM49).

Actividades propuestas para la transicién del nivel 2 al nivel 3

Las actividades propuestas por los EPM para la pareja de Joan y Tere fueron agrupadas segtin el modo
de representacion usado (continuo y discreto): actividades disefiadas en modo de representacién conti-
nuo (CONT), actividades en modo de representacién discreto (DISC) y actividades que consideraban
ambos modos de representacién (DOS).

La figura 8 muestra una actividad que tiene como objetivo reconocer que una parte puede estar
dividida en otras partes en modo de representacién continuo (CONT). La actividad implica la re-
presentacion de la fraccién 2/4 de dos maneras diferentes. Para ello se proporciona, en un caso, un
rectangulo considerado como todo dividido en 4 cuadrados, y en el otro caso, otro recténgulo dividido
en 16 cuadraditos. Se pide representar la fraccién 2/4 en cada rectdngulo. En esta actividad los nifios/as
deben reconocer que en una representacién 4 cuadraditos de los 16 que forman el todo corresponden a
1/4 por lo que 8 cuadraditos serfan 2/4, mientras que en la otra representacién 2/4 se representa como
dos partes de las 4 dadas (idea de equivalencia entre 2/4 y 8/16).

116 ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 38-3 (2020), 105-124



Uso de una trayectoria hipotética de aprendizaje para proponer actividades de instruccion

0) Glowea. YU de s aiguenies Fhums.
Fguas dadod

Fig. 8. Actividad en modo de representacién continuo (EPMG61).

Teniendo en cuenta solo el contexto discreto, la figura 9 muestra una actividad propuesta por el
EPM49 de representar la fraccién 2/5 dado un conjunto de 10 cuadrados como el todo. El estudiante
de primaria tiene que usar la idea de que una parte puede estar formada por otras partes ya que debe
reconocer 1/5 como 2 cuadrados.
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Fig. 9. Actividad en modo de representacion dis-

creto (EPM49).

Finalmente, la figura 10 muestra un ejemplo de actividad en la que se usan ambos modos de re-
presentacién: discreto y continuo (DOS). La actividad propuesta por el EPM31, de identificacién/
reconocimiento de fracciones propias, utiliza diferentes representaciones del todo usando representa-
ciones continuas (circulo, rectingulo y cuadrado) y discretas (fichas cuadradas). Estas representaciones
de 2/3, permiten mostrar que una parte puede estar dividida en otras partes. Por ejemplo, en la cuarta
representacién, para identificar que la parte sombreada representa 2/3 del cuadrado grande, se debe
considerar que 1/3 del cuadrado grande estd formado por 10 partes iguales (cuadraditos).
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Fig. 10. Actividad en modo de representacién discreto y continuo (EPM31).
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DISCUSION Y CONCLUSIONES

Los resultados de este estudio subrayan dos ideas. En primer lugar, que el uso de una THA sobre el
significado de fraccién como parte-todo parece haber ayudado a los EPM a proponer actividades que
apoyan el progreso de la comprensién de los nifios/as. En segundo lugar, nos ha permitido identificar
caracteristicas de las actividades propuestas por los EPM para ayudar al alumnado a comprender los
elementos matemdticos especificos que les permitan progresar en su comprension.

Uso de la THA para proponer actividades

Ochenta y ocho de los 95 EPM (92,6 %) que participaron en este estudio, lograron proponer un
objetivo de aprendizaje para alguna de las parejas que les ayudara a transitar al nivel siguiente de com-
prensién, mientras que 57 de los 95 EPM (60 %) propusieron al menos una actividad adecuada para
alguna de las parejas. Los resultados obtenidos en investigaciones previas muestran que la destreza de
decidir coémo continuar con la ensefanza es la mds dificil de adquirir. Aunque somos conscientes de
que nuestro porcentaje no es muy elevado y que existen diferencias entre los estudios, nuestros resul-
tados son optimistas en comparacién con los de Jacobs et al. (2010) o Timinsky et al. (2014), que
obtuvieron porcentajes del 14 % y el 20 % respectivamente para esta destreza. Nuestros resultados
indican que la THA, y las caracteristicas de la tarea propuesta en el programa de formacién, parece
que ayudaron a los EPM a identificar objetivos especificos vinculados a los elementos matemdticos
que debian ser comprendidos para que los nifios/as progresen en su comprensién (Sztajn et al., 2012).

Nuestros resultados también indican que la capacidad de proponer actividades para potenciar la
comprensién de los alumnos dependia del elemento matemdtico. Esto se evidencia porque los EPM
propusieron mds actividades para el desarrollo de la comprensién del elemento matemadtico reconocer
que una parte puede estar dividida en otras partes (elemento del nivel 2 al nivel 3), que para el desarrollo
de la comprension del elemento reconocer que las partes en las que se divide un todo pueden ser diferentes
en forma, pero iguales en drea. Estos resultados indican que la informacién sobre las caracteristicas de la
comprensién del alumnado de primaria, organizada en la THA, no se consigue aprender y usar de la
misma manera y que su aprendizaje estd vinculado a los elementos matemdticos especificos. Las dificul-
tades experimentadas por los EPM con el uso de la THA pueden ser explicadas por el papel del cono-
cimiento de los distintos elementos matemdticos que configuran los niveles de comprensién de THA
(Simon y Tzur, 2004), o sus orientaciones (creencias, valores, sesgos o disposicién; Schoenfeld, 2011).
Este resultado incide en la relacién entre el aprendizaje de la THA por parte de los estudiantes para
maestro y su uso para proponer actividades de ensenanza. En este sentido, los EPM de esta investigacién
no propusieron ninguna actividad para la pareja de estudiantes formada por Alvaro y Félix al considerar
que habian logrado el objetivo de aprendizaje predeterminado. Sin embargo, la revisién de lo aprendido
es una manera efectiva de consolidar el conocimiento adquirido y de seguir aprendiendo (Lai, Lam y
Lim, 2016). Los EPM hubieran podido proponer actividades de consolidacién para esta pareja.

El desarrollo general de la destreza de decidir cémo continuar la ensefianza se ha vinculado con la
experiencia docente y el desarrollo profesional (Jacobs et al., 2010); sin embargo, los programas de
formacién inicial pueden proporcionar los contextos para que los EPM puedan comenzar a desarro-
llarla (Smith y Stein, 2011; Sztajn et al., 2012). La tarea propuesta proporciond una aproximacién a
la prdctica de enseniar para que los EPM comiencen a teorizar sobre la practica (Grossman et al., 2009;
Smith, 2003) proporciondndoles la oportunidad de empezar a desarrollar la competencia de mirar
profesionalmente y, en particular, la destreza de decidir cémo continuar la ensefianza considerando la
comprensién del alumnado.
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Caracteristicas de las actividades propuestas por los EPM

Los resultados han mostrado diferentes tipologias de actividades. Hemos identificado tres aproximacio-
nes centradas en la comprensién del elemento matemdtico las partes en las que se divide el todo pueden
ser diferentes en forma, pero deben ser iguales en drea. Estas tres aproximaciones se centran en apoyar la
comprension de este elemento desde la necesidad de establecer un reparto justo o equitativo a la idea de
igualdad en drea independientemente de la forma. Las actividades centradas en desarrollar un razona-
miento basado en contextos de reparto equitativo y justo (JUST; figura 3), como las investigaciones pre-
vias sugieren, pueden sentar las bases para la comprension de las fracciones (Empson, 1999). Este tipo
de actividades «ofrecen una base potencialmente rica para la comprensién de las fracciones que se basa
en los recursos adquiridos informalmente de los nifios y, a través de la instruccién, motiva esos recursos
hacia una comprensién matemdtica més sofisticada» (Empson, 1999, p. 289). Por otra parte, en las acti-
vidades propuestas centradas en la igualdad (CONGR; figura 4) se hace explicita la necesidad de dividir
el todo en partes iguales, sin embargo se equipara semdnticamente la igualdad en drea con congruencia
(igualdad en 4rea y forma). Aunque la accién de dividir en partes iguales es previa a la comprension de
la igualdad en drea, este hecho puede conducir a los nifios/as a errores conceptuales como pensar que las
partes en las que se divide el todo deben ser idénticas en forma entre si (D’Ambrosio y Mewborn, 1994).
Finalmente, las actividades en la categoria IGUAL (figura 5) inciden en la necesidad de hacer explicitos
los dos aspectos que configuran el elemento matemdtico (las partes en las que se divide el todo deber ser
iguales en drea pero pueden ser diferentes en forma) (Clarke, Roche y Mitchell, 2011) y, para ello, en
estas actividades los EPM utilizan representaciones gréficas no estdndar de fracciones.

En relacién con las actividades para la comprensién del elemento matemdtico una parte puede estar
dividida en otras partes, los EPM usaron de manera parecida el modo de representacion continuo y dis-
creto. Que el alumnado de primaria tenga mds éxito al resolver actividades en las que la representacién
se proporciona en contexto continuo que en discreto (Larson, 1988; Ni, 2001), se ha vinculado a la ex-
posicién continuada a actividades de fracciones presentadas en contexto continuo (Kurt y Cakiroglu,
2009). Por tanto, que los EPM en esta investigacién propusieran actividades con el modo de represen-
tacién continuo y discreto, sugiere que la informacién sobre la THA doté a los EPM de ejemplos que
les permitieron valorar la necesidad de proporcionar a su alumnado actividades en diversos modos de
representacién como medio para conseguir desarrollar su comprensién de las fracciones.

Los resultados obtenidos en este estudio sugieren que la estructura de la tarea propuesta en el pro-
grama de formacién y la informacién de la THA de las fracciones ayudaron a estructurar la mirada
de los EPM vy les sirvieron como referencia para proponer actividades de instrucciéon vinculadas a
objetivos de aprendizaje previamente establecidos que consideraban la comprensién de los nifios/as
de educacién primaria. De esta manera, podemos considerar que la tarea propuesta es una represen-
tacién de la practica (Grossman et al., 2009) que junto a la THA, pueden ser herramientas ttiles en
los programas de formacién inicial de maestros. Sin embargo, estos resultados también indican que
queda camino por recorrer para potenciar el desarrollo de la competencia de mirar profesionalmente
en los programas de formacién e invitan a seguir investigando en esta linea. En futuros proyectos
de investigacién serfa interesante analizar como la participacion de los EPM de educacién primaria
en un médulo disefiado alrededor de una THA puede apoyar el desarrollo de la competencia mirar
profesionalmente el pensamiento matemadtico de los estudiantes, como se estd mostrando en el caso
de los estudiantes para maestro de educacién infantil (Sdnchez-Matamoros, Moreno, Pérez-Tyteca y
Callejo, 2018) y estudiantes para profesores de educacién secundaria (Sinchez-Matamoros, Ferndndez
y Llinares, 2015). El andlisis de las respuestas de los EPM a las distintas tareas profesionales incluidas
en el médulo podria ayudar a comprender mejor cémo la introduccién de una THA puede apoyar el
desarrollo de la competencia de mirar profesionalmente.
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Noticing students” mathematical understanding is one of the competences that teachers should acquire (NCTM,
2014). This competence is made up of three interrelated skills: identifying mathematical details in students’ strat-
egies, interpreting students’ mathematical understanding and deciding on how to respond considering students’
understanding (Jacobs, Lamb y Philipp, 2010). Previous studies highlight that this competence can be developed
in teacher-training programs (Fortuny y Rodriguez, 2012; Ivars, Ferndndez, Llinares y Choy, 2018; van Es, 2011).
Nevertheless, its development is difficult without a guide or a framework that can support pre-service teacher
noticing (Levin, Hammer y Coffey, 2009). Moreover, among the three skills, deciding on how to respond is the
most difficult one to develop for teachers and pre-service teachers (Stahnke, Schueler y Roesken-Winter, 2016).

A hypothetical learning trajectory is a construct that involves hypothesis about the path that students could
follow to understand a mathematical concept, and the instructional experiences that could help them to progress
in their understanding of this concept (Daro, Mosher y Corcoran, 2011). A hypothetical learning trajectory
provides pre-service teachers with a language to describe students’” mathematical thinking (Edgington, Wilson,
Sztajn y Webb, 2016) and helps them to identify learning objectives, to anticipate and interpret students’ math-
ematical thinking, and to respond with appropriate instruction (Sztajn, Confrey, Wilson y Edgington, 2012). In
Ivars, Ferndndez and Llinares (2020), we have shown that using a learning trajectory of the meaning of fraction
as part-whole provides pre-service teachers with a specific language about fractions that can describe the strat-
egies used by the students and interpret students’ understanding about the meaning of fraction as part-whole.
In this study, we extend these results by analysing how a hypothetical learning trajectory of fraction meaning
as part-whole helped pre-service teachers propose teaching activities and which kind of activities they proposed
considering students’ understanding.

In this study we asked 95 pre-service primary school teachers (PTs) to solve a task in which they had to pro-
pose a learning objective and activities to support the development of students’ understanding of the meaning of
fraction as part-whole using as a reference a hypothetical learning trajectory.

Results have shown that 88 out of the 95 PTs were able to propose a learning objective to help students pro-
gress in their understanding of the meaning of fraction as a part-whole. Moreover, 57 out of the 95 Pts provided,
at least, with a suitable activity with the learning objective formulated. The type of activities proposed were
linked to the different mathematical elements presented in the learning trajectory; the parts into which the whole is
partitioned must be of equal size but not necessarily of the same shape and a part can be divided into other parts. These
results suggest that the hypothetical learning trajectory helped pre-service teachers propose activities focused
on students understanding using the mathematical elements that articulate the hypothetical learning trajectory.
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