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RESUMEN e El objetivo de esta investigacion es caracterizar como estudiantes para maestro (EPM)
hacen uso de una progresion de estrategias (PE) de resolucién de problemas de grupos multiples de
divisién-medida como instrumento conceptual para interpretar el pensamiento matemdtico de los ni-
fios. Participaron 61 EPM en un experimento de ensenanza cuya finalidad era adquirir la competencia
«mirar profesionalmente el pensamiento matemdtico» de los ninos de Primaria. El uso por parte de los
EPM de la PE para identificar e interpretar estrategias usadas por los nifos se analiz6 desde el enfoque
instrumental. Los resultados muestran tres grupos de EPM: los que no usaron la progresion y la con-
sideraron un artefacto, los que utilizaron caracteristicas de la progresién construyendo un esquema de
accién instrumental y los que usaron toda la informacién e instrumentaron la progresién.

PALABRAS CLAVE: Resolucién de problemas de division-medida con fracciones; Progresion de es-
trategias; Mirada profesional; Instrumentacién; Estudiantes para maestro.

ABSTRACT e The aim of this research is to characterize how prospective primary teachers (PPT)
make use of a progression of multiple-division problem-solving strategies as a conceptual instrument
to interpret children’s mathematical thinking. 61 PPT participated in a teaching experiment whose
purpose was to develop the teaching competence «professional noticing» primary students’ mathe-
matical thinking. The use of the progression of strategies by the PPT was analyzed by means of an
instrumental approach to characterize how they identified and interpreted strategies that were used
by children. The results show three different groups of PPT, according to the use of the progression
of strategies: those who did not use the progression, considering it an artifact; those who used certain
characteristics of the progression, and generated instrumental action schemes, and those who used all
the information and instrumented the progression.
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INTRODUCCION

Una tendencia actual en educacién matemdtica sefala la importancia de que los estudiantes resuelvan
problemas usando sus ideas matemadticas. Esta tendencia sittia el foco de atencién en cémo los EPM
interpretan las estrategias usadas por los ninos en la resolucién de problemas (Jacobs, Lamb y Philipp,
2010). Por otra parte, la investigacion ha documentado tipos de estrategias y de representaciones que
usan los nifios al resolver problemas (Carpenter, Fennema, Franke, Levi y Empson, 1999), en particu-
lar en problemas con fracciones y decimales (Empson y Levi, 2011; Steffe, 2004). Estos resultados se
convierten en informacidn relevante para los EPM.

Diversas investigaciones muestran que los EPM tienen dificultades para resolver problemas con
fracciones, lo que muestra una comprensién limitada de los significados de los algoritmos de cdlculo
(Ball, 1990; Depaepe et al., 2015; Li y Kulm, 2008). Respecto a los problemas de divisién con frac-
ciones, Graeber, Tirosh y Glover (1986) y Ball (1990) sefialaron que los EPM tendian a interpretar la
divisién solo como divisién-partitiva. En estos problemas se reparte un conjunto de objetos de forma
equitativa entre un nimero de grupos («Tengo que repartir 12 caramelos entre 3 nifios, jcudntos ca-
ramelos le tocan a cada nino?»). Sin embargo, tenfan dificultades para resolver situaciones de divisidn-
medida, es decir, determinar cudntos grupos de un tamafo se pueden formar con una cantidad de
objetos («<He comprado 4 botes de comida para los peces de mi pecera. Cada dia echo en la pecera 2/3
de bote. ;Para cudntos dias tengo?»). Ferndndez, Callejo y Mdrquez (2012) propusieron a un grupo de
EPM un problema de divisién-medida con resto («Tengo 4 pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a
cada nifo. ;A cudntos nifos puedo dar?, ;qué me sobra?») y pidieron resolver el problema e interpretar
y valorar cuatro respuestas de estudiantes de Primaria. Los resultados mostraron que algunos EPM no
resolvieron el problema correctamente, pero interpretaron y valoraron las respuestas de los estudiantes
de manera correcta, mientras que otros EPM tuvieron dificultad para interpretar las respuestas que
utilizaban procedimientos distintos a los que ellos habian empleado.

De los resultados de estas investigaciones se deriva la importancia de proporcionar a los EPM in-
formacidn sobre cémo los nifios progresan en el uso de estrategias para resolver problemas a fin de que
puedan tomar decisiones sobre la ensefianza de manera adecuada (Edgington, Wilson, Sztajn y Webb,
2016; Empson y Jacobs, 2008; Ivars, Ferndndez y Llinares, 2019; Steinberg, Empson y Carpenter,
2004; Sztajn, Confrey, Wilson y Edgington, 2012; Wilson, Mojica y Confrey, 2013; Wilson, Sztajn,
Edgington y Myers, 2015).

Las trayectorias de aprendizaje han sido usadas para favorecer el desarrollo de la competencia do-
cente «mirar profesionalmente el pensamiento matemdtico» de los nifios (Ferndndez, Sdnchez-Mata-
moros, Valls y Callejo, 2018; Ivars et al., 2019; Sdnchez-Matamoros, Moreno, Pérez-Tyteca y Callejo,
2018). Wilson et al. (2015) indican que la informacién sobre una trayectoria de aprendizaje de los
contenidos matemdticos podria ayudar a los EPM a desarrollar su mirada profesional, proporciondn-
doles referencias sobre cdmo los conceptos matemdticos se desarrollan mediante conexiones entre
objetivos de aprendizaje y actividades de ensefanza. Por otra parte, los resultados de Sdnchez-Mata-
moros et al. (2018) muestran la relevancia del enfoque instrumental para analizar cémo los EPM de
Educacién Infantil usan una trayectoria de aprendizaje de la longitud y su medida, y cémo este uso
les permite identificar elementos matemdticos en las respuestas de los alumnos, interpretar su nivel de
comprensién y proponer tareas para avanzar en esta, es decir, desarrollar la mirada profesional.

Desde estas referencias previas, el objetivo de esta investigacién es caracterizar como los EPM de
Educacién Primaria hacen uso de una PE de resolucién de problemas de grupos mltiples de division-
medida como instrumento conceptual para interpretar el pensamiento matemdtico de los nifos.
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MARCO TEORICO

Nuestro marco teérico lo conforman tres ideas interrelacionadas: una PE de resolucién de problemas de
divisién-medida con fracciones, mirar profesionalmente el pensamiento matemadtico de los estudiantes
y la teoria de la génesis instrumental. La génesis instrumental permite caracterizar cémo los EPM utili-
zan la PE como guia para mirar profesionalmente el pensamiento matemdtico de los estudiantes.

Progresién de estrategias de resolucién de problemas de «grupos multiples»
del tipo divisién-medida

Los problemas de grupos mltiples (Empson y Levi, 2011) son problemas de estructura multiplicativa
del tipo «isomorfismo de medidas» de proporcionalidad simple entre dos magnitudes (Vergnaud, 1994).
Esta estructura relaciona tres cantidades: niimero de grupos, cantidad en cada grupo y cantidad total en
el conjunto de los grupos (tabla 1). En esta estructura se identifican tres tipos de problemas segtin cudl
sea la incégnita: la cantidad total, el nimero de botes (problemas de multiplicar); el nimero de grupos,
el nimero de dias que puedo dar comida a los peces (problemas de divisién-medida, ejemplo en la tabla
1), o la cantidad en cada grupo, la cantidad de comida que echo cada dia (divisién-partitiva).

Tabla 1.

Cantidades que se relacionan en un problema de proporcionalidad simple

Problema de la pecera
«He comprado 4 botes de comida para los peces de mi pecera. Cada dia echo en la pecera 2/3 de bote.
¢Para cudntos dias tengo?»

Numero de dfas Cantidad por dia Cantidad total
X dias 2/3 de bote 4 botes

Empson y Levi (2011) denominan «problemas de grupos mdltiples» (tabla 1) aquellos donde hay
un nimero entero de grupos y una cantidad fraccionaria en cada grupo. Estas autoras caracterizan en
tres etapas una PE correctas de resolucién de este tipo de problemas que los nifios utilizan antes de co-
nocer el algoritmo de la divisién de fracciones. En las dos primeras etapas ponen en prictica estrategias
aditivas y en la tercera, multiplicativas (figura 1).

(1a) (1B) m i
Moc!elacién» Adicion ||» Agrupamiento [l» ol
Directa Repetida y Combinacién ultiplicativas
) ! !

Etapa l Etapall Etapalll

Fig. 1. Progresién de estrategias de resolucion de problemas de grupos multiples de divisién-medida (Empson y
Levi, 2011, p. 62)

—  Etapa I: Modelizacion directa y adicion repetida. Se representa cada unidad fraccionaria que tiene
que ser repetida individualmente. En la modelizacién directa los nifos representan icénica-
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mente todas las cantidades y cuentan o suman (y en ocasiones restan) hasta llegar a la respuesta
final. En el problema de la pecera (tabla 1), la unidad fraccionaria que ha de ser repetida es 2/3.
Los nifos dibujan los 4 botes de comida, dividen cada uno en tercios; a continuacién, hacen
grupos de dos tercios, cantidad que se gasta cada dia, y cuentan seis veces hasta completar los 12
tercios de comida. Como cuentan 6 veces 2/3 la solucién es 6 dias. En esta etapa la estrategia de
adicién repetida se diferencia de la modelizacién directa en que las fracciones no se representan
con dibujos, sino que los ninos escriben «2/3» 0 «2 tercios».

—  Etapa II: Agrupamiento y combinacién. También se utilizan estrategias aditivas, pero no se repre-
senta cada unidad fraccionaria, sino que se agrupan y se cuentan conjuntos de fracciones con la
idea de que con ese agrupamiento se tenga un nimero entero y asi poder utilizar estos agrupa-
mientos para contar el nimero de grupos (sumando un grupo, dos grupos, etc.). Por ejemplo,
en el problema de la pecera (tabla 1) se agrupa tres veces 2/3 y se tiene 2/3 + 2/3 + 2/3, que son
2 botes de comida que sirven para 3 dias; 2/3 + 2/3 + 2/3 son otros 2 botes mds que sirven para
3 dias mds; en total, con 4 botes de comida se tiene para 6 dias.

—  Etapa III: Estrategias multiplicativas. Se relaciona la unidad fraccionaria o un grupo con el total,
usando la relacién de proporcionalidad (f{zx) = af(x)), o un proceso constructivo combinando
las relaciones de proporcionalidad y la suma (f{ax + bx) = af{x) + bf(x)), o la multiplicacién di-
rectamente. En el problema de la tabla 1 se interpreta el significado de la fraccién como relacién
multiplicativa (razén): 2/3 significa que con 2 botes de comida se tiene para 3 dias; si se tienen

4 botes (doble de botes) se tiene para 2 x 3 = 6 dias (doble de dias).

Mirada profesional sobre el pensamiento matemadtico de los estudiantes

Una finalidad de la formacién del profesorado es desarrollar las competencias profesionales de la fun-
cién docente, en particular la competencia docente «mirar profesionalmente el pensamiento matems4-
tico» de los estudiantes. Jacobs et al. (2010) conceptualizan esta competencia en tres destrezas inte-
rrelacionadas y progresivas: i) identificar las estrategias de los estudiantes en la resolucién de tareas, en
nuestro caso estrategias de resolucién de problemas de divisién-medida con fracciones; ii) interpretar
su comprensién basdndose en las estrategias que ponen en juego, en nuestro caso la etapa en la que
se encuentran, y iii) tomar decisiones instruccionales segtin la interpretacion inferida. Estas destrezas
estdn anidadas unas en otras. No se puede hacer una interpretacién de la comprensién sin haber
identificado las estrategias bien, ni tomar decisiones instruccionales adecuadas sin haber interpretado
correctamente la comprensién.

Instrumentacién de una progresién de estrategias

La informacién sobre la PE usada por los nifos para resolver los problemas puede ser considerada un
instrumento conceptual (Llinares, 2014). Para analizar cémo los EPM hacen uso de esta informacién
para interpretar las respuestas de los ninos, adaptamos las referencias de la génesis instrumental (Dri-
jvers, Kieran y Mariotti, 2010), que distingue entre artefacto e instrumento. El artefacto es la herra-
mienta propiamente dicha (PE de resolucién de problemas) y se convierte en instrumento cuando el
usuario establece una relacién con este, haciéndolo suyo e integrdndolo en la actividad que realiza (usar
la PE para identificar estrategias e interpretar la etapa de progresién). Por tanto, el artefacto viene dado,
mientras que el instrumento lo construye el sujeto a través de su actividad (Verillon y Rabardel, 1995).

La génesis instrumental es el proceso a través del cual el artefacto deviene en instrumento y sirve de
intermediario entre objeto y sujeto (Trouche, 2004). En esta génesis se pueden observar dos procesos
relacionados, uno orientado al artefacto (instrumentalizacién) y otro orientado al sujeto (instrumen-
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tacién). Rabardel (1995) explica que la combinacién de ambos procesos conduce a reorganizar los
esquemas de utilizacién y, en consecuencia, a modificar el instrumento. El sujeto puede apropiarse
del artefacto de distintas maneras y desarrollar dos esquemas diferentes: esquemas de uso y esquemas
de accién instrumental (Rabardel, 1995). Un esquema de uso estd directamente relacionado con el
artefacto y puede servir como base para llegar a desarrollar el correspondiente esquema de accién ins-
trumental. En nuestro caso, el EPM genera un esquema de uso cuando identifica estrategias basindose
en aspectos formales como las operaciones realizadas por los estudiantes, teniendo o no en cuenta su
significado (por ejemplo, pueden considerar el uso de sumas sucesivas, que estd presente en distintas
estrategias, como la «adicién repetida», teniendo o no en cuenta cudl es la unidad fraccionaria que se
ha repetido). En el esquema de uso, no utiliza las estrategias identificadas para interpretar la etapa de
progresion en la que se encuentran los nifos.

Los esquemas de accidn instrumental estdn relacionados con el uso que el sujeto hace del artefacto
con vista a realizar una accién o tarea. En nuestro caso, se genera un esquema de accién instrumental
cuando el EPM identifica las estrategias aditivas o multiplicativas de los nifios y las usa para interpretar
la etapa en la que se encuentran. A medida que el sujeto utiliza los esquemas de accién instrumental,
puede constatar sus potencialidades y limitaciones. Los esquemas generados dependen de los conoci-
mientos del sujeto.

Por tanto, la instrumentacién por parte del EPM de la informacién proporcionada por una PE
implica usar toda la informacidn, incluidos los conocimientos del EPM, para identificar las estrategias
aditivas y multiplicativas empleadas por los nifios, e interpretar la etapa de progresién en la que se
encuentran.

Desde el objetivo de investigacién y teniendo en cuenta las referencias tedricas anteriores, nos plan-
teamos la siguiente pregunta de investigacion: ;Cémo los EPM instrumentan la PE de resolucién de
problemas de grupos multiples de divisién-medida?

METODO

Participantes y contexto

Los participantes en esta investigacién fueron 61 EPM de Educacién Primaria que cursaban una asig-
natura sobre las caracteristicas del aprendizaje matemadtico de los nifios (quinto semestre, tercer ano).
Esta asignatura incluye un médulo sobre fracciones cuyo objetivo es adquirir la competencia docente
«mirar profesionalmente el pensamiento matemdtico» de los estudiantes de Educacién Primaria cuan-
do resuelven problemas de divisién-medida con fracciones. El médulo consta de nueve sesiones de dos
horas. En la primera sesion, los EPM resolvieron un problema de divisién-medida y se les pidi6é que
anticiparan dos hipotéticas respuestas de nifios de Educacién Primaria. En las siguientes sesiones, los
EPM usaron la PE de Empson y Levi (2011) para identificar las estrategias en las respuestas de los ni-
fios (sesiones 2, 3 y 4), resolver problemas con distintas estrategias (sesion 5) e interpretar las respuestas
de los nifios para identificar los niveles de desarrollo (sesiones 6 y 7), para luego realizar una tarea de
evaluacidn (sesién 8, figura 2) cuya revisién concluyé el médulo (sesién 9).

Las tareas de andlisis de las respuestas de los nifios propuestas a los EPM en el médulo son una
aproximacion a la prictica (Grossman et al., 2009), donde los EPM pueden poner en juego habilida-
des similares a las que habran de desarrollar en el ejercicio de su profesion.

Los datos de la investigacién son las respuestas de los EPM a la tarea de evaluacién (figura 2). En
esta tarea se proporcionaban a los EPM las respuestas de dos nifas, Ana y Sara, a tres problemas de
divisién-medida (P1-bizcochos, P2-empanadas y P3-pizzas). Los EPM tenfan que contestar a lo si-
guiente:
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— Identifica qué estrategias han aplicado Ana y Sara en cada problema. Justifica la respuesta a
partir de la PE mostrando evidencias de estas.

— Analiza conjuntamente coémo han resuelto Ana y Sara los tres problemas y caracteriza en qué
etapa de la PE se encuentran.

Tarea
A partir de las respuestas de Ana v Sara a los tres problemas, del bizeocho, de las empanadas v de las pizzas:
a) Identifica qué estrategias ha aplicado Ana’Sara en cada problema. Justifica la respuesta a partir de la
progresion de estrategias de Empson y Levi (2011), mostrando evidencias de éstas.
b) Analiza conjuntamente como ha resuelto Ana‘Sara los tres problemas y caracteriza en qué etapa de la
progresion de estrategias se encuentran.
FProblema del bizcocho

Se necesifa un cuarto (1/4) de wun paguete de aziicar para hacer un bizcochs. Tengo 3 pagustes v medio (3 ¥
1) de aziicar. ;Cudntos bizcochos puedo hacer con esta cantidad de azdcar?

Respuesta de Ana Fespuesta de Sara
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Problema de las empanadas
He comprado 6 empanadas y quiere dar dos gquintos (2/3) de empanada a cada nifio. jPara cudnfos nifios
fengo con las 6§ empanadas?
Respuesta de Ana Respuesta de Sara
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Froblema de las pizzas

Tengo 7 pizzas v media (7 v 15) que voy a repartir por varias mesas de un salon donde voy a celebrar una fiesta
de cumpleaiios. He decidido poner ires cuartos (3/4) de pizza en cada mesa. jEn cudnias mesas podré poner

esta cantidad de pizza?
Eespuesta de Ana Respuesia de Sara
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Fig. 2. Tarea en la sesi6n 8.

Los tres problemas tienen la estructura de divisién-medida, en la que el divisor es una fraccién, el
dividendo un nimero natural o un ndmero representado por un niimero mixto y el cociente un ni-
mero natural, y el resto es cero. En los tres problemas, la fracciéon (divisor) puede ser usada como una
unidad iterativa para determinar cudntas veces cabe en el dividendo (en el problema de la empanada,
«cudntos 2/5 caben en 6»), y cudntas veces cabe una fraccién en un nimero representado en forma
mixta (en problema del bizcocho, «cudntos 1/4 caben en 3 Y2»; y en el problema de la pizza «cudntos
3/4 caben en 7 Va»).
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Las respuestas de las dos nifias mostraban estrategias que ejemplifican diferentes etapas de progre-
sién (tabla 2).

Tabla 2.
Caracteristicas de las estrategias de resolucién y etapa de la progresién
Probl Estrategias
roblemas
Ana Sara
. Modelizacién directa . T . .
P1-bizcocho (representacion iconica) Estrategia multiplicativa: estrategia constructiva
«cudntos 1/4 caben en 3Y2» P Etapa IA apoyada en la idea de proporcionalidad. Etapa I1I
Parte tachada: estrategia multiplicativa apoyada
. ) en la idea de proporcionalidad.
P2- empanada Adicién repetida L o )
«cudntos 2/5 caben en G» Etapa IB Modelacién directa (representacion iconica) mds
agrupamiento y combinacién (al identificar una
relacién entera: 2 empanadas cada 5 nifos). Etapa II
P3- pizzas Modelizacién directa Estrategia multiplicativa: estrategia constructiva
«cudntos 3/4 caben en 7Y5» Etapa IA apoyada en la idea de proporcionalidad. Etapa III
Etapa de progresién global Etapa I Etapa III

Ana resolvié el problema de los bizcochos usando modelizacién directa. Representé los 3 paquetes
y medio de azicar, los dividi6 en cuartos y conté los cuartos que habia, lo que dio como solucién
14. Resolvié el problema de las empanadas con adicién repetida. Hizo una tabla con dos columnas,
indicando niimero de nifos y la cantidad de quintos que tenfa. Termin la tabla cuando llegé a los 30
quintos para las 6 empanadas. Usé la notacién «2 quintos». Resolvié el problema de las pizzas también
por modelizacién directa, representando las 7 pizzas y media, dividiéndolas en cuartos y asignando 3/4
a cada mesa, lo que dio como solucién 10 mesas.

Sara resolvié el problema de los bizcochos mediante una estrategia multiplicativa. Organizé los
datos en dos columnas y procedié con una estrategia constructiva aplicando la proporcionalidad a la
relacién «se necesita 1/4 de un paquete de azdcar para hacer un bizcocho». Asi, el doble de bizcochos
requiere el doble de aziicar; el triple de bizcochos, el triple de azdcar. Finalmente, afiadié medio paque-
te de azdcar para emplear todo el aziicar disponible (3 y 1/2), con el que podia hacer 2 bizcochos mas,
con lo que llegé al total de 14 bizcochos.

En el problema de las empanadas, Sara comenzé (parte tachada) con una estrategia similar, orga-
nizando los datos y los resultados de aplicar una estrategia constructiva que alterna la proporcionali-
dad (el doble) con la suma (2/5 mds de empanada es 1 nifio mds). Sin embargo, Sara no etiquetd las
columnas usadas (nifos / porciones de empanadas) y al llegar a la cantidad «6» (nifios) parece haber
entendido que habia llegado a «6 empanadas», que es el dato del enunciado. La solucién encontrada
serfa «con 6 empanadas tengo para 2 nifios y 2/5». Sara taché lo realizado y comenzé de nuevo, recu-
rriendo a la representacién iconica. Dibujé las 6 empanadas, dividi6 en 5 trozos las 3 primeras, agrupé
de 2 en 2 (representando la unidad fraccionaria 2/5) y entendié que cada «2 empanadas tiene para 5
nifios». A partir de ese momento siguié una estructura (aditiva) de agrupamiento y combinacién: otras
2 empanadas mds para otros 5 nifos mds. Finalmente: 5 + 5 + 5 = 15. La solucién es «con 6 empanadas
tengo para 15 nifos».

En el problema de las pizzas, Sara usé la misma estructura de organizacién de datos y operaciones
que en los dos problemas anteriores, pero con una ligera variacién: colocé titulos en las columnas y
cambi6 el orden. En la columna de la izquierda puso las pizzas (dato) y en la columna de la derecha
puso el nimero de mesas (incégnita). Siguié una estrategia multiplicativa de tipo constructiva basada
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en calcular «el doble»: doble de pizzas, doble de mesas. Finalmente, sumé 1y 2/4 pizzas con sus corres-
pondientes 2 mesas. La solucién final es «En 10 mesas podré poner 7 pizzas y V2».

Analisis de datos

El andlisis de los datos se realiz6 en dos fases. En la primera se analizaron las respuestas de cada parti-
cipante a la tarea. Consideramos qué estrategias identificaban los EPM: estrategias aditivas (modeli-
zacion directa, adicién repetida y agrupamiento y combinacién, correspondientes a las etapas [ y II) y
estrategias multiplicativas de la etapa III.

En la segunda fase se agrupé a los EPM atendiendo a cémo relacionaban la informacién propor-
cionada por la PE con las evidencias. Agrupamos a los EPM en tres grupos:

— Grupo 0. No usan la informacién proporcionada para interpretar la etapa de progresion en la
que se encuentran las nifas (PE como artefacto).

Grupo 1. Usan algunas caracteristicas de la informacién proporcionada para interpretar la etapa
de progresién en la que se encuentra una de las nifas (construyen un esquema de accién instru-
mental).

Grupo 2. Usan toda la informacién proporcionada para interpretar la etapa de progresién en la
que se encuentran las nifias (instrumentan la progresion).

Las tablas 3 y 4 muestran ejemplos del andlisis de las respuestas de la EPM-14, perteneciente al grupo 0.

Tabla 3.

Ejemplo de andlisis de respuestas de la EPM-14 al caso de Ana

Extractos de respuestas del EPM-14

Comentario analitico

Problema de los bizcochos.

En este problema, Ana, al dibujar los datos del proble-
ma, ha ido sumando el ndmero de paquetes de azticar
que puede utilizar hasta llegar al resultado final con los
tres paquetes y medio de aziicar que tiene que utilizar.

El EPM describe la resolucién, pero no indica la denominacién
de la estrategia. El EPM sefala que Ana ha hecho un dibujo que
es una caracteristica de la estrategia de modelacién directa. De
la frase «ha ido sumando el nimero de paquetes de aziicar que
puede utilizar hasta llegar al resultado final, se podria inferir que
reconoce que va sumando cada unidad fraccionaria (3/4).

Problema de las empanadas.

Ana ha realizado dos columnas, una con el nimero de
nifios y otra con los trozos de empanada. Este problema
lo ha resuelto sumando dos a cada trozo de empanada
hasta llegar al resultado final.

El EPM describe la resolucién sin indicar la denominacién de
la estrategia. Ademds, no ha relacionado «sumando dos de cada
trozo de empanada» con el hecho de que se trata de sumar la
unidad fraccionaria (2 quintos), y no ha indicado que utiliza una
representacién simbolica, que son caracteristicas de la estrategia
de adicidn repetida.

Problema de las pizzas.

Este problema Ana lo ha resuelto de la siguiente mane-
ra: Ha dibujado las 7 pizzas y 1/2 y las ha ido agrupan-
do hasta conseguir el resultado final: que podia poner
3/4 de pizza en 10 mesas.

El EPM describe la resolucién sin indicar la denominacién de la
estrategia. Reconoce una de las caracteristicas de la estrategia de
modelizacién directa al indicar que ha hecho un dibujo (3/4 de
pizza). De la frase «ha ido agrupando hasta conseguir el resultado
final» se podria inferir que ha identificado que va sumando cada
unidad fraccionaria (3/4 de pizza).

Interpretacion de la etapa de Ana.

Ana ha resuelto los problemas sin tener que realizar
ninguna operacién matemdtica, sino de manera picté-
rica y agrupando. Se encuentra en la etapa II, estrategia
de agrupamiento y combinacién, porque su manera de
resolver problemas es pictdrica, pero a su vez también
agrupada.

No ha identificado correctamente la etapa en que se encuentra
Ana, pues indica que se encuentra en la etapa II. Su justificacién
se hace utilizando como caracteristicas el uso de dibujos (pro-
blemas de los bizcochos y de las empanadas) y la agrupacién
(problema de las pizzas).
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Tabla 4.

Ejemplo de andlisis de respuestas del EPM-14 al caso de Sara

Extractos de respuestas del EPM-14

Comentario analitico

Problema de los bizcochos.

Lo ha resuelto de manera combinada, indicando en
primer lugar los bizcochos que puede hacer y después
el aztcar que puede utilizar. Primero realiza las opera-
ciones hasta 4 bizcochos y, a continuacién, las de los
dos tltimos bizcochos que puede hacer.

El EPM describe la estrategia indicando la relacién entre las can-
tidades (bizcocho y azicar), pero sin sefialar explicitamente las
operaciones usadas (adicion, multiplicacién o ambas), lo que po-
dria ayudarle a diferenciar las estrategias usadas.

Ha indicado que Sara «lo ha resuelto de manera combinada», de
lo que inferimos que se refiere a la estrategia de agrupamiento y
combinacién. Sin embargo, Sara us6 una estrategia constructiva
aplicando una relacién de proporcionalidad.

Problema de las empanadas.

Este problema lo ha intentado realizar de manera mul-
tiplicativa, pero finalmente lo ha resuelto de manera
simbdlica y agrupada, realizando una operacién mate-
mdtica para llegar al resultado final. Sara ha sumado los
5 trozos de empanada tres veces.

Describe de manera general la estrategia usada. Ha indicado que
Sara «finalmente lo ha resuelto de manera simbélica y agrupada»,
de lo que inferimos que se refiere a la estrategia de agrupamiento
y combinacidn, que es la que utilizé Sara.

De la frase «Sara ha sumado los 5 trozos de empanada tres veces»,
se inflere una caracteristica de esta estrategia: agrupar y contar
conjuntos de fracciones (en este caso 5 grupos de 2/5) con la idea
de que, con este agrupamiento, se tenga un nimero entero (2
empanadas para 5 nifos).

Problema de las pizzas.

Sara lo ha resuelto de manera combinada realizando
una tabla con dos columnas. En una aparecen los tro-
zos de pizza y en la otra las mesas en las que puedo
poner 3/4 de pizza. Lo ha resuelto sumando de dos en
dos las mesas y realizando operaciones en la columna
de las pizzas hasta llegar al resultado final.

Ha indicado de manera general que Sara «lo ha resuelto de ma-
nera combinada», de lo que inferimos que se refiere a la estrategia
de agrupamiento y combinacién.

Sin embargo, Sara usé una estrategia constructiva aplicando una
relacién de proporcionalidad. Con la frase «lo ha resuelto suman-
do de dos en dos las mesas y realizando operaciones en la colum-
na de las pizzas hasta llegar al resultado final», muestra la relacién
entre las cantidades, que es una caracteristica de las estrategias de
agrupamiento y combinacidn, «contar conjuntos de fracciones»,
pero sin indicar que su finalidad es tener un nimero entero de
grupos con este agrupamiento de fracciones.

Interpretacién de la etapa de Sara.

Sara ha resuelto los problemas de manera agrupada o
combinada, en algunos casos de manera multiplicativa
y en otros de manera pictérica y realizando operacio-
nes matemdticas. Sara se encuentra en la dltima etapa,
estrategias multiplicativas, porque, aunque también
utiliza la estrategia de agrupamiento y combinacién,
cuando realiza las operaciones lo hace de manera mul-
tiplicativa.

Ha identificado correctamente que Sara se encuentra «en la alti-
ma etapa de estrategias multiplicativas».

Lo justifica diciendo que «cuando realiza las operaciones lo hace
de manera multiplicativa»; sin embargo, esta justificacién no
se apoya en la identificacién de las tres estrategias usadas por la
nifia, pues se puede inferir que identificé las tres estrategias como
de «agrupamiento y combinacién» y solo se refirié a la multipli-
cacién (idea de proporcionalidad) al identificar el primer intento
de Sara en el problema de las empanadas.

La EPM-14 describe de manera general las estrategias usadas por las ninas, lo que le impide recono-
cer diferencias en las respuestas. En este tipo de respuestas no se usa la informacién proporcionada por
la PE, por lo que la EPM-14 la considera un artefacto. En el caso de Ana no ha evidenciado las caracte-
risticas de las estrategias en todos los problemas, en particular la de adicién repetida en el problema de
las empanadas, y no ha dado el nombre de la estrategia en ninguno de los problemas. Esta manera de
describir las respuestas de Ana le impide interpretar correctamente la etapa en la que se encuentra. En
el caso de Sara, tampoco ha evidenciado las caracteristicas de todas las estrategias usadas por Sara, en
particular las multiplicativas. Ha interpretado la etapa en la que se encontraba sin que su justificacién
estuviese apoyada en el tipo de estrategias usadas por Sara.

En la siguiente seccién presentamos los resultados después de agrupar a los EPM segtin la manera
como usaban la informacién proporcionada por la PE para interpretar las resoluciones de las ninas.
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RESULTADOS

Los resultados se presentan en tres secciones correspondientes a los tres grupos en los que se han ca-
racterizado las respuestas de los EPM en funcidn del uso que estos hacen de la PE: Grupo 0 (G0): No
usan la informacién proporcionada para interpretar la etapa de progresion en la que se encuentran las
nifias (PE como artefacto). Grupo 1 (G1): Usan algunas caracteristicas de la informaciéon proporcio-
nada para interpretar la etapa de progresién en la que se encuentra una de las nifias (construccién de
un esquema de accion instrumental). Dentro de este grupo observamos a su vez dos subgrupos: G11
(32 EPM construyen esquemas de accién instrumental para estrategias aditivas, etapa I) y G12 (2
EPM construyen esquemas de accién instrumental para estrategias multiplicativas, etapa III). Grupo
2 (G2): Usan toda la informacién proporcionada para interpretar la etapa de progresién en la que se
encuentran las nifias (instrumentacién de la progresion) (figura 3).

61 EPM
GO: Progresion Progresién como
como artefacto instrumento conceptual
11 EPM 50 EPM

G1: Construyen
esquemas de accion
instrumental
34 EPM

G2: Instrumentan
la progresion
16 EPM

G11: Construyen esquemas de
accion instrumental para
estrategias aditivas (etapa I)

G12: Construyen esquemas de accién
instrumental para estrategias
multiplicativas (etapa III)

32EPM 2EPM

Fig. 3. Grupos de EPM caracterizados por el uso de la PE.

Grupo 0. No usan la informacién proporcionada para interpretar la etapa de progresién en la que
se encuentran las nifias (progresién de estrategias como artefacto)

De los 61 EPM que participaron en la investigacién, 11 no usaron la PE para identificar todas las
estrategias de ninguna de las dos nifias. En estos casos consideramos que la PE desempefia un papel de
artefacto. Por ejemplo, el EPM-14 descrito en la seccién de andlisis (tablas 3 y 4).

Grupo 1. Usan algunas caracteristicas de la informaciéon proporcionada para interpretar la etapa de
progresion en la que se encuentra una de las nifas (construccién de un esquema de accién instrumental)

Usan algunas caracteristicas de la informacién proporcionada 34 de los 61 EPM: los que usan
tnicamente la PE correspondiente a las estrategias aditivas (etapa I) y los que usan tnicamente la PE
correspondiente a las estrategias aditivas (etapa II) y multiplicativas (etapa III). Al primer subgrupo
(G11) pertenecen 32 EPM que usaron la progresién para identificar las estrategias (modelizacion y
adicion repetida) e interpretar la etapa de progresién en la que se encontraba Ana (etapa I). De estos 32
EPM, 23 usaron la PE para identificar una o dos de las estrategias utilizadas por Sara (agrupamiento y
combinacién y/o multiplicativas) y los 9 restantes no identificaron ninguna de las estrategias de Sara.
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Esto les impidié interpretar la etapa de comprensién en la que se encontraba. Al segundo subgrupo
(G12) pertenecen dos EPM que utilizaron la PE para identificar las estrategias usadas por Sara e inter-
pretar que esta nifia se encontraba en la etapa I1I de la progresion. Sin embargo, solo usaron la PE para
identificar alguna de las estrategias utilizadas por Ana.

En G1 encontramos al EPM-24, que construyé un esquema de accién instrumental para las estra-
tegias aditivas (etapa I) al usar la PE para identificar las caracteristicas de las estrategias usadas por Ana
e interpretar que se encontraba en la etapa I. Este EPM reconoce la diferencia entre las estrategias de
modelizacién directa y adicién repetida, al identificar las estrategias de modelizacién en el problema de
los bizcochos e indicar sus caracteristicas:

Al observar la manera de resolver este problema [P1-bizcochos], nos damos cuenta de que Ana se encuentra
en la primera etapa que Empson y Levi han denominado modelizacidn, en la que el alumno se apoya en
una representacién gréfica para asi poder resolver el problema. Una vez que Ana tiene claros estos conceptos
repite el proceso seguido al saber que cada parte de las divididas estd asociada a un bizcocho. Por tanto rea-
liza un conteo de manera mental apoydndose en la visualizacién de su propio dibujo y comienza el conteo
de bizcochos por cada parte en que se divide de manera congruente el paquete de aztcar.

En el problema de las empanadas, indica que «Ana realiza un proceso similar al anterior. Es verdad
que ya no necesita de una representacién grafica y dividir las 6 empanadas en 5 partes congruentes», e
identifica esta estrategia como adicién repetida:

En este problema observamos que Ana realiza un proceso similar al anterior [P1-bizcochos]. Es verdad que
ya no necesita de una representacién gréfica y dividir las 6 empanadas en 5 partes congruentes, es decir,
iguales. Sino que sabe que, al tener 6 unidades, van a quedar divididas en 30 partes iguales. Por tanto, Ana,
mediante la adicién repetida (que Empson y Levi consideran dentro de la primera etapa), establece una
relacién entre las 30 partes que hay y el nimero de nifnos.

Sin embargo, el EPM-24, en el caso de Sara, consideré la PE como artefacto, al sefalar que las
estrategias utilizadas por Sara en los problemas P1-bizcochos y P3-pizzas pertenecian a las etapas I y
I1, «entre la primera y segunda etapa», en lugar de ser multiplicativas, etapa III. Ademds, no tiene clara
la diferencia entre la primera y la segunda etapa, en particular entre las estrategias «adicién repetidar
y de «agrupamiento y combinacién», al indicar en P1-bizcochos que «es capaz de realizar la adicién
repetida» y «comienza a agrupar y realizar combinaciones aditivas»:

Sara [en P1-bizcochos] se encuentra entre la primera y segunda etapa, ya que es capaz de realizar la adicién
repetida (de manera mental) hasta llegar al conocimiento de que con tantos paquetes realiza un niimero
exacto de bizcochos. En ese momento Sara se da cuenta y dice, si con tantos paquetes realizo tantos bizco-
chos (comienza a agrupar y realizar combinaciones aditivas) con otros tantos paquetes realizaré mds bizco-
chos. Y asf resuelve Sara los problemas, mediante una serie de adiciones hasta llegar a la unidad completa,
sin necesidad de realizar la representacién icdnica.

Este EPM tampoco ha indicado la denominacién de la estrategia usada por Sara en el problema de
las empanadas, aunque si explicita el agrupamiento que realiza esta: «Sara observa que puede repartir
2 empanadas a 5 nifos», asi como la utilizacién del agrupamiento que hace para calcular el nimero
de nifios, lo cual es propio de la estrategia de agrupamiento y combinacién. Por otra parte, parece que
solo identifica la primera etapa por emplear una representacion icdnica:

En el problema de las empanadas observamos que a Ana le ha costado realizarlo por adicién repetida [...]
por lo que recurre a la primera etapa (icénica) para realizar una representacién y dividir en partes congruen-
tes 2 empanadas. Sara observa que puede repartir 2 empanadas a 5 nifios (al quedar divididas en 5 partes y
repartir 2 a cada nino). Aqui establece un patrén y dice si para cada 5 nifios emplea 2 empanadas, tendrd
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que realizar un agrupamiento de 2 en 2 hasta llegar a 6 empanadas, y por cada 2 empanadas habrd 5 ninos,
portanto 2 + 2 + 2 = 6 empanadasy 5 + 5 + 5 = 15 nifos en total.

Este EPM, coherentemente con la identificacién de estrategias realizada en la resolucion de los tres
problemas, interpretd incorrectamente que Sara estaba en la etapa II. Por otra parte, identificé hacer
una representacién icénica con la etapa I, indicando la finalidad de la representacién propia de una
estrategia de la etapa Il y no de la etapa I:

Sara ha resuelto todos los problemas mediante la adicién repetida y al llegar al descubrimiento de la unidad,
comienza a agrupar y combinar adiciones para llegar al resultado final, por lo que Sara se encuentra en la
etapa II de combinacién y agrupamiento. También observamos que la primera etapa (iconica) la domina
a la perfeccién, puesto que en el problema 2, solo ha necesitado de 2 dibujos y dividirlos en partes iguales
para establecer una relacién y resolver el problema.

Grupo 2. Usan toda la informacién proporcionada para interpretar la etapa de progresion en que se
encuentran las nifias (instrumentacién de la progresién)

De los 61 participantes, 16 EPM identificaron las estrategias de Sara y Ana mediante la informa-
cién proporcionada en la PE, lo que les permiti6 interpretar el nivel de progresién en el que se encon-
traban las ninas. Por tanto, estos EPM instrumentan la PE. Sus respuestas muestran la construccion de
dos esquemas de accién instrumental, uno para las estrategias aditivas (etapa I) y otro para las multi-
plicativas (etapa III), para interpretar en qué etapa de la PE se encuentran las dos ninas.

Asi, la EPM-42 identific con detalle las resoluciones de las nifias y reconocié la diferencia entre
estas, lo que le permitié justificar la etapa en la que se encontraban. En relacién con las estrategias
usadas por Ana, la EPM-42 justific las estrategias de modelizacion directa indicando que «hace divi-
siones congruentes [...] y finalmente cuenta hasta llegar al resultado pedido», y la estrategia de adicién
repetida sefialando evidencias observadas. Ademds, interpret que Ana se encontraba en la etapa I:

Tras haber analizado los tres problemas resueltos por Ana, puedo deducir que estd en la etapa I ya que en
las resoluciones ha hecho uso dos veces de la modelizacién directa y una de ellas de la adicién repetida.
En cuanto a la modelizacién directa lo ha hecho de forma correcta ya que hace divisiones congruentes y
representa lo que el problema le pide, y finalmente cuenta hasta llegar al resultado pedido. En cambio,
en la adicién repetida, Gnicamente ha representado en el papel, de forma simbdlica, el numerador de la
fraccién, aunque ella realmente sabia lo que significaba ya que en la parte superior sefiala «30 quintos». En
la columna de la derecha realiza una adicién repetida de 2/5, aunque no hace uso de forma explicita de
ndmeros mixtos, y ademds tinicamente muestra el numerador. Me ha llamado mucho la atencién ya que en
el enunciado nos informaban de que en total tenfa 6 empanadas y Ana tras realizar una adicién repetida ha
sabido cudndo debe parar y ha sido en 30, que realmente son 30/5, y ella ha asociado 30/5 = 6, esto es un
dato implicito, pero es importante diagnosticarlo.

Respecto al caso de Sara, la EPM-42 identificé las estrategias usadas mostrando las caracteristicas
matemadticas que diferenciaban las resoluciones realizadas:

En cuanto a la resolucién del problema [P1-bizcochos] hace uso de la proporcionalidad y lo hace pensando
y no de manera mecdnica. En el problema [P2-empanadas] Sara comenzé haciendo una adicién repetida
pero no obtuvo lo que realmente pedian. Por lo tanto, se respaldé en una representacién icénica, pero bus-
cando un patrdn, es decir, representa las 6 empanadas, pero cuando encuentra que 2 empanadas dan para 5
nifios, deja de seguir contando y hace uso de agrupamientos y combinaciones. La resolucién del problema
[P3-pizzas] es similar al de los bizcochos, aunque en mi opinién, el pensamiento matemdtico en este caso
es mayor. Digo esto ya que hace uso de la proporcionalidad y en primer lugar relaciona que con 3/4 de
pizza tiene para 1 mesa, entonces para 2 mesas tendrd % - 2 = 6/4 = 1 + 2/4, donde la alumna representa
Unicamente 1 + 2/4 pizzas. A continuacion, vuelve a multiplicar por el doble: (6/4) - 2 = 12/4 = 3, donde
vuelve a reflejar de nuevo el ntimero final (3). Y para finalizar tiene 6 pizzas con las que puede obtener 8
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mesas; como le quedan 1 pizza y media, vuelve a mirar datos anteriores donde 1 pizza y media son 2 mesas.
En este caso vuelve a hacer uso de fracciones equivalentes como en el problema de los bizcochos.

Para interpretar la etapa en la que se encontraba Sara, la EPM-42 mir6 globalmente sus respuestas,
sin dejarse influenciar por una respuesta en particular:

Dos de los tres problemas los ha resuelto mediante el uso de un patrén y partiendo de ello hace uso de agru-
pamientos y combinaciones con estructuras multiplicativas. En cambio, en uno de ellos [P2-empanadas] lo
representa de manera icdnica, pero es capaz de encontrar un patrén y a partir de ahi crear un agrupamiento
y combinaciones. Puedo afirmar que en global se encuentra en la fase I1I ya que es capaz de resolver y com-
prender un problema mediante la proporcionalidad, aunque la resolucién del problema de las empanadas
fuese distinta.

La EPM-42, a la hora de justificar el nivel de progresién de Ana y Sara, utilizé correctamente el
vocabulario especifico (a excepcidn del término «adicién repetida», que utilizé como sinénimo de «su-
mas sucesivas»). Aportd evidencias y, si afadia algo que no aparecia en las respuestas de Ana y Sara, lo
explicitaba indicdndolo con las siguientes expresiones:

Esto es un dato implicito, pero es importante diagnosticarlo.

La resolucién del problema [P3-pizzas] es similar al de los bizcochos, aunque, en mi opinién, el pensamien-
to matemdtico en este caso es mayor.

Digo esto ya que hace uso de la proporcionalidad y en primer lugar relaciona que con 3/4 de pizza tiene
para 1 mesa, entonces para 2 mesas tendrd 3/4 - 2 = 6/4 = 1 + 2/4, donde la alumna representa tinicamente
1 + 2/4 pizzas.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

El objetivo de esta investigacién es caracterizar cémo varios EPM hacen uso de una PE de resolucién
de problemas de grupos maltiples de divisién-medida como instrumento conceptual para interpretar
el pensamiento matemadtico de los nifios. Hemos utilizado una adaptacién de la idea de génesis instru-
mental (Rabardel, 1995) para estudiar cémo los EPM usan la informacién de una PE al interpretar las
respuestas a problemas de divisién-medida usando fracciones. La adaptacién de la idea de génesis ins-
trumental nos ha permitido identificar tres caracteristicas sobre cémo los EPM usan un conocimiento
teérico para dar sentido al pensamiento matemdtico de los estudiantes, como un rasgo del desarrollo
de las destrezas de identificar e interpretar de la competencia docente «mirar profesionalmente». De
nuestros resultados inferimos dos conclusiones: (i) sobre la progresion paulatina de la instrumentaciéon
de la informacién sobre el pensamiento de los estudiantes, y (ii) sobre la generacién de indicadores del
desarrollo de las destrezas de identificar e interpretar.

Uso de la informacidn sobre la progresién de estrategias de resolucién de problemas
de grupos miltiples de divisién-medida

La instrumentacién de una PE por parte de los EPM implica usar la informacién proporcionada
para identificar estrategias e interpretar la etapa de progresién de nifos de Educacién Primaria. Los
resultados han mostrado que el 26,2 % de los EPM (16 de 61) han llegado a la instrumentacién de
la PE, lo que indica la dificultad del proceso de instrumentacion de dicha informacién. En particular,
el 55,7 % (34 de 61) de los EPM solo pudieron identificar algunas caracteristicas de la PE, siendo las

mis dificiles de reconocer las vinculadas a las estrategias multiplicativas (32 de 34), donde subyacen
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las nociones de razén y de proporcién. Esta dificultad se debe a que algunos EPM identifican como
estrategia de agrupamiento y combinacidn las estrategias multiplicativas constructivas. Esta dificultad
podria ser debida a que en ambas estrategias aparecen sumas sucesivas de fracciones hasta conseguir el
todo, pero con distinta finalidad. En el caso del agrupamiento y combinacién, se usan las sumas para
agrupar fracciones con la idea de tener un niimero entero y asi poder utilizar estos agrupamientos para
contar el nimero de grupos. En cambio, en las estrategias multiplicativas constructivas se usan varias
relaciones de proporcionalidad y se suman sucesivamente.

Nuestros datos indican que algunos EPM no reconocieron la diferencia entre las distintas estra-
tegias usadas por las ninas (progresién como artefacto), y en consecuencia no establecieron relacién
entre el conocimiento de matemdticas (estrategias aditivas y multiplicativas) y el conocimiento sobre el
pensamiento matemdtico de los estudiantes (caracteristicas de las estrategias aditivas o multiplicativas
usadas por las ninas). En cambio, otros reconocieron la diferencia entre las estrategias usadas por las
nifas, identificando algunas caracteristicas de la informacién proporcionada, pero no todas (construc-
cién de un esquema de accidn instrumental), o todas las caracteristicas (instrumentacién de la PE)
estableciendo la relacién entre el conocimiento de matemdticas y el conocimiento sobre el pensamien-
to matemdtico de los estudiantes. Estos resultados estin en consonancia con los obtenidos en otras
investigaciones en las que se han usado trayectorias o progresiones de aprendizaje para el desarrollo
de la mirada profesional sobre el pensamiento matemadtico de los estudiantes (Edgington et al., 2016;
Ferndndez et al., 2018; Ivars et al., 2019; Wilson et al., 2013; Wilson et al., 2015).

Cabe preguntarse si los EPM que han instrumentado la progresion en una aproximacién a la practi-
ca (Grossman et al., 2009) serfan capaces de instrumentarla en una situacion real de aula, donde, como
senala Empson (2011, p. 577), «cémo y cudndo —y algunas veces si— que los nifios lleguen a entender
y usar estas estrategias depende de una serie de factores que varfan de una clase a otra y de un nino a
otro». Esta autora indica que uno de estos factores es el significado de las fracciones que predomina. Si
este significado es la relacidn parte-todo, los ninos privilegiardn el uso de estrategias aditivas, pero si el
significado de la fraccién es como razén, puede predominar el uso de estrategias multiplicativas; tam-
bién los ninos pueden usar estrategias que no se consideran en esta PE. En futuros trabajos se puede
indagar c6mo los EPM usan los conocimientos sobre la PE en sus précticas de ensefianza.

Enfoque instrumental como indicador de la adquisicién de las destrezas
de identificar e interpretar

El enfoque instrumental nos ha permitido identificar indicadores de la adquisicién de las destrezas de
identificar e interpretar el pensamiento matemdtico de los estudiantes.

No fueron capaces de adquirir ninguna de estas dos destrezas considerando la PE como un arte-
facto 11 EPM. Otros 34 EPM adquirieron las destrezas de identificar e interpretar construyendo un
esquema de accidn instrumental solo para un tipo de estrategias, para las aditivas (etapa I) o para las
multiplicativas (etapa III). El resto de EPM (16) adquirieron las destrezas de identificar e interpretar
para los dos tipos de estrategias, al instrumentar la PE.

Estos resultados nos permitirian establecer tres niveles de cémo los EPM podrian adquirir las des-
trezas de identificar estrategias e interpretar etapas de progresién de alumnos de Educacién Primaria en
problemas de grupos maltiples del tipo divisién-medida. Estos niveles, al igual que en la investigacién
de Sdnchez-Matamoros et al. (2018), estarfan caracterizados por el desarrollo progresivo de distintos
esquemas (figura 4).

El primer nivel se caracterizaria por considerar la PE como artefacto (Rabardel, 2002; Verillon y
Rabardel, 1995), lo que implica que los EPM no harfan uso de la PE para identificar e interpretar.
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En este nivel no se adquiriria la destreza de identificar estrategias y, en consecuencia, tampoco la de
interpretar la etapa de progresion.

Como transicién del primer al segundo nivel, los EPM podrian construir esquemas de uso (Drijvers
y Trouche, 2008). En estos esquemas identificarfan mostrando evidencias, bien estrategias aditivas de
la etapa I, bien estrategias aditivas de la etapa II y multiplicativas de la etapa III de la progresién, pero
no las usarian para interpretar la etapa en la que se encuentran los ninos. En nuestro caso, los EPM no
han construido ningtn esquema de uso.

Un segundo nivel se caracterizaria por construir esquemas diferentes de accién instrumental para
estrategias aditivas (etapa I), o un esquema de accién instrumental para estrategias multiplicativas
(etapa III). La construccién de estos dos esquemas de accién instrumental permitiria a los EPM ad-
quirir las destrezas de identificar estrategias en la resolucién de los problemas y de interpretar la etapa
en la que se encuentran los nifios. Sin embargo, como muestran nuestros resultados, la construccién
de estos esquemas puede depender del conocimiento de las matemdticas implicadas. En nuestro caso,
a los EPM les ha resultado mds ficil construir un esquema de accién instrumental para las estrategias
aditivas (etapa I) que para las estrategias multiplicativas (etapa III).

Como transicién del segundo al tercer nivel, los EPM podrian construir un esquema de uso para las
estrategias aditivas y multiplicativas indicando evidencias, pero sin utilizarlas para interpretar la etapa
de progresién en la que se encuentran todos los nifios. En nuestra investigacién no se ha construido
ningin esquema de este tipo.

El tercer nivel se caracteriza por usar la informacién sobre PE para identificar las diferentes estra-
tegias aditivas y multiplicativas e interpretar la etapa de progresion en la que se encuentran los nifos.

Nivel 1
Progresion de estrategias como artefacto
— Identifican estrategias de forma retérica
— No adquieren la destreza de identificar ni de interpretar

Construyen esquema de uso
para estrategias aditivas
(Etapa )

Identifican estrategias indicando

evideneias sin usarlas para
interpretar la etapa de progresion

Construyen esquema de uso
para estrategias multiplicativas

(Etapa IID

Identifican estrategias indicando
evidencias sin usarlas para
interpretar Ia etapa de progresién

Nivel 2

Construyen un esquema accién instrumental Construyen un esquema acciéon instrumental
para estrategias aditivas (Etapa I) para estrategias multiplicativas (Etapa IIT)

— Adquieren la destreza de identificar - Adquieren la destreza de identificar estrategias
estrategias aditivas (Etapa I) y la de multiplicativas (Etapa III) y la de interpretar la
interpretar la etapa de progresion en que se etapa de progresion en que se encuentra la nina
encuentra la nifla que utiliza estas que utiliza estas estrategias e interrelacionan
estrategias e  interrelacionan  ambas ambas destrezas

destrezas
Construyen esquema de uso
para estrategias aditivas y
multiplicativas en general
Identifican estrategias indicando
evidencias sin usarlas para
interpretar la etapa de progresion
Nivel 3

Instrumentan la progresion de estrategias de resoluciéon de problemas de grupos multiples de

division-medida

— Adquieren la destreza de identificar estrategias aditivas y multiplicativas en general y la de
interpretar la etapa de progresion en que se encuentra las nifias que ufilizan estas estrategias e
interrelacionan ambas destrezas

Fig. 4. Niveles de adquisicidn de las destrezas de identificar e interpretar a partir del uso
de la progresién de estrategias como instrumento conceptual.
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La instrumentacion de la informacién relativa a la PE de resolucién de problemas de grupos mul-
tiples ha ayudado a los EPM a superar la dificultad de interpretar las respuestas de los nifios cuando
estas son distintas a las que ellos darfan a los problemas (Ferndndez et al., 2012; Jacobsen, Ribeiro y
Mellone, 2014) o cuando los nifios no siguen el procedimiento tradicional (Son y Crespo, 2009).
Nuestra investigacion sugiere que proporcionar a los EPM informacién sobre la PE de resolucién de
problemas de grupos mdltiples del tipo divisién-medida (Empson y Levi, 2011) les permite tener un
vocabulario especifico para nombrar las diferencias entre las estrategias, lo que los ayuda a identificar
las estrategias empleadas e interpretar las etapas de progresién.
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The aim of this research is to characterize how prospective primary teachers (PPT) make use of a progression
of multiple-division problem solving strategies as a conceptual instrument to interpret children’s mathematical
thinking. Learning trajectories have been used to favor the development of the competence that consists in pro-
fessionally noticing primary students’ mathematical thinking.

Our theoretical framework is made of three interrelated ideas: a progression of solving strategies, professional
noticing of students’ mathematical thinking and the instrumental genesis theory. By means of the instrumental
genesis, we will characterize how PPT use the progression of strategies as a guide for the professional noticing of
primary students’ mathematical thinking.

61 PPT enrolled in a subject during their third schoolyear participated in a teaching experiment whose
purpose was to develop the teaching competence of professional noticing primary children’s mathematical thin-
king when solving measurement division problems with fractions. The module consisted of nine sessions of two
hours. In the first session, PPT solved a division-measure problem and were asked to anticipate two hypothetical
responses of primary school children. During the following sessions PPT used the progression of solving strate-
gies proposed by Empson and Levi (2011) to identify and interpret different primary students’ solving strategies.
During the eighth session, PPT did an evaluation task, while, in the ninth session, their answers were reviewed.

The data of this research consist of the answers to the evaluation session (eighth) in which PPT were asked
to identify and interpret the solutions to three different problems solved by two primary students, Ana and Sara,
who used solving strategies with different characteristics. Ana showed additive strategies, while Sara presented
mainly multiplicative strategies. The use of the progression of strategies by the PPT was analyzed by means of
the instrumental approach to characterize how they identified and interpreted strategies as used by children.

The results show three different groups of PPT, according to their use of the progression of strategies: i)
Group 0, those who did not use the progression to interpret the stage of the progression in which both students
were when solving problems, thus considering it an artifact; i) Group 1, those who used certain characteristics
of the progression to interpret the stage of the progression in which one of the students was, and so generated
instrumental action schemes; iii) Group 2, those who used all the information to interpret the stages in which
both students were, and therefore instrumented the progression.

The instrumentation of a progression of strategies by the PPT implies using the received information to
identify such strategies and interpret the stage of the progression in which primary students were. Results show
that only 26.2 % of PPT instrumented the progression of strategies, illustrating the difficulty of the process of
instrumenting such information.
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