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RESUMEN ¢ En este trabajo describimos y analizamos los resultados de una experiencia de ensefianza
de la proporcionalidad compuesta llevada a cabo con alumnos de 1.2y 2.° de secundaria bajo el para-
digma de la investigacidn-accién. La propuesta de ensefianza estd elaborada a partir del andlisis de los
objetos diddcticos y los problemas de la ensenanza tradicional. La experimentacién se llevé a cabo du-
rante cuatro cursos académicos, en los que se realizaron dos ciclos de investigacién-accién. La amplia
muestra de trabajo, con unos 120 alumnos involucrados en cada ciclo, y la variedad de instrumentos
de recogida de informacién utilizados durante la fase de accién permiten la obtencién de conclusiones
s6lidas sobre la viabilidad y los puntos fuertes, asi como sobre los aspectos mejorables de la propuesta.

PALABRAS CLAVE: Proporcionalidad compuesta; Investigacién-Accién; Razonamiento proporcio-
nal; Secundaria; Diseno de tareas.

ABSTRACT e In this paper, we describe and analyze the results of an Action-Research teaching expe-
rience concerning compound proportional situations, which involved students in 7th and 8th grades.
The teaching proposal is developed according to the analysis of didactic objects and the problems of
the traditional teaching practice. This piece of research had been carried out over four academic years.
Two cycles of Action-Research were completed during this period. The wide sample, with about 120
students involved in each cycle, and the variety of information collection tools used during the action
phase, allow us to reach strong conclusions on the feasibility, strengths and improvable aspects of the
teaching proposal.

KEYWORDS: Compound proportion; Action-Research; Proportional reasoning; Secondary educa-
tion; Task design.
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INTRODUCCION

La importancia de las situaciones de proporcionalidad se ve reflejada en la atencién que los investi-
gadores en educacién matemdtica le han dedicado. El llamado «razonamiento proporcional» es un
concepto fundamental en la ensenanza y el aprendizaje de las matemdticas escolares (Lesh, Post y Behr,
1988), presente en los curriculos de Educacién Secundaria Obligatoria (Eso) de las diferentes leyes
educativas espafolas.

Aunque el curriculo actual hace referencia de forma genérica a problemas en los que intervienen
magnitudes proporcionales, existe una gran variedad de problemas y situaciones asociados a la pro-
porcionalidad. Uno de los contenidos sobre proporcionalidad tradicionalmente introducidos a los
escolares en la etapa secundaria es el de proporcionalidad compuesta (pc). La pc se corresponde con
una de las tres estructuras multiplicativas sefialadas por Vergnaud (1983) y ha recibido histéricamente
atencion en textos diddcticos (Guacaneme, 2002; Oller-Marcén, 2012). En la actualidad, su presencia
se justifica en parte por sus aplicaciones: produccién o consumo en un marco de trabajo cooperativo,
costes econdmicos o temporales de una actividad, situaciones que involucran magnitudes de la Fisica
y situaciones econdmicas que involucran interés simple (Martinez-Juste, Mufioz-Escolano y Oller-
Marcén, 2015b).

La presencia de un tdpico en libros de texto y su tratamiento determinan en gran medida los proce-
sos de ensenanza tradicionales (Schubring, 1987). Shield y Dole (2013), al estudiar el tratamiento dado
a la proporcionalidad en libros de texto, determinan que estos se centran en la ensefanza de técnicas
diferentes para cada tipo de problemas sin conectarlos ni analizar las estructuras subyacentes. Para la pc,
Martinez-Juste, Munoz-Escolano y Oller-Marcén (2014; 2015b) y Martinez-Juste, Mufioz-Escolano,
Oller-Marcén y Ortega (2017) ponen en relieve el escaso interés de los libros de texto espanoles por los
aspectos conceptuales, el predominio de los problemas de valor perdido sobre otros tipos de problemas
y la aplicacién acritica y automadtica de algoritmos para resolverlos. Fenémenos similares se producen en
el tratamiento dado en videos diddcticos on-line (Beltrdn-Pellicer, Giacomone y Burgos, 2018).

La investigacion en educacién matemadtica ha realizado diferentes propuestas para abordar la ense-
fianza de la proporcionalidad, como las de los trabajos de Ben-Chaim, Keret e Ilany (2012) o Lamon
(2012). Sin embargo, estos autores no focalizan su atencién en las situaciones de pc.

Por todo ello, planteamos como objetivo del trabajo la mejora de la ensefanza de la pc a través del
disefio e implementacién de una propuesta de ensenanza centrada en los aspectos conceptuales de la pc
y que se aleje de las téenicas algoritmicas de resolucién imperantes en la ensefanza tradicional. La me-
todologia de investigacion elegida es la investigacidn-accion (1-a), debido, por una parte, al cardcter del
problema abordado y, por otra, al doble papel de uno de los autores como profesor e investigador. Mds en
concreto, nuestro trabajo se enmarca en la linea del disefio y desarrollo curricular, senalada por Romera
(2014) como mayoritaria entre los trabajos que siguen esta metodologia en Diddctica de las Ciencias.

MARCO TEORICO

Cramer y Post (1993) realizan un estudio de las situaciones problemdticas asociadas a la proporciona-
lidad simple (ps) presentando una clasificacién de problemas (valor perdido, comparacién numérica,
prediccién cualitativa y comparacién cualitativa) y sefialan que los estudiantes deben ser capaces de
aplicar diversas estrategias de resolucién para desarrollar el razonamiento proporcional. Ademds, su-
gieren fomentar las estrategias mds intuitivas para los estudiantes (razén unitaria y factor de cambio),
frente a otras mds algoritmicas. Ademds, el contexto y la estructura numérica de los problemas son
factores que inciden en la dificultad de las tareas y en la estrategia de resolucion utilizada por los estu-
diantes (Steinthorsdottir, 2006).
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Lamon (1993a; 1993b) estudia la influencia de la estructura semdntica de los problemas en las
estrategias de resolucién y emplea una clasificacién de estrategias correctas, similar a la de Cramer y
Post (1993), a la que anade otra (building-up) en la que el estudiante combina razonamientos de tipo
multiplicativo y aditivo. Ademds, Lamon (1993a) incluye una clasificacién de estrategias incorrectas o
no indicativas de razonamiento proporcional.

Ferndndez y Llinares (2012) caracterizan perfiles de razonamiento proporcional en estudiantes de
diversas edades cuando resuelven problemas de valor perdido. Constatan que los alumnos de primaria
tienden a razonar de forma aditiva, sean proporcionales o no las situaciones, mientras que en secunda-
ria se invierte esta tendencia.

Valverde y Castro (2009) estudian la resolucién de problemas de comparacién cuantitativa en ps
de maestros en formacién. Ademds de la estrategia del cdlculo y la comparacién de las constantes de
proporcionalidad, identifican el método de suposicién de igualdad de proporciones, que consiste en
reinterpretar el problema para resolverlo mediante una estrategia de valor perdido.

El tratamiento de las situaciones de pc en la investigacién aparece generalmente integrado en estu-
dios mds generales centrados en la ps (Arican, 2018; Bosch, 1994; Carretero, 1989; Levain y Vergn-
aud, 1995; Lépez y Figueras, 1999).

Bosch (1994) estudia el tratamiento de la pc en textos antiguos e identifica técnicas de resolucién
(método de las proporciones, reduccién a la unidad, reduccién de la regla de tres compuesta a la simple
y método de causas y efectos). Ademds, indica que la posibilidad de dotar de significado al producto
o al cociente de magnitudes influye en el éxito y en la estrategia. En este sentido, Levain y Vergnaud
(1995, p. 60), tras estudiar las estructuras obtenidas mediante productos de magnitudes, argumentan
que «el coeficiente de proporcionalidad constante es, por supuesto, una propiedad esencial, que debe
ser conocida por los estudiantes, a pesar de las dificultades para el andlisis dimensional». Estas dificulta-
des se entrelazan con la complejidad de los procesos matemdticos que dotan de significado al producto
de magnitudes (Freudenthal, 1973). Arican (2018) senala el potencial de los problemas de valor per-
dido de pc para la formacién del profesorado de secundaria, ya que los profesores en formacién suelen
emplear métodos de resolucién no escolares o algoritmicos en estas tareas, lo que evidencia el grado de
razonamiento proporcional que poseen.

A partir de los trabajos anteriores, Martinez-Juste ez al. (2017) proponen una generalizacién de la
clasificacién de Cramer y Post (1993) para problemas de pc en la que se tienen en cuenta las diferentes
estructuras funcionales de este tipo de situaciones. En una situacién de pc de tres magnitudes, 4, By
C, estas se relacionan mediante una relacién funcional del tipo (AxB)/C=k 0 AxBxC=k, siendo k cons-
tante. Asi, un problema de valor perdido consiste en calcular el valor que le corresponde a una de las
magnitudes, conocidos los dos valores de las otras magnitudes relacionados con el valor que se quiere
calcular, y conocida una terna completa de valores relacionados. Asi, los problemas de valor perdido
pueden clasificarse atendiendo a la relacién entre la magnitud con un valor desconocido y el resto de
magnitudes. Aparecen asi problemas de tipo «directa-directa» (D-D), «directa-inversa» (D-1) o «inversa-
inversa» (1-1). Por otro lado, en un problema de comparacién tenemos dos situaciones de pc con la
misma estructura funcional y las mismas magnitudes involucradas, pero el valor de la constante de pro-
porcionalidad es distinto en cada situacién. El propésito del problema es comparar ambas constantes.

Martinez-Juste, Mufioz-Escolano y Oller-Marcén (2015a), a partir de las resoluciones de proble-
mas de estudiantes sin experiencia previa, proponen una clasificacién de estrategias correctas e inco-
rrectas para problemas de valor perdido en pc que generaliza la de Lamon (1993a; 1993b) y completa
la de Bosch (1994). Lépez y Figueras (1999) estudian las estrategias de resolucién de problemas de
comparacién cualitativa, que incluye situaciones de pc, y remarcan la dificultad de categorizar las res-
puestas de los estudiantes.
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METODOLOGIA DE INVESTIGACION

Nuestro trabajo se enmarca en el paradigma de 1-a. La idea de esta metodologia, aplicada a la practica
educativa, es reflexionar sobre dicha practica con la intencién de mejorarla (McNiff, 1992). Ademds,
se da la particularidad de que el investigador actiia también como profesor de aula, haciendo que se
reduzca la divisién entre ambos roles.

La 1-a se compone de cuatro fases: planificacién, accién, observacién y reflexién. En la primera se ana-
liza el problema de investigacién y se propone un plan de actuacién que se lleva a cabo durante la llamada
fase de accién. Durante esta fase el profesor-investigador recoge informacién sobre el proceso mediante
diferentes instrumentos. Esta informacion se recopila, organiza y trata durante la fase de observacion.
Finalmente, en la fase de reflexién se analizan y valoran los datos para extraer conclusiones y tomar deci-
siones para mejorar el proceso. Las fases se suceden ciclicamente; asi, las conclusiones obtenidas en la fase
de reflexién de un ciclo sirven de punto de partida para planificar el siguiente (Elliot, 1990).

Pese a que el establecimiento de redes de 1-a se ha demostrado ttil para mejorar los procesos de
ensenanza-aprendizaje en otros paises, la produccién cientifica basada en la 1-a dentro de la diddctica
de las matematicas y de las ciencias es baja en Espana (Romera, 2012, 2014). Pese a ello, encontramos
experiencias de 1-a en diferentes niveles educativos y sobre diversos temas de diddctica de las mate-
miticas (Climent y Carrillo, 2003; Escolano, 2007; Novo, Alsina, Marban y Berciano, 2017; Oller-
Marcén, 2012).

La experimentacién en la que se basa este articulo se llevé a cabo durante cuatro cursos académicos,
en los que se realizaron dos ciclos de 1-a. Dentro de una propuesta curricular disefiada para desarrollar
la proporcionalidad aritmética en 1.° y 2.° de £so (Martinez-Juste, Munoz-Escolano, Oller-Marcén y
Pecharromdn, 2014), la pc ocupd, en cada ciclo, una sesién de 50 minutos en 1.° de £so y dos sesiones
de 50 minutos en 2.° de Eso. Ademds, se dedicd parte de otras sesiones a la pc, para corregir tareas
encomendadas, en las sesiones de repaso y en la prueba escrita.

— ANTECEDENTES =] INVESTIGACION REALIZADA

12 ESO 12 ESO
20089 - 2010 2013 - 2014

12 ESO
2015 - 2016

29 ESO
2014 - 2015

22 ESO
2016 - 2017

Fig. 1. Estructura de la 1-a ¢ influencia entre ciclos.

La fase de accién (véase figura 1) tuvo lugar en el 1es Leonardo de Chabacier (Calatayud, Zarago-
za). El primer ciclo se desarrollé durante los cursos 2013/2014 y 2014/2015 (para 1.° y 2.° de EsO
respectivamente) y el segundo durante 2015/2016 y 2016/2017 (para 1.° y 2.° de Eso respectiva-
mente). En la tabla 1 se recoge la informacion relativa a los tamanos muestrales. El mayor tamano de
la muestra en 1.° de Eso permitié que en el curso siguiente la mayor parte de los alumnos hubieran
recibido instruccién segin nuestra propuesta. En el primer ciclo, de los 20 alumnos de 2.° de Eso, 16
habian recibido la propuesta en 1.9, 3 eran alumnos repetidores de 2.° y 1 alumno provenia del grupo
de control. En el segundo ciclo, de los 20 alumnos de 2.° de Eso, 19 habian recibido la propuesta en
1.°y 1 alumno provenia del grupo de control.
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Tabla 1.
Muestra y grupo de control por curso y ciclo de 1-a
Muestra Grupo de control

1.2 de eso 61 21
Primer ciclo

2.0 de eso 20 19

1.0 de eso 58 17
Segundo ciclo

2.0 de eso 20 20

Se establecieron dos mecanismos de control para el seguimiento exhaustivo de la implementacién
del diseno, de la actividad de los alumnos y de las actuaciones del profesor: el diario de clase y la gra-
bacién en video de las sesiones. En el diario se registraba informacién sobre la ejecucion de la sesién
segtin lo planificado, la actitud y el desempefio de los alumnos y la valoracién de la sesién y toma de
decisiones, utilizando los indicadores de Escolano (2007) y Oller-Marcén (2012).

Por otra parte, se contacté con tres doctores en Diddctica de las Matemdticas ajenos a la investi-
gacién para que observaran las grabaciones en video y completaran un protocolo de observacién en
el que informaban sobre cuatro aspectos: el tratamiento y la metodologia de cada sesidn, la actuacién
del profesor-investigador, la actuacién de los alumnos y la interaccién profesor-alumno. Para cada uno
de estos aspectos se proporcionaban una serie de indicadores adaptados de Porres (2011). En la figura
2, se muestran los relativos a la actuacién del profesor-investigador. Ademds, para efectuar su labor de
manera informada, los observadores disponian de un dosier con informacién relativa al disefio curri-
cular de las sesiones (objetivos, contenidos, esquema de sesién y tareas).

2. SOBRE LA ACTUACION DEL PROFESOR EN LA SESION.

2.1. Actitud y comportamiento

Seiiale el grado de actitud y comportamiento observado en el profesor desde 1 (mala) hasta 5 (excelente)

1 2 3 4 5

ACTITUD DEL PROFESOR DURANTE LA SESION
INTERES POR EL APRENDIZAIE DE LOS ALUMNOS
ATENCION A LAS NECESIDADES DE LOS ALUMNOS

2.2, Participacién en el proceso docente
Marque con una cruz en las casillas carrespondientes

FOMENTA LA ﬁffi?dtgscs IDENTIFICA n PROMUEVE
PARTICIPACION m e m DIFICULTADES m LA REFLEXION m

2.3. Calidad y claridad itiva en las interv
Sefiale el grado de calidad y claridad expositiva del profesor en sus intervanciones desde 1 (ninguna) hasta 5 (excelante)
! 2 3 4

[ caupap
| cLarIDAD

2.4, Tiempo de intervencion
Marque una cruz en la casilla correspondiente

EscAso [ | ADECUADO || EXCESIVO ||

2.5. Comentarios sobre este apartado

Fig. 2. Indicadores del protocolo de observacion relativos a la actuacion del profesor.

Para analizar la actuacién de los alumnos y la consecucién de los objetivos de aprendizaje, se esca-
nearon las producciones escritas de los alumnos (un total de 1122 producciones diferentes en pc). La
resolucién de las tareas se recogfa antes de la institucionalizacidn, para que la puesta en comin no se
viera reflejada en las producciones escritas. Asimismo, se escanearon las pruebas escritas tanto de los
grupos de 1-A como del grupo de control. Por otro lado, durante el segundo ciclo, se realizaron ocho
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entrevistas semiestructuradas (cuatro en cada curso) con alumnos del grupo de 1-a con distintos niveles
de rendimiento para aclarar aspectos que pudieran no quedar claros en las producciones escritas. Tres
de los alumnos entrevistados coinciden en ambos cursos.

Las producciones de los alumnos se analizan cuantitativa y cualitativamente. En el andlisis cuanti-
tativo se establece un sistema de categorias en dos niveles. El primero es comun a todos los problemas
y en ¢l Gnicamente se clasifican las respuestas segin su correccién. El segundo es especifico del tipo de
problema y tiene en cuenta el método de resolucién empleado.

Para el nivel comun, se han considerado las siguientes categorias: N (no entregado), B (ejercicio en
blanco), I (respuesta incorrecta) y C (respuesta correcta).

En los problemas de valor perdido (véase tabla 2) se adaptan las categorias de estrategias correc-
tas e incorrectas para Ps y pC de Lamon (1993a; 1993b) y Bosch (1994), previamente utilizadas por
Martinez-Juste et al. (2015a), a las que se ha afadido la categoria VP4 ante la previsible falta de ar-
gumentacion de algunos alumnos y la sutil diferencia existente entre considerar el resultado de una
operacion entre magnitudes como la cantidad de una magnitud que se corresponde con una unidad de
la otra, y considerar el resultado como la cantidad correspondiente a una nueva magnitud intensiva.

Tabla 2.

Categorias para el andlisis de los métodos de resolucién de problemas de valor perdido de pc

Cédigo Estrategia Cédigo Estrategia
VPO | Sin razonamiento VP6 | Proporciones
VP1 | Construccién de patrones VP7 | Uso de una férmula
VP2 | Amalgamacién de magnitudes VP8 | Operaciones sin sentido
VP3 | Paso a paso pasando por la unidad VP9 | Razonamientos aditivos erréneos
VP4 | Se mezclan las estrategias correspondientes a | VP10 | Trabajo con las magnitudes independientes
VP2 y VP3 por separado
VP5 | Paso a paso sin pasar por la unidad VP11 | Omisién de una de las magnitudes indepen-
dientes

A partir de las estrategias correctas de resolucién para problemas de comparacién en ps senaladas
por Cramer y Post (1993) y Valverde y Castro (2009), y las estrategias incorrectas de resolucién des-
critas por Lamon (1993a) y Ferndndez y Llinares (2012), se establece un sistema de categorias para el
andlisis de los problemas de comparacién cuantitativa en situaciones de pc (véase tabla 3).

Tabla 3.
Categorias de andlisis para los métodos de resolucién de problemas de comparacién
Cédigo Estrategia Coédigo Estrategia
CO0 | Sin razonamiento C4 | Operaciones sin sentido
Cl | Cdlculo de las constantes de proporcionalidad |  C5 | Razonamientos aditivos erréneos

mediante amalgamacion

C2 | Cilculo de las constantes de proporcionalidad |  C6 | Omisién de alguna magnitud
mediante otros procedimientos

C3 Se resuelve un problema de valor perdido
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Las categorias VP1 a VP7 y C1 a C3 corresponden a estrategias potencialmente correctas (aunque
puedan corresponder a respuestas incorrectas debido a una mala aplicacién del método), mientras que
las categorias VP8 a VP11 y C4 a C6 corresponden a estrategias incorrectas.

Finalmente, para los problemas de comparacién cualitativa, dada la diversidad de argumentaciones
y la complejidad de clasificarlas (Lépez y Figueras, 1999), se opté por realizar el andlisis cuantitativo
general y un andlisis cualitativo de las respuestas.

DESARROLLO DEL PRIMER CICLO DE INVESTIGACION-ACCION

Fase de planificacién

Desde un punto de vista conceptual, la propuesta se basa en considerar la relacién entre parejas de
magnitudes involucradas, estudiando la posibilidad de dotar de significado al producto o al cociente
de la pareja de magnitudes considerada.

Ademds, se amplia la tipologia de problemas de pc que tradicionalmente se presentan a los alum-
nos, trabajando no solo problemas de valor perdido, sino también de comparacién cuantitativa y
cualitativa.

En las situaciones de pc entre tres o mds magnitudes siempre es posible aplicar técnicas para la ps
detectando las relaciones que unen cada pareja de magnitudes. Una posibilidad es «amalgamar» todas
las magnitudes menos una, creando una nueva magnitud mediante cocientes y productos de magnitu-
des, de forma que podamos traducir la situacién de pc a una de ps.

Para los problemas de valor perdido en ps, proponemos la resolucién en dos etapas multiplicati-
vas recurriendo a los conceptos de razén y de constante de proporcionalidad (Oller-Marcén, 2012).
Los problemas de comparacién cuantitativa se abordardn mediante la obtencién de la constante de
proporcionalidad de la situacién considerada obtenida a partir de un proceso de amalgamacién y
construccion de la razén o constante de proporcionalidad inversa final mediante el procedimiento
explicado anteriormente. Este modo de abordar los problemas de proporcionalidad enfatiza aspectos
conceptuales como la covariacidn, el pensamiento relativo o las operaciones entre magnitudes, sobre
los meramente algoritmicos.

En las sesiones de clase predominan el trabajo auténomo de los alumnos y las puestas en comin de
los resultados. Las intervenciones del profesor-investigador se reducen a resolver las dudas durante el
trabajo, dirigir los debates y pequenos momentos de institucionalizacién. Las actividades que dirigen
el trabajo auténomo de los alumnos son de tres tipos: situaciones introductorias (s1), actividades para
trabajar en parejas (TP) y actividades individuales que se realizan fuera del horario lectivo (tc). Durante
las s1 los alumnos abordan situaciones problemiticas sin haber recibido institucionalizacién previa al
respecto. A partir de las ideas que surgen de la s1 se institucionaliza la estrategia de amalgamacién y se
refuerzan y afianzan los contenidos mediante la realizacién de actividades de aula y tareas para casa. Al
final de la propuesta se realizan actividades de repaso (RE) y una prueba escrita individual (pE).

Todos los problemas introducidos tienen un contexto realista (Diaz y Poblete, 2001). Ademds, los
datos y la constante de proporcionalidad suelen ser enteros para favorecer el trabajo entre las diferentes
magnitudes y la interpretacién de las cantidades obtenidas a partir de las relaciones multiplicativas
como cantidades de una nueva magnitud (Steinthorsdottir, 20006).

En la tabla 4 se presenta la tipologia de los problemas propuestos a los alumnos a lo largo de la
propuesta.'

1. La codificacion de las actividades indica, en primer lugar, el ciclo y el curso en el que se realizé, y el tipo de actividad
durante la que se realizaron.

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 37-2 (2019), 85-106 91



Sergio Martinez-Juste, José M. Mufoz-Escolano, Antonio M. Oller-Marcén

Tabla 4.

Tipologia de las tareas planteadas durante la propuesta

Propuesta en 1.° de ESO

Propuesta en 2.° de ESO

Valor perdido p-p

1.1.81, 1.1.TP1, 1.1.TP4,
1.1.TC1, 1.1.R1, 1.1.PE1

1.2.81, 1.2.TC1, 1.2.PE1

Valor perdido p-1 1.2.TC2

Valor perdido 1-1 1.2.TP1, 1.2.TP6
Valor perdido p-p-1 1.2.TP5

Valor perdido 1-1-1 1.2.R1

Comparacién cuantitativa

(AxB)/C

1.1.TP2, 1.1.TC2

1.2.TP2, 1.2.TP4

Comparacién cuantitativa

AxBxC

1.2.TC3, 1.2.PE3

Comparacidn cualitativa

1.2.TP3

Sin relacién proporcional

1.1.TP3, 1.1.PE2

1.2.PE2

Para la propuesta en 1.° de Eso, se dedica a la PC una sesién exclusiva y parte de la sesién de repaso
y de la prueba escrita. La estructura funcional de todos los problemas es un cociente del tipo (AxB)/C.
En los problemas de valor perdido se colocé la variable dependiente en la magnitud C para obtener
problemas de tipo D-D, pues la secuencia para 1.° de Eso no aborda la proporcionalidad inversa. Los
problemas se secuencian segin la dificultad para dotar de significado al producto AxB, siguiendo una
secuencia similar a la planteada por Martinez-Juste ez al. (2015a).

En 2.2 de Eso se dedican dos sesiones completas a la pc, parte de la sesién de repaso y una activi-
dad en la prueba escrita. La tipologia de problemas se amplia, incluyendo incluso problemas con 4
magnitudes.

Fases de accién y observacién

La fase accidn se ajusté a la planificacién inicial con dos excepciones. Por falta de tiempo no se entre-
garon los problemas 1.1.TP3 y 1.1.TP4 y no se analizé la informacién relativa al problema 1.2.R1 al
no estar presente el profesor-investigador durante la sesion.

Tras la accién se analizaron los datos recogidos. A continuacién, mostramos el andlisis de las pro-
ducciones de los alumnos y en la fase de reflexién incorporaremos las conclusiones que se extraen del
resto de fuentes. El andlisis cuantitativo de las categorias comunes para los problemas trabajados en este
primer ciclo puede consultarse en las tablas 5 y 6.

Tabla 5.
Resultados porcentuales de las tareas
de 1.° de Eso del primer ciclo en las categorias generales

1.1.8I | 1.1.TP1 | 1.1.TP2 | 1.1.TC1 | 1.1.TC2 | 1.1.R1 | 1.1.PE1 | 1.1.PE2

N 43,1 43,1

B| 129 6,5 6,5 10,8 12,3 35,5 15,4 6,2
I 32,3 9,7 25,8 7.7 12,3 6,5 18,5 26,2
C| 548 83,9 67,7 38,5 32,3 58,1 66,2 67,7
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Tabla 6.

Resultados porcentuales de las tareas de 2.° de Eso del primer ciclo en las categorias generales

1.2. 1.2. 1.2 1.2 1.2. 1.2. 1.2. 1.2. 1.2. 1.2. 1.2. 1.2.P 1.2
SI TP1 P2 | TC1 TC2 | TC3 TP3 TP4 TPS TP6 PE1 E2 PE3

N 15 15 15 10 10 10
B 10 20 5 20 10 10 5 10
I 10 20 10 15 15 10 60 40 10 10 30 20
C 90 70 70 65 50 75 40 100 50 80 75 60 60

Durante 1.° de Eso el porcentaje de alumnos que no realizaron las tareas de casa (1.1.TC1 y
1.1.TC2) fue alto. Este porcentaje se redujo considerablemente en 2.° de eso (1.2.TC1). Si solo te-
nemos en cuenta los alumnos que entregaron cada ejercicio, vemos que la mayoria de los problemas
tienen una tasa de éxito superior al 65 %. Solo el problema 1.2.TP3 (tinico de comparacién cualitativa
de pc) tiene menor porcentaje de respuestas correctas que incorrectas.

Para el siguiente nivel de andlisis, no se tienen en cuenta las producciones correspondientes a las
categorfas N y B (no entregados y en blanco).

En la tabla 7 se recogen los porcentajes de aparicidn de cada una de las estrategias consideradas para

los problemas de valor perdido.

Tabla 7.

Aparicién de los métodos de resolucién en problemas de valor perdido en el primer ciclo

1.1. 1.1. 1.1. 1.1. 1.1. 1.2 1.2 1.2 1.2 1.2. 1.2 1.2
SI TP1 | TC1 R1 PE1 SI TP1 TC1 | TC2 | TP5 TP6 PE1
VPO 1,5 3,2 10 5
VP2 32,8 | 774 4,6 | 54,8 50,8 80 50 55 15 80 10 60
VP3 25,8 6,5 30,8 6,5 12,3 10 5 25 70 15
VP4 12,9 3,2 1,5 3,1 10 5 5
VP6 5 5
VP8 16,1 6,5 6,2 15,4 10 20 10 5 10 10
VP11 1,5 3,1 10 5

El porcentaje de respuestas que usan algin procedimiento potencialmente correcto (VP2, VP3,
VP4 y VP6) es mayoritario (generalmente superior al 70 %), siendo anecddtica la aparicién de VP4
y VP6. Solo un alumno de 2.° de Eso realiz6 dos problemas usando el método de proporciones. Los
métodos mids utilizados son VP2, método institucionalizado, y VP3, cuya presencia es significativa en
algunos problemas. En la figura 3, mostramos un ejemplo de cada uno.
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Problema 1 La maquina que pinta las lincas de la cametera tarda 3 dias, trabajando 4 horas al dia para[problema 1: La miquina que pinia las lincas de la caretera tarda 3 dias, trabajando 4 horas al dia para
pintar una carretera de 48 km. ;Cuintos kilometros puede pintar en 6 dias si trabajase 5 horas al dia? pintar una carretera de 48 km. ;Cudntos kilometros pucde pintar en 6 dias si trabajase  horas al dia?
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Fig. 3. Método VP3, paso a paso pasando por la unidad, (i) y VP2, amalgamacién, (d) para resolver
1.1.TP1.

En cuanto a las estrategias erréneas solo encontramos las correspondientes a VP8 y VP11, con un
claro predominio de la primera. En la figura 4, se muestra un ejemplo que ilustra esta ltima categoria.

5.- La miquina que pone el plistico a las cajas de galletas ha terminado 12.000 c:ja; en 4 dias trabajando 6
horas al dia. ;Cudintas cajas habria terminado si hubiera trabajado 5 dias durante 7 horas cada dia?
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Fig. 4. Omisién de una magnitud, VP11, y uso de una férmula, VP7, para la resolucién de 1.2.PEI.

En la tabla 8 se recogen los porcentajes de aparicién de cada una de las estrategias consideradas para
los problemas de comparacién cuantitativa.

Tabla 8.
Aparicién de los métodos de resolucién
en problemas de comparacién en el primer ciclo

1.1.TP2 1.1.TC2 |1.2.TP2 1.2.TC3 | 1.2.TP4 1.2.PE3
Co 6,5 1,5 5
C1 29,0 6,2 5 30 40 80
C2 48,4 29,2 75 40 60
C4 6,5 1,5 10
C6 3,2 6,2

Volvemos a constatar el amplio uso de estrategias potencialmente correctas. En todos los casos se
resuelve calculando las constantes de proporcionalidad y compardndolas, bien sea amalgamando pre-
viamente o no (C1, C2).

La estrategia de amalgamacién (VP2) aparece de forma clara en muchas producciones, especial-
mente cuando las magnitudes amalgamadas son inversamente proporcionales y, por tanto, la nueva
magnitud se obtiene como producto de las dos originales. En la figura 5 puede verse un ejemplo tipico
de amalgamacién por producto.
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Problema 2: Para alimeniar a sus 4 gatos durante 5 dias Miguel necesita 40 vasos de leche. Ana Maria sin
embargo gasta 35 vasos de leche para alimentar a sus 3 gatos durante 7 dias. ;Qué gatos comen mas los de
Ana Maria o los de Miguel?
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Fig. 5. Ejemplo de estrategia VP2, amalgamacién, en la resolucién de 1.1.TP2.

En cuanto a las estrategias incorrectas, no aparecen razonamientos aditivos erréneos (C5) y si lo
hacen, esporddicamente, las operaciones sin sentido (C4) y la omisién de alguna magnitud (C6). Ade-
mds, generalmente, la apariciéon de una estrategia errénea para un problema de pc viene seguida de
alguin fallo o estrategia erronea para la ps (figura 6).

Problema 2: Para alimentar a sus 4 gatos durante 5 dias Miguel necesita 40 vasos de leche. Ana Maria sin
embargo gasta 35 vasos de leche para alimentar a sus 3 gatos durante 7 dias. (Qué gatos comen mas los de
Ana Maria o los de Miguel?
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Fig. 6. Omisién de una magnitud, C6, e interpretacion erronea de la razén en la resolucion

de 1.1.TP2.

Los problemas de comparacién cualitativa se abordaron mayoritariamente en las sesiones de ps
debido a su complejidad en el caso de la pc. De forma exploratoria se disefid el problema 1.2.TP3, en
el que las relaciones cualitativas dadas hacfan imposible determinar una respuesta con los datos dispo-
nibles. Los resultados arrojan un 40 % de respuestas correctas. Unicamente un 10 % de los alumnos
(una pareja) argumentaron correctamente su respuesta, aunque aparecen muchas respuestas dificil-
mente clasificables. Por ejemplo, de la respuesta «No puede resolverse sin datos» no puede inferirse si
el alumno comprende que las relaciones aportadas son insuficientes para dar una respuesta o si piensa
que un problema sin datos no puede resolverse.

También los problemas en los que se presentaban magnitudes sin relacién de proporcionalidad
se trabajaron principalmente en las sesiones de ps. En el primer ciclo se disené el problema 1.1.TP3
(no repartido) y el problema 1.1.PE2, que coincide con 1.2.PE2. En 1.1.PE1 el 68 % de los alumnos
respondieron de forma correcta, frente a un 26 % de respuestas incorrectas. Los alumnos que, ademds
de responder correctamente, dieron argumentos correctos suponen el 43 %. Estos porcentajes fueron
muy similares en 2.° de Eso en 1.2.PE2.
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Fase de reflexién

A partir de los datos de la fase de observacidn, la informacién de los diarios de clase y de los obser-
vadores externos y la comparacién con el grupo de control, se extraen conclusiones para mejorar la
propuesta en el siguiente ciclo.

Reflexiones relativas al disefio de la propuesta:

La cantidad de problemas y su secuenciacién debe revisarse en 1.° de eso. El enunciado de la
situacion introductoria 1.1.SI genera problemas de interpretacién en muchos alumnos y el nd-
mero de problemas que se deben trabajar durante la sesién es excesivo.

La estructura numérica de los problemas no genera dificultades para el trabajo sin calculadora.
Cabria replantearse la estructura numérica de 1.1.TC2 ya que provoca una complejidad opera-
tiva que distrae de los objetivos diddcticos del problema (una de las constantes de proporciona-
lidad tiene expresién decimal periddica).

El disefio para 2.° de Eso es adecuado.

Reflexiones relativas a la metodologia y a la labor del profesor-investigador:

La motivacién e implicacién de los alumnos con la metodologia de trabajo es buena. Las dis-
tracciones que pueden causar algunos aspectos de esta se diluyen a lo largo de las sesiones.
Segiin los observadores externos el profesor-investigador tiene intervenciones adecuadas, pre-
cisas y concisas. Sin embargo, serfa conveniente aumentar el tiempo y esfuerzo dedicado a la
institucionalizacién de las situaciones de pC y se debe aumentar la participacién de los alumnos
en el proceso de institucionalizacién con un reparto equitativo de sus intervenciones.

Reflexiones relativas al desempefo de los alumnos:

La introduccién de la pc no supone un gran obsticulo a los alumnos que relacionan los nuevos
problemas de forma natural con lo aprendido anteriormente. Las tasas de éxito tanto en 1.°
como en 2.° de ESO son generalmente altas.

A pesar de la tasa de éxito, se detecta una menor preocupacién (en comparacién con la ps) por
la argumentacién y la caracterizacién de las relaciones proporcionales, debida quizds a la mayor
complejidad de las situaciones compuestas.

Las técnicas institucionalizadas para la resolucién de problemas de ps dotan a los alumnos de
mecanismos para abordar los problemas de pc de forma natural sin necesidad de recurrir a téc-
nicas especificas. La aparicién de técnicas algoritmicas es anecddtica y suele aparecer en las tareas
para casa.

La aparicién de la estrategia de amalgamacién parece estar mds influida por la estructura fun-
cional y la posicién de la variable dependiente (en los problemas de valor perdido) que por la
interpretacién de la magnitud resultante. Los alumnos superan la dificultad de dar significado
al producto de magnitudes tras la instruccién, pero tienen dificultades a la hora de interpretar
un cociente de magnitudes como una nueva magnitud variable.

Las situaciones de comparacion cualitativa suponen una gran dificultad. Probablemente, el he-
cho de que la respuesta a la situacidn concreta planteada sea que no puede realizarse la com-
paracién con la informacién proporcionada influye en la elevada tasa de fracaso y dificulta la
clasificacién de las respuestas.

Reflexiones relativas al funcionamiento de la propuesta:

96

La propuesta es exitosa, abriendo el abanico de problemas que los estudiantes son capaces de
resolver sin disminuir la tasa de éxito en los problemas comunes. Ademds, los alumnos que la
han recibido elaboran respuestas mds argumentadas que los del grupo de control y dotan de
significado a las operaciones que realizan.
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DESARROLLO DEL SEGUNDO CICLO DE INVESTIGACION-ACCION

Fase de planificacién

Como se observd en la fase de reflexion anterior, el disefio para el primer ciclo se valoré positivamen-
te, por lo que para este segundo ciclo se mantuvo la estructura general proponiendo mejoras para las

debilidades observadas.

En cuanto a la labor del profesor-investigador se proponen las siguientes mejoras:

— Ampliar la duracién de los debates con el grupo clase y repartir de forma mds equilibrada los
tiempos de intervencién. Para ello el profesor-investigador realizard preguntas dirigidas a alum-
nos concretos con mayor frecuencia intentando evitar las preguntas generales al grupo.

— Hacer énfasis en la necesidad de argumentar las respuestas y caracterizar las relaciones de pro-
porcionalidad existentes detectando las condiciones de regularidad necesarias en cada problema.

En cuanto al disefio y secuenciacién de las actividades se realizan los siguientes cambios:

— Se reorganizan los problemas de la primera sesién en 1.° de Eso. Se propone como situacién
introductoria, 2.1.SI el anterior 1.1.TP1 cuyo enunciado no generaba problemas de interpreta-
cién. La anterior situacién introductoria se propone como primer ejercicio tras la instituciona-
lizacién, 2.1.TP1.

— Se elimina el problema 1.1.TP3 que no dio tiempo a repartir en el primer ciclo.

— El problema 1.1.TP4 se incluye en la primera ficha de la sesién tras la institucionalizacién (en
este ciclo recibe el c6digo 2.1.TP3).

— Se cambia la estructura numérica de 1.1. TC2 (ahora 2.1.TC2) para que la constante de propor-
cionalidad sea entera.

— Se reelabora el enunciado del problema de comparacién cualitativa con 3 magnitudes 1.2.TP3
(ahora 2.2.TP3) para que haya respuesta concreta.

Fases de accién y observacién

La fase de accién se llevd a cabo segtin la planificacién inicial. Tras esta fase se realizé el andlisis de las
producciones de los alumnos. El andlisis cuantitativo de las categorfas comunes para todos los proble-
mas trabajados en el segundo ciclo se puede ver en las tablas 9 y 10, donde se presentan, respectiva-
mente, los resultados para las 4 categorias generales en 1.2 y en 2° de Eso.

Tabla 9.
Resultados porcentuales de las tareas de 1.° de Eso del segundo ciclo en las categorias generales
2.1.81 2.1.TP1 | 2.1.TP2 | 2.1.TP3 | 2.1.TC1 | 2.1.TC2 2.1.R1 2.1.PE1 2.1.PE2
N 3,6 3,6 3,6 3,6 27,6 27,6 0 1,7 1,7
B 21,4 32,1 32,1 57,1 13,8 15,5 32,1 31 12,1
I 28,6 21,4 25 10,7 12,1 12,1 21,4 25,9 27,6
C 46,4 42,9 39,3 28,6 37,9 36,2 46,4 41,4 58,7
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Tabla 10.
Resultados porcentuales de las tareas de 2.° de Eso del segundo ciclo en las categorias generales
2.2. 2.2. 2.2. 2.2. 2.2. 2.2. 2.2. 2.2. 2.2. 2.2. 2.2. 2.2. 2.2. 2.2.
SI TP1 | TP2 | TC1 | TC2 | TC3 | TP3 | TP4 | TP5 | TP6 R1 PE1 PE2 PE3
N 20 20 20
B 10 20 20 20 10 20 10 15 0 5
I 20 10 20 10 25 5 30 40 40 25 5 20
C 80 90 70 50 35 55 100 100 60 40 50 60 95 75

El porcentaje de alumnos que no entregan las tareas se redujo respecto al primer ciclo. Sin embargo,
en 1.° de Eso aumenta mucho el porcentaje de alumnos que entregan los ejercicios en blanco o con
producciones sin sentido. Esto se debe a que un grupo de unos 12 alumnos, que representa el 20 %
del total, solo realizé algunas tareas de manera esporddica durante la propuesta (y durante el resto del
curso). Descontado este efecto, los resultados en ambos ciclos son similares para 1.° de Eso.

Los resultados generales en 2.° de Eso también son similares a los del primer ciclo. Sin embargo, se
aprecia una gran mejoria de los alumnos dentro del ciclo de 1-a. Esta mejoria se constata comparando
producciones de un mismo alumno en 1.2y 2.° de ESo para los items comunes. Puede verse un ejem-
plo en la figura 7; una alumna que dej6 en blanco la respuesta en 1.° de ESO presenta una respuesta
elaborada y argumentada en 2.° de Eso. La alumna da significado a las operaciones y establece correc-
tamente una condicién de regularidad para que el problema pueda considerarse de pc (el coste por
persona y noche es constante).

Problema 2: En ¢l hotel A han cobrado 1750 € a § amigos por dormir 10 noches. En el hotel B, a 7 amigos
Ies han cobrado |12 € por dormir 4 noches. ;Qué hotel es mas barato?
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Fig. 7. Respuesta correcta a 2.2.TP4 de una alumna que habia dejado en blanco el problema
en 1.° de Eso.

En la tabla 11 se recogen los porcentajes de aparicion de cada estrategia para los problemas de valor

perdido.
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Tabla 11.
Porcentaje de aparicién de los métodos de resolucién en problemas de valor perdido. Segundo ciclo
2.1. 2.1. 2.1. 2.1. 2.1. 2.1. 2.2. 2.2. 2.2. 2.2. 2.2. 2.2. 2.2. 2.2.
SI TP1 | TP3 | TC1 R1 PE1 SI TP1 | TC1 | TC2 | TP5 | TP6 R1 PE1
VPO 5
VP1 1,7
VP2 393 | 21,4 | 179 | 17,2 50 | 34,5 60 60 25 70 40 20 50
VP3 17,9 25 | 14,3 19 10,3 10 30
VP4 1,7 7,1 10,3 20 40 20 25 30 50
VP6 5 5
VP7 1,7
VP8 17,9 17,9 7,1 3,4 10,7 8,6 20 10 15 5
VP10 3,4
VP11 3,4 1,7 10 20 10

Al igual que en el primer ciclo, el método institucionalizado (amalgamacién) se afianza conforme
avanza la propuesta, siendo el método mayoritario en muchos de los problemas de 2.° de so. El uso de
la amalgamacién baja en problemas en los que la amalgamacién natural involucra a la variable depen-
diente, como ocurre en 2.2.R1. A pesar de estas dificultades, los alumnos resuelven estas situaciones
apoydndose en los conceptos de razén y de constante de proporcionalidad inversa, llevando a cabo
métodos del tipo «paso a paso» (VP3-VP5).

Destaca la presencia en este 2.° ciclo de 1-A de tres métodos de resolucién que no habian aparecido
anteriormente: «construccién de patrones», «proporciones» y «uso de una férmula» (VP1, VP6 y VP7
respectivamente). En los dos Gltimos casos los métodos aparecen en las tareas para casa de un tnico
alumno. Dentro de la categoria VP1 se ha incluido la respuesta a un problema en la prueba escrita de
1.° de Eso de uno de los alumnos que dejaban sistemdticamente en blanco los problemas (figura 8)

5.- La maquina que pone el plistico a las cajas de galletas ha terminado 12.000 cajas en 4 dias trabajando 6
horas al dia. ;Cuintas cajas habria terminado si hubiera trabajado 5 dias durante 7 horas cada dia?
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Fig. 8. Construccién de patrones (VP1) en un problema de la prueba escrita.
En los problemas de comparacién cuantitativa (tabla 12) los alumnos se decantan mayoritariamen-

te por el cilculo de la constante de proporcionalidad y, como ocurria en el primer ciclo, no siempre es
distinguible si el alumno utiliza para ello previamente el método de amalgamacién.
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Tabla 12.
Porcentaje de aparicién de los métodos
de resolucién en problemas de comparacién. Segundo ciclo

2.1..TP2 2.1.TC2 2.2TP2 2.2.TC3 2.2.TP4 2.2.PE3
Co 1,7 5 5
C1 14,3 10,3 50 15 20 45
C2 32,1 25,9 20 40 80 45
C3 3,4
C4 14,3
Co6 3,6 6,9 20

Aparece por primera vez el método C3 en dos producciones de 1.° de Eso de una tarea para casa.
Una de ellas, contabilizada como correcta a pesar de su error aritmético, se puede observar en la figura 9.

Problema 2: En el hotel A han cobrado 1750 € a 5 amigos por dormir 10 noches. En el hotel B, a 7 amigos
les han cobrado 1120 € por dormir 4 noches. ¢ Qué hotel es més barato?
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Fig. 9. Método C3 para resolver un problema de comparacién.

Tras la reelaboracién del enunciado, todas las producciones de este ciclo para el problema de compa-
racién cualitativa 2.2.TP3 fueron correctas. Ademds, el 50 % exponen de forma razonada su eleccion.

En cuanto a los problemas sin relacién de proporcionalidad (2.1.PE2 y 2.2.PE2), los resultados ex-
perimentaron una fuerte mejora desde 1.2 a 2.° de Eso. El 58,7 % de los alumnos dieron una respuesta
correcta para 2.1.PE2 y solo la mitad de ellos la argumentaron adecuadamente. Sin embargo, el mismo
problema en 2.° de Eso obtuvo una tasa de éxito del 95 %, con un 70 % de respuestas bien justificadas.

Este mayor interés para argumentar las respuestas es constante en este segundo ciclo, especialmente
durante 2.° de Eso. Dos ejemplos de la mejora en la argumentacién e interpretacién de las operaciones
se observan en las figuras 9 y 10.

En la figura 10 la alumna explicita el significado de cada operacién parcial y establece condiciones
de regularidad necesarias para que se pueda suponer la relacién de pc: «En todas las cajas del mismo
tipo, mismo niimero de bizcochos. Las cajas del mismo tipo valen lo mismo. Todos los bizcochos valen
lo mismo».
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He ido a comprar bizcochos a una famosa pasteleria de Calatayud. Me han dicho que pueden ponerme los
bizcochos en cajas grandes o en cajas pequefias. En las cajas grandes caben 15 bizcochos, y en las pequefias
caben 7 bizcochos. Me he llevado 4 cajas grandes y me han cobrado 6€. ;Cudénto me hubieran cobrado por 8
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Fig. 10. Respuesta para 2.2.SI.

En la figura 11 se observa cémo el alumno propone una amalgamacién por producto de dos mag-
nitudes, «<niimero de gatos x tiempo en dfas», que interpreta como «niimero de comidas».

D) Para alimentar a 4 gatos durante 5 dias neoesitamos 40 vasos de leche. jCudntos vasos de leche
neeesilaremos para alimentar a 3 gatos duranie 7 dias?
b5 = 20 coniday =n W0 vasoy Lelg
3xd = 9, Comick s

& . « L
;9___:2 ——— xe 19(1.,(. r,-\' 1|.rn:\nf_ln.

29

-\
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Fig. 11. Respuesta para 2.1.TC1.

Fase de reflexién

Teniendo en cuenta los datos de la fase de observacidn, la informacién extraida de los diarios de clase,

de los observadores externos, la comparacién con el grupo de control y la informacién extraida de las

entrevistas semiestructuradas se presentan las siguientes observaciones a este segundo ciclo.
Reflexiones relativas al disefio de la propuesta:

— La cantidad de problemas sigue siendo alta para la sesién de 1.° de Eso. Sin embargo, un por-
centaje elevado de alumnos resuelve todos los problemas, por lo que parece interesante mante-
ner el nimero de problemas para dar respuesta a los distintos ritmos dentro del aula.

— A partir de la tasa de éxito de los problemas 2.1 TP1, 2.1.TP2 y 2.1.TP3, sus correspondientes
en el primer ciclo y la informacién recogida en el diario de clase, cabe replantearse el orden en
el que se presentan dichos problemas. El problema 2.1 TP1 (anterior situacién introductoria)
sigue generando problemas de interpretacién que impiden que los alumnos aborden convenien-
temente el resto de problemas.

— El resto del disefio ha sido adecuado.

Reflexiones relativas a la metodologia y la labor del profesor-investigador:

— Los observadores externos remarcan que el ejercicio del profesor-investigador ha sido conve-
niente, por lo que se han llevado a cabo las propuestas de mejora hechas tras el primer ciclo.
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Reflexiones relativas al desempefo de los alumnos:

— Se ha constatado un avance significativo en los resultados entre 1.2 y 2.° de Eso dentro del ciclo.
Este avance no se debe solo a que muchos de los alumnos absentistas u objetores no promo-
cionaron a 2.° curso. El estudio de casos particulares corrobora la mejora de los resultados de
diferentes alumnos.

— Se observa una mayor preocupacion, especialmente en 2.° de Eso, por justificar y argumentar
adecuadamente las respuestas. Los alumnos dan significado a las operaciones entre magnitudes
y establecen condiciones de regularidad para justificar la relacién de pc.

— La institucionalizacién de estrategias concretas no parece provocar cambios en la eleccién del
método de resolucién en problemas posteriores. Los alumnos aplican los conocimientos adqui-
ridos sobre ps para resolver problemas de pc sin dificultad. La eleccién del método de resolucién
la determina, en mayor medida, la estructura funcional y, en el caso de los problemas de valor
perdido, la posicién de la variable dependiente.

Reflexiones relativas al funcionamiento de la propuesta:

— Se mantienen los buenos resultados en comparacién con el grupo de control en cuanto al ni-
mero de situaciones problemdticas que son capaces de abordar los alumnos y el nivel argumental
de sus respuestas.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Tras la realizacién de dos ciclos de 1-a que abarcan los dos primeros cursos de secundaria a lo largo de
cuatro cursos académicos, se ha constatado la viabilidad de la propuesta disenada para la ensefianza de
la pc, que se distingue de otras propuestas de ensefianza tradicionales.

En los libros de texto, la pc se suele presentar en un curso posterior a la introduccién de la ps.
Ademds, los aspectos conceptuales asociados a la Pc no siempre estdn presentes o no se relacionan
con los asociados a la ps (Martinez-Juste e al., 2014, 2015b). Nuestra propuesta evita esto ultimo,
permitiendo un tratamiento integrado y conjunto de la proporcionalidad (Levain y Vergnaud, 1996).

Al comienzo de la propuesta, los alumnos abordan las situaciones de pc disponiendo solo de las he-
rramientas propias de la ps: razén, manipulacién de magnitudes, constantes de proporcionalidad. En
este sentido, Arican (2018) sefala la importancia de desarrollar estrategias que pongan de manifiesto
el reconocimiento de las razones externas y las relaciones producto entre magnitudes proporcionales
para fomentar el razonamiento proporcional mediante la pc. Sobre la base de estas ideas, nuestros estu-
diantes son capaces de abordar con éxito las tareas propuestas, incluso las que suelen ser mds complejas,
como las de comparacién cualitativa (Lépez y Figueras, 1999).

Las producciones de los estudiantes en cada tarea son ricas en cuanto a variedad de razonamientos,
técnicas y estrategias que se emplean en la resolucién. A partir de las primeras producciones, se insti-
tucionaliza el método de amalgamacién de magnitudes, pero surgen de manera natural otros métodos
que también son indicio de un razonamiento proporcional avanzado (Lesh, Post y Behr, 1988).

Se han identificado diferentes estrategias (exitosas y erroneas) de resolucién de problemas de com-
paracion cuantitativa de pc. Si bien existen trabajos sobre la resolucién de problemas de comparacién
cuantitativa en problemas de ps directa, no hemos encontrado estudios que aborden las estrategias
de resolucién dadas por los estudiantes ante este tipo de tareas para pc. Aparecen generalizaciones de
las estrategias senaladas por Valverde y Castro (2009), basadas bien en el cdlculo de la constante de
proporcionalidad, bien en la manipulacién de los datos para encontrar razones unitarias, asi como
estrategias para convertir el problema de comparacién en uno de valor perdido y comparar la solucién
resultante con los datos del enunciado.
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Por otro lado, no hemos encontrado estrategias erréneas de naturaleza aditiva. Estos resultados
van en la linea de lo apuntado por Ferndndez y Llinares (2012) en cuanto a la ausencia de este tipo de
respuestas en tareas de Ps de estudiantes de secundaria.

Serfa necesario indagar sobre la influencia de la estructura numérica de los problemas en los méto-
dos de resolucién en la linea de lo apuntado por Steinthorsdottir (2009) para ps. En concreto, estudiar
el efecto que produciria el empleo de la calculadora por parte de los estudiantes. Estos aspectos se plan-
tean como futuras lineas de trabajo debido al cardcter ciclico y continuo del enfoque de investigacion
adoptado.

Finalmente, este trabajo pone en valor e ilustra el interés y la utilidad de la 1-a para mejorar los
procesos de ensenanza y aprendizaje de las matemdticas y para que los propios profesores realicen una
exploracion critica de su prictica (Romera, 2012), permitiendo conjugar la labor docente con la del
investigador y relacionando teorfa y practica para generar conocimiento (Elliot, 1990).
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The so-called «proportional reasoningy is a fundamental concept in the teaching and learning of mathema-
tics, present in the Secondary Education Spanish curricula in different education laws. Although the current
curriculum generally refers to problems involving proportional magnitudes, there are a wide variety of problems
and situations associated with proportionality. One of the traditional topics introduced to students during Se-
condary Education is that of compound proportionality (cp). Several research works show that the teaching
of this topic usually relies on the application of algorithmic techniques. Thus, our main goal is to improve the
teaching of cp by designing and implementing a teaching proposal focused on conceptual aspects and which
introduces a wider variety of tasks related to cp.

In this paper, we describe and analyze the results of an Action-Research (a-R) teaching experience concerning
compound proportional situations. The experiment lasted four academic years, in which two A-r cycles were ca-
rried out involving 169 students in the A-r groups and 77 students in the control groups. Within the frame of a
wider curricular proposal designed to introduce arithmetic proportionality in grades 7 and 8 (12 to 14 years old),
a fifty-minute and another two fifty-minute sessions were devoted, respectively, to cp. In addition, small parts of
other sessions were also related to cp in order to correct homework and sit the final exam. In order to analyze the
students’ performance as well as the achievement of the learning goals, their written productions were scanned
(for a total amount of 1122 items related to cp). The final tests of the A-R groups and the control group were also
scanned. On the other hand, during the second A-r cycle, 8 semi-structured interviews were carried out (4 in
each degree) with students with different performance levels from the a-Rr groups in order to clarify some aspects
in their written productions. Student’s answers were analyzed quantitatively and qualitatively. The quantitative
analysis was carried out in two levels. The first one was common to all the problems and focused only on the
correctness of the answer. The second one was problem-dependent and focused on the solving method.

After the two a-R cycles, we have been able to confirm the viability of the designed proposal. Our proposal
makes integrated and joint treatment proportionality possible. Starting only from their knowledge about simple
proportion, the students are capable of successfully solving the proposed cp tasks (even those which are usually
more difficult for them, such as qualitative comparison tasks), showing a rich variety of reasoning, techniques
and strategies. We have identified different strategies (correct and incorrect) in quantitative comparison tasks in
cp, which generalize the ones pointed out in previous studies for the simple proportion case, while no additional
strategies have been found.

Finally, this work illustrates the usefulness and interest of A-R to improve mathematics teaching and learning
processes as well as to promote a critical reflection about the professional practice among teachers, thus leading
to the combination of their roles as teachers and as researchers and to the fruitful relationship between theory
and practice.
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