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RESUMEN e Los resultados de investigaciones relacionadas con el aprendizaje del concepto de derivada
constatan que su comprension resulta muy compleja y que una cantidad significativa de estudiantes solo
logra una construccién parcial del concepto. Desde este contexto, en esta investigacion presentamos un
andlisis exploratorio/confirmatorio en el que identificamos y caracterizamos, por medio de métodos de
andlisis mixtos, los distintos subniveles de desarrollo del esquema de derivada que alcanzaron estudian-
tes universitarios con instruccién previa en Célculo Diferencial. Los resultados muestran la utilidad
del uso de estos métodos que, en este estudio, permitieron identificar los 9 subniveles de desarrollo y
caracterizar 5 de ellos en funcién de las variables dominantes y sus elementos matemdticos asociados.

PALABRAS CLAVE: Esquema de derivada; Subnivel de desarrollo; andlisis de Cluster; Anlisis impli-
cativo; Teorfa APOE.

ABSTRACT e The results of the research related to the learning process of the derivative notion
show that its understanding is very complex and that only a significant number of students acquire
a partial comprehension of the concept. In this context, this research presents an exploratory/confir-
matory analysis in which we identify and characterize, through mixed analysis methods, the different
sub-levels of development of the derivative schema that university students previously instructed in
Differential Calculus managed to reach. The results show how useful these methods are in this study,
since they made it possible to identify the 9 sub-levels of development and to characterize 5 of them
according to the dominant variables and their associated mathematical elements.

KEYWORDS: Derivative schema; Development sub-level; Cluster analysis; Implicative analysis; apos
theory

Recepcidn: noviembre 2017 ¢ Aceptacién: noviembre 2018 ¢ Publicacién: junio 2019

Fuentealba, C., Badillo, E.y Sanchez-Matamoros, G. (2019). Identificaciény caracterizacion
de los subniveles de desarrollo del esquema de derivada. Ensefianza de las ciencias,
37(2), 63-84. https://doi.org/10.5565/rev/ensciencias.2518 63


https://doi.org/10.5565/rev/ensciencias.2518

https://doi.org/10.5565/rev/ensciencias.2518
mailto:cfuentealba@uach.cl
mailto:edelmira.badillo@uab.cat
mailto:gsanchezmatamoros@us.es

Claudio Fuentealba, Edelmira Badillo, Gloria Sanchez-Matamoros

INTRODUCCION

El concepto de derivada es indispensable en el curso de Célculo y tanto su comprensién como sus
métodos de ensefanza necesitan ser continuamente investigados. En particular, las investigaciones
que abordan el desarrollo de este concepto reportan la existencia de dificultades en su comprensidn,
asi como de otras nociones matemdticas subyacentes (Asiala ez /., 1997; Zandiceh, 2000). Asimismo,
otros trabajos senalan que estas dificultades se deben a los métodos de ensenanza tradicionales, que
enfatizan la construccion del concepto en un tnico modo de representacién, lo cual se contrapone
a las sugerencias que hacen hincapié en el uso de diversas representaciones y su coordinacién como
elemento estructurante y clave en el desarrollo de su comprensién (Sinchez-Matamoros, Garcia y
Llinares, 2006).

Existen estudios sobre el desarrollo de esquemas, desde la teoria APOE, para distintos conceptos
matemdticos, algunos vinculados al concepto de derivada (Baker, Cooley y Trigueros, 2000; Sinchez-
Matamoros ez al., 2006; Garcia, Llinares y Sdnchez-Matamoros, 2011; Font, Trigueros, Badillo y
Rubio, 2016; Fuentealba, Sdnchez-Matamoros, Badillo y Trigueros, 2017), pero la investigacién sobre
subniveles de desarrollo casi no ha sido abordada. Ademds, el andlisis del desarrollo de esquemas se ha
llevado a cabo, principalmente, con andlisis cualitativos.

Los estudios realizados sobre el aprendizaje de la derivada han tenido implicaciones sobre el cu-
rriculo Célculo y sus métodos de ensenanza, sin embargo adn se reportan problemas y dificultades
vinculadas a su comprensién. Esto pone de manifiesto la necesidad de seguir profundizando sobre el
desarrollo de su comprensién por parte de los estudiantes. Concretamente, en este estudio nos enfo-
camos en identificar y caracterizar los subniveles de desarrollo del esquema de derivada que exhibe un
grupo de estudiantes universitarios con instruccién previa en Calculo Diferencial. Esta caracterizacidn,
realizada por medio de métodos mixtos, permitird el refinamiento de los subniveles de desarrollo ob-
tenidos, previamente, por medio de estudios cualitativos.

LA TEORIA APOE

La teorfa APOE es el resultado de la adaptacion de las ideas piagetianas sobre la abstraccion reflexiva,
aplicadas a la investigacién del pensamiento matemdtico avanzado. Uno de los objetivos de APOE es
describir tanto el camino como la construccién de las estructuras cognitivas realizadas por un indivi-
duo durante su proceso de aprendizaje de un concepto. En particular, APOE sefiala que, para lograr la
comprensién, un individuo debe transitar por las construcciones mentales de accidn, proceso, objeto y
esquema, por medio de los mecanismos de interiorizacion, encapsulacion, desencapsulacion, reversion,
coordinacion'y tematizacion (Arnon et al., 2014). Concretamente, APOE considera que la comprensién
comienza con la manipulacién de los objetos fisicos o mentales, previamente construidos en términos
de acciones; a su vez, las acciones se interiorizan en procesos que se encapsulan en objetos. Finalmente, las
acciones, los procesos 'y los objetos se pueden organizar en esquemas (Arnon et al., 2014).

Un elemento importante de APOE es la descomposicion genética (DG), que es un modelo que describe
e intenta predecir la construccidon del concepto de interés. En este trabajo, las tareas que conforman
el instrumento de recoleccidon de datos se basan en las DG de Asiala ez al. (1997) y Font ez al. (2016).

EL ESQUEMAY SU DESARROLLO

Un esquema es una estructura dindmica que estd en constante cambio o evolucién y su desarrollo pasa
por tres niveles: intra, inter y trans, denominados triada. Estos se suceden un orden fijo; ademis, se
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pueden observar cuando se analiza el desarrollo de un esquema de cualquier concepto matemdtico
(Piaget y Garcia, 1983).

Para APOE un esquema se conforma por sus estructuras cognitivas bdsicas: acciones, procesos, objetos
y otros esquemas, que estin conectadas de forma coherente e interrelacionada de forma consciente o
inconsciente. Asi, ante una misma tarea, distintos estudiantes evocan un esquema y utilizan distintas
relaciones entre sus componentes, lo que permite observar en sus respuestas distintos niveles de desa-
rrollo (Trigueros, 2005).

Piaget y Garcia (1983) senalan que, al analizar el desarrollo de un esquema, usando la triada, se
observa que cada nivel contiene subniveles que siguen un mismo orden y solo se puede pasar de uno
a otro cuando se ha alcanzado el previo. Por tanto, el desarrollo de un esguema no solo indica una
progresion gradual en su construccién, sino que supone una estructura fractal de este (Meel, 2003).

EL DESARROLLO DEL ESQUEMA DE DERIVADA

Este estudio toma como referencia el trabajo realizado por Sdnchez-Matamoros ez al. (2006) que ana-
liza el esquerna de derivada en funcién de las relaciones légicas (conjuncién, contrarreciproco y equi-
valencia) que se establecen entre los distintos elementos matemdticos cuando se resuelven problemas.
Ademds, sefala que la derivada posee elementos estructurantes de distinta naturaleza; puntual, si hacen
referencia a una propiedad especifica en un punto, y global, si corresponden a una propiedad en un
intervalo. Tomando en cuenta estos elementos matemdticos y las relaciones 16gicas entre ellos Sdnchez-
Matamoros et al. (2006) definen los niveles de desarrollo de la siguiente forma:

— Nivel intra. No se establecen relaciones lgicas entre los elementos matemdticos (ya sean gréfi-
cos o analiticos, puntuales o globales), y los posibles esbozos de relacién (del tipo conjuncién
l6gica) entre ellos se realizardn con errores. Uso de elementos matemdticos de forma aislada (y a
veces de forma incorrecta).

— Nivel inter. Se establecen relaciones légicas entre los elementos matemdticos utilizados, pero con
limitaciones, predominando el uso de la conjuncién légica, y solo relacionan elementos matemd-
ticos puntuales o/y globales que se encuentren en el mismo modo de representacién analitico o
gréfico. Se usan mds elementos matemdticos de forma correcta que en el nivel anterior.

— Nivel trans. Aumenta el repertorio de uso de las relaciones légicas (y l6gica, contrarreciproco,
equivalencia 16gica) entre los elementos matemdticos. En este nivel se produce la «sintesis» de
los modos de representacién. Todo ello lleva a la construccién de la estructura matemdtica

(pp. 73-74).

Asimismo, dicho estudio revela la existencia de 2 subniveles anidados, tanto para el nivel intra
como para el inter (tabla 1). Estos surgen de la progresién en el desarrollo del esquema, caracterizada
en términos de la incorporacién de un mayor niimero de elementos matemadticos y relaciones légicas
entre ellos, asi como de la paulatina sintesis de los modos de representacién (Sdnchez-Matamoros ez

al., 20006).
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Tabla 1.

Subniveles de desarrollo (Sdnchez-Matamoros ez al., 2006)

Nivel | Relaciones ldgicas Elementos matemdticos
Intra 1 No se establecen Recta tangente ala curvaen x=a
relaciones logicas entre los Interpretacién geométrica de la derivada en un punto (x=a )
clementos matemdticos | Derjvada en un punto como limite de la tasa de variacién media
Tasa de variacién media
Intra Intento de relacién «y L . . .,
légicar Condicién necesaria para que f tenga un extremo o punto de inflexién en x =a
)
Condici6n suficiente para que f tenga un extremo o punto de inflexién en f
Condicién necesaria para que f sea derivable en x =a
Condicién suficiente para que f sea una funcién creciente o decreciente en (a,b)
Condicién suficiente de convexidad y concavidad de f en relacién con el signo
de f"
Condicién suficiente de convexidad y concavidad de f* en relacién con el crecimien-
to y decrecimiento de f"'
Operador derivada: reglas de derivacién
Inverso del operador derivada: integracién
Inter 1 | Se establecen relaciones | Derivada en un punto como limite de la tasa de variacién media: se usa «desencapsu-
dlel tpo «y loglca»/e_ntre lando» la idea de la existencia de /' en un punto x = a , mediante la aplicacién de
clementos rnat/ematlcos la igualdad de los limites laterales del cociente incremental
analiticos o gréficos
puntales o globales
(generalmente en el
mismo modo)
Inter Se establecen relaciones | Cuspide: gréfica «quebrada»
del tipo «y lOglCa»)CFlth Relaciones de /' con extremos y puntos de inflexién
elementos matemdticos q
H " . .7
analiticos o graficos Relaciones de " con los extremos y los puntos de inflexién
puntales o globales Condicién suficiente de los puntos de inflexién (relaciones con f™")
(generalmente en el Interpretacién geométrica de la derivada (con cardcter global)
mismo modo) Operador derivada: si el grafico de f* es una pardbola, el gréfico de f' es una recta
Operador derivada: utilizando el significado geométrico de la segunda derivada como
la tangente a la gréfica '
Condicién necesaria para que f sea una funcién creciente o decreciente
Operador derivada: reglas de derivacién
Contrarreciproco de L, i .
- Condicién necesaria para que [ sea derivable en x =a
elemento matemdtico
analitico puntual
Equivalencias l6gicas (o - . . » . .
PR, Condicién necesaria y suficiente para que f sea una funcién creciente o decreciente
doble implicacién) de
elementos matemdticos | en (a,b)
analiticos puntuales o
globales
Esbozos de sintesis de los . . . .
., | Condicién suficiente para que f tenga un extremo o punto de inflexién en x =a
modos de representacién
analitico y grifico Operador derivada: si el grifico de f es una pardbola, el grifico de /"' es una recta
Condicién suficiente para que f sea una funcidn creciente o decreciente en (a,b)
Trans | Sintesis de los modos de

representacién analitico

y gréfico

Condicién suficiente para que f sea una funcién constante, creciente o decreciente
a través de la interpretacién geométrica de la derivada
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Otro aspecto importante del desarrollo de un esquema es su tematizacion, la cual solo se puede lo-
grar en el nivel de desarrollo trans (Arnon ez al., 2014). Este mecanismo da cuenta de cémo un esquema
(estructura dindmica) se trasforma en un objeto (estructura estdtica) sobre el cual es posible aplicar
nuevas acciones'y procesos (Arnon et al., 2014).

En cuanto a la tematizacion del esquema de derivada, Garcia ez al. (2011) sefialan que esta se alcanza
cuando se transfieren las relaciones e implicaciones que se han construido y organizado para el par (

f,f"alpar (f',f"), considerando f' como totalidad al igual que (f')'= f", es decir, cuando
se es consciente del operador derivada como una trasformacién. Esto implica que el esquema derivada
tematizado es un objeto que puede ser usado sin vinculos al contexto inicial desde el cual comenzé

su construccién ( f'). Por tanto, se considera como una trasformacién generalizable a (f")'= f",

(f")'=f™ y asi sucesivamente, lo que es la estructura subyacente del esquema tematizado. Sin em-
bargo, esta generalizacién del operador derivada presenta matices asociados al tipo de relaciones que se
establecen entre pares de derivadas sucesivas de una funcién (Fuentealba ez al., 2017), lo que induce la
existencia de subniveles anidados en el nivel trans.

METODOLOGIA

Esta investigacién se enmarca en los denominados métodos mixtos y tiene cardcter exploratorio y con-
firmatorio (Rocco, Bliss, Gallagher y Pérez-Prado, 2003). Los datos recogidos se analizan con métodos
cuantitativos y se interpretan, cualitativamente, contrastdndolos con resultados de trabajos cualitativos
previos (Sdnchez-Matamoros ez al., 2006; Garcia et al., 2011; Fuentealba ez al., 2017) y con elementos
tedricos de APOE (Arnon et al., 2014).

Participantes

Los participantes fueron 103 estudiantes universitarios de los cursos 2014/2015 y 2015/2016, de la
licenciatura doble de Matematicas y Fisica de una universidad publica de la provincia de Barcelona.
Todos habian cursado y aprobado, como minimo, una asignatura que incluia los tépicos del curso
de Cilculo diferencial. La opcién de escoger a estos estudiantes es intencional y se fundamenta en el
interés por observar los distintos subniveles de desarrollo del esquema alcanzados tras un proceso de
instruccién.

Instrumento de recogida de informacién

El instrumento fue un cuestionario (figura 1) construido sobre la base de la seleccidon y/o adaptacién
de 3 tareas utilizadas en estudios previos sobre el concepto de derivada (Baker ez al., 2000; Sinchez-
Matamoros ez al., 2006), ademds para su validacién por expertos (Cisterna, 2005) fue presentado en
talleres y seminarios de los simposios de la Sociedad Espafiola de Investigacién en Educacién Matema-
tica. El cuestionario fue aplicado a los 103 estudiantes y su duracién fue de 90 minutos.
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f'(10), f'(14) v f'(15). Explicando
g f'(x) = 0 cuando x < 5 c6mo los obtienes.

h) f"(x) < Ocuando 3 < x < 8 b) Realiza un esbozo de la gréfica de
i) f"”(x) > 0 cuando x < 3 \f". Explica cémo los has obtenido.

Tarea 1 Tarea 2 i Tarea 3
Esboza la grafica de una funcion f que|{Dada la grifica de la funcion f, formada) (La Figura muestra la gréfica de la
satisface las siguientes condiciones: po;las ramas de parabolas derivada de f, esboza las posibles
a) f es continua en su dominio i el g;ra'ficays_de f.
b) f(2) =0. 5|
Of@=f(5=0 3|
d) lim f(x) = -4 i/
e) lim f(x) = —oo
f))-‘"'(x) < Ocuando 5 < x < 8 a) Obtener los valores de f'(3), f'(7),

Fig. 1. Tareas del cuestionario.

La resolucién de las tareas involucraba el uso de elementos matemadticos puntuales y globales en 2
modos de representacion (analitico y gréfico). La tabla 2 presenta los elementos matemadticos y la(s)
tarea(s) asociada(s). Se destaca que no todos los elementos se asocian a todas las tareas; sin embargo,
una mirada global del cuestionario informa sobre el uso correcto, o no, de las variables obtenidas a

partir de ellos.

Tabla 2.

Elementos matemdticos y tareas asociadas

Elemento matemdtico Tarea
E,.Si f'(a)=0, entonces en x =a existe un valor extremo o punto de inflexién de f 1,2,3
E,.Si f escontinuaen x=a y f tiene un cambio de curvatura en el punto de abscisa x = a , entonces en
(a, f(a)) existe un punto de inflexiéon de f b3
E;.Si f'>0 enunintervalo 7, siysolosi, f esestrictamente creciente en 1,2,3
E,.Si f'<0 enun intervalo 7, si y solo si, f es estrictamente decreciente en 1 1,2,3
Es.Si f">0 enunintervalo I, siysolosi, f esconvexaen / 1,2,3
Es.Si f"<0 enunintervalo 7, siysolosi, f escéncavaen [ 1,2,3
E; . Si f'(a)es igual ala pendiente de la recta tangente a la grificade f en el punto de abscisa x = a 2
Eg . Si f'(a)es igual al limite del cociente incremental de f en la vecindad del punto de abscisa x = a 2
Ey.Si f' (a’) = f'(a+ ) y f escontinuaen x =a ,entonces [ posee un puno cuspide o angulosoen x =a 2,3
Ey.Si f esderivableen x =a , entonces f es continuaenx =a 3
E,,.Si f noescontinuaen x =a,entonces f no es derivableen x=a 2
E}, . Operador derivada: Por ejemplo, si f es una pardbola, entonces f' es una recta 2
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METODOS DE ANALISIS

La aplicacién del cuestionario permitié obtener 103 protocolos de resolucién. Estos se discretizaron
para obtener un vector por cada uno de ellos. Para realizar este proceso definimos, previamente, 27
variables (tabla 3) a partir de la descomposicién de los elementos matemdticos en los 2 modos de repre-
sentacién; ademds, usamos las relaciones ldgicas y la informacién proporcionada por estudios previos
(Sdnchez-Matamoros et al., 2006; Trigueros y Escandén, 2008). Por ejemplo, el elemento matemdtico

que relaciona, por medio de la equivalencia légica, el signo negativo de f*' con el decrecimiento es-

tricto de f* (E,, tabla 2) lo dividimos en sus 2 implicaciones dando origen a las variables V}5 y V4.

Tabla 3.
Variables utilizadas para discretizar los protocolos de resolucién
Variable Se obtuvo de
V. Usa correctamente el significado geométrico de la derivada E,
en X=d
V, . Usa correctamente el significado analitico de la derivada en Eq
x=a

La capacidad de vincular globalmente f"' con f"

V, . Usa correctamente el significado de funcién derivada
(Ey, Ey, E5, Eg)

, - Usa correctamente el significado del operador derivada Del elemento £},

L L. Las relaciones de conjuncién e implicacién (
V5 . Usa correctamente el significado de méximo local ) P )

geométricamente vinculadasa E;, E,, E| y Ey

Lo - Las relaciones de conjuncién e implicacién (=
V . Usa correctamente el significado de méximo local ) P (=)

analiticamente vinculadasa E5, E,, E| v E,

L. L. Las relaciones de conjuncién e implicacién (<
V, . Usa correctamente el significado de minimo local ) P (=)

geométricamente vinculadasa E5, E,, E| y E,

Lo - Las relaciones de conjuncién e implicacién (=
V. Usa correctamente el significado de minimo local ) P (=)

analiticamente vinculadasa E;, E,, E| y Ey

L . ., Las relaciones de conjuncién e implicacién (& )
5 - Usa correctamente el significado de punto de inflexién ) p

geométricamente vinculadasa Es, E4, E; v E,

Lo . . Las relaciones de conjuncién e implicacién (=
Vo - Usa correctamente el significado de punto de inflexién ) p (=)

analiticamente vinculadasa Es, Eg, E| y E,

¥, - Usa correctamente la relacién de implicacién entre: el signo
11
positivo de f' en un intervalo I y el crecimiento estricto | La relacién de implicacién (=) de Ej

de f en dicho intervalo
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Variable Se obtuvo de
¥, . Usa correctamente la relacién de implicacién entre: el L y . .
La descomposicién de la relacién de equivalencia
crecimiento estricto de f en un intervalo 7 y el signo - IR
de [ enu yesig l6gica en la implicacién () de Ej
positivo de f" en dicho intervalo
V5 . Usa correctamente la relacién de implicacién entre: el signo L - . .
La descomposicién de la relacion de equivalencia
. ' . . . .
1 - T
negativo f' en un intervalo 7 y el decrecimiento estricto légica en la implicacién (= ) de E,
de f en dicho intervalo
V4 . Usa correctamente la relacién de implicacion entre: el L . . .
La descomposicion de la relacién de equivalencia
recimien ri n un intervalo 7 y el sign .- T,
decrecimiento estricto de f en un intervalo 7 y el signo I6gica en la implicacién (&= ) de E,
negativo de [ en dicho intervalo
Vs . Usa correctamente la relacion de implicacién entre: el signo | 4 descomposicion de la relacién de equivalencia
positivo de f" en un intervalo / y la convexidad de f en légica en la implicacién (= ) de Ejs
dicho intervalo
Vs - Usa correctamente la relacién de implicacién entre: la L - . .
La descomposicién de la relacion de equivalencia
convexidad de f* en un intervalo 7 y el signo positivo de l6gica en la implicacién (= ) de Ej
f" en dicho intervalo
V. Usa correctamente la relacidn de implicacién entre: el signo | 4 descomposicién de la relacién de equivalencia
negativo de f" en un intervalo 7 y la concavidad de f légica en la implicacién (= ) de Eg
en dicho intervalo
Vs - Usa correctamente la relacion de implicacién entre: la "y iy . .
La descomposicion de la relacién de equivalencia
concavidad de f en un intervalo 7 y el signo negativo de - RTI
dad de f yesig 8 d l6gica en la implicacién (&) de Eg
f" en dicho intervalo
V. Usa correctamente las derivadas laterales Las relaciones de conjuncién entre Eg, Ey y E)
V,, - Usa correctamente el significado de los puntos conflictivos E
2 g p 9
(ctispides y angulosos)
V,, . Usa correctamente la relacién directa: si f es derivable en Ey
X=a,entonces [ escontinuaen X=4
V,, . Usa correctamente la relacién contrarreciproca: si f no es E,
continua en X =a , entonces [ no es derivable en X =a
Vy; . Es capaz de dividir correctamente una gréfica en distintos Las relaciones de conjuncién e implicacién (& )

intervalos determinados por los elementos graficos
proporcionados (monotonia y curvatura)

vinculadasa E, E,, E;, E,, Es, Eg y Ey
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Variable Se obtuvo de

V.

o4 - Es capaz de definir correctamente distintos intervalos del

e | - ' i Las relaciones de conjuncién e implicacién (=)
dominio de la funcién determinados por la informacién

vinculadasa E, E,, E;, E,, Es, Eg y Ey

analitica proporcionada (signos/puntos de f'y f")

L . Las relaciones de conjuncién e implicacién (< )
. Es capaz de graficar correctamente una funcién a partir del ) P

conocimiento de sus propiedades gréficas vinculadasa E;, E,, E;, E,, Es, E; y E

., . Las relaciones de conjuncién e implicaciéon (=)
Vys - Es capaz de graficar correctamente una funcion a partir del

conocimiento de sus propiedades analiticas vinculadasa E,, E,, E;, E,, Es, Eg y E,

V,, . Es capaz para establecer correctamente relaciones entre la

primera y segunda derivada La capacidad de establecer vinculos entre f'y f"

Para evaluar las 27 variables usamos una escala dicotémica asociada al uso correcto de cada una
de ellas. Asi, obtuvimos una matriz de datos de 103 x 27 celdas, donde cada columna era un vector
binario de la forma ( V,, V,, V,,..., V,,). Esta matriz permitié realizar los andlisis estadisticos enfocados
en identificar y caracterizar los subniveles de desarrollo.

Analisis de Cluster

El primer método usado fue el andlisis de Cluster que permite realizar una particién de un conjunto
de objetos en grupos homogéneos, en donde a cada grupo se le denomina Cluster. El objetivo de este
andlisis es encontrar grupos cuyos objetos sean lo mds homogéneos entre si, de tal forma que los obje-
tos de grupos distintos sean lo mds heterogéneos posible (Johnson, 1998). Para desarrollar este andlisis
usamos el programa Infostat, que calcula el coeficiente de correlacion cofenética (Sokal y Rohlf, 1962).
Este coeficiente es una medida de asociacién entre las distancias iniciales, determinadas a partir de los
datos originales, y las distancias finales con las cuales se realizé la clasificacién. Su rango de variacién
esde 0 a 1, en donde valores cercanos a 1 indican que en el proceso de clasificacién no hubo una gran
perturbacién en cuanto a la estructura original de los datos.

Anilisis implicativo

El anilisis de frecuencias permitié hacer una primera caracterizacién de los subniveles identificados;
sin embargo, no indica qué variables son las mds importantes en cada subnivel y tampoco informa
sobre las relaciones entre ellas. Por tanto, para identificar dichas variables y sus relaciones, realizamos
un andlisis implicativo. Este método cuantifica cémo de probable es que suceda la variable & si se ha
observado la variable « en la poblacién (Lerman, Gras y Rostam, 1981). El andlisis implicativo genera
una matriz con todas las implicaciones # — & encontradas en los datos y forma un grafo con flechas
relacionando las variables con las implicaciones mds fuertes en distintos niveles e intensidades. Para la
creacién de los grafos utilizamos el programa CHIC 6.0. Destacamos que, en los grafos implicativos,
no se observan todas las variables. Esto se debe a que se selecciond la opcién de mostrar implicaciones,
cuyo porcentaje minimo es del 85 %.
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ANALISIS

El primer andlisis realizado fue el de Cluster y para seleccionar la clasificacién éptima construimos 6
clusteres combinando 3 distancias (euclidea, euclidea al cuadrado y mahalanobis) con 2 métodos de
agrupamiento (encadenamiento simple y completo). A partir de los resultados obtenidos se selecciond
el construido con distancia euclidea al cuadrado y método de agrupamiento de encadenamiento por-
que su coeficiente de correlacién cofenética (0,859) fue el més alto (figura 2).

._._’_l—‘(}mpn 6

Grupo 5

& ESD
2 +
E1 5o >+ Grupo 4
1 Lrrupo
: Ea"_—__ﬁ—i—l—‘
331
3 56
E
o Grupo 3

Grupo 2

Grupo 1

50 % de la
distancia total

Fig. 2. Dendograma con distancia euclidea al cuadrado y encadenamiento completo.

Para identificar los grupos seleccionamos el punto medio de la distancia méxima del dendograma,
pues es un criterio frecuentemente usado (Balzarini ez /., 2008). Asi, identificamos 6 subniveles aso-
ciados a cada uno de los grupos clasificados por el Cluster. Esto permitié dividir la matriz de datos en
6 submatrices; ademds, mostr6 la clasificacién de los estudiantes en funcién de sus argumentaciones y
desempeno en la resolucién de las tareas del cuestionario.

Andlisis por subnivel de desarrollo

A partir de la divisién de la matriz de datos por subnivel fue posible calcular las frecuencias absolutas
y porcentuales de uso correcto para las 27 variables (tabla 4).
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Tabla 4.
Frecuencias de uso correcto de las variables por subnivel
Subnivel
1 2 3 4 6 Total
£ % £ | % £l % | F | % % % fl %

Vil 331971 15 714| 15| 75 8 | 57.1 50 6| 50| 78757
il 24 706 8 | 38,1 9 | 45 1] 7.1 0 1| 83| 43417
Vil 23676 5238 0 0 0 0 0 0 0| 281272
Vil 250735 | 15| 714 41 20 4| 286 0 1| 83| 49 47,6
Vel 330971 | 21| 100 | 20| 100 2| 14,3 100 9| 75| 87| 845
Ve 34| 100 | 20952 | 20| 100 | 12| 857 0 0 0| 86835
Vi 331971 | 21 100| 19| 95 0 0 50 6| 50| 80777
Ve ! 331971 | 21 100| 19| 95 1] 71 50 30 25| 781|757
Vo 33971 | 20/952| 13| 65 1] 7.1 50 20167 70| 68
V| 34| 100 | 20952 | 20| 100 | 12 | 857 0 1] 83| 87845
Vil 34| 100 21| 100 | 20| 100 | 14 | 100 0 0 0 89864
V| 34| 100 71333 8 | 40 8 | 57,1 50 21167 | 60583
Vo | 34| 100 | 21| 100 | 20| 100 | 14 | 100 0 0 0 89864
Va| 34| 100 7| 333 71 35 71 50 50 2]167 | 58563
Vis| 34| 100 | 21| 100 | 20| 100 | 14| 100 0 21167 | 91| 883
Vie| 29853 21 95 1 5 1] 71 0 0 0| 33| 32
Vol 34| 100 | 21| 100 | 20| 100 | 14 | 100 0 1] 83| 90| 874
Ve | 331|971 6|286| 13| 65 6 | 42,9 50 6| 50| 65| 631
Vo | 311912 13| 61,9 6| 30 4286 50 31 25| 581563
Vi | 30882 | 11524 0 0 0 0 0 1| 83| 42408
Vyl 32]941 | 21| 100 | 14| 70 71 50 100 71583 | 83806
Vol 330|971 | 18857 | 11| 55| 11786 50 6| 50| 80| 777
V| 34| 100 | 21| 100 71 35 1 71 50 41333 68 66
Vil 341100 21| 100 | 19| 95| 13929 100 1| 83| 90| 874
Vis | 34| 100 | 21| 100 5] 25 0 0 50 21167 | 63612
Vie | 29| 853 5238 8 | 40 6 | 42,9 0 0 0| 48| 46,6
Vy | 19559 3| 14,3 0 0 0 0 0 0 0| 22214
N 34 21 20 14 12 103
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Adicionalmente, para complementar este andlisis se realizé un anélisis implicativo de las 27 varia-
bles para 5 de los 6 subniveles identificados; se excluy6 el subnivel 5 por la baja cantidad de estudiantes
clasificados en él (figura 3).

Subnivel 1 Subnivel 2 Subnivel 3

Fig. 3. Grafos implicativos por subnivel.

Subnivel 1

La tabla 4 muestra que en el subnivel 1 hay un uso correcto mayor al 85 % en 23 variables y solo en
4 los porcentajes son menores, pero superiores al 55 %. Por tanto, no existen mayores dificultades
para utilizar correctamente las variables independientes del modo de representacion en el cual fueron
presentadas las tareas. Asimismo, los altos porcentajes muestran la capacidad para construir coordina-
ciones 'y reversiones de procesos, tanto puntuales como globales. Ademds, se establecen relaciones entre
derivabilidad y continuidad asociadas al tratamiento de puntos conflictivos.

En su grafo implicativo (figura 3) se observan 2 niveles de implicacién. La variable dominante en
la generacién de implicaciones es la V), , de la que surgen 7 cadenas. Asimismo, en el primer nivel, la
variable mds fuerte es la V,, pues desde ella se originan 4 implicaciones. Es importante destacar que
esta variable se encuentra conectada con la variable V.

Sobre la base de estos andlisis, observamos que el subnivel 1 posee caracteristicas comunes a las
descritas para el nivel de desarrollo trans (tabla 1). Ademds, el andlisis implicativo refina esta caracte-
rizacion al identificar las variables dominantes en su estructura implicativa, las cuales corresponden a:

— La V,, asociada a los elementos matemdticos Fg, Egy Ejq.
— La V,, asociada al elemento matemdtico Ej.

— La V), asociada al establecimiento de relaciones entre 'y f", elemento matemdtico E;, .
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Subnivel 2

La tabla 4 muestra que en este subnivel los menores porcentajes de uso correcto corresponden a las
variables relacionadas con la consideracién de f' como funcién (V}), el establecimiento de relacio-
nesentre f'y f" (V,,), la capacidad de graficar a partir del uso de informacién analitica (¥ ), la
relacién entre la monotonfa de f yelsignode f'(V,,, V},), la relacién entre la curvatura de f yel
signode f"(V,,, Vg), el tratamiento de puntos conflictivos (V) y el uso de las derivadas laterales
(V,9). Esto establece una diferenciacion de este subnivel con el anterior, donde se usaban correctamen-
te gran parte de las variables.

Igualmente, en este subnivel, no existen mayores dificultades para determinar valores extremos (¥,
Ve, Vo y Vy) y puntos de inflexién (¥, y V). Ademds, se establecen de forma correcta las relaciones
entre derivabilidad y continuidad (V),,V,,). Asimismo, se determinan los intervalos para esbozar
una gréfica independiente del modo de representacién en el cual se dio la informacién (V,, y V,,).
Sin embargo, solo se grafica correctamente a partir de informacién grafica (V). Esto tltimo puede
deberse a la contradiccién en las condiciones analiticas proporcionadas en la tarea 1.

El grafo implicativo (figura 3) muestra 3 niveles de implicacién y la variable mds importante en
su estructura es la V. Asimismo, en el primer nivel aparece la variable V), como mds importante.
Ambas variables se asocian al establecimiento de relaciones entre la curvatura de f y el signode f".

La variable V¢ genera 4 cadenas de implicaciones; sin embargo, 3 de ellas solo presentan un nivel,
por tanto su importancia en la estructura es menor.

En anilisis realizado permite asociar este subnivel con la caracterizacién del subnivel inter (tabla
1), pues se establecen relaciones (puntuales/globales) de conjuncién e implicacién para determinar
valores extremos y puntos de inflexién (coordinacion de procesos). Sin embargo, los datos informan que
existen dificultades para relacionar tanto la monotonfa como la curvatura de f con los signos de f'
y f". Esto es un indicador que difiere de la caracterizacién de la tabla 1, pero que refuerza la idea
de esbozos de sintesis de los modos de representacién en este subnivel; ademds, confirma que solo se
construyen coordinaciones de procesos vinculados a condiciones suficientes de monotonia y curvatura.
Otro aspecto complementario a la caracterizacién se relaciona con la capacidad para utilizar correcta-
mente la relacién directa entre derivabilidad y continuidad y no solo la contrarreciproca, como ocurria
en el subnivel 1. Ademds, en andlisis implicativo muestra que las variables dominantes en su estructura
corresponden a:

— La V|4 asociada a la relacién implicacién « del elemento Ej.

— La V| asociada a la relacién implicacién < del elemento Ej .

Subnivel 3

En el subnivel 3, la tabla 4 muestra que no existe utilizacién correcta de las variables V5, V,; y V,,,
en donde V; estd asociada a considerar /" como funcién, Vo se vincula al tratamiento de los puntos
conflictivos y ¥,, estd asociada al establecimiento de relaciones entre f'y f". Esto es un elemento
diferenciador respecto al subnivel anterior, pues en ¢l habia bajo porcentaje de uso correcto de esas va-
riables, pero no era nulo. Ademds, hay bajos porcentajes en la variable V), , asociada con las derivadas
laterales, y de las variables V,, y Vs, vinculadas al uso de informacién grifica.

En este subnivel, se determinan valores extremos y puntos de inflexién, asi como implicaciones di-
rectas que vinculan los signosde f'y f" con f (V,,V}5,V,s v V}). Sin embargo, existen proble-
mas para construir las implicaciones contrarias (reversiones de procesos), es decir, aquellas que vinculan
la monotonfa y curvatura de f con lossignosde f'y f".
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Su grafo implicativo (figura 3) muestra 4 niveles de implicacién. Las variables que mds cadenas
generan son la V¢ yla V), pero estas cadenas solo poseen un nivel de implicacién, por tanto su papel
en su estructura es secundario. En cambio, el grupo conformado por las variables Vs y ¥V, que ge-
neran 2 cadenas de implicaciones respectivamente, posee mayor importancia en su estructura porque
sus cadenas tienen 4 niveles.

A partir del andlisis, se observa que el subnivel 3 estd asociado a la caracterizacién del subnivel inter
1 (tabla 1). Es mis, los datos confirman que se establecen relaciones de equivalencia légica y solo se
construyen implicaciones directas vinculadas, principalmente, a informacién analitica proporcionada
en términos de los signos de f'y f". Esto constituye un indicador de que no hay sintesis de los
modos de representacién, lo cual es concordante con los bajos porcentajes de uso correcto de las varia-
bles V,; y V,5. Ademds, a diferencia del subnivel 2, hay dificultades al tratar con puntos conflictivos
y derivadas laterales.

El andlisis implicativo muestra que en este subnivel el modo de representacién analitico es el domi-
nante, pues las variables mds importantes son:

— La V), vinculada con la capacidad de graficar correctamente a partir del conocimiento de las
propiedades grificas de la funcién, asociada a los elementos matemdticos £}, E,, E;, Ej,
Es, Eg y E,.

— La V4, que conecta la convexidad de f con el signo positivo de f", asociada a la relacién
implicacién « del elemento Es.

Subnivel 4

En el subnivel 4, la tabla 4 muestra que existen dificultades en el uso de 15 de las variables, que pre-
sentan porcentajes menores al 50 %. Un aspecto diferenciador, con respecto al subnivel 3, es el casi
nulo uso correcto de la variable V,, que estd asociada al significado analitico puntual de la derivada.
Ademids, 5 de las variables no fueron utilizadas correctamente, o no se observaron en los protocolos de
resolucién. Las variables con porcentaje de uso nulo fueron la V;, vinculada a considerar f" como
funcién; la V7, asociada con determinar un valor minimo local a partir de informacién grafica; la V,,
asociada al tratamiento de puntos conflictivos; la Vs, vinculada a la capacidad de determinar interva-
los a partir de informacién gréfica, y la V), , asociada al establecimiento de relaciones entre f'y f".

En este subnivel, al igual que en el anterior, se construyen implicaciones directas (coordinacion de
procesos) que vinculan los signos de f'y f"con f (M1, V5,Vis v V},). Ademds, se determinan
intervalos para esbozar la grifica de una funcién a partir de la informacién analitica (), ) y se deter-
minan méximos locales y puntos de inflexién utilizando el mismo tipo de informacién (V;, V), ), pero
a diferencia del subnivel 3, existen dificultades para determinarlos a partir de la informacién gréifica (
AR

Su grafo implicativo (figura 3) muestra 3 niveles de implicacién donde la variable mas importante
esla Vs . Ademds, otra variable importante es la V,;, pues de ella nacen 3 cadenas y 2 de estas tienen
3 niveles.

Los andlisis muestran que esta caracterizacién no estd incluida en la tabla 1, por tanto corresponde
a un subnivel inter de menor complejidad, caracterizado por el establecimiento de algunas relaciones
légicas de conjuncién e implicacién, pero con la existencia de dificultades al tratar con informacién
grifica y con el significado analitico puntual de la derivada. Ademds, el andlisis implicativo indica que
las variables mds importantes en su estructura son:
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La V4, que conecta la convexidad de f* con el signo positivo de f", asociada a la relacion
implicacién « del elemento Ej.

— La V,;, vinculada con la capacidad de dividir correctamente una grifica en distintos intervalos
a partir de los elementos gréficos proporcionados (monotonia y curvatura), asociada a los ele-

mentos El’ E2, E3, E4, E 5 E6 yE9

Subnivel 6

La tabla 4 muestra que en este subnivel existen dificultades en el uso de gran parte de las variables,
es mds, en 21 de ellas el porcentaje es 0, o bien es muy inferior al 50 %. Asimismo, solo las variables
asociadas con la determinacién de un maximo local a partir de informacién geométrica (V5) y con el
uso de la relacién directa entre derivabilidad y continuidad (V) tienen un porcentaje mayor al 50
%. Ademis, a diferencia del subnivel 4, existen problemas para utilizar las variables vinculadas a las
implicaciones directas y contrarias que relacionan los signos de f'y f" con la monotonia y curva-
turade f.

Su grafo implicativo (figura 3) presenta 4 niveles de implicacién y 4 variables generan 4 cadenas (
Vy, Vi, Vs Vo). Esto muestra que existieron serias dificultades para utilizar las variables medidas
en el cuestionario; sin embargo, se establecieron relaciones de conjuncién entre algunas de ellas, las
cuales, generalmente, se asocian a elementos puntuales.

A partir del anilisis, se observa que la descripcién de este subnivel no estd en la tabla 1, pero, dadas
las caracteristicas aqui descritas, se infiere que este subnivel se ubica entre el intra 1 y el intra (tabla 1),
debido al tipo de relaciones que se dan. Ademds, el andlisis implicativo indica que las variables mds
importantes en su estructura son:

— La V,, asociada al elemento Ej.

— La V, asociada al elemento E), .

— La V), asociada al elemento Ej.

— La V,, vincula a la capacidad de definir correctamente distintos intervalos del dominio de la
funcién a partir de la informacién analitica proporcionada, asocia los elementos E, E,, Ej3,

E4,E ’E6YE9'

REFINAMIENTO DE LA CARACTERIZACION DE LOS SUBNIVELES
DE DESARROLLO

Subniveles trans

El trabajo de Sdnchez-Matamoros ¢z a/. (2006) no hace referencia explicita a la existencia de subniveles
anidados en el nivel trans y concluye que, en dicho nivel, se establecen relaciones légicas de diferente
tipo (conjuncidn, contrarreciproco, equivalencia); ademds, se alcanza la sintesis de los modos de repre-
sentacion y se establecen relaciones entre f'y f" de forma puntual y global. Destacamos que esta
descripcién es concordante con la caracterizacién del subnivel 1 identificado en este trabajo, pues en
él se pueden establecer coordinaciones entre procesos, no solo puntuales sino que también globales, que
vinculan f'y f" por medio de distintas relaciones légicas. Esto queda de manifiesto en la identi-
ficacién de la contradiccién presente en la tarea 1, lo cual era posible al vincular, tanto global como
puntualmente, f' con f". Asimismo, el andlisis implicativo refuerza este resultado y proporciona
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informacién respecto a las variables dominantes en su estructura. Esto permite hablar de elementos
claves que, en este caso, corresponden a los asociados a las relaciones entre derivabilidad y continuidad,
en conjunto con el tratamiento de puntos conflictivos, ademds del establecimiento de relaciones entre
f'y f", que involucra todos los elementos de matematicos de la tabla 2.

Por otra parte, los estudios sobre la tematizacion del esquema realizados por Garcia et al. (2011) y
Fuentealba ¢z a/. (2017) mencionan la existencia de distintos matices. Estos se asocian a la concepcién de
la derivada como operador lineal y al establecimiento de relaciones entre distintos pares de derivadas su-
cesivas, lo que induce la existencia de 3 subniveles anidados en el nivel de desarrollo trans. El primero de
ellos, que hemos denominado trans C, es el identificado por medio del andlisis de Cluster y su caracteri-
zacién es la descrita anteriormente (Garcia ez al., 2011). El segundo, que hemos denominado trans B, estd
asociado a la tematizacion como totalidad caracterizada por el establecimiento relaciones indirectas entre
pares de derivadas sucesivas (Fuentealba ez a/., 2017). Por tltimo, el tercero, que denominamos trans
A, se vincula a la tematizacién como objeto caracterizada por el uso de relaciones directas entre pares de
derivadas sucesivas (Fuentealba ez al., 2017). Destacamos que los matices en la tematizacion solo se mani-
fiestan en entrevistas clinicas donde los estudiantes se enfrentan a situaciones nuevas (Baker ez 4/., 2000;
Garcia et al., 2011). Por tanto, estos matices no son observables en los anilisis estadisticos desarrollados.

Triangulando los resultados de los estudios cualitativos previos (Sdnchez-Matamoros ez al., 2006;
Garcia et al., 2011; Fuentealba et al., 2017) con los andlisis cuantitativos desarrollados, se verifica la
existencia de 3 subniveles anidados en el nivel de desarrollo trans (tabla 5).

Tabla 5.

Subniveles trans

Trans Caracterizacion

Identificado por el Cluster (subnivel 1)
Se establecen:

—  Coordinaciones entre procesos globales y puntuales que conectan f' con f" (Sinchez-Matamoros et al., 2006;
Garcia et al., 2011).

C —  Coordinaciones de dos o mds procesos y, también, su correspondiente reversidn (equivalencia légica).

— Relaciones entre derivabilidad y continuidad; por tanto, no existen dificultades en el tratamiento de las deriva-
das laterales y de los puntos conflictivos.

Existe:

— Sintesis de los modos de representacion.

B Igual al subnivel trans C y, ademds, se establecen relaciones indirectas entre derivadas sucesivas.

Igual al subnivel trans C y, ademds, se establecen relaciones directas entre derivadas sucesivas.

Subniveles inter

Con relacién al nivel de desarrollo inter, el andlisis confirma la existencia de 3 subniveles que hemos
etiquetado como inter A (subnivel2), inter B (subnivel 3) e inter C (subnivel 4). El primero de ellos,
corresponde a la caracterizacién subnivel inter (tabla 1), pero el andlisis indica que existen dificultades
para establecer las relaciones contrarias que vinculan los signos de f'y f" con f (reversién de pro-
cesos). Ademds, en este subnivel se establecen relaciones directas entre derivabilidad y continuidad. Adi-
cionalmente, su grafo implicativo mostré que el grupo de variables mds importantes es el conformado
por aquellas que vinculan la curvaturade f' conelsignode f" (¥, V}g). Esto es concordante con
andlisis de frecuencias y, ademds, indica que los elementos Es y Eg, tienen un papel fundamental en
la formacién de este subnivel.
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Igualmente, la caracterizacién de subnivel inter B es concordante con la del subnivel inter 1 (tabla
1). Ademids, al igual que en el subnivel inter A, existen dificultades para establecer relaciones de equi-
valencia légica y solo se construyen implicaciones directas, o conjunciones a partir de informacién
analitica. Por tanto, no hay sintesis de los modos de representacién, por ello existen bajos porcentajes
en las variables asociadas al uso de informacién grafica (V;, V)5 ). Asimismo, existen dificultades en el
tratamiento correcto de puntos conflictivos, lo cual se asocia con los problemas observados en el uso
de derivadas laterales. El andlisis implicativo de este subnivel informa que la variable ¥, vinculada
al elemento matemdtico Ej, es una de las mds importantes en su estructura, en conjunto con la V,,
que asocia varios elementos matemdticos (£, E,, Es, E,, E5, E¢ y Eg). Ambas variables ratifican
la existencia de dificultades en la interpretacién de la informacién gréfica.

El subnivel inter C, que completa la caracterizacion de subniveles inter, no habia sido identificado a
partir de los estudios cualitativos. Especificamente, corresponde a un subnivel inter de menor comple-
jidad, pues al igual que en el inter B, solo se establecen algunas relaciones de conjuncién e implicacién
directa, pero existen dificultades con el significado analitico puntual de la derivada y con la determi-
nacién de valores extremos y puntos de inflexién a partir de la informacién grifica. Ademds, el andlisis
implicativo indica que, tal como sucedia con los otros subniveles inter, la variable V| es una de las mds
importantes en su estructura, siendo acompanada por la variable V,;, que vincula varios elementos
matemdticos (£}, E,, E5, E,, E5, Eg y Ejy). Destacamos que ambas variables, al igual que en el
subnivel inter B, informan de la dificultad en el tratamiento de la informacién grifica.

Un aspecto importante en la estructura implicativa de estos 3 subniveles estd vinculado a la variable
Vs> que asocia la convexidad de f con el signo positivo de /. Esta es transversal en las 3 estructuras
implicativas, por tanto juega un papel primordial en la conformacién del nivel de desarrollo. La tabla
6 presenta la caracterizacion de los subniveles inter.

Tabla 6.

Subniveles inter

Inter Caracterizacion

Identificado por el Cluster (subnivel 4)
Existen dificultades para:
— Determinar valores extremos y puntos de inflexién a partir de informacién grafica.

— Construir reversiones de procesos que vinculan la monotonia y curvatura de f con los signosde f'y f", por
tanto no se establecen relaciones de equivalencia légica.

— Establecer las relaciones entre derivabilidad y continuidad.

C — Tratar los puntos conflictivos y las derivadas laterales.

— Interpretar informacién gréfica puntual y global.

Se establecen:

— Solo algunas relaciones de conjuncién e implicacion.

No hay:

— Relaciones entre 'y f".
— Sintesis de los modos de representacion.
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Inter Caracterizacion

Identificado por el Cluster (subnivel 3)

Existen dificultades para:

— Construir reversiones de procesos que vinculan la monotonia y curvatura de f* con los signos de f'y f", por
tanto no se establecen relaciones de equivalencia légica.

— Establecer las relaciones entre derivabilidad y continuidad.

— Tratar los puntos conflictivos y las derivadas laterales.

B — Interpretar la informacién gréfica global.

Se establecen:

— Valores extremos y puntos de inflexién.

— Relaciones de conjuncién e implicacién.

No hay:

— Relaciones entre 'y f".

— Sintesis de los modos de representacién.

Identificado por el Cluster (subnivel 2)

Existen dificultades para:

— Construir reversiones de procesos que vinculan la monotonia y curvatura de f con los signosde f'y f", por
tanto no se establecen relaciones de equivalencia légica.

— Conectar f' con f".

Se establecen:

A — Valores extremos y puntos de inflexién.

— Relaciones de conjuncién e implicacién.

— Relaciones entre derivabilidad y continuidad, por tanto no existen dificultades en el tratamiento de las deriva-
das laterales y de los puntos conflictivos.

Existen:

— Esbozos de sintesis de los modos de representacion, pero hay dificultades asociadas a la interpretacion de la

informacién gréfica.

Subniveles intra

Los subniveles 5 y 6 estdn anidados en el nivel de desarrollo intra, pero el subnivel 5 no fue caracteri-
zarlo debido a la baja cantidad de estudiantes clasificados en ¢él. Esto es consecuencia de las caracteristi-
cas propias de los participantes. Sin embargo, en funcién de la progresién en el desarrollo del esquema,
inferimos que este subnivel, etiquetado como intra A, estd en transicién hacia el inter C, por tanto su
caracterizacién es la del subnivel intra (tabla 2).

Por su parte, el subnivel 6, que hemos denominado como intra B, corresponde a un subnivel no
identificado anteriormente. En particular, en él se observan dificultades con el uso de la mayor parte
de las variables. Sin embargo, se establecen algunas relaciones légicas de conjuncién que permiten
determinar médximos locales. Ademds, se observa el establecimiento de algunas relaciones entre deriva-
bilidad y continuidad. Adicionalmente, su grafo implicativo informa que las variables mds importantes
son V,, V,, V), vy V), las cuales, en conjunto, se asocian a los elementos E|, E,, E;, E,, Es,
E¢, Eg, Eg y E|,. Esto confirma la dificultad existente para responder a las tareas propuestas en el
cuestionario.

Por otra parte, el tltimo subnivel de la tabla 1, que denominados intra C, no fue identificado por
el andlisis de Cluster. La tabla 7 presenta la caracterizacién de los subniveles intra.
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Tabla 7.

Subniveles intra.

Intra Caracterizacion

C | No fue identificado por el Cluster, pero su caracterizacion se corresponde con la del subnivel intra 1 (tabla 1).

Identificado por el Cluster (subnivel 6)

Existen dificultades para:

— Coordinar procesos tanto globales como puntuales, por tanto, en general, no se determinan valores extremos o
puntos de inflexién.

— Construir coordinaciones de procesos que vinculan la monotonia y curvatura de una funcién con los signos de f"'
y f", tanto de forma directa como contraria.

— Interpretar la informacién proporcionada en ambos modos de representacion.

— Tratar puntos conflictivos y derivadas laterales.

Se establecen algunas:

— Relaciones entre derivabilidad y continuidad.

— Relaciones de conjuncién.

No se:

— Considera f"' como funcién.

— Esboza correctamente una funcién a partir de la informacion gréfica proporcionada.

— Establecen relaciones entre f'y f".

— Observa sintesis de los modos de representacién.

Identificado por el Cluster (subnivel 5). No fue caracterizado por la infima cantidad de estudiantes clasificados en él.
La caracterizacién de este subnivel es la del subnivel intra 1 (tabla 1).

CONCLUSIONES

En este trabajo hemos identificado y caracterizado los 3 subniveles anidados en cada nivel de desarrollo
del esquema de derivada. En particular, para identificar todos los subniveles fue clave el uso de méto-
dos mixtos. Especificamente, se utilizaron dos métodos de andlisis estadistico cuyos resultados fueron
triangulados con los de estudios de cardcter cualitativo a fin de completar la identificacién de todos los
subniveles cuya existencia asegura la teorfa. Destacamos que los métodos estadisticos usados identifica-
ron solo 6 subniveles, de los cuales se caracterizaron 5. En este punto, subrayamos la importancia de los
estudios cualitativos previos, referentes a la tematizacion del esquema de derivada (Garcia ez al., 2011;
Fuentealba ez al., 2017), los que permitieron inferir y completar la caracterizacién de subniveles de de-
sarrollo pertenecientes al nivel trans. Igualmente, el trabajo previo que identificé algunos subniveles de
desarrollo (Sdnchez-Matamoros et al., 2006) permitié asociar los clusteres con los distintos subniveles
anidados en el nivel intra. Asimismo, los andlisis estadisticos desarrollados permitieron identificar un
nuevo subnivel de desarrollo anidado en el nivel inter.

Por otra parte, el andlisis implicativo informd sobre las variables dominantes en la estructura de los
5 subniveles analizados. Sin embargo, se requieren nuevas investigaciones que identifiquen qué varia-
bles son las dominantes en los restantes subniveles. En este mismo sentido, el andlisis implicativo mos-
tr6 que la variable V¢ es dominante en los 3 subniveles de desarrollo inter; por tanto es determinante
en el desarrollo y la transicién entre ellos. Asimismo, la informacién proporcionada por las variables
dominantes identificadas y sus elementos asociados debe tenerse en cuenta en el desarrollo de tareas
que permitan transitar de un subnivel a otro.
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The notion of derivative corresponds to a fundamental piece of knowledge for the development of any Cal-
culus course in various areas of science. Therefore, knowing how students construct and coordinate both the
punctual and global aspects of this concept, in the different modes of representation, is a valuable tool that can
serve as input for the construction of empirically-based instructional designs.

Several models have been developed or adapted from psychological and sociocultural theories that explain
how mathematical concepts develop in the mind of an individual (student). However, in this research, we con-
sider the cognitive model proposed by the aros theory, which states that the construction of a mathematical
concept requires four basic cognitive structures: action, process, object, and schema. A student can start to un-
derstand a concept thanks to the manipulation of previously constructed physical or mental objects in terms of
actions; as actions are internalized to form processes that are encapsulated in objects. Finally, actions, processes,
and objects can be organized into schemas that can have different levels of development (Arnon ez al., 2014).
Likewise, the theory states that each of the stages or levels contains sub-steps or sub-levels which follow the same
order and that one can only pass to another sub-level after completing the previous one. In this context, this
paper presents an analysis of the development of the derivative schema focused on the identification and charac-
terization of the different sub-levels of development located in each of the levels of the schema.

We used a questionnaire as our data collection instrument. It was composed of three tasks that had been
selected and/or adapted from previous research studies linked to the concept of derivative. These tasks involved
the use of mathematical elements of different nature —punctual and global— in different modes of representation
—analytical and graphic—. The questionnaire was applied to 103 university students with previous instruction in
Differential Calculus, who took, approximately, 90 minutes to complete.

This research adopted a mixed method of data analysis with an exploratory and confirmatory nature. Specifi-
cally, the 103 resolution protocols of the questionnaires were discretized from 27 variables previously established
and measured with a dichotomous scale. This way, we obtained a vector associated with each of the 103 resolu-
tion protocols, which allowed us to perform: (1) a cluster analysis to identify the sub-levels of development in-
cluded at each level, (2) an analysis of percentage frequencies of each of the 27 variables by sub-level, and, (3) an
implicative statistical analysis to identify the most critical variables in the underlying structure of each sub-level.
Likewise, the results were contrasted with previous qualitative research linked to the analysis of the development
of levels and sub-levels of the derivative schema.

The analysis developed in this research allowed us to identify and characterize three nested sub-levels of
development in the Trans, Inter and Intra levels of the derivative schema. However, the identification of these 9
sub-levels was only possible thanks to the triangulation of the statistical analysis developed here with the findings
of previous qualitative research work. In fact, the cluster analysis only allowed us to identify 6 of the 9 sub-levels
that the theory predicts and we could only characterize 5 of those 6 sub-levels. However, we highlight the poten-
tial of this model of analysis to identify and characterize levels/sub-levels of development of schemas of different
mathematical concepts.
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