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RESUMEN e Se describen procesos de argumentacién con énfasis en los argumentos analégicos,
surgidos cuando un grupo de estudiantes aborda un problema que puede ser resuelto tanto en la
geometria plana como en la del espacio. Para ello, en el marco de una metodologia cualitativa basada
en la realidad del aula, se emplea el modelo de Toulmin para tipificar los argumentos producidos y se
realiza un andlisis ontosemiético para describir la actividad matemdtica asociada. Los resultados per-
miten legitimar el uso de argumentos abductivos o analégicos en procesos de resolucién de problemas
(particularmente, de geometria del espacio) precisando la forma en que estos articulan y dinamizan
diversos objetos (conceptos, procedimientos, proposiciones) presentes en el proceso. Ademds, permi-
ten detallar las fases de una argumentacién por analogia mediante las configuraciones de los dominios
que involucra.

PALABRAS CLAVE: Tipos de argumentos; Configuracién ontosemidtica; Geometria del espacio

ABSTRACT e We describe the argumentation process, focusing on arguments by analogy, emerging
when a group of students addresses a problem that can be solved in both 2D geometry and 3D geome-
try. To this end, within a qualitative-naturalist methodology called classroom-based research, the Toul-
min Model was used to typify the arguments produced by students, and an ontosemiotic analysis was
carried out to describe the mathemartical activity associated. Outcomes legitimate the use of abductive
or analogical arguments in problem-solving processes (particularly, in 3D geometry) specifying the
way how they articulate and dynamize objects (concepts, procedures, propositions) present in that
process. In addition, we explain the phases of the argumentation by analogy through the relationship
between the domains involved in it.
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INTRODUCCION

En las Gltimas dos décadas la educacién matemdtica ha tenido un gran desarrollo investigativo en
torno a los tipos de argumentos inductivos, abductivos y deductivos que pueden estar involucrados en
procesos de ensefianza-aprendizaje (e.g., Mariotti, 2006; Pedemonte, 2007; Boero, Douek, Morselli
y Pedemonte, 2010; Arzarello, Bartolini-Bussi, Leung, Mariotti y Stevenson, 2012). Sin embargo,
como senalan otros autores (e.g., English, 2004; Reid y Knipping, 2010; Lee y Sriraman, 2011), no
ha pasado lo mismo con respecto al argumento por analogfa. Afirman que el término analogia aparece
usualmente en tres contextos diferentes pero relacionados: 1) la resolucién de problemas (Polya, 1954),
donde son comparados dos problemas similares para poder abordar uno (el problema nuevo) a partir
de sus similitudes con el otro (ya conocido); 2) los procesos de ensefianza donde, desde un punto de
vista pedagogico, se valoran las comparaciones como una manera para describir lo «desconocido» en
términos de algo conocido, y 3) procesos argumentativos donde una analogfa se utiliza como medio
para establecer inferencias a partir de la comparacién que sugiere.

Dada la importancia que la analogia tiene en la actividad matemadtica (Polya, 1954) y el efecto
que tiene el proceso de argumentacion por analogia en el desarrollo del pensamiento 16gico (English,
2004) y en la construccién del conocimiento cientifico (Juthe, 2005; Perelman & Olbrechts-Tyteca,
1989), este articulo tiene la intencién de estudiar dicho proceso en el contexto de un curso univer-
sitario de geometria del espacio. Especificamente, el objetivo de este articulo es describir procesos de
argumentacidn, especialmente por analogia, que emergen cuando un grupo de estudiantes se involucra
en la solucién de un problema que puede ser resuelto tanto en el contexto de la geometria plana como
en el de la geometria del espacio. Concretamente, la pregunta que orienta la investigacion es: ;Cémo
procesos argumentativos, principalmente por analogfa, articulan conceptos, procedimientos y propo-
siciones, al resolver un problema? Proveer respuestas permitiria legitimar el uso de ciertos argumentos
(abductivos o analdgicos, no solo deductivo-formales) a través del dinamismo de los objetos involucra-
dos en la argumentacion correspondiente durante la resolucién de un problema. Con ello, abordar la
dicotomia formal-informal en el proceso ensefanza-aprendizaje de las matemdticas (Mariotti, 2006;
Arzarello, Bartolini-Bussi, Leung, Mariotti y Stevenson, 2012) en un contexto poco explorado como
la geometria del espacio.

El texto se estructura como sigue: primero, presentamos el marco conceptual del estudio; en él
exponemos la conceptualizacién para argumentacion, argumento y su tipologfa empleando el mo-
delo de Toulmin (2003), ademds de las fases para un proceso de argumentacién por analogfa. Dado
que un proceso de argumentacién implica la organizacién de una cierta actividad matemdtica, luego
indicamos una herramienta del enfoque ontosemiético (EOS) que permite analizar dicha actividad
(Godino, Batanero y Font, 2007; Font, Godino y Gallardo, 2013); esta herramienta nos permite ver
con mayor nitidez cémo los objetos matemdticos primarios (problemas, conceptos, procedimientos,
proposiciones, lenguajes) son articulados por los procesos argumentativos implicados en tal actividad.
Luego describimos la metodologfa, bdsicamente cualitativa, empleada para llevar a cabo el estudio.
Enseguida, exponemos el andlisis de la actividad de los estudiantes de acuerdo con la metodologia y las
herramientas teéricas descritas. Finalmente, presentamos las conclusiones que responden a la pregunta
orientadora del estudio.

MARCO CONCEPTUAL

Esta seccién se compone de tres secciones: la primera presenta la definicién de argumento empleada en
este articulo y una tipologfa de argumentos estructurados con el modelo de Toulmin (2003). Dado el
interés especial de este reporte, siguiendo las ideas de Juthe (2005) y Steinhart (2001), en la segunda
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seccién se presenta una conceptualizacién de analogia y de argumento por analogia; ademis, se expo-
nen las fases del proceso que lleva a un argumento de ese tipo. Luego, se describe la propuesta del
EOS (Godino, Batanero y Font, 2007; Font, Godino y Gallardo, 2013) para el andlisis de la actividad
matemdtica en términos de pricticas y de objetos primarios activados en ellas; con ello, se aporta una
herramienta para precisar los objetos primarios que se articulan en procesos de argumentacién.

Argumento y tipologia de argumentos

Asumiendo una postura sociocultural, entendemos por argumentacion un proceso colectivo o indivi-
dual que, de acuerdo con reglas compartidas, apunta a una conclusién mutuamente aceptable acerca
de la veracidad o falsedad de una asercién o accién (Mariotti, Bartolini Bussi, Boero, Ferri y Garudi,
1997; Boero, 1999; Boero, Douek, Morselli y Pedemonte, 2010), o a la bisqueda de la toma de una
decisién (Krummbheuer, 1995). En este sentido, un argumento es un discurso oral o escrito producto
de dicho proceso que se compone de tres elementos bésicos (Toulmin, 2003): la asercién (A) o punto
de vista pronunciado por alguien, los datos (D) que soportan la asercién A cuando esta es desafiada y
la garantia (G) que presenta la incidencia de los datos D en la asercién A, cuando se desafia la forma
en que D puede ser conectado con (o soporta) A. La garantia G puede ser expresada por un principio
o una regla general que autoriza el paso de D a A. Un argumento puede ser tipificado por alguna de las
siguientes formas: inductivo, abductivo, deductivo, o por analogia (Reid y Knipping, 2010). Tal como
sugieren varios autores (Pedemonte, 2007; Boero, Douek, Morselli y Pedemonte, 2010; Conner, Sigle-
tary, Smith, Wagner y Francisco, 2014; Krummbheuer, 1995; 2015; Knipping y Reid, 2015) usamos el
modelo de Toulmin —concretamente la forma en que se relacionan A, D y G- para describir cada uno
de dichos tipos de argumento. Seguimos, principalmente, la idea de Pedemonte (2007):

En un argumento deductivo se aplica una proposicion general (G) conocida(r tp—> q) a unos datos
(D) dados (p,: particularizacién de p), para inferir necesariamente la asercién (A) (g,: particularizacién
de g. El esquema del argumento es (p, A7) — ¢, (figura 1).!

’ p; | entonces I q, I
|
Ya que

|
\ D —q I

Fig. 1. Modelo de Toulmin para argumento deductivo.

En un argumento abductivo la proposicién particular (A) que se tiene se refiere a un hecho observa-
do g,(caso de g), y se cuenta con la proposicién general 7: p — g (G). Se infiere que es posible el hecho
2,» caso de p (D). El esquema del argumento es(g, A 7)——> p, (figura 2). La inferencia asi obtenida es
de indole provisional y plausible.?

1. Se presenta, en un cuadro en negrilla, lo que se infiere en cada tipo de argumento.
2. Indicamos esto en el esquema con el simbolo « y en el diagrama con el borde punteado.
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[ ———— —— — —
1 P, 1 entonces l q,
__________ |
Ya que
|
rp—>gq ‘

Fig. 2. Modelo de Toulmin para argumento abductivo.

Para argumento inductivo en el que la generalizacion se focaliza en la regularidad de resultados® se tie-

nen 7 casos (p, A q,),"* ~,(pn A qn) (D), donde las p, son casos de p y para las cuales se satisface una pro-
piedad g, instanciaciones respectivas de g (A). Se infiere que es posible generalizar los resultados a través
de una proposicion general 7:p — g (G). El esquema del argumentoes (p, Aq,) A---A(p, Aq,)—— 7
(figura 3). La inferencia serfa valida si la proposicién coexiste con todos los casos de .

\ PG —

‘ P2 N\ Gs

Ii
\ Ps/:\Q3 ]
—

| Pa A dn

Fig. 3. Modelo de Toulmin para argumento inductivo sobre resultado.

Argumento por analogia

Una analogia se concibe como las similitudes resultantes de la comparacién entre las estructuras de
dos sistemas (English, 2004; Juthe, 2005; Perelman y Olbrechts-Tyteca, 1989; Polya, 1954; Conner,
Sigletary, Smith, Wagner y Francisco, 2014). Dichos autores asumen la caracterizacién cldsica segtin la
cual una analogia se refiere a una relacién proporcional que involucra cuatro términos y que se expresa
mediante la proposicion (a): p'es a q' como p es a q. Basindose en lo anterior, Steinhart (2001) y Juthe
(2005) plantean una descripcién mds precisa que enuncian de la siguiente manera: Sean dos dominios
(objetivo O y fuente F). La proposicién « implica los elementos p'y g'en O, p y g en F; vy una funcién
f; mediante la cual (i) p"y ¢'son las respectivas imdgenes de p yg; y (ii) la relacién « p’es a g5 en O es
la imagen de la relacién «p es a ¢» en E Asi, una analogfa es una terna (F, O, ]fl ) en la cual O y F tienen
estructuras similares segtin f.

Con lo anterior, se tiene un contexto para precisar que, mediante un argumento analdgico, se pre-
tende inferir la estructura de un O mediante una comparacién con un F sugerida por una analogia «
(Steinhart, 2001; Juthe, 2005; Reid y Knipping, 2010; Conner, Sigletary, Smith, Wagner y Francisco,
2014). En particular Conner y sus colegas usan el modelo de Toulmin para caracterizar tal argumento
indicado como dato la estructura de ¥, como garantia la analogia y como asercion la estructura de O
(véase figura 4). No obstante, consideramos prudente seguir la idea de Juthe (2005) para caracterizar

3. Otra forma de argumento inductivo es aquel fundamentado en la generalizacién sobre el proceso. Para mayor detalle,
véase Pedemonte (2007).
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la estructura de dicho tipo de argumento. Esto, porque precisa con mayor detalle los elementos que
intervienen en él; en consecuencia, permite reinterpretar la propuesta de Conner y sus colegas: Sean
dos dominios F y O, el segundo menos conocido que el primero. Un argumento por analogia tiene la
siguiente estructura: (i) g, ¢'en O. (ii) py g en F y la relacién «p es a ¢g» en E (iii) Los elementos de F
contrapartes mediante , de los elementos de O; y la relacién « es a en F contraparte de «p'es a g% en
O. Por lo tanto, (iv) « p"es a ¢"en O. Usando el modelo de Toulmin, interpretamos a (i) y (ii) como
los datos del argumento, a (iii) como su garantia (analogia representada con f) y a (iv) como la asercion
correspondiente (figura 5).

Dato: Estructura F entonces Asercion: Estructura O
(Caso/regla/resultado) | (Caso/regla/resultado)
Ya que
|
Analogia

Fig. 4. Modelo de Toulmin para argumento por analogia propuesto por Conner, ez al. (2014).

= - = = ="
I ‘(pf esaq’,’ enO I

p,qen F;, “p’ esag”’enF entonces
p,qen0O |
Ya que
I

a:p'esaq comopesaq
@', q’, “p’ es a g imégenes
respectivas de p, q, “pesaq’

mediante f,)

I}

Fig.5. Modelo de Toulmin para argumento por analogia.

Fases del proceso de argumentacién por analogia

Steinhart (2001) identifica tres fases en el proceso de argumentacion por analogia: de acceso, de corres-
pondencia y de trasferencia: la fase de acceso se inicia con la precisién de un O vy tiene el propésito de
identificar candidatos (F , ..., F ) para ser dominios fuente, que son potencialmente andlogos con O.
Se buscan elementos y relaciones viables que generen, metaféricamente, un isomorfismo entre O y E

La fase de correspondencia consiste en producir la funcién £, que preserve en O la mayor parte de la
estructura del dominio F como sea posible; es decir, busca generar analogfas (2) y con ellas garantizar,
metaféricamente, un isomorfismo entre ambos dominios.

En la fase de transferencia se usan las analogias generadas en la fase anterior y se interpretan en
términos de O. Para ello, es necesario mover el conocimiento adquirido de las relaciones en F y po-
nerlo en juego en O; esto, con miras a realizar inferencias analdgicas (crear nuevas proposiciones no
necesariamente validas) en O. Estas nuevas proposiciones (p"es a ¢) pueden generarse de dos formas
bajo £: (i) si la relacion «es a» ya existe en O, mediante una simple sustitucién de (p, g) por (p', ¢). O
(i) si dicha relacién no existe en O, mediante la generacién de una relacién que puede ser la misma
(0 una similar) en el dominio F; hecho esto, se sigue (i). Esta fase produce el argumento por analogia
descrito en la figura 5.
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Objetos primarios en la prictica matemdtica

El EOS supone que la matemdtica es una actividad humana, y que las entidades u objetos involucrados
en esta actividad emergen de las acciones y el discurso a través del cual se expresan y comunican (Font,
Godino y Gallardo, 2013). Este enfoque propone una ontologia de los objetos matematicos derivada de
la prdctica matemdtica. Se consideran seis objetos matemdticos primarios que pueden emerger de dicha
préctica: (i) Elementos lingiiisticos: términos, expresiones, graficas, etc., en sus diferentes registros (escri-
tos, orales, etc.). (ii) Situaciones/problemas: tareas, ejercicios, ejemplos, etc. (iii) Conceptos/definiciones:
introducidos por medio de definiciones o descripciones, explicitas o no (recta, punto, mediatriz, etc.).
(iv) Proposiciones: declaraciones sobre conceptos. (v) Procedimientos: algoritmos, técnicas de cdlculo,
etc. Y (vi) Argumentos: discursos utilizados para validar o soportar proposiciones y procedimientos.
Estos son producto de un proceso de argumentacién que da significado, organiza y relaciona entre
si objetos matemdticos primarios cuya organizacidon constituye una solucién a un problema. Estos
objetos forman configuraciones (figura 6) que pueden ser consideradas cognitivas —vista desde la pers-
pectiva del estudiante— o epistémicas —vista desde una perspectiva institucional- (Godino, Batanero y
Font, 2007).

[ SITUACIONES PROBLEMA ]

)
g
E
§ DEFINICIONES (CONCEPTOS)
% PROCEDIMIENTOS
z \ /
] s ~
% PROPOSICIONES
= \ J
—

—/

Conforman :
Articulan,

explican

[ ARGUMENTOS ]

Fig. 6. Objetos primarios y relaciones de una configuracién ontosemidtica.

Para el estudio, nos interesa precisar cémo un proceso de argumentacién articula objetos que con-
forman la configuracién de la cual forma parte el argumento. Para el caso del argumento por analogia,
tal como se planted anteriormente, se necesita considerar dos configuraciones. Por tanto, vemos viable
utilizar la herramienta de configuracién ontosemidtica propuesta por el EOS de una manera similar
a como fue empleada para describir los procesos metaféricos que tienen lugar en la prictica matema-
tica’ (Rondero y Font, 2015). Dado que una metéfora explicita una proyeccién de F en O, es decir,

4. Esto tiene sentido dada la relacién existente entre una metdfora y una analogfa: una analogfa «A esa B como C esa D» se
puede condensar en una proposicién metaférica de la forma «A es el C de B» o sencillamente «A es C» (Perelman y Olbrechts-
Tyteca, 1989: 611). En otras palabras, es posible concebir una metéfora como una versién condensada de una analogfa.
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una proyeccién de configuraciones de F en configuraciones en O, concebimos que, similarmente,
podemos usar esta herramienta para concretar como la ]i relaciona F con O (i.e., relaciona los objetos
de las respectivas configuraciones) y precisar las posibles inferencias del argumento por analogfa. Asi,
nos permitirfa describir con objetos concretos, las fases del proceso de argumentacién por analogia
propuestas por Steinhart (2001).

METODOLOGIA

Los andlisis reportados forman parte de un estudio mds amplio. Uno de los objetivos de dicho estudio
consistié en precisar los tipos de argumentos que emergen de la prictica matemadtica regulada por cier-
tas normas, surgida en un curso universitario de geometria del espacio que se fundamenta en la reso-
lucién de problemas y el uso de entornos de geometria dindmica (EGD). El curso estaba conformado
por 31 estudiantes y ubicado en el tercer semestre de un programa de formacién inicial de profesores
de Matemdticas. Los estudiantes habian tomado un curso previo de Geometria Plana en el cual ya
habian experimentado una metodologia basada en la resolucién de problemas y uso de EGD. Para este
reporte se tomaron en cuenta los registros escritos, videograbados y audiograbados (43 minutos de una
sesién de clase, 32 minutos de la entrevista) correspondientes a uno de los grupos de estudiantes (con-
formado por Andrés, Brayan y Jefferson). El estudio se enmarca en una tradicién naturalista-cualitativa
(Moschkovich y Brenner, 2000) y emplea como estrategia una investigacion basada en el aula (Kelly
& Lesh, 2000). La profesora no participé del equipo investigativo y los investigadores hicieron una
observacién no participante; esto, porque se queria recabar sobre las préicticas que emergian en la clase
de forma que estas fueran lo mds genuinas posible. De acuerdo con tal estrategia, las etapas llevadas a
cabo fueron las siguientes:

— Etapa I. Dado que esta estrategia postula que la fundamentacién teérica, la seleccién del fené-
meno y del escenario se van desarrollando una en relacién con la otra, en primera instancia se
precisaron el propésito del estudio (antes descrito), el escenario en el cual este se llevaria a cabo
(antes mencionado) y los fundamentos tedricos que fueron ilustrados previamente. Con estos
tltimos se pretendia tener un referente con el cual identificar tipos de argumentos, fases del
proceso de argumentacién por analogia y otros objetos emergentes de practicas matemdticas de
los estudiantes cuando abordaban las tareas propuestas por la profesora.

— Etapa II. Se llev6 a cabo el proceso de recoleccién de datos. Para ello, fueron dispuestas tres
videograbadoras en el aula de clase: una que registraba a la profesora, el tablero y la pantalla del
televisor que proyectaba el EGD usado (Cabri ii Plus o Cabri 3D); otra que registraba frontal-
mente a todos los estudiantes; y una tercera que registraba toda el aula, tanto a la profesora y
estudiantes, como el tablero y la pantalla del televisor. Cuando los estudiantes debian resolver
un problema (por grupos de tres), las Gltimas dos cdmaras registraban, cada una respectivamen-
te, la actividad de un grupo de estudiantes y el computador que usaban. Fueron grabadas 26
sesiones de clase, cada una con una duracién de 120 minutos. Asi mismo, fueron fotocopiadas
las producciones de todos los grupos y realizadas entrevistas audiograbadas postclase, tanto a los
estudiantes como a la profesora, para complementar la informacién. Para estas entrevistas, los
investigadores mostraban fragmentos de videos de los estudiantes o la profesora, segin el caso,
para que ellos fueran estimulados a evocar lo sucedido en el momento registrado (Mackey &
Gass, 2005). Los registros fueron trascritos posteriormente. Para este reporte, los datos tenidos
en cuenta fueron producto del abordaje de la siguiente tarea:
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Para responder las siguientes preguntas, deben usar Cabri 3D. La tarea no es solo responder las
preguntas sino también realizar un reporte completo en el que incluyan para cada numeral la
siguiente informacion:

i) El proceso de construccién de los objetos involucrados en la situacién.

ii) El proceso de exploracién que llevé a cabo (por ejemplo, qué medidas tomd, qué arrastré —objeto
o caja de cristal-, en qué se fij6 cuando arrastré tal objeto —o caja de cristal-, si redefini6 algtin
objeto, etc.).

iii) Una conjetura que responda a la pregunta del problema.

iv) La demostracién de la conjetura (nicleos y pilares).

Problema Sean AByCD dos segmentos congruentes. ;Es posible determinar un punto de forma tal

que A ABE'y ACDE sean congruentes?

Vale decir que la profesora pretendia que los estudiantes resolvieran el problema en dos domi-
nios, geometria plana y geometria del espacio, indicando que AB y CD pueden ser coplanares o
alabeados. Pretendia que los procedimientos de solucidn llevaran a establecer, respectivamente,
que E es M-nM;, o un punto de 2 =B B;’. Esperaba que ellos evocaran conocimien-
tos previos para que, deductivamente, propusieran los respectivos procedimientos de construc-
cién. No contemplé que los estudiantes aludieran a una analogfa para abordar el problema en
un domino, con base en una solucién propuesta para el otro.

— Etapa III. Se emplearon los elementos teéricos como herramientas analiticas para abordar los
datos trascritos: (i) El modelo de Toulmin (2003) para precisar los argumentos (y su tipo) en la
préctica de los estudiantes. (ii) Las fases para un proceso de argumentacién por analogia pro-
puestas por Steinhart (2001). (iii) La configuracién de objetos propuesta por el EOS para hacer
un andlisis ontosemidtico (Pino-Fan, Godino, & Font, 2018) con el cual describir los objetos
primarios activados en (o emergente de) dicha practica y cémo estos se articulan por los argu-
mentos.

ANALISIS Y RESULTADOS

Analizamos la actividad matemdtica de un grupo de tres estudiantes cuando abordan la tarea propuesta
por la profesora. Tendremos interés en los procesos de argumentacién (y los argumentos) producidos
por ellos, con miras a determinar cémo estos articulan los objetos primarios activados o emergentes de
sus practicas. Para ello, ponemos en juego los referentes conceptuales descritos.

Como evidencia, presentamos fragmentos de la trascripcién relativos a momentos especificos de la
practica matemdtica de los estudiantes. Cuando sea necesario, con el 4dnimo de complementar y ganar
precisién en la actividad de los estudiantes, exponemos fragmentos de la trascripcién de la entrevista
del momento correspondiente. En relacién con su actividad, vale decir que ellos dieron respuesta a los
items iy iii de la tarea propuesta: no reportaron una exploracién porque a su criterio no la hicieron,
solo hicieron el proceso de construccién; y no hicieron una prueba de su solucién porque el tiempo
no les resultd suficiente.® No obstante, a partir de la entrevista, se pudieron ver diferentes argumentos
deductivos que se pueden interpretar como pruebas de algunos de los resultados obtenidos por ellos.

5. Bﬁ es la notacién para el plano mediador de Xy , nombre formal con el cual se indica al plano perpendicular a un
segmento por su punto medio. A su vez, M= es la notacién simbélica que indica la recta mediatriz del XY .

6. De hecho, no hubo grupos de estudiantes que reportaran una prueba formal a sus conjeturas. En la puesta en comun, la
profesora comenté que los estudiantes se concentraron en hacer exploraciones y producir conjeturas mds que en producir las
pruebas respectivas.
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La actividad de los estudiantes se puede dividir en seis momentos concretamente: (i) Lectura de la
tarea e interpretacion de esta [1,6].7 (ii) Propuesta de solucién: una esfera [7,14; 45; 54]. (iii) Proceso
de construccién de los segmentos dados (ABy CD congruentes) de forma tal que no sean coplanares
[15,27]. (iv) Reporte verbal a la profesora de tal proceso [28,44]. v) Propuesta de solucién: poner un
punto E’ aleatorio [45,52]. (vi) Propuesta de solucién: planos perpendiculares [53,55,80]. Dada la
extensién de un escrito como este, fueron escogidos los momentos ii y vi para ilustrar el anilisis; esto
por cuanto en ellos las propuestas de solucién tuvieron algin desarrollo y, en consecuencia, fueron
producidos argumentos en mayor medida. Especialmente, concentramos la atencién en la tltima pro-
puesta de solucién (basada en una analogfa) que, entre otras cosas, fue el momento que tuvo mayor
extension en la actividad de los estudiantes. Resaltamos que, en términos del EOS, dichos momentos
se pueden concebir como las practicas matemadticas que llevaron a cabo los estudiantes durante su acti-
vidad. Solo haria falta indicar la relativa a la realizacién del reporte escrito de su produccién, trasversal
en toda su actividad. A continuacién, presentamos el andlisis de los momentos citados. En ellos, se
usan los cédigos L, C, Pr, Pp, Ab, Ad y Aa para indicar, respectivamente, objetos lenguaje, concepto,
procedimiento, proposicién, argumento abductivo, argumento deductivo y argumento por analoga.

Momento ii: Esfera como propuesta de solucién —argumentos abductivos y deductivos—

Tras leer el problema, Brayan, a raiz de su interpretacién del problema, ha propuesto una solucién. La
trascripcién correspondiente es la siguiente:

7 Brayan  DPues, hallando una esfera ;no?
8 Jefferson Vamos haciendo y pues vamos mirando.
9 Brayan  Pero recopilemos ideas.
10 Jefferson Pues abra un archivo.
11 Brayan  Pongdmoslo [se refieren al computador] en la mitad [le pasa el computador a Jefferson].
12 Jefferson Bueno, bueno.
13 Andrés  Hay que ponerlos en un plano [se refiere a los dos segmentos]. Son dos esferas.
14 Brayan  Esun punto que equidista en los extremos de los segmentos.

45 Brayan  Entonces, hay que encontrar un punto que equidiste de los extremos de los cuatro puntos.

54 Brayan  ;No es equidistante con estos cuatro puntos, y tenemos el criterio lado, lado, lado?

Brayan concibe que la solucién al problema consiste en encontrar un punto (el £ solicitado) de
manera que equidiste de los extremos de los segmentos dados (AB y CD) [14, 45]. Teniendo eso
en mente, propone como solucién al problema una esfera. No obstante, tal como se observa en la
trascripcion, él no precisa las condiciones de tal esfera ni cémo la usaria para solucionar el problema.
Tampoco, por qué concibe que el punto solucién es uno que equidiste de los puntos 4, B, Cy D. Con
el 4animo de tener informacidn sobre estos asuntos y complementar la configuracién (cognitiva en este
caso) de la actividad de Brayan, le fue realizada la primera parte de la entrevista (tabla 1). Para facilitar
la lectura, adyacente a la trascripcion de tal entrevista exponemos el andlisis asociado a las respuestas
del estudiante. El entrevistador [Ent] reproduce el video hasta que Brayan pronuncia la linea 45.

7.  Entre paréntesis rectangulares se ponen las lineas (intervenciones numeradas de los estudiantes) de la trascripcién que
corresponden a los momentos. La trascripcién tiene un total de 80 intervenciones.
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Tabla 1.

Trascripcidn y andlisis entrevista parte 1

Trascripcion

Proceso de argumentacion y andlisis ontosemidtico

Ent

¢Por qué se te ocurrié esa
idea?

Brayan

Es que como se pedian
tridngulos congruentes,
entonces podriamos hacer
una esfera que contuviera los
cuatro puntos...

Ent

¢Cudles puntos?

Brayan

Los extremos de los
segmentos dados, los
congruentes... Los puntos 4,

B, Cy D.

Ent

Y la solucién al problema,
scudl serfa?

Brayan

El centro de la esfera.

Brayan produce un argumento abductivo (Abl) en [2], cuya in-
ferencia (o dato) es la proposicion Ppl: existe una esfera que con-
tenga los puntos A, B, C y D, y su asercion es Pp2: la congruencia
de los tridngulos en cuestion (figura 7). En la préctica, la inferencia
del argumento se convierte en un procedimiento de construccién
que podria solucionar el problema (Prl: hacer una esfera con esas
condiciones).

P ——————
I Ppl: Esfera que

e | Triangulos congruentes
Icontiene los puntos I entonces i °

[Pp2: ACDE =

\
Il 4BCD 1
a que AABE
LAB.Cc. Do E] | TR “1"9 ]

Pp3: Si una ®X contiene puntos P, @, R, S, entonces
APQX =~ ARSX

Fig. 7. Abl de Brayan

El entrevistador continta la reproduccién del video hasta la linea 54:® Al pausar el video, tiene lugar
el siguiente didlogo (tabla 2):

Tabla 2.

Continuacién trascripcién y andlisis entrevista parte 1

Proceso de argumentacion y andlisis ontosemidtico

Trascripcion
Ent sPor qué haces esa pregunta?
sCudl era tu intencién con
ella? [dirigiéndose a Brayan]
Brayan | Es que yo pensaba que, al

tener un punto, el centro de
la esfera, pues equidista de

los cuatro, 4, B, Cy D.Y asi
por lado lado lado [criterio de
congruencia], los tridngulos
serfan congruentes y ya.

Para argumentar que el centro de una esfera que contenga los pun-
tos A, B, C, D seria la solucién al problema, en [8] Brayan propone
dos argumentos deductivos (Ad1, Ad2) —figura 8-

Ppl: Esfera que Pp4: Su centro
contiene puntos 4, | erionces equidista de
B GD Ya Ique iy by Gl
[A,B,C,D c® E| l [EA=EB=EC=FED)

C1: Definicién de esfera [Garantia no explicitada] ‘

Pp4: Su Centro
equidista de S e
entonces
A B, C D \
EA=EB=EC=ED), Ya que
(C4)AB = CD [Dado) [

Pp2: Tridngulos
congruentes
[ACDE = AABE]

Ppb: Criterio de congruencia lado-lado-lado

Fig. 8. Adl y Ad2 de Brayan

8.

102

:No es equidistante con estos cuatro puntos, y tenemos el criterio lado, lado, lado?
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Trascripcion Proceso de argumentacion y andlisis ontosemidtico

9. | Ent Pero no hicieron la esfera que | Brayan explicita en [11] por qué no construyeron la esfera pro-
tl pensabas. .. [dirigiéndose | puesta por él como solucién al problema. Bisicamente esto ocurre
a Brayan|] dado que Jefferson propuso otra idea de solucién.

En [15], Andrés explicita una refutacién a la solucién propues-
ta por Brayan: No es necesario que dos parejas de lados corres-
y AB congruentes [lineas 23 pondientes sean congruentes entre si, esto es, tener cuatro lados
a43]. congruentes, para que dos tridngulos sean congruentes (Pp6:). Es
suficiente que los lados correspondientes de los dos tridngulos sean
congruentes entre s, para inferir su congruencia (Pp2).
Interpretamos que Andrés y Jefferson proveen una refutacién —re-
buttal en términos de Toulmin (2003, pdg. 94)— al argumento Ab1
provisto por Brayan. Si bien, Brayan propone una solucién plausi-
[Brayan se ausenta de la ble al problema, sus compafieros conciben que esta es una solucién
entrevista] particular, que impone condiciones no necesarias.

14. | Ent ¢Y ta [dirigiéndose a Andrés]
por qué decias que la esfera
no servia?

10. | Andrés | No. Otra. La que se us6 para
construir los segmentos CD

11. | Brayan | Es que Jefferson hizo un
punto £'y queria ensayar
varios casos a ver si se podfa
solucionar el problema.

15. | Andrés | Ah, luego discutimos [se
refiere a una discusién que
tuvo con Brayan después de
que la clase acabd]. Es que
él [Brayan] queria que los
cuatro [puntos] equidistaran
del punto [E], y nosotros
[Andrés y Jefferson] decfamos
que solo se necesitaban
dos... Dos segmentos, lados
correspondientes y los otros
dos correspondientes.

Ent Ah, no todos los segmentos
congruentes.

Andrés | Si, sino de dos en dos.

La entrevista realizada pone de manifiesto las pretensiones de Brayan al proponer como solucién
construir una esfera que contenga los puntos A, B, C'y D (Prl), y coémo sus argumentos (y el pro-
ceso de argumentacion respectivo) articulan los objetos de su configuracién: Ante la pregunta del
entrevistador ;Por qué se te ocurrié esa idea?, el estudiante alude a un argumento abductivo (figura
7) para inferir un dato (Pp1l) que provee un objeto (concepto/definicién esfera —C1-) til para so-
lucionar el problema. Luego, con el objetivo de argumentar que el objeto concepto centro de esfera
(C3) presente en Pp1 solucionaria el problema (esto es, demostrar Pp3: Pp1—Pp4 empleado como
garantia en Abl), Brayan mransforma Abl en dos argumentos deductivos (figura 8). En ellos, el es-
tudiante usa como garantias C1 (definicion de esfera) y la Pp5, respectivamente. Finalmente, Andrés
explicita una refutacién al Abl, mediante la conjuncién de dos objetos proposicién, Pp6 y Pp5. La
figura 9 sintetiza la configuracién cognitiva (principalmente asociada a Brayan) articulada por los
argumentos citados.
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PROBLEMA: Sean A5 v 1) dos segmentos congruentes. ;Es posible determinar un punto E de
forma tal que AABE v ACDE sean congnientes?

- ~
PROCEDIMIENTO ARGUMENTOS
Prl: Construir una esfera que R ———
contenga A, £, (", [ FP' Esfera (C1 :'-I Triangulos
- <, que contieng .II:'S I entonees congruentes (C3)
3 DEFINICIONES (CONCEPTOS) |P_L”“05 4.5, f L 1 | [Pp2: ACDE =
!:. 1 Esﬂ:rn; I ."" B : Des I Ya F]IJL‘ AA .‘J’f.]
s (C2: Centro de Esfera; R 2 I
? C3: Congruencia de Triangulos;
a Cd: Congruencia de Segmentos; Pp3: Si una @\ contiene puntos P, O, K. &,
-] C5: Equidistancia entonces APRQY = ARSY
= soporta
E r . |
5 PROPOSICIONES Pero
E Ppl: Esfera que contiene puntos |
= A B CD Pp6: Mo es necesario que dos parejas de lados
B Pp2: ACDE = AABE correspondientes sean congruentes entre si,
= Pp3: Siuna X contiene puntos para que dos triangulos sean congruentes
=z PO R S, entonces
= APQX = ARSX
Pp4: Centro de la estera equidisti{| | pp1: Esfera
ded. B.C.D que contiene . Pp4: Su centro
) Pp5: Criterio de congruencia puntos A, B, | “torers b equidista (C3) de
lado-lado-lado .0 . ABC D
Ppo: No es necesario que dos [A.B.C.De Ya que [EA=EB=EC=ED)
pargjas de lados correspondiente: ®E|
sean congruentes entre si, para
que dos tridngulos sean C1: Definicion de esfera [Garantia no
congruentes. .
\ explicitada]

Pp4: Su Centro Pp2:
equidista de entonees | Triangulos
AB,C D | pongruentes
FA=EB-EC-ED) | vaque |[ACDE =
AB = CD(C4) I AABE]

Pp5: Criterio de congruencia lade-ladodado

Fig. 9. Configuracion cognitiva articulada con argumentos, respecto a la primera propuesta de solucién.

Momento vi: Planos mediadores como propuesta de solucién
—argumento por analogia y deductivo—

Andrés propone su procedimiento de solucién y le indica a Jefferson (quien estaba manejando el com-
putador con el software Cabri 3D) qué objetos construir. Los estudiantes ya tienen construidos los y
alabeados y congruentes. Andrés ha estado mirando el enunciado del problema en la hoja que les fue
entregada, mientras sus compaferos proponian sus ideas. Presentamos la trascripcién de la interaccién
que corresponde a ese momento:
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53 | Andrés Higase el plano... o sea...
55 | Andrés Si. Ahora haga el segmento AC y el punto medio de AC [se dirige a Jefferson].
56 | Jefferson AC?
57 | Andrés Si.
58 | Jefferson Para qué?
59 | Andrés Luego haga el plano perpendicular AC, para no... En el plano.
60 | Jefferson Espere, espere, yo estoy haciendo eso [el punto medio de AC ], pero spara qué?
61 | Andrés Para que equidiste.
62 | Jefferson [Construye el y su punto medio]
63 | Brayan Ahora, el plano perpendicular.
64 | Andrés El plano perpendicular.
65 | Jefferson Por este punto [sefiala el punto medio del y hace la respectiva construccién empleando la herramien-
ta plano perpendicular (figura 10)].
Sy
Fig. 10. Diagrama dindmico de plano mediador de AC .
66 | Andrés Si, por ese punto
67 [Andrés reporta por escrito lo que llevan hecho].
68 | Andrés Ahora haga lo mismo con D y B.
69 | Jefferson ;ConDyB?
70 | Andrés Si, claro, haga lo mismo.
71 | Jefferson ;Y ahf qué, igual? ;Punto medio y un plano?
72 | Andrés Si, igual punto medio y un plano, y la interseccién entre los dos [se refiere a los dos planos construi-
dos] es una recta.
73 | Jefferson Punto medio y un plano perpendicular a este segmento, por este punto [Verbaliza mientras hace la
respectiva construccién del plano perpendicular al BD por su punto medio (figura 11)].
Fig. 11. Diagrama dindmico de planos mediadores de AC y BD.
74 | Brayan Si.
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75 | Andrés No, mueva aqui a ver [le sugiere a Jefferson que arrastre la caja de cristal para ver la construccién
realizada] ;Como es que se escribe esfera [se refiere a la notacion]?

76 | Jefferson La bolita pero con una estrella adentro.

79 | Andrés Creo que equidista a los puntos [se refiere a la recta de interseccién]. Creo, no sé... Ah, si...

80 | Brayan Si, porque la interseccién...una de las propiedades de esta y de esta... la mediatriz. [Termina la clase.

La tabla 3 presenta el proceso de construccién que reportan a la profesora].

Tabla 3.

Trascripcion reporte de construccién

i) #c (X‘s.‘ S 4 Pontay  Trascripcion

- ¢ fa Zoplannle s del reporte
*@C,arg med AR coc
) e@‘ oA C ¢x
> AG > ® C,AB
> {"‘ Puonto g1 J— D_E®_CLAB
9F Ponfo " 5 3o ;‘A‘ l‘h.’/i X b__ AB = CD o
’ PR e g E’ punto medio AB
RN T Y vy ¥ p F punto medio DC
F Flvs A p= ] & plano, § L AB,E' € &
¢ F e/J p i
sl veeda ) B plano, f L AB,F' € B
s L ﬂ*'f—'nf" lrecta, [ =6Np
€ Pto Fey E punto, E €1

Andrés propone a sus companeros un procedimiento (Prl) para solucionar el problema. Este se
resume en [80], linea en la cual se presenta el reporte escrito respectivo (Objetos-Lenguaje —L1— ex-
presados en simbolizacién geométrica y de teoria de conjuntos). Como resultado de dicho procedi-
miento, surge una representaciéon dindmica (figura 10, 11) en EGD (L2). Vale comentar dos aspectos:
(i) Dicho reporte no se corresponde en sentido estricto con lo sugerido por Andrés y ejecutado por

Jefferson: en él se alude a que los planos & y P son perpendiculares a AB y CD, respectivamente; en

realidad, dichos planos se construyeron perpendiculares a AC'y BD. (ii) No ejecutan los tltimos dos

pasos del procedimiento de construccién pues el tiempo se les agot6 y debieron entregar su reporte a
la profesora. Surge el interés por conocer qué motivé a Andrés a sugerir su procedimiento. Se usé la
segunda parte de la entrevista para ganar claridad al respecto (tabla 4):
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Tabla 4.
Trascripcién y andlisis entrevista parte 2
Trascripcion Proceso de argumentacidn y andlisis ontosemidtico

12. | Ent Ahi [en el video] ti acabas de decir que lo | Ante la pregunta del entrevistador, el estudiante explicita

harias directo. ;A qué te refieres con hacerlo | un procedimiento (Pr2) para solucionar el problema, con-

directo? siderando los AB y CD en un plano. Dicho Pr2 no fue
13. | Andrés | Aaaah. Es que yo, cuando estaba ahf dibu- | explicitado por Andrés en la clase:

jando, yo habia dibujado un segmento con | Pr2 _

la mediatriz. Es que yo primero lo hice en el 1. Dibujar ABy CD

plano con las mediatrices. 2. Dibujar AC y BD
14. | Ent O sea, td hiciste dos segmentos congruentes 3. Dibujar, para AC yﬁ su respectiva mediatriz

en el plano... 4. Dibuja el punto de interseccion entre tales mediatri-
15. | Andrés | Y con las mediatrices, como se intersecaban ces y lo llama .

en un punto, pues yo ahi... Como resultado de tal procedimiento produce una repre-
16. | Ent Las mediatrices de cudles segmentos. .. sentacién gréfica (L3) que se presenta en [19].
17. | Andrés | [Andrés hace un dibujo en una hoja de dos Lf)s Prlnapales objetos conceptos 1nvoluc'rados son me-

scgmentos aparentemente congruentes| diatriz de un segmento (Cl) y punto de interseccién de

& mediatrices (C2). Otro concepto clave es el de relacién de

18. | Ent ¢Cémo se llaman esos segmentos? equidistancia (C3) como se observard en el argumento que
19. | Andrés | ABy CD [les pone nombre en el dibujo a los | sigue.

segmentos antes representados. Luego dibuja

las mediatrices de tales segmentos y nombra £

al punto de interseccién (figura 12)].

Fig. 12. Diagrama estdtico
de mediatrices de AC'y BD.

20. | Ent O sea, haces las mediatrices de los segmen- | El estudiante produce un argumento deductivo (Ad1) para

tos. .. validar que el punto £ equidista de Ay C, y de By D
21. | Andrés | De los segmentos AC y BD y no de los dados, (igura 13).

AB y CD, ;si? La idea es que equidistara, este e I Pp2: B equidista de

y este [sefiala AE y EC] y este con este [BE Ppl:E = M50 Mep | Ay Cyde By D

- & 7 J ) p

y DE]. B € X, B € M| Yaque | [EA=EB, EC'y ED]
22. | Ent Y equidistan, ;por qué? I
23. | Andrés | Por la definicién de mediatriz. | C4: Definicién de mediatriz

Fig. 13. Ad1 de Andrés.

El entrevistador reproduce el video hasta [69]. En este punto, pregunta: Acd tii sugeriste construir el
punto medio del segmento AC y el plano perpendicular al segmento por su punto medio. ; Por qué se te ocurre
eso? Al respecto, surge el siguiente didlogo (tabla 5):
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Tabla 5.

Continuacién trascripcion y andlisis entrevista parte 2

Proceso de argumentacion y andlisis ontosemidtico

Trascripcion

24 | Andrés | Porque estaba viendo varias [se refiere a que
también estaba cursando el espacio aca-
démico Calculo en Varias Variables] y ahi
nos decfa que el plano es al espacio como
la recta es al plano, y de ahi me surgié la
generalizacién.

25 | Ent Ah ya. O sea, ti evocas cosas del curso de
Célculo en Varias Variables en donde te di-
cen que... este, el plano es al espacio como
la recta es al plano, y coges esa representa-
cién que tienes en el plano con la mediatriz
y tratas...

26 | Andrés | Pues después, ahi estd la herramienta plano
perpendicular [se refiere a la herramienta
que muestra el software].

27 | Ent O sea, sterminaron usando esa herramienta?

28 | Andrés | Si.

29 | Ent. ¢Y c6mo la usaron?

30 | Andrés | Pues en vez de usar mediatrices, hicimos los
planos.

31 | Ent. Planos perpendiculares por el punto me-
dio...

32 | Andrés | Que se intersecan.

33 | Ent Se intersecaban en qué...

34 | Andrés | En una recta.

35 | Ent Y la solucién al problema cudl serfa...

36 | Andrés | Un punto de esa recta. Cualquier punto so-
bre esa recta solucionarfa el problema.

Andrés explicita por qué se le ocurre emplear planos perpen-
diculares por el punto medio de los AC'y AD para solu-
cionar el problema (Prl). Recurre a una analogfa para ello
(24]: El plano es al espacio como la recta es al plano (Pp3).
Este hecho indica que Andrés estd inmerso en un proceso de
argumentacién por analogia:

Fase de acceso. Con el dnimo de buscar una solucién para seg-
mentos no coplanares (dominio de la geometria del espacio,
O), recurrié al dominio de la geometria plana (F) en el cual
ya tenfa una solucién.

Fase de correspondencia. Andrés usa su analogfa (Pp3) para
implicitamente hacer las siguientes correspondencias entre F
y O:

Pp4: recta con plano

Pp5: segmentos coplanares con segmentos alabeados

Toma Pp4 y la particulariza a una clase de rectas y planos:
Pp6: mediatriz de segmentos con plano mediador

En términos del problema, las correspondencias quedan ins-
tanciadas asf:

Pp9: AB, CD coplanares con AB , CD alabeados
Andrés hace otra correspondencia consistente en considerar
la recta interseccion entre los planos mediadores (C7) como la
contraparte del punto de interseccion entre las rectas mediatrices
(C2), objetos que se instancian en Ppl y m = BE(‘\BE
(Pp13). Tal correspondencia queda determinada asi:

Ppl4: Ppl con Ppl3

Fase de trasferencia: El estudiante hace una inferencia anald-
gica [36], plasmada por Aal (figura 14), a partir de la cual
puede asentir que un punto de la recta m equidista de los pun-
tos Ay C, y By D (Ppl5), usando, principalmente la corres-
pondencia Pp16: Pp2 con Pp15.

4B, CD coplanares en F | I |
Mz, Mg, Ppl,Pp2 en F 1 |
AB,CD alabeados en O I IPPIS en OI
Bac, Bap, Pp13 en O Ya que

entonces

Pp3
Pp9, Pp12, Ppl4, Ppl6

Fig. 14. Aal de Andrés.

Mis adelante en la entrevista (tabla 6), se le pregunta a Andrés por lo expresado en [79]: «Creo que
equidista a los puntos [se refiere a la recta de interseccién entre los planos mediadores]. Creo, no sé...

Ah, si...»:
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Tabla 6.

Continuacién trascripcion y andlisis entrevista parte 2

L Proceso de argumentacion y andlisis ontosemidtico
Trascripcion

Ent Ahf ta dices: creo, no sé. En ese mo- | El estudiante concibe como posiblemente vilida su inferencia ana-
mento estds diciendo: creo, no sé. | logica. Alude a la falta de verificacién empirica para tener una ma-
Por qué lo crefas, no estabas tan se- | yor certeza de esta [50], y asi, asegurar que la solucidn es correcta.
guro? Para validar su proceder en el S, el estudiante alude a Ad1 y al si-

Andrés  Pues, porque ahi, en el plano funcio- guiente Ad2 (figura 15):

naba, pero en el espacio, no habfamos
tomado medidas ni nada.

Pp2: Eequidista de | cnzonces | Pr18: Tridngulos
) Ay Ciyde By D | congruentes
Ent Y por qué en el plano funcionaba. .. [EA=EB, EC'y ED| | Ya que [ACDE = AABE]
Andrés  Por la definicién de mediatriz que da [
equidistancia, y luego, como decia
Brayan, por lado lado lado para la

congruencia. Fig. 15. Ad2 de Andrés.

Ppl7: Criterio de congruencia lado-lado-lado

La entrevista hecha a Andrés pone de manifiesto lo que motivé su propuesta de solucién: en un
primer momento él resuelve el problema considerando AB y CD coplanares; provee el procedimiento
Pr2. Enseguida, hace un argumento deductivo (figura 13) para explicitar por qué el resultado de ese
procedimiento (punto de interseccién entre Mz y Mp) es clave para solucionar el problema en ese
dominio (geometria plana -S-). Al final de la entrevista [54], el estudiante propone otro argumento
deductivo (figura 15) para validar que ACDE = AABE . Los principales conceptos y proposiciones
involucrados son mediatriz de un segmento (C1); punto de interseccién de mediatrices (C2); Relacién
de Equidistancia (C3); definicién de mediatriz (C4); tridngulos congruentes (C5); E = M M
(Ppl); E equidista de Ay C, y de By D (Pp2); criterio de congruencia lado-lado-lado (Pp17); y
ACDE = A ABE (Ppl8).

En un segundo momento, pronuncia una analogfa (Pp3: £l plano es al espacio como la recta es al pla-
no) que indica su inmersién en un proceso de argumentacién por analogfa. Implicitamente involucra
una funcién £, .+ F—~O con la cual genera un procedimiento (Prl) que potencialmente soluciona el
problema cuando AB y CD son alabeados (i.e., en el domino geometrfa del espacio —O-). La figura
16 expone todos los objetos presentes en el proceso,” destacindose como emergentes el concepto plano
mediador (C6) y la proposicién punto en 7 equidistade Ay C, y de By D (Pp15), siendo la 7 la recta
de interseccién entre los planos mediadores involucrados.

Estos objetos son puestos en juego en el argumento Aal (figura 14). En sintesis, tal argumento
se fundamenta en la siguiente correspondencia (Pp16): Si el punto de interseccion de las mediatrices de
AC y BD equidista de sus extremos cuando AB y CD son coplanares (Pp2), entonces probablemente
un punto de la recta de interseccion entre los planos mediadores de y equidista de sus extremos, cuando
y son alabeados (Pp15). Con ella, Andrés tendria una solucién al problema en O pues garantizaria la
congruencia de los tridngulos mediante Ad2. Es interesante notar cémo de la analogia original (Pp3),
que en esencia compara planos con rectas, derivan varias correspondencias que dan sentido al Aal: to-
dos los elementos que la proposicién Pp15 implicita o explicitamente involucra son contrapartida de

9. Se podria pensar que algunas proposiciones y conceptos son iguales, por ejemplo, que C6 = Pp11; esto es errado. Con C6
se estd aludiendo al plano mediador como un concepto/definicién (un plano mediador es...); mientras que con Pp11 se estd
aludiendo a una proposicién instanciada que afirma que cierto plano es perpendicular a un segmento por su punto medio.
De igual forma, se podria pensar que Pp5=Pp9 y Pp6=Pp12. Ello tampoco es asi; tanto Pp5 como Pp6 son proposiciones
genéricas mientras que Pp9 y Pp12 son instanciaciones de las primeras.
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elementos del S mediante la £, ;. Su inferencia (Pp15) es totalmente plausible, siendo contrapartida
de Pp2. No obstante, esto de ninguna manera certifica que Pp15 sea vilida en S. Para que ello ocurra
es necesario hacer su prueba formal. Ni en actividad de los estudiantes ni en la entrevista realizada,
hubo evidencia de tal prueba. Los estudiantes no propusieron una contraparte en O del argumento
Ad1 propuesto en S. Esto se explica por dos razones: (i) Durante la actividad en clase, el tiempo dado
para abordar la tarea no les fue suficiente para realizar la prueba formal de la propuesta de solucién
que finalmente reportaron. (ii) En la entrevista, no habia caso aludir a la prueba puesto que ya se habia
abordado mediante una tarea extraclase que solicitaba complementar los pasos de esta. En consecuen-
cia, no tenemos evidencia para decir que la prueba que ellos hicieron de Pp15 fue resultado de una
comparacién (sugerida por ) con Ad1. La figura 16 presenta la trascripcién de la prueba asociada, escri-
ta por la profesora en el tablero, luego de la puesta en comun de tal tarea extraclase. La figura 17 ilustra
la configuracién cognitiva articulada por el proceso de argumentacién relativo a Aal, que sintetiza la
actividad matemadtica asociada.

Lo anterior nos permite sugerir que el proceso de argumentacién por analogia es una herramienta
diddctico-matemdtica que puede favorecer el estudio de objetos de la geometria del espacio con base
en sus contrapartes de la geometria plana. La figura 18 ilustra en abstracto el modelo de relacién entre
las configuraciones de F y O a partir de una.

Jou £ 2ad £em=Kamllbz Asercién Garantia
ey /f@ o o % Sea E tal que Dado
i’ Eem = Bz N Pap.

Eﬁ %% ﬁ&ﬁﬁgjp %m éiqfic(i:i?ta dedyC, D. [Deﬁnici()n]

o g Eequidistade By D plano Mediador
AESCE y SESIE ﬁWM AE=CE y BE= D.[Definicién]
= DE equidistancia
MNoDE 2 AMBE sl @’%”w”“”‘” ACDE = AABE D. [Definicion]
congruencia

Fig. 16. Prueba «Si AB=CD y E € m=B—nB—, entonces ACDE = A ABE ».
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PROBLEMA: Sean A3 y 1 dos segmentos congruentes. | Es posible determinar un punto £ de
forma tal que A ABE v ACDE sean congruentes?

| Pp3; Ef plano ex al espacto como la recra ex af plano ( Analogia) ‘
e
F: Geometria Plana — .fj:..:;—p O Geometria del Espacio

~

PROCEDIMIENTO PROCEDIMIEMNTO =

Pr2: Constror meditrces de AC J_‘FI Construir plinos medidores de ;—'

B v supunto de interseccion T IC'y BO. v su recta de o

Inerseccion 2
DEFINICIONES/CONCEPTOS DEFINICIOMESCONCEPTOS E B
C1: Mediatriz de un Segmento *(C 0 Plano Mediador 3 £
= C2: Punto de Interseccoion de (7 Recla inlerseecion entre -8
o Mediatrices los Planos Mediadores g2
= C3: Relacion de Equidistancia #( 3 Relacion de ]
7 Cd: Definicion de Mediatriz Equidistancia g
2 5 Trangulos Congruentes *(5: Tnangulos Congruenies £
E 8 Segmentos coplanares (9 Segmento alabeados ke
- > 28
— - - . I8
. PROPOSICIONES FROPOSICIONES ==
%5 2 O
;) ; - £

-t )] us Ppl AB, C D coplarare s Wil AR O alabeados =

o o s Pp10: M 5, Mg BPplL: s dan 7

- Ppl: E= Afzn Map pbpli dgpndgy =m =1

= Pp2: Eequidista de A v O, vde By 0 41HPp15: Punto en i equadista de.d i

o PplT: Crteno de congriencia lado - v Covde By D -

ladodado =

PpIs: ACDE = AABE Z

. . =)

e—

ARGUMENTOS
o ket ARGUMENTOS
Ppl enlonees P2
p2 . :
Iﬂ"p?, Pplo,
Ya que | Ppl, Pp2 | snionoes
enF Ppl5
| 4 Pp8, Ppll,| Yaque
Pplien O
e
ppz | g |PPI8 [ Pp3. Pp9. Ppi2. Ppl4,
il
Ya que ‘ Pplo
Ppl7 |

Fig. 17. Configuraciones cogpnitivas articuladas con argumentos, respecto a la segunda propuesta de solucién.
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[ SITUACIONES PROBLEMA ]
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= 3
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5 Regulan :
¢ el usp =
4 s Regulap =
) el ugg <
-
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Fig. 18. Correspondencias producto del proceso de argumentacién por analogia.

CONCLUSIONES

Mediante el uso sinérgico del modelo de Toulmin y la herramienta teérico-metodolégica configuracion
ontosemidtica del EOS se pudo concretar una respuesta a la pregunta que orienté el estudio. Si bien
el modelo de Toulmin permitié destacar y describir argumentos abductivos y analégicos producidos
por los estudiantes (diferentes a los deductivos esperados por la profesora), el uso de la configuracién
permitié concretar cémo los objetos matemdticos activados en su préctica fueron articulados por los
procesos argumentativos asociados. Especificamente, la sinergia dejé notar tanto la naturaleza (con-
cepto, proposicion, procedimiento) de los objetos presentes en cada argumento, como el dinamismo
de tales objetos en términos de: (i) Su transformacién a otro tipo de objetos (proposiciones, proce-
dimientos) durante el proceso argumentativo del cual forman parte. O (ii) su cambio de rol en una
argumentacion siguiente (dato, asercién, garantia) en comparacién con su rol en argumentos previos
(véase figura 19). Para ilustrar (i), témense las proposiciones (inferencias o datos) de ciertos argumentos
(abductivo de la figura 7 y analégico de la figura 14) que fueron transformados en procedimientos plau-
sibles de construccién que soportarian la solucién del problema. Para ilustrar (ii) témense los datos del
argumento analdgico (del dominio geometria del espacio) que luego fueron tomados como aserciones
de una prueba formal posterior (hecha por toda la clase) que validé la solucién del problema en tal
dominio (figura 16).
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Ante el problema: dado @, ;existe P?
] . Se produce una argumentacion
Se produce una argumentacion para solucionarlo para validar solucién
A I
f I |
S Se podria
e transforma
transformar
=
S [jmmm————————— —
% |1 Proposiciones S que 1 Proposicion
2 I complementan Q0 | dada/deseada P
S e e
o
= —
g Proposiciones, ¥ -
a deﬁgmones, etc., que Procedimientos (de Datos y aserciones de los
a relacionan Sy O con P construccion que SHCgSl;]JOS ;largumentos
solucionarian el fe et w{’s que "
problema) cuyos f con locll'mlan apruey
o S —— ormal de la proposicion
= - 1 Proposicion | pasosaludena Sy 0 “S, O entonces P
o Proposicion Q y 1 1 y >
2 concEntos dada/deseada P
S 1 (resultado de I
comparables S - 1
=] comparacion)
= ———— ———— — - -
4 — —
g Proposicion analogica y
(-?a‘ correspondencias segiin
' analogia
Se transforma

Fig. 19. Articulacién y dinamismo de objetos en procesos argumentativos.

Con lo anterior, se complementan estudios que, en el marco de la educacién geométrica, han
abordado el papel de los argumentos abductivos como generadores de estrategias para abordar una
situacién (Pedemonte, 2007), o el papel de los argumentos analégicos como potenciadores del descu-
brimiento de hechos matemadticos (Lee, Kim, Na, Han, & Song, 2007) —en particular, de la geometria
del espacio a partir de similitudes viables con la geometria plana (Graumann, 2005; Mammana, Mi-
cale, & Pennisi, 2012)—. Esto tltimo se pudo detallar con el uso de configuraciones ontosemidticas
que, a través de la proyeccién de la configuracién de un dominio en otro (figura 18), dio sentido a la
similitud entre F y O —principal caracteristica de una analogia (English, 2004; Juthe, 2005; Perelman
y Olbrechts-Tyteca, 1989; Polya, 1954; Conner, Sigletary, Smith, Wagner y Francisco, 2014)—.

Con el articulo, se ha estudiado la dicotom{a formal-informal en procesos de ensefanza-aprendiza-
je en matemdticas. A partir del dinamismo de los objetos articulados por los procesos argumentativos
presentado en la figura 19, se destacé la legitimidad de argumentos informales (abductivos o analégi-
cos) a través de su utilidad tanto en los procesos de resolucién de problemas como en los procesos de
validacién tedrica de la solucidn.
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Given the importance that analogy has in mathematical activity (Polya, 1954), and the effect that the analogical
argumentation process has in the development of logical thought (English, 2004) and in the scientific knowledge
construction (Juthe, 2005; Perelman & Olbrechts-Tyteca, 1989), this paper intends to study this process in the
context of a university course on solid geometry. The question that guides the research is: How do argumentation
processes, mainly by analogy, articulate concepts, procedures and propositions when a problem is addressed?
Providing answers would make it possible to legitimize the use of certain arguments (abductive or analogical;
not only formal-deductive), through the dynamism of the objects involved in the corresponding argumentation
when a problem is addressed. In this sense, we approach the formal-informal dichotomy in the teaching-learning
process of mathematics (Mariotti, 2006; Arzarello, Bartolini-Bussi, Leung, Mariotti & Stevenson, 2012) in a
slightly researched context such as 3D geometry.

To answer the question, we analyze the production (and the corresponding argumentation process) that
emerges when a group of students addresses a problem about congruence of triangles that can be solved in both
2D geometry and 3D geometry. To this aim, within a qualitative-naturalist methodology called classroom-based
research, the Toulmin Model was used to typify the arguments produced by the students, and an ontosemiotic
analysis was carried out to describe the mathematical activity associated.

Outcomes legitimate the use of abductive or analogical arguments in problem-solving processes (particularly,
in 3D geometry) specifying the way how they articulate and dynamize objects (concepts, procedures, proposi-
tions) present in that process. Particularly, the synergistic use of the Toulmin Model and the ontosemiotic con-
figuration tool made it possible to identify both the nature (concept, proposition, procedure) of the objects pre-
sent in each argument, and the dynamism of such objects in terms of: 7) their transformation into other types of
objects (propositions, procedures) during the argumentative process of which they are part. Or i) their change of
role in a subsequent argument (data, assertion, guarantee) in comparison with their role in previous arguments.

Our results complement studies that, within Geometric Education research, have addressed the role of ab-
ductive arguments as generators of strategies to tackle a problem (Pedemonte, 2007), or the role of analogical ar-
guments as potentiators of the discovery of mathematical facts (Lee, Kim, Na, Han & Song, 2007) —particularly,
in 3D Geometry from viable similarities with 2D Geometry (Graumann, 2005; Mammana, Micale & Pennisi,
2012)—. The latter could be detailed with the use of ontosemiotic configurations which, through the projection
of the configuration of one domain in another, gave sense to the similarity between F and O —main characteristic
of an analogy (English, 2004; Juthe, 2005; Perelman & Olbrechts-Tyteca, 1989; Polya, 1954; Conner, Sigletary,
Smith, Wagner & Francisco, 2014).
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