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RESUMEN e Esta investigacion se desarrolla en tres clases de primero de bachillerato con una meto-
dologfa tradicional. En ella, comparamos los diferentes tipos de elementos y relaciones expuestos por
los docentes con los apuntes que los estudiantes escriben en sus cuadernos. El tépico es reglas y técni-
cas de derivacién. Se consideran marcos de andlisis de contenido, construyendo mapas de elementos
y relaciones para realizar la comparacién. Detectamos una amplia gama de perfiles de transcripcién
en alumnos, especialmente en contextos donde el profesor combina la obtencién de las reglas a partir
de su justificacién con su aplicacién prictica. En los apuntes predomina un enfoque procedimental y
simbdlico, influido por la pizarra, unido a una transcripcién muy baja de los elementos de naturaleza
relacional presentes en el discurso oral.

PALABRAS CLAVE: apuntes; reglas de derivacién; andlisis de contenido; mapa de elementos y rela-
ciones; bachillerato.

ABSTRACT e This research has been developed in three classrooms of high school students (16-17
years old) with a traditional methodology. We have compared the different kinds of elements and
relations presented by the teachers with the notes written by the students in their notebooks. The to-
pic is derivative rules and techniques. The framework is the content analysis, using maps of elements
and relations in order to do this comparison. We have found a wide range of transcription profiles in
students, especially in contexts where the teacher combines the obtaining of rules through its justifi-
cations with their practical application. The notes with a procedural and symbolic approach are the
majority, influenced by the blackboard. There is a low transcription of the relational nature elements
that are presented by the teachers in their oral discourse.

KEYWORDS: notes; derivative rules; content analysis; maps of elements and relations; high school.

Recepcién: marzo 2015 * Aceptacion: octubre 2015 ¢ Publicacién: marzo 2016

Arce Sanchez, M., Conejo Garrote, L., Ortega del Rincoén, T., (2016) ¢ Cdédmo son los
apuntes de matematicas de un estudiante? Influencia de los elementos matematicos y
sus relaciones. Ensefianza de las Ciencias, 34.1, pp. 149-172 149



Matias Arce Sanchez, Laura Conejo Garrote, Tomas Ortega del Rincon

INTRODUCCION. PLANTEAMIENTO DEL ESTUDIO

:Son iguales los apuntes que toma cada estudiante en una clase de Matemdticas? La respuesta a esta
pregunta depende de muchos factores (alumno, metodologia docente seguida, papel de la toma de no-
tas...). No obstante, incluso en metodologias de tipo expositivo, ain persistentes en niveles educativos
superiores (Godino, Contreras y Font, 2006), pueden existir diferencias tanto en el contenido anotado
por los alumnos como en las caracteristicas de esa transcripcion. Este trabajo, que forma parte de una
investigacién sobre la elaboracién y uso del cuaderno de matemdticas (en adelante, cuaderno) por los
estudiantes, pretende profundizar mds en esas diferencias y caracteristicas.

Existen bastantes estudios en dmbitos pedagdgicos y universitarios sobre la toma de apuntes en
alumnos, un proceso de alto nivel cognitivo, relacionado con la comprensién, el andlisis, la sintesis y la
escritura de la informacién presentada (Monereo y Pérez Cabani, 1996; Saint-Onge, 1997). Monereo,
Carretero, Castell6, Gémez y Pérez Cabani (1999) distinguen tres grupos de investigaciones segin su
foco de interés. Un primer grupo sobre la ensenanza de habilidades para tomar apuntes y su incor-
poracién en las pricticas docentes, donde destacamos el estudio de Salgado-Horta y Maz-Machado
(2013), en clases universitarias de estadistica. Un segundo centrado en las relaciones entre estrategias
de ensenanza-aprendizaje y la toma de apuntes en el alumnado. Estudios como los de Monereo y
colaboradores o Saint-Onge proporcionan clasificaciones del alumnado universitario en dos perfiles:
copistas (que buscan «grabar» fielmente la clase) y estratégicos (que buscan identificar y seleccionar las
ideas principales). Asimismo, Nogueira (2005) analiza las caracteristicas de los apuntes elaborados por
alumnos universitarios segtin sea el discurso del profesor y su uso de la pizarra. En el tercer grupo estin
los estudios sobre la percepcion de los estudiantes acerca del proceso de tomar apuntes. Los estudiantes
toman apuntes, principalmente, para mantener la atencién en clase, posibilitar el recuerdo y revisién
de la informacién presentada, y facilitar su organizacién para preparar pruebas de evaluacién (Van
Meter, Yokoi & Pressley, 1994).

No hemos encontrado investigaciones especificas sobre cémo toman apuntes los alumnos en ma-
temdticas. En este estudio buscamos saber mds sobre ello, relacionando los modos de toma de apuntes
con los tipos de elementos, relaciones y procesos matemdticos, y con el rol de las notas para el alumno.
El entorno son clases de primero de bachillerato, donde la teoria es presentada de forma expositiva
por el docente. El tépico son las reglas y técnicas de derivacion, dentro del contenido sobre la derivada
de una funcién. Siguiendo a Courant y Robbins (1964), llamaremos regla de derivacién a aquella que
puede obtenerse a partir de la definicidon de derivada de manera directa (como, por ejemplo, las reglas
para derivar funciones elementales); y #écnica de derivacién, a un conjunto de reglas y transformaciones
que permiten derivar una funcién con una estructura o propiedad determinada, como la técnica de
derivacién logaritmica (para derivar funciones del tipo f(x)¢™) o la de la funcién reciproca (entendida
como la funcién simétrica para la composicién de funciones).

Numerosos estudios senalan la dificultad asociada a los procesos de ensenanza y aprendizaje de la
derivada. Sinchez-Matamoros, Garcia y Llinares (2008) revisan las investigaciones desarrolladas acerca
de la comprensién de este concepto bajo diversos marcos teéricos, abogando por una presentacion del
concepto que integre la perspectiva analitica (como limite del cociente incremental) y la gréfica (como
pendiente de la recta tangente a la curva), y que diferencie su cardcter puntual o global. La derivada en
un punto y la funcién derivada no siempre son percibidas como diferentes, incluso entre docentes de
matemdticas (Badillo, Azcdrate y Font, 2011), lo que provoca un tratamiento inadecuado en el aula.
Actualmente hay un interés creciente por conocer el conocimiento matemdtico y diddctico sobre la
derivada de profesores de secundaria en formacién (Sinchez-Matamoros, Ferndndez y Llinares, 2014;
Pino-Fan, Godino y Font, 2015).
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Font (2005) defiende el uso de diferentes representaciones al plantear el célculo de la derivada, dada
la dificultad del limite del cociente incremental. Las reglas y técnicas de derivacién buscan mecanizar
y facilitar ese cdlculo, existiendo propuestas diddcticas para su tratamiento integrado (Fonseca y Gas-
c6n, 2002). La regla de la cadena ha recibido mayor atencién investigadora, destacando el trabajo de
Clark ez al. (1997), que detecta diferentes niveles de comprension de la regla (desde la existencia de
«casos especiales» aislados hasta la construccién de la estructura subyacente a la regla). Godino ez al.
(20006) analizan una sesion de clase sobre este tépico utilizando constructos del Enfoque Ontosemi6ti-
co (EOS). Nosotros utilizaremos instrumentos de andlisis distintos, basados en los tipos de elementos
expuestos y las relaciones establecidas entre ellos, que nos permitan dar respuesta a los siguientes ob-
jetivos de investigacion:

— Establecer semejanzas y diferencias en el contenido impartido por los docentes participantes, de
acuerdo con el marco tedrico adoptado.

— Detectar diferentes comportamientos en el alumnado al transcribir ese contenido, a través de un
estudio similar de las notas que toman.

— Identificar relaciones entre los elementos y relaciones expuestas, los comportamientos de los
alumnos al transcribir y el papel de las notas para ellos.

MARCO TEORICO

El marco que consideramos para analizar tanto el contenido expuesto por los docentes como el trans-
crito por los alumnos es el andlisis de contenido, propuesto por Rico y colaboradores (Rico, Marin,
Lupidfez y Gémez, 2008; Picado y Rico, 2011; Rico, 2012) para analizar los significados de los con-
tenidos de las matematicas escolares, y que es una de las etapas del andlisis diddctico (Rico, Lupidfiez
y Molina, 2013). En ¢él, estos autores adaptan el tridngulo semdntico de signo, sentido y referencia de
un concepto (Frege, 1998, citado en Rico) para diferenciar tres dimensiones de andlisis: la estructura
conceptual (referencia), la fenomenologia (sentido) y los sistemas de representacién (signo).

La estructura conceptual es el sistema organizado de conceptos y de procedimientos, junto con las
relaciones existentes entre ellos, sus propiedades y criterios de veracidad, que dan lugar a la estructura
matemdtica que los organiza y justifica. Dentro de esta estructura pueden existir focos conceptuales, que
son una «agrupacion especifica de conceptos, estrategias y estructuras, que adquiere importancia especial
ya que expresa, organiza y resume agrupamientos coherentes de los contenidos» (Rico ez al., 2008: 11).

Dentro de la estructura conceptual de la derivada, pensamos que las reglas y técnicas de derivacién
forman un foco conceptual. Dadas las caracteristicas del contenido expuesto, vamos a distinguir en ¢l
tres tipos de elementos: los enunciados de las reglas y técnicas, sus justificaciones (que permiten cons-
truir, organizar, fundamentar y sistematizar la estructura matemadtica que organiza el foco conceptual,
asi como relacionarlo con la estructura conceptual) y los comentarios (observaciones que enfatizan la
relacién entre diferentes enunciados, su aplicabilidad, o que refuerzan otros elementos importantes).

La fenomenologia incluye aquellas situaciones, contextos o problemas que dan origen a la estructura
conceptual, y que también dotan de sentido a esta, al servir como herramienta para modelizar, organizar
y comprender dichos fenémenos. En las exposiciones tedricas de los docentes, la fenomenologia ha que-
dado reducida a los ejemplos de aplicacion, en funciones concretas, de las reglas y técnicas presentadas.

Los sistemas de representacion son todas aquellas expresiones, signos, simbolos o gréficos a través de
los cuales se hace presente un contenido matemdtico, de modo que permiten la comunicacién de ideas
matemdticas. Los sistemas de representacién muestran diferentes facetas de un mismo concepto u ob-
jeto, asi como posibles relaciones de este con otros. En este trabajo haremos un estudio transversal de
los sistemas de representacién que se han utilizado al presentar y referenciar los elementos que forman
el contenido, que han sido: verbal oral y escrito, simbdlico y grafico.
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Para reconocer y analizar el contenido asociado al foco conceptual desarrollado por cada docente o
escrito por cada alumno, construiremos mapas de elementos y relaciones, similares a los planteados por
Rico et al. (2008) al analizar y planificar un contenido escolar. Estos mapas nos permitirdn visualizar los
cuatro tipos de elementos (enunciados, justificaciones, comentarios, ejemplos), asi como las conexiones
o relaciones establecidas entre ellos. Distinguiremos dos tipos de relaciones: las asociadas a procesos de
aplicacion directa de enunciados en ejemplos ilustrativos o en la obtencién de casos particulares de reglas,
y relaciones asociadas a procesos de justificacion de reglas y técnicas de derivacion utilizando reglas previas
u otros conceptos o resultados. El mapa incluye también los sistemas de representacion utilizados. La
comparacion de los diferentes mapas asociados a la exposicién de cada profesor y la transcripcion de
cada alumno permitird mostrar diferentes niveles de desarrollo de los contenidos, asi como la cantidad
y naturaleza de las relaciones entre elementos establecidas y de los procesos seguidos, aspectos clave para
desarrollar y manifestar la comprensién de un concepto (Harel, Selden y Selden, 2006).

CONTEXTO DEL ESTUDIO. METODO

Los datos se recogieron en el curso 2011/2012, en tres aulas de primero de bachillerato, elegidas por
disponibilidad y pertenecientes a dos centros de Valladolid. Haremos un uso genérico del masculino
durante todo el articulo, sin referirnos al sexo concreto de los participantes ni tener en cuenta la varia-
ble género. Las tres aulas tienen pocos alumnos, las dos primeras pertenecen a un instituto publico y
la tercera a un colegio privado concertado. La primera es de la modalidad Cientifico-Técnica, con un
profesor al que nos referiremos como Docente 1 (en adelante, DO1) y 9 estudiantes, que se codifican
El a E9; la segunda es de Ciencias Sociales, con un Docente 2 (DO2) y 7 alumnos, E10 a E16. La
tercera también es de Sociales, con el Docente 3 (DO3) y 10 estudiantes, E17 a E26. Los tres docentes
participantes son licenciados en Matemiticas. Ademds, DO2 es doctor en Diddctica de la Matemdtica.

Los tres profesores han planificado y desarrollado la docencia sobre reglas y técnicas de derivaciéon
sin ninguna directriz, intervencion ni sugerencia del equipo investigador. DO1 y DO2 dedicaron dos
sesiones de clase completas a exponer este tépico. DO3 también, pero incluyendo algin ejercicio prac-
tico a lo largo de la exposicién. Los tres docentes han hecho una presentacion expositiva, de cardcter
personal, de los contenidos tedricos, combinando el discurso oral con el uso de la pizarra de tiza para
escribir simbélicamente enunciados, justificaciones o ejemplos, y sin intervenciones previstas para el
alumnado. No hubo referencias explicitas en la exposicién al libro de texto (LT), de la misma editorial
en las tres aulas (Colera y Garcia, 20084, 20085). La tinica diferencia metodoldgica resefiable fue el uso
explicito del dictado verbal oral por parte del DO2 al presentar algunas reglas y los comentarios. Estas
metodologias han sido las seguidas usualmente por los docentes durante todo el curso, sin que, segiin
nos cuentan en una entrevista, estos hayan proporcionado estrategias de toma de apuntes a sus alumnos.

Este estudio se enmarca dentro de un paradigma descriptivo-interpretativo. Los datos recogidos
fueron las notas tomadas por el equipo investigador al observar las clases; los diarios de clase, con la
planificacién y el resumen diario y escritos por cada profesor a peticién nuestra; entrevistas informales
periédicas con los docentes y las fotocopias del cuaderno de cada alumno con las notas tomadas. Con
esos datos, y de acuerdo con el marco tedrico, hemos elaborado, usando el programa CmapTools, un
mapa conceptual de elementos y relaciones asociado a la exposicién teérica de las reglas y técnicas de
derivacién de cada docente. Estos mapas nos permiten comparar el contenido expuesto y dar respuesta
al primer objetivo de esta investigacion.

Para las transcripciones de los alumnos, el mapa de elementos y relaciones correspondiente a cada
uno se complementard con un anilisis de contenido en sentido genérico. Cohen, Manion y Morrison
(2011) lo definen como «un conjunto de procedimientos estricto y sistemdtico para el andlisis riguro-
s0, el examen y verificacién de los contenidos de datos escritos» (p. 563), que busca pasar de la mera
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descripcién de un texto a su interpretacion y a la formulacién de inferencias teniendo en cuenta el
contexto del andlisis (Bardin, 1996). Para esa interpretacién, nos ayudaremos de entrevistas por pare-
jas realizadas a varios estudiantes participantes, sobre su elaboracién y uso del cuaderno. Este andlisis
mixto (cuantitativo y cualitativo) nos permitird profundizar en los otros dos objetivos del estudio.

ANALISIS DE LOS DATOS Y RESULTADOS

Desarrollo tedrico de los docentes sobre reglas y técnicas de derivacién

El Decreto 42/2008, que fija el curriculo de bachillerato en Castilla y Ledn, tan solo hace una mencién
general a las «reglas de derivacién» en los contenidos de matemdticas de ambos cursos y modalidades,
pero en los criterios de evaluacién considera el cdlculo en funciones polindémicas y «racionales sencillas».
Los LT concretan la informacion curricular, ocupando un espacio intermedio entre curriculo y aula (Rico
et al., 2008). En este caso, los docentes no han usado los LT seguidos ni en la planificacién ni en su actua-
cién en el aula. En Arce, Conejo y Ortega (2014: 141) se describe el contenido de los LT para este foco.
La figura 1 muestra la leyenda utilizada para identificar los distintos elementos en los mapas de elemen-
tos y relaciones asociados a cada desarrollo tedrico expuesto. Hemos usado diferentes tipos de recuadros
para los contenidos expuestos, incluidos los ajenos al foco conceptual. Las justificaciones han sido repre-
sentadas con flechas, que parten de los resultados utilizados durante la demostracién y llegan al enun-
ciado demostrado, conectando diferentes enunciados y resultados. Las relaciones asociadas a procesos de
aplicacién son indicadas con flechas de trazo discontinuo, bien al derivar funciones en ejemplos ilustrati-
vos o bien al obtener derivadas de funciones particulares a partir de una general (por ejemplo, la derivada
de y=In(x) a partir de y=log (x)). En cada recuadro con elementos del foco hemos anadido los sistemas de
representacion utilizados por el profesor en su exposicién: verbal (distinguiendo entre discurso hablado o
dictado explicito), simbdlico (distinguiendo tres notaciones utilizadas para la derivada) y gréfico.

LEYENDA PARA LOS MAPAS CONCEPTUALES DE ELEMENTOS Y RELACIONES

SISTEMAS DE

ELEMENTOS RELACIONES A
REPRESENTACION
Representacion verbal
Abc Enunciado RVO R.V Oral
: sn| Frocesode RVD R. V. Dictada
Abc Ejemplo JUSTIFICACION justificacién
. Representacion simbolica
ABC Comentario R
RS1 Derivada: Df(x)
Otro contenido del Proceso de R32 Den\fada: £ (3{)
tema de derivadas * aplicacion RS3 Derivada: y
Contenido de Representacion grafica
otros temas

RG Uso deR. Grafica

Fig. 1. Leyenda para identificar los elementos y relaciones de los mapas conceptuales.

Las figuras 2, 3 y 4 muestran los mapas conceptuales de elementos y relaciones asociados al desa-
rrollo tedrico de DO1, DO2 y DO3, respectivamente. En estas figuras y en las figuras 9 y 10, dadas
las limitaciones de notacién del programa CmapTools, la notaciéon exponencial se ha sustituido por su
equivalente en programas informdticos (por ejemplo, la funcién f(x)=x*se denotard como f(x)=x"2).
Estos mapas, junto con la informacién complementaria recogida, nos permiten detectar semejanzas y
diferencias en sus exposiciones tedricas, que se comentan a continuacion.
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El primer elemento de la comparacién es el nimero de elementos de cada tipo expuestos (véase

tabla 1).
Tabla 1.
Elementos expuestos por cada docente
Docente Enunciados Ejemplos Comentarios Justificaciones
DO1 23 17 6 11
DO2 14 34 3 3
DO3 21 14 1 0

En relacién con los enunciados, hay varias reglas desarrolladas por los tres docentes: derivada de
funciones constantes, potenciales, exponenciales, logaritmicas y reglas para derivar operaciones con
funciones. El DO2 expone menos enunciados, y presenta las reglas para derivar las funciones expo-
nencial y logaritmica de base «e» como ejemplo de aplicacién de las reglas para base cualquiera (que
no justifica). El DO3 anade las reglas para derivar las funciones seno y coseno, asi como alguna regla
particular no necesaria, como la «regla para derivar la raiz enésima de una funcién», que se podria hacer
con reglas previas. El DO1 realiza el desarrollo mas completo de enunciados, con todas las funciones
trigonométricas y dos técnicas de derivacién: logaritmica y de la funcién reciproca.

Con respecto a los ejemplos, los tres docentes ejemplifican la derivada de una funcién potencial
(abarcando exponentes naturales, enteros negativos y racionales) y las reglas para derivar operaciones
con funciones. Sin embargo, el DO2 plantea al menos tres ejemplos por regla, mientras que los otros
dos docentes hacen uno o dos como mucho (véanse las figuras 2, 3 y 4 y la tabla 1). Este hecho, y
la mayor variedad de funciones que utiliza el DO2 en sus ejemplos, hacen que exista un abundante
ntmero de flechas asociadas a procesos de aplicacién en la figura 3. Los ejemplos del DO3 tienden a
ser los mds sencillos y de aplicacién mds directa. Solo el DO1 desarrolla tres ejemplos (con funciones
potenciales) donde calcula la derivada a partir de la definicién analitica, rehaciéndolos posteriormen-
te aplicando la regla. Otra diferencia es que el DO2 obvia el desarrollo de cilculos posteriores para
simplificar la expresién de la derivada, algo que si destacan DO1 y DO3 para facilitar la obtencién de
informacién sobre la funcién.

Los comentarios de los tres profesores se centraron en enfatizar la estructura de algunas reglas o
funciones, la aplicabilidad o consecuencias de algunas reglas o la posibilidad de aplicar diferentes reglas
al derivar algunas funciones, en algtin caso acompafado de un juicio de valor discutible sobre c6mo
calcular la derivada (inico comentario de DO3, véase figura 4). El DO1 expone un mayor nimero de
comentarios, incluyendo un resultado tedrico importante (caracterizacién de recta tangente, véase fi-
gura 2), que permite justificar las reglas para derivar funciones constantes y afines. Hay un comentario
comun a DO1 y DO2: la posibilidad de derivar funciones polinémicas a partir de reglas anteriores.
DO3 no lo explicita, lo que provoca la aparicién de muchas flechas de aplicacidn, asociadas a las reglas
parciales usadas para derivar funciones polindmicas.

Los procesos de justificacién suponen un gran contraste entre docentes: abundantes en DO1, es-
casos en DO?2 e inexistentes en DO3. DO1 afirma en una entrevista que los desarrolla para repasar y
recordar otros conceptos o técnicas presentes en ellos (que pueden verse en los numerosos recuadros
elipticos de la figura 2), sin atribuir el distinto nimero a la diferente modalidad de matemadticas. En
todo caso, las justificaciones estdn fuera de las expectativas de aprendizaje (Lupidnez, 2009) que los tres
docentes fijan para sus alumnos, es decir, de lo que esperan que los escolares aprendan segtin los obje-
tivos especificos y las competencias que establecen para este tépico.
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El mapa del DO1 muestra la presencia de dos bloques de relaciones muy diferenciados en su
exposicion: la justificacién de casi todas las reglas para derivar funciones elementales y la ejemplifica-
cidn, sin justificar, de las correspondientes a operaciones con funciones. Este docente recurre en sus
demostraciones a diferentes definiciones de derivada en un punto: dos definiciones analiticas (limites
del cociente incremental cuando x — 2y cuando h — 0) y la definicién geométrica como pendiente
de la recta tangente en un punto. El DO2 utiliza siempre el limite del cociente incremental cuando
x = a, pero no explicita la necesaria construccién de la funcién derivada a partir de la derivada pun-
tual, de modo que se refleja la problemdtica detectada por Badillo ez a/. (2011) y pasa desapercibida
para sus alumnos. DO3 omite esta construccién. Solo DO1 presenta explicitamente la construccién
de la funcién derivada y la aplica correctamente en sus justificaciones.

El orden de enunciado y justificacién supone otra diferencia importante entre profesores. DO2
expone primero la regla y después desarrolla la demostracién. Sin embargo, DO1 usa la demostracién
como medio para obtener la regla, que institucionaliza después.

En los desarrollos de la regla de la cadena subyacen los niveles de comprensién de esta indicados
por Clark ez al. (1997). E1 DO2, que no habia trabajado previamente la composicién de funciones,
se limita a escribir e ilustrar la regla en cuatro casos particulares: €™, In(f(x)), 2™y f(x)’. No obstante,
afiade un ejemplo con una funcién del tipo f(x)* (fig. 3), con la intencién de aplicar una analogfa con
respecto a la regla para f(x)’. El DO3 primero enuncia y ejemplifica la regla de la cadena, pero después
complementa el desarrollo exponiendo cuatro casos «particulares»: sen(f(x)), €™, f(x) y In(f(x)). Con
ello, este docente parece querer abarcar tanto la situacién en la que los alumnos comprenden la estruc-
tura subyacente a la regla como los que no lo consiguen. Este hecho de proporcionar reglas «directas»
de derivacién de funciones frente a la posible aplicacién de una regla general para una estructura
determinada se muestra como una caracteristica de este profesor. Por tltimo, DO1 presenta la regla
general junto con su nombre, y realiza dos ejemplos de aplicacién. La composicién de tres funciones
en el segundo ejemplo pretende generalizar la estructura subyacente a la regla, lo cual es enfatizado con
un comentario verbal.

En relacién a los sistemas de representacion, todas las reglas, ejemplos y justificaciones se escriben
simbélicamente en la pizarra. Ademds, las reglas, junto con los comentarios, se indican verbalmente
en el discurso oral. El DO2, a diferencia de los otros, dicta explicitamente algunas reglas de derivacién
y todos sus comentarios. Los docentes han usado diferentes notaciones simbdlicas para la derivada. El
DO?2 siempre ha optado por utilizar £’(x) o (f(x))’ (que hemos denotado como RS2). DO3 alterna la
notacién anterior con la de operador (RS1). DO1 prefiere la notacién y’ o y'(a) (RS3), y es el tinico
docente que utiliza la representacién grafica, al representar funciones genéricas constantes y afines para
justificar su derivada utilizando la definicién geométrica del concepto.

En resumen, DOT ha realizado la exposicién mds completa de este foco conceptual, con un mayor
numero de enunciados, comentarios y procesos de justificacién. Debido al tiempo similar de expo-
sicidn en los tres docentes, este hecho muestra un ritmo global de exposicién superior en DO1. Su
desarrollo mezcla una visién de aplicacién prictica de las reglas, al tratar la derivada de operaciones con
funciones, con otra visién mds centrada en la fundamentacién y sistematizacién de reglas en la parte
sobre funciones elementales, utilizando la demostracién como proceso para obtener reglas. DO2 hace
un desarrollo limitado en nimero de enunciados, pero enfatiza su aplicacién a través de abundantes
ejemplos de cada tipo. El nimero de justificaciones de este docente es reducido, con el problema
implicito en ellas de la ausencia de construccién de la funcién derivada. Por dltimo, DO3 hace un
desarrollo centrado en la exposicién de enunciados y los procesos de aplicacién de estas a través, gene-
ralmente, de un ejemplo ilustrativo. No hay procesos de justificacion en el desarrollo de este docente,
que se caracteriza por intentar proporcionar a sus alumnos reglas de aplicacién inmediata, tendiendo
a evitar el proceso de reconocimiento de estructuras al aplicar reglas.
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Transcripciones de los alumnos. Relaciones con el contenido desarrollado por los docentes

Hemos construido el mapa de elementos y relaciones asociado al registro de la exposicién que cada alum-
no anota en su cuaderno. Estos mapas tienen la misma estructura que los anteriormente construidos,
afadiendo tnicamente el grado de completitud de la transcripcién de cada elemento, distinguiendo
entre: transcripcion completa (TC), transcripcion incompleta (T1) y ausencia de transcripcion (AT). Ade-
mds, hemos estudiado la presencia de otros posibles elementos anadidos por cada alumno.

La tabla 2 indica el nimero de enunciados transcritos por cada alumno, anadiendo en las dos dlti-
mas filas la frecuencia y el porcentaje de transcripcién globales de cada aula.

Tabla 2.
Numero de enunciados transcritos por estudiante y por aula
Aula DO1 Aula DO2 Aula DO3
Enunciados: 23 Enunciados: 74 Enunciados: 27

No Est. ?‘é ET“I i‘% No Est. ?‘é ET‘} i’% No Est. ?’é ET‘} i’%
El 8 1 14 E10 12 0 2 E17 21 0 0
E2 3 0 20 El1 10 0 4 E18 21 0 0
E3 13 0 10 E12 12 0 2 E19 21 0 0
E4 12 1 10 E13 13 0 1 E20 19 0 2
E5 23 0 0 E14 10 0 4 E21 17 0 4
E6 0 0 23 E15 12 0 2 E22 20 0 1
E7 1 19 E16 14 0 0 E23 18 1 2
E8 19 0 E24 20 0 1
E9 16 3 E25 17 0 4
E26 19 0 2

Frec. 97 6 104 Frec. 83 0 15 Frec. 193 1 16
% 46,9 2,9 50,2 % 84,7 0 15,3 % 91,9 0,5 7,6

La tabla 2 muestra un comportamiento muy homogéneo entre los alumnos de DO2 y DO3,
transcribiendo los enunciados casi en su totalidad salvo algunos casos especiales (casos particulares de
composicién de funciones o una regla con varias expresiones para la derivada). Por el contrario, el por-
centaje de transcripcién es menor y mds variable entre los alumnos del DO1, encontrando desarrollos
completos (E5) y otros muy insuficientes (E2, E6 y E7), y una transcripcién muy escasa de las técnicas
de derivacién (solo E5 transcribe la de la funcién reciproca). Ademds, existen algunas transcripciones
incompletas de enunciado y justificacién (véase figura 5), provocadas por la falta de escritura de la
construccién de la funcién derivada y de la institucionalizacién de la regla, lo que puede ser reflejo de
una falta de percepcién de los alumnos de la diferenciacién entre derivada puntual y global.
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Fig. 5. Transcripcién incompleta (enunciado y justificacién) de la derivada de la funcién seno (alumno E9).

La tabla 3 muestra el nimero de ejemplos transcritos por cada alumno y, como en la tabla 2, los
datos globales por aula.

Tabla 3.
Numero de ejemplos transcritos por estudiante y por aula
Aula DO1 Aula DO2 Aula DO3
Ejemplos: 17 Ejemplos: 34 Ejemplos: 14

VBl ol | f A |NBe g | n | ar Y | S
El 3 0 14 E10 20 0 14 E17 14 0 0
E2 2 0 15 El1 21 0 13 E18 13 1 0
E3 5 2 10 E12 34 0 E19 14 0 0
E4 5 1 11 E13 32 0 E20 14 0 0
E5 16 0 1 E14 16 0 18 E21 4 0 10
E6 2 1 14 E15 27 0 E22 14 0 0
E7 0 1 16 E16 34 0 E23 10 2 2
ES8 4 2 11 E24 14 0 0
E9 7 0 10 E25 13 0 1
E26 10 0 4

Frec. 44 7 102 Frec. 184 0 54 Frec. 120 3 17
% 28,8 4,6 66,7 % 77,3 0 22,7 % 85,7 2,1 12,1

Observamos c6mo aumenta la diferencia de las clases de DO2 y DO3 frente a DOI, pero los
porcentajes de transcripcién de los ejemplos son algo menores en los tres casos, con mayor diversidad
entre estudiantes.

El andlisis cruzado de las transcripciones nos ha permitido detectar diferentes patrones de com-
portamiento en los alumnos al transcribir las reglas ejemplificadas. En cada una, consideramos que el
alumno puede tener un comportamiento exhaustivo, si transcribe tanto la regla como todos sus ejem-
plos ilustrativos (sean uno o varios); un comportamiento selectivo-estratégico, si recoge al menos uno
pero no todos los ejemplos expuestos; o puede haber una ausencia de relaciones de aplicacién asociadas
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a la regla, al transcribir la regla sin ejemplos ilustrativos, un ejemplo sin la regla que pretende ilustrar
o no transcribir ambos. Con esta diferenciacién, y segiin el comportamiento predominante en cada

alumno, hemos adaptado y detallado la clasificacién en perfiles indicada en Arce ez al. (2014):

— Ocho alumnos muestran un comportamiento exhaustivo siempre, registrando todas las reglas y

ejemplos ilustrativos, es decir, todos los procesos de aplicacién. Son E5, E16, E17, E18, E19,
E20, E22 y E24, con mayoria del aula de DO3.

Cuatro alumnos exhiben un comportamiento exhaustivo en la mayoria de los casos, registrando
la mayoria de procesos de aplicacién salvo alguno puntual. Son E12, E13, E15 y E25. La falta
de exhaustividad se concentra en la regla para derivar una suma de funciones (comportamiento
selectivo-estratégico, quizd por su sencillez) o en alguna regla «particular» de composicién de
funciones, donde se registra el ejemplo sin la regla.

Cinco alumnos tienen un comportamiento exhaustivo en las reglas ilustradas con un ejemplo y
selectivo-estratégico en las reglas ilustradas con varios ejemplos. Las relaciones de aplicacion abarcan
todos los elementos asi relacionados. Son E10, E11, E14, E23 y E26, siendo mds marcado en
los alumnos de DO2, que exponia un alto niimero de ejemplos por regla (véase apartado ante-
rior). La figura 6 contrasta el comportamiento selectivo-estratégico de un alumno en una regla
profusamente ejemplificada (cuatro ejemplos) frente a un alumno exhaustivo.
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Fig. 6. Alumno exhaustivo (E13, arriba) y selectivo-estratégico (E10, abajo) para la misma regla.

— Un alumno, E3, tiene un comportamiento variable (exhaustivo, selectivo-estratégico, transcrip-

cién solo de la regla), con una presencia parcial de relaciones asociadas a procesos de aplicacion.

— Tres estudiantes, E8, E9 y E21, son mayoritariamente selectivo-estratégicos en las reglas ilustradas

con varios ejemplos, sin ejemplificar las reglas con solo un ejemplo ilustrativo, con una baja presencia
de procesos de aplicacion. La figura 7 muestra este comportamiento en E8. En este caso, DO1
expuso dos ejemplos para la derivada del cociente y uno para las restantes (véase figura 2).

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, NUM. 34.1 (2016): 149-172 161



Matias Arce Sanchez, Laura Conejo Garrote, Tomas Ortega del Rincon

| Hesles o8 elovecien
F,

g ol vy

(174) 2y =f

v

W3y i«

Vi Biad & a'-' (Gt - (22 NG, Caot- () 3x
AJ‘

= _3J_L£_‘;L3_’sx_? N . 302e- 707, 3(-5-d
K 3!

X X

Fig. 7. Escaneo de E8.

— Los cinco alumnos restantes (todos del DO1) recogen un nimero muy reducido o inexistente de
procesos de aplicacion. E1, E2 y E4 fluctGan entre el registro de la regla sin ejemplos, el ejemplo
sin la regla o nada. La figura 8 muestra un extracto de E1, donde registra varios ejemplos sin

copiar la regla. Los alumnos E6 y E7 no anotan ni reglas ni ejemplos.
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Fig. 8. Registro de ejemplos sin tomar la regla ilustrada (E1).

La tabla 4, similar a las tablas 2 y 3, muestra el nimero de justificaciones transcritas por cada alum-

no de las aulas de DO1 y DO2 y los datos totales por aula.
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Tabla 4.
Numero de justificaciones transcritas por estudiante y por aula
Aula DOI Aula DO2
Justificaciones: 11 Justificaciones: 3
ust. ust. ust. ust. ust. ust.
e s JTc JTI ]AT Ne s JTc JTI JAT
El 4 2 5 E10 0 1 2
E2 1 0 10 Ell 1 0 2
E3 3 0 8 E12 1 1 1
E4 7 1 3 E13 1 1 1
E5 9 2 0 E14 1 0 2
E6 0 0 11 El5 1 0 2
E7 1 1 9 El6 1 1 1
E8 0 2 9
E9 5 5 1
Frec. 30 13 56 | Frec. 6 4 11
% 30,3 13,1 56,6 % 28,6 19,0 52,4

Los porcentajes globales de transcripcién en ambas aulas son similares y son bajos. No se recogen
algo mds de la mitad de los procesos de justificacién expuestos, lo que puede deberse a que estos no
formen parte de las expectativas de aprendizaje (Lupidnez, 2009) establecidas por los docentes para sus
alumnos. También encontramos un nimero apreciable de transcripciones incompletas, lo que puede
estar provocado por la mayor complejidad para simultanear el seguimiento del proceso y su registro, y
por la problemadtica sobre las derivadas puntual y global ya comentada.

De nuevo, hay mayor variabilidad en el aula del DO1 y mds homogeneidad con DO2, aunque en
esta aula el niimero sea poco significativo. Analizamos més en profundidad los comportamientos de los
alumnos de DO1, compardndolos con su conducta al transcribir justificaciones y ejemplos.

El estudiante E5 refuerza su cardcter exhaustivo transcribiendo todos los procesos de justificacion.
Solo en dos casos lo hace parcialmente, al no tomar la caracterizacion de la recta tangente utilizada para
demostrar la derivada de las funciones constante y afin. Los estudiantes E4 y E9 registran gran parte
de los procesos de justificacién y las relaciones asociadas a ellos, omitiendo solo unas pocas reglas. Esto
contrasta con su transcripcién mucho mds incompleta de los procesos de aplicacién. En particular, E4
presenta dos comportamientos muy distintos, que pueden verse en el mapa de elementos y relaciones
de la figura 9. E4 transcribe y justifica la mayoria de las reglas de derivacién de funciones elementales;
pero no transcribe las reglas para derivar operaciones con funciones, tomando solo algunos ejemplos
aislados, que provocan inconsistencias en su desarrollo.

El alumno E8 se caracteriza por transcribir las reglas sin registrar, apenas, sus demostraciones (muy
baja incidencia de procesos de justificacion), al igual que sucedia con los procesos de aplicacién. Asi, E8
tiene un cuaderno cuyo contenido se asemeja a una coleccién de reglas expuestas (y no todas). El alum-
no EI presenta un comportamiento heterogéneo: registra reglas justificadas, reglas sin justificar, omite
algunas e, incluso, encontramos dos transcripciones inacabadas de demostraciones sin escribir la regla.

Tres estudiantes, E2, E3 y E7, transcriben un niimero reducido de reglas justificadas, pero casi siem-
pre con su demostracién. Esta incompletitud provoca inconsistencias en los pocos procesos de justifica-
cién recogidos, al faltar reglas previas que son utilizadas. La figura 10 muestra este hecho en el mapa de
elementos y relaciones de E3. Este alumno, al contrario que E4, parece preferir anotar procesos de aplica-
cién frente a justificaciones, lo cual se refrenda al comparar sus mapas (figuras 9 y 10). Las transcripciones
de E2, E6 y E7 son muy incompletas en todo tipo de elementos, registrando solo retazos aislados.
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El dictado verbal de los comentarios (a modo de «observaciones») por DO2 provoca una diferen-
cia muy acusada en la transcripcién de estos elementos: anotacién total en sus alumnos frente a una
escritura casi nula en las otras dos aulas. En particular, los alumnos parecen no dar importancia a los
comentarios que relacionan reglas o que indican la posibilidad de aplicar diferentes reglas para derivar
una funcién, que favorecerfa un aprendizaje mds relacional y menos memoristico de estas. Su trans-
cripcidn es casi inexistente. En sentido contrario, E19 escribe una aclaracién propia de tipo simbélico
(figura 11) donde pretende relacionar dos reglas de derivacién tratadas de modo independiente en el
aula: las reglas para derivar la funcién identidad y cualquier funcién potencial.

Fig. 11. Comentario de cardcter relacional (E19).

No hay mds anotaciones personales de tipo relacional. Si existen aclaraciones o ayudas propias en al-
gunos alumnos al transcribir elementos del contenido teérico. Encontramos ayudas de tipo simbélico
al desarrollar cdlculos de limites en justificaciones, generalmente para indicar explicitamente la ten-
dencia de alguna funcién, muy abundantes en E9 (véase la figura 5). Tan solo E5 afiade una aclaracién
de tipo verbal, recordando la definicién de derivada utilizada al justificar la derivada de las funciones
constante y afin: «Derivada: Pendiente de las rectas tangentes de f(x)».

En los ejemplos también existen algunas aclaraciones, con dos propdésitos principales. Primero, in-
dicar explicitamente la regla de derivacién aplicada, a través de flechas, asteriscos o nimeros. En parti-
cular, siete alumnos suelen indicar explicitamente la sustraccién de una unidad en el exponente al apli-
car la regla para derivar una funcién potencial. Segundo, mostrar explicitamente la derivada de cada
una de las funciones al derivar operaciones con funciones. Los docentes DO1 y DO3 lo detallaron en
algunos casos, pero cuatro alumnos (E17, E19, E20 y E24) generalizan el habito, anadiendo incluso
una aclaracién verbal: «(5)’=0 porque es una constante». Tres alumnos de DO realizan aclaraciones
al aplicar la regla de la cadena: diagramas con flechas detallando la composicién (E9) o composiciones
parciales obteniendo cada uno de los factores cuyo producto es la derivada (E5 y E8).

En relacion a los sistemas de representacion, casi todos los alumnos optan por la representacion
simbdlica de enunciados, ejemplos y justificaciones, transcribiendo el simbolismo escrito por los pro-
fesores en la pizarra. La transcripcién verbal de reglas por los alumnos solo se produce con DO2, en
aquellas que dict6 explicitamente, aunque algin alumno sustituy6 palabras por simbolos o abreviatu-
ras (véase figura 12, con escaneo de E12). En las otras dos aulas tan solo un alumno, E21, transcribe
de forma verbal una de las reglas.

Los alumnos tampoco escriben verbalmente el tipo de funcién u operacién cuya derivada se presen-
ta, siendo este un comportamiento esporddico salvo en tres alumnos (E8, E19 y E21).
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Fig. 12. Transcripcién verbal, errénea, de regla (E12).

Solo DOV utilizé representaciones graficas, en tres justificaciones. El estudiante E5 es el tnico que
escribe todas, E9 anota solo dos (las asociadas a las funciones constante y afin). No se ha encontrado
ninguna representacién grafica en el resto de alumnos participantes, por lo que la incidencia de este
tipo de representaciones también es muy reducida o nula.

DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Los resultados obtenidos del andlisis evidencian una respuesta negativa a la pregunta inicial del articulo.
A pesar de las similitudes metodoldgicas entre los tres docentes, con un enfoque expositivo «tradicio-
nal, existe gran diversidad en los apuntes de los estudiantes, incluso dentro de la misma clase. Es cierto
que existe algtin matiz metodoldgico, como el dictado de DO2, que provoca diferencias importantes.
También podria apelarse a diferencias provocadas por distintos niveles de atencién del alumnado. Pero,
como verbalizan en las entrevistas, los alumnos toman decisiones propias y conscientes al realizar las
transcripciones, influidas también por la naturaleza del contenido presentado y la metodologia seguida
por el docente durante el curso. En este apartado presentaremos varias evidencias de ello.

Todos los estudios que buscan clasificar los apuntes tomados por los alumnos reportan la existencia
de alumnos que buscan «grabar» fielmente la clase, copiando todo lo expuesto. En nuestro estudio se
han detectado ocho estudiantes (alrededor del 30%) con este comportamiento copista o exhaustivo al
tomar enunciados de las reglas y técnicas de derivacién y ejemplos de aplicacién. Encontramos este
comportamiento en las tres aulas, aunque es mayoritario (seis de diez) en el aula de DO3, quizd por
basar su exposicién en una colecciéon de reglas acompanadas de ejemplos de aplicacién directa (véase
figura 4). Sin embargo, esa exhaustividad no se mantiene al considerar las justificaciones y, sobre todo,
los comentarios (a excepcién del aula de DO2, por el matiz metodolégico del dictado). Tan solo E24
tomd el inico comentario expuesto por DO3; mientras que E5, que anota todos los enunciados, ejem-
plos y justificaciones, solo transcribe uno de los seis comentarios del DOI.

En las entrevistas, los alumnos recalcan la importancia del registro de las férmulas, de los ejemplos
y de lo escrito en la pizarra, destacando la escritura en este medio frente al discurso oral del docente.
Asi, en ocasiones, parecen tener en cuenta solo el medio de exposicién y no la naturaleza del contenido
expuesto, como se deduce de esta frase de E3, compartida por otros alumnos: «A algo que el profesor
dé mucha importancia, lo escribe en la pizarra; si no le da tanta, pues lo dice oralmente».

Nogueira (2005) sefiala la disyuntiva de los estudiantes inexpertos en la toma de apuntes al tener
que decidir entre sistemas semidticos simultdneos, como la escritura en pizarra y el discurso oral, preva-
leciendo generalmente el primero. También indica la dificultad para que los alumnos identifiquen co-
nexiones orales entre elementos que complementan la escritura en la pizarra. Ambos comportamientos
se reafirman en nuestro estudio, donde se anotan mayoritaria y simbélicamente férmulas y ejemplos,
siendo apenas recogidos los comentarios orales destinados a relacionar diferentes reglas entre si 0 a in-
dicar la posibilidad de aplicar diferentes reglas de derivacién a una misma funcién. Las justificaciones,
que permiten relacionar enunciados y sistematizar de forma légica su desarrollo, son generalmente
poco transcritas. Todo ello refleja una visién de las matemdticas donde prima una comprensién ins-
trumental frente a una relacional (en términos de Skemp, 1976) y una evaluacién del alumnado, en
consecuencia, con un cardcter procedimental basado en relaciones de aplicacién.
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Asi, los apuntes de los alumnos de este foco conceptual presentan caracteristicas similares a las
expuestas por Shield y Galbraith (1998) en su estudio sobre la escritura expositiva de los alumnos: pre-
dominio del aspecto algoritmico de las matemadticas y baja presencia de justificaciones, observaciones
o explicaciones sobre la utilizacién o no de reglas y procedimientos. Es cierto que algunos estudiantes
acompafan su transcripcién con anotaciones personales que completan sus apuntes, pero la mayoria
tienen un marcado cardcter procedimental, siendo ayudas de cardcter préctico. Estos elementos son
destacados en la entrevista por estudiantes como E17 o E24, que buscan con ellos facilitar el estudio
de la asignatura a través de la revisién de su cuaderno de clase. Tan solo E19 hace una anotacién con
cardcter relacional (véase fig. 11), que es, pricticamente, la Ginica muestra de escritura propia del do-
minio privado del estudiante (en términos de Fried y Amit, 2003), buscando reflexionar y externalizar
sus pensamientos a través de la escritura.

El desarrollo mds completo del foco conceptual por parte del DO1, con un nimero mayor de
enunciados, justificaciones y comentarios expuestos, ha dado lugar a comportamientos muy distintos
entre sus alumnos, detectdndose una amplia gama de perfiles intermedios caracteristicos, mds alld de
perfiles del tipo «todo» o «nada». Por una parte, dos alumnos (E4 y E9) han optado mayoritariamente
por registrar los procesos de justificacion frente a los de aplicacién, pudiendo considerar de mayor
importancia los primeros, aunque E9 indique en la entrevista que tiende a «copiar todo». El alumno
E3 muestra el comportamiento contrario. E8 basa su anotacién en los enunciados de las reglas, por
lo que su transcripcién es una yuxtaposicion de reglas inconexas, sin apenas relaciones de aplicacién y
justificacién. Varios alumnos de DO2 y DO3 presentan otro perfil destacable: los que anotan al menos
un ejemplo en todas las reglas ejemplificadas, pero que no suelen tomar todos cuando se hacen varios.

Apuntamos tres hechos que pueden haber contribuido a las grandes diferencias entre alumnos y
la menor transcripcion de enunciados detectada en el aula del DOI: la utilizacién de la justificacién
como proceso de obtencién e institucionalizacién posterior de una regla, el desarrollo mds completo
de este docente y con un mayor ritmo, y la posible dificultad de los estudiantes para distinguir entre
los diferentes elementos y procesos matemadticos y su papel (Ibanes y Ortega, 2003). No obstante, son
necesarios estudios especificos que clarifiquen la posible influencia de cada uno de estos hechos.

Esos diferentes comportamientos al transcribir los elementos y relaciones dan lugar a inconsisten-
cias en los desarrollos anotados por varios alumnos: ejemplos sin haber apuntado la regla que ilustran
(figura 9) o ausencia de enunciados que son usados mds tarde en demostraciones (figura 10). A estas
inconsistencias se une la frecuente presencia de errores de transcripcion (como el mostrado en la figura
12). Ambas circunstancias dificultan el papel del cuaderno como herramienta para ayudar al estudio y
aprendizaje de los contenidos teéricos. Este uso se muestra mayoritario en los alumnos, que argumen-
tan la mayor proximidad del cuaderno a lo desarrollado y realizado en la clase, con el LT como mero
complemento.

En resumen, este estudio evidencia la presencia de comportamientos muy diferentes en el alum-
nado al transcribir en sus cuadernos la exposicién tedrica de un tépico, como el de reglas y técnicas
de derivacién, de cardcter procedimental. Estos comportamientos son reflejo de las diferentes visiones
hacia las matemdticas de los alumnos, el contenido expuesto por el profesor, la forma de exposicién y
el distinto rol del cuaderno para estudiar la asignatura.

El cuaderno se ha mostrado como una herramienta bdsica de estudio para muchos alumnos, donde
escriben y hacen matemdticas, reflexionan y resuelven problemas. La integracién de nuevas tecnolo-
gias en el aula puede hacer cambiar el soporte fisico de esta herramienta, pero no debe eliminarse. En
este momento de transicidn, estudiar cémo los alumnos elaboran y usan su cuaderno es esencial para
plantear transiciones adecuadas. Las nuevas tecnologias fomentan entornos de trabajo mds dindmicos
y constructivos que una exposicion tedrica (generalmente unidireccional y con contenido ya construi-
do), lo que provoca la presencia de mds puntos posibles de atencién (profesor, software, companeros)
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y un aumento de las decisiones del alumno sobre cémo recordar lo vivido. Esto puede ser un punto
importante de conflicto puesto que, como sucedié en Nogueira (2005) y ha sucedido en nuestro
estudio, con solo dos variables de atencién (pizarra y discurso oral del docente), muchos estudiantes
tienden a centrar su atencién en un medio, teniendo poco en cuenta la naturaleza e importancia del
contenido presentado.
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There is a high number of pedagogical studies in higher education that analyse the process of note-taking and the
notes written by the students. However, no research about note-taking of mathematical contents is found. This
paper presents an investigation about note-taking in mathematics (topic: derivative of a function, specifically the
derivative rules and techniques) developed in three classes of high school students (Grade 11) in which mathe-
matics teachers use a traditional methodology. The objectives of the investigation are:

O1: Establish similarities and differences between the content taught on this topic by each participating
teacher.

O2: Detect different behaviours in the students when they transcribe this content, analysing the notes taken
by them.

O3: Identify links between the elements and relations presented by the teachers, the behaviours of transcrip-
tion in the students and the role of the notes for them.

The content analysis framework developed by Rico and colleagues (Rico, Marin, Lupidfiez & Gémez, 2008;
Rico, 2012) was used to analyse the content presented by the teachers and transcribed by the students. This
framework has three dimensions of analysis:

Conceptual structure: an organised system of concepts, procedures, and relations among them, their proper-
ties and truthfulness criteria, which lead to the mathematical structure that organizes and justifies them. Here,
three kinds of elements are considered within the conceptual structure: the statements of the derivative rules
and techniques, their proofs and other comments (observations that emphasise the relationship between different
statements or its applicability).

Phenomenology: it includes the situations, contexts or problems that give rise to the conceptual structure and
give meaning to it. In this study, the phenomenology has been reduced to the examples of application of the rules
and techniques.

Systems of representation: it includes the expressions or signs through which a mathematical content is presen-
ted, allowing the communication of ideas. Here, the systems of representation used to present or transcribe the
mathematical elements are analysed transversely.

Besides, two different types of relations between the elements (statements, proofs, comments and examples)
have been considered: relations associated with application processes or with justification processes. Using this
framework, maps of elements and relations were built to compare the expositions of each mathematics teacher and
the transcription of each student in his/her notebook.

The three participating classes, chosen by availability, have a low number of students (26 adding up the
three). The research team made no changes in the planning and teaching: the methodology of each teacher was
expositive, with no use of the textbook. The data gathered was: class journal of each teacher, field notes taken
during the classes, photocopies of the mathematics notebook of each student and interviews with some students
about their elaboration and use of it.

A great diversity between the class notes written by the students during the exposition was detected, even
within the same class. It may be due to the students” different visions towards mathematics, the content presen-
ted by the teachers and the role played by these notes in the study of mathematics. There are eight students with
an exhaustive behaviour, writing all the statements and examples of application, even though some different
selective behaviours transcribing these kinds of elements were detected.
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'The transcription of proofs and comments is very low in a lot of students. In the interviews, the students have
stressed the importance of recording the statements and the application examples, and they emphasised as well
the elements written by the teacher in the blackboard. Some students seem to privilege this last aspect instead of
the nature of the content. This is an important limitation, especially in more dynamic environments. In general,
the transcriptions have a procedural and symbolic character, with very low presence of verbal and graphical re-
presentations, explanations, justifications and observations.

The differences between students have been higher in one of the classes, in which the mathematics teacher
had a higher rhythm of exposition and used the proof as a process to obtain the derivative rule. In this class, we
have identified students who have preferred to write justification procedures against application procedures and
vice versa.

Finally, the majority of the students have pointed out that their mathematics notebook is their main tool to
study the subject and to learn mathematics. In a lot of transcriptions we have found some inconsistencies and
mistakes that hinder this role.
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