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RESUMEN ¢ En este articulo presentamos una investigacion en que se aplica el Modelo de Com-
petencia Matemdtica (MCM) para estudiar la competencia de modelizacién, que se caracteriza por:
tareas matemadticas, procesos y fases de la modelizacién. Las relaciones entre estos tres componentes
determinan los niveles de complejidad cognitiva de una actividad matemadtica. Los procesos constitu-
yen el componente mds destacado y se desarrollan a lo largo de la etapa escolar, a diferencia de las tareas
matemdticas, que se trabajan a corto plazo. El MCM se pone a prueba en un estudio de caso de una
profesora que implementa una unidad didéctica de interpretacién de gréficas funcionales.
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ABSTRACT e In this article we present a research where the Mathematics Competence Model
(MCM) is applied to study the modeling competence, which is characterized by tasks, processes and
modeling phases. The relationships between those three components determine the levels of cognitive
complexity of a mathematical activity. The processes are the most outstanding components and they
are developed during the whole school process, unlike the mathematical tasks, that are developed du-
ring shorter terms. The MCM is tested in a case study of a teacher who implemented a teaching unit
for the interpretation of functional graphs.
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INTRODUCCION

El estudio de la modelizacién en el aula estd cada vez mds vinculado con la nocién de competencia.
En el 14 ICMI (Blum, Galbraith, Henn y Niss, 2007) las competencias en la modelizacién han sido
interpretadas principalmente de dos maneras: como las acciones que se deben llevar a cabo en la fases
de modelizacién (Kaiser, 2007) y como niveles de complejidad (Henning y Keune, 2007). En cambio
no hay un consenso en el tratamiento de aspectos did4cticos de la modelizacién, tales como: criterios
para estudiar la comprensién de los estudiantes al trabajar con modelos, los ejemplos de actividades
para que emerjan modelos matemdticos y el rol de profesor.

En nuestro estudio, la competencia de modelizacién tiene el propésito de, valga la redundancia, ser
desarrolladora de competencias, e incorpora las dos visiones sobre competencias antes mencionadas.
A su vez tiene un propésito de cumplir una funcién diddctica, ya que involucra aspectos en relacién al
estudiante, a la actividad matemadtica y al rol del profesor.

La modelizacién matemadtica la consideramos como un proceso articulador del curriculum, y en
otros trabajos (Espinoza, Barbé, Mitrovich, Solar, Rojas y Matus, 2008; Solar, Azcdrate y Deulofeu,
2012) se ha justificado que el enfoque por competencias es un sustento para identificar procesos ar-
ticuladores de aquel. El enfoque por competencias, ademds de promover un enfoque funcional de las
matemadticas, caracteriza la modelizacién matemdtica como un proceso, y esta condicién da pie a ela-
borar un modelo de competencia matemadtica que trate aspectos diddcticos de la modelizacién (Solar,
Azcdrate y Deulofeu, 2009).

El interés por desarrollar procesos matemdticos en la ensefianza de las matemdticas no es nuevo:
como se constatd en Solar et al. (2012) se puede hacer una extensa lista de procesos definidos como
propios de las matemdticas (representar, argumentar, demostrar, clasificar, analizar, resolver, conjeturar,
razonar, visualizar, calcular, etc.); en el trabajo citado se sostiene que si bien los procesos han estado
presentes en algunas propuestas curriculares de matematicas, tales como la propuesta curricular del
NCTM (2003), no han tenido un papel destacado en comparacién con los contenidos; la mayoria de
los curriculos tienen como punto de partida los contenidos matematicos, y los procesos aparecen de
manera implicita en las orientaciones did4cticas de cada contenido.

En la perspectiva de competencia matemdtica del marco teérico del informe PISA, se ha puesto el in-
terés en identificar el nivel de dominio de una competencia. En el marco original de PISA (OCDE, 2003)
se planteaban «grupos de competencia» (reproduccion, conexion y reflexién) para identificar el nivel de
complejidad de una actividad. En el marco actualmente vigente (OCDE, 2012), no aparecen estos grupos
de competencia y se ha puesto el acento en los niveles de complejidad de cada una de las competencias ma-
temdticas. La complejidad en la modelizacién depende de criterios tales como si el modelo viene dado o se
debe elaborar, y en la complejidad de los supuestos, relaciones y restricciones para que el modelo satisfaga al
problema. Nosotros hemos adaptado esta idea y hemos reformulado el planteamiento para desarrollarlo en
la competencia de modelizacién. ;De qué manera se progresa en la competencia de modelizacién? ;Cudles
son los criterios que hay que considerar para estudiar el progreso de los estudiantes?

El propésito general de este trabajo es estudiar la modelizacién como una competencia matemd-
tica. Para ello partimos de la base de que, si bien las competencias matemdticas son transversales a
los contenidos, estos sustentan el desarrollo de estas, y entendemos que no se puede caracterizar una
competencia sin estar asociada a un tema matemdtico. Nuestra propuesta se ha desarrollado en el tema
de «interpretacion de graficas funcionales», incorporando la nocién de proceso como el componente
diferenciador, de tal manera que la competencia de modelizacién se conforma por unos procesos que
corresponden a este tema matemadtico concreto. Si estuviéramos en otro tema, algunos de los procesos
que conforman la competencia de modelizacién podrian cambiar. Estas condiciones hacen que la com-
petencia de modelizacién sea transversal a los contenidos, pero los procesos propios que la conforman
dependan del tema matemadtico en juego.
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Para estudiar la modelizacién como una competencia hemos elaborado un Modelo de Competen-
cia Matemdtica (MCM) que relaciona contenidos, procesos y niveles de complejidad de la actividad.
En otros trabajos (Espinoza ez al., 2008) se ha utilizado el MCM para realizar un diseno curricular
basado en competencias matemadticas; también se ha puesto a prueba para estudiar la argumentacién
como una competencia (Soplar ez al., 2012), y ademds este modelo se ha utilizado para la formacién
de profesores de primaria (Solar, Rojas, Ortiz y Ulloa, 2012).

Para este articulo, estudiamos la aplicacién del MCM a la competencia de modelizacién, baséndo-
nos en tareas, procesos y nivel de complejidad. La pregunta que abordamos es «;De qué manera se re-
lacionan las tareas, los procesos y la complejidad en el desarrollo de la competencia de modelizacién?».
En el desarrollo del articulo nos centraremos en describir cémo se caracterizan las tareas y los procesos
en la interpretacién de graficas funcionales, y de qué manera, articulando estos dos componentes, se
puede determinar el nivel de complejidad de una actividad matemadtica en el aula; con ello se describird
la funcién didéctica de la modelizacién tanto en la planificacién de una secuencia diddctica como para
el andlisis de la modelizacién en el aula.

MARCO TEORICO

Modelizacién matematica

Existe una variedad de descripciones sobre el término modelizacion. La propuesta de Penrose (1978;
extraido de Houston, 2007) es una de las pioneras que describe los pasos en el proceso de modelizacion.
Posteriormente han seguido propuestas con la misma base pero que destacan otros aspectos, como el
modelo de la situacién real (Maaf$, 2000) y la relacion entre la teoria y los datos en el proceso de modeli-
zacién (Blomhej y Hejgaard, 2003). Desde un enfoque evaluativo Houston (2007) caracteriza criterios
para evaluar las fases de la modelizacién en los estudiantes. En términos generales, la modelizacién se
presenta en la literatura como las fases para resolver un problema proveniente de una situacion real por
medio de un modelo matemdtico (Maaf, 2006). Se inicia generalmente con una situacién extramate-
mitica, se simplifica a un modelo real y se matematiza para obtener un modelo matemdtico; se resuelve
dentro del modelo y se interpreta la solucién de modo coherente con la situacién inicial; finalmente se
evalta si responde a la situacion original. El sistema se concibe como dindmico y ciclico, pues en este se
producen continuas transformaciones para mejorar la interpretacion y prediccién del fenémeno.

Para un tratamiento diddctico, esta manera de entender la modelizacién es insuficiente dado que
se centra en las fases para resolver un problema, y no trata sobre el desarrollo de modelizacién en el
aula de matemdticas. Para caracterizar la competencia de modelizacién, ademds de considerar las fases
de modelizacion de Maafd (2006), nos hemos sustentado en otros dos enfoques que permitan darle una
funcién diddctica: los trabajos conducidos por de Lange (1987), sobre matematizacién en que se carac-
teriza matematizacién horizontal con procesos matemdticos para transitar del mundo real al mundo
matemdtico, y matemdtizacion vertical con procesos matemdticos propios del mundo matemadtico. En
el marco teédrico actual de PISA (OECD, 2012) se han realizado modificaciones en la linea de dar una
mayor relevancia a la modelizacién. Uno de los cambios desde el marco del 2003 ha sido modificar la
competencia «modelizar» a «matematizar», pero el cambio mads significativo ha sido destacar los pro-
cesos de modelizacién —formular, emplear, interpretar— en la caracterizacién de mathematical literacy,'
en que se describe de qué manera las competencias matemdticas se desarrollan en cada una de estos

1. Mathematical literacy se ha traducido al castellano en el informe PISA (OECD, 2003, 2012) como «Competencia mate-
miticar. Pero, para evitar confusiones con nuestro significado de competencia matemdtica, preferimos mantener el término
en su versién original.
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procesos de la modelizacién, incluida la matematizacién. Este cambio en el marco tedrico de PISA
vincula la actividad matemadtica escolar de forma directa con los procesos de modelizacion.

Esta visién de modelizacién es mds amplia que la anterior expuesta, dado que se enfoca hacia la
ensefianza de la matemdtica y no solo al tratamiento de un problema, como es el caso de las fases de
modelizacién.

Los trabajos sobre modelizacién emergente (Gravemeijer y Doorman, 1999; Gravameijer, 2007)
constituyen un enfoque de particular interés para atribuir una funcién didéctica a la competencia de
modelizacién. El término emergente se refiere tanto al cardcter del proceso por el cual los modelos
surgen en la educacién matemdtica realista, como al proceso por el cual estos modelos apoyan la apa-
ricién de los modos matemdticos formales de saber. En primer lugar, el modelo empieza a destacar
como un modelo de las estrategias informales de los estudiantes, y con el tiempo el modelo se convierte,
de manera gradual, en una entidad propia y empieza a servir como un modelo para un razonamiento
matemdtico mds formal. Con relacién a esto, se pueden distinguir cuatro tipos o niveles de actividad
matematica:

1. Actividad en el entorno de trabajo, en que las interpretaciones y soluciones dependen de la com-
prensién de cémo actuar en un escenario cualquiera (a menudo fuera de la escuela).

2. Actividad de referencia, en que los modelos de hacen referencia a una actividad concreta del aula
de matemadticas.

3. Actividad general, en que los modelos para obtienen su significado desde un marco de relaciones
matemdticas.

4. El razonamiento matemdtico formal, que ya no depende del apoyo de modelos para la actividad
matemdtica.

Estos cuatro niveles de actividad ilustran que los modelos, inicialmente, estdn ligados a la actividad
en un escenario especifico e implican imdgenes de la situacién especifica; en el nivel de referencia, los
modelos se basan en la comprensién de los estudiantes y escenarios empiricamente reales. La actividad
general empieza a surgir cuando los estudiantes comienzan a decidir sobre las relaciones matemdticas
que estdn implicadas. Como consecuencia, el modelo se libera de su dependencia de imdgenes especifi-
cas de la situacién, y gradualmente se desarrolla en un modelo que obtiene su significado de relaciones
matemdticas que estdn siendo interpretadas en el proceso. La transicién desde modelo de a modelo para
coincide con una progresién desde un razonamiento matemadtico informal a uno de cardcter formal
que se entrelaza con la creacién de una nueva realidad. Por consiguiente, la transicién modelo de a mo-
delo para no estd ligada a las manifestaciones especificas del modelo, sino al pensamiento del estudian-
te; mientras que el término modelo de se refiere a una actividad en un escenario especifico, el término
modelo para se refiere a un marco de relaciones matemiticas (Gravemeijer, 2007).

En el MCM se han considerado los tres enfoques de modelizacién tratados anteriormente. Las fases
de modelizacion (Maaf3, 2006) son la base para entender los procesos de modelizacién. El enfoque de
matematizacion, al ser una visién mds amplia, da sentido al hecho de que existan cuatro componentes,
que en su conjunto permiten darle una funcién didéctica a la competencia de desarrollar la modeliza-
cién en el aula de matemadticas. La modelizacion emergente sustenta un cambio en el MCM para la com-
petencia de modelizacién. Dada la importancia que tiene la caracterizacién del nivel de abstraccién
del modelo matemdtico, hemos agregado un componente mds en el MCM para la competencia de
modelizacién, que articula las fases de modelizacién (Maaf3, 2006) con los niveles de la actividad en el
enfoque de modelizacién emergente (Gravameijer, 2007). A este componente lo hemos denominado
«fases de modelizacién», ya que cumplen las caracteristicas de ser un proceso ciclico de modelizacién.

Respecto al tema matemadtico en juego, a las funciones se le puede atribuir diferentes significados,
tales como: una regla o correspondencia, una maquina que toma una entrada y entrega la correspon-
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diente salida o una dependencia entre variables. Cada uno de estos significados se puede interpretar
como un modelo matemadtico. Al introducir las funciones desde la interpretacién de grificas funciona-
les, por el tipo de tareas matemadticas que se ponen en juego, tales como interpretar gréficas o traducir
de una tabla a una grafica, el modelo matemadtico que emerge es el de dependencia de variables. Este
modelo se puede representar de diferentes maneras: expresién numérica del modelo (tabla numérica),
expresion grafica, expresion verbal, y expresién algebraica.

Modelo de competencia matemética (MCM)

El modelo de competencia matemdtica (MCM) que hemos propuesto se sustenta en la perspectiva
funcional de las matemdticas, mathematical literacy (OECD, 2003 y 2012). En concreto, el MCM
para la competencia de modelizacién se conforma en tres dimensiones:

Competencia matemdtica: basindonos en las propuestas que consideramos mds relevantes de com-
petencias matemdticas (Abrantes, 2001; NCTM, 2003; Niss, 2002; Niss y Hojgaard; 2011; OECD,
2003; OECD; 2012), acordamos elegir y optar por procesos matemdticos nucleares que denominamos
competencias matemdticas, las cuales organizan y articulan el curriculo de matemdticas. Para que las
competencias sean articuladoras tienen que cumplir cuatro criterios:

— Integracién de procesos: integrar una serie de procesos matemadticos especificos vinculados a una
competencia matemadtica.

— Relevancia matemadtica: ser significativas para la actividad matemdtica escolar.

— Transversalidad: las competencias se caracterizan por ser transversales a los objetos matemadticos.

— Afinidad: la transversalidad recién definida estd condicionada por relaciones de afinidad entre
competencias y objetos matemdticos; en particular los procesos tienen distintos niveles de afini-
dad con el conocimiento matemadtico puesto en juego.

Organizaciones matemdticas: pese a que los contenidos matemdticos no se constituyen como el
elemento estructurante del MCM, se hace necesario articularlos con los procesos o competencias
matemdticas especificas. En particular se utilizaron las bases de la Teorfa Antropoldgica de lo Diddc-
tico (TAD) (Chevallard, 1999), en la cual los contenidos matemdticos se estructuran en términos de
organizaciones matemdticas, las cuales permiten establecer un nucleo de relaciones entre contenidos,
desatomizdndolos y permitiendo asi una articulacién con las competencias matemadticas. Una organi-
zacién matemdtica nace como respuesta a un tipo de cuestiones problemdticas y estd constituida por
cuatro categorias de elementos: tipos de tareas, elementos técnicos, tecnoldgicos y tedricos. La utiliza-
cién de la TAD ha servido para caracterizar los contenidos matemdticos, por dos razones. En primer
lugar, las tareas matemdticas permiten ser articuladas con los procesos matemdticos para el desarrollo
de una competencia matemadtica especifica en el aula. Una segunda razén tiene relacién con la nocién
de variable did4ctica proveniente de la Teoria de Situaciones Didécticas de Brousseau (1997), en que
la complejidad de las técnicas que utiliza un resolutor depende de las condiciones de realizacién —o
valores de la variable— de una tarea matemdtica. Este criterio es considerado en la tercera dimensién
del MCM que se describe a continuacién.

Niveles de complejidad: el progreso de la competencia se determina en términos de la complejidad de la
actividad, que depende tanto de las tareas como de los procesos que la conforman. La expresién nivel de
complejidad se adopta de los grupos de competencia del marco inicial de PISA (OCDE, 2003) basados
en los trabajos desarrollados por de Lange (1995). Sin embargo, en PISA se definié cada nivel de comple-
jidad (reproduccién, conexidn, reflexién) sin que se presentaran criterios comunes que permitieran iden-
tificar de qué elementos depende la complejidad. En cambio, en el MCM los niveles de complejidad de
una actividad se determinan con elementos comunes, y estin en funcién de las tareas matemdticas y sus
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condiciones de realizacidn (variables did4cticas) y de los procesos especificos que conforman una compe-
tencia matemdtica. A partir de nuestros estudios empiricos (Solar ez a/., 2012) se ha visto la conveniencia
de agregar un nivel més entre conexidn y reflexién, el cual hemos denominado generalizacion, resultando
asi cuatro niveles de complejidad: reproduccién, conexidn, generalizacion y reflexion.

En la figura 1 se puede apreciar la relacién entre los componentes del MCM, cuyo elemento cen-
tral son los procesos matemdticos que permiten organizar y articular el curriculo de Matematicas por
medio de los cuatro aspectos clave ya mencionados: integracion, relevancia, transversalidad y afinidad.

MCM

Tres dimensiones

- . Niveles de
Organizaciones Competencias Complejidad
Matematicas Matematicas P .l.
Cognitiva

Dos el t
fu‘:;sdz;;,::;/‘; Se conforman de Depende de

— l

Condiciones de
Realizacion

Fig. 1. Modelo de competencia matemdtica (MCM).

Para el caso particular de la competencia de modelizacién, se ha agregado una cuarta dimensién
denominada Fases de modelizacion. Para determinar el nivel de abstraccién de los modelos matemdticos
en juego, se ha considerado el marco de modelizacién emergente de Gravameijer (2007), que sitta la
actividad en uno de los cuatro niveles de modelizacién: entorno de trabajo, referencial, general o formal.

METODOLOGIA

La experiencia de la cual se obtuvieron los datos de esta investigacion se realizé en Santiago de Chile,
dentro del marco de proyecto LEM (lectura, escritura y matemdticas) del centro Felix Klein de la
Universidad de Santiago de Chile. En el segundo semestre del 2007, un grupo de cuatro profesoras de
octavo bésico (de 13 a 14 anos) implementaron la unidad did4ctica denominada «Analizando y cons-
truyendo graficos», disenada por el equipo LEM (Espinoza, Barbé, Cerda, Waisman, Ruiz y Gélvez,
2000). Esta unidad tuvo como propésito introducir las funciones por medio de la interpretacién y
construccion de graficas funcionales y constd de tres etapas: la primera estaba asociada al sistema de re-
presentacion cartesiano y centrada en la ubicacién de puntos en el plano; en la segunda etapa se estudié
la nocién de dependencia de variables, y la tercera etapa se centraba en la interpretacion y construccién
de gréficas, particularmente en la inclinacién de la curva. Desde el punto de vista de la modelizacién
hay dos modelos matemdticos en juego que permiten fundamentar las diferentes tareas matemdticas
que se abordaron en la unidad: en la primera etapa el modelo es el sistema de coordenadas cartesianas,
y en la segunda y tercera etapa se traté del modelo de dependencia de variables.
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La unidad didéctica fue analizada con un cardcter descriptivo, por medio del instrumento «matriz de
competencia» (Espinoza ez al., 2008) que permite caracterizar cada actividad, a partir de la identificacién
de las tareas matemdticas y de su nivel de complejidad de acuerdo con la competencia de modelizacion.
Este andlisis previo dio pie a adaptar la unidad diddctica inicial a las necesidades de la investigacién,
remplazando algunas actividades por otras que @ priori desarrollaran niveles altos de complejidad para
la competencia de modelizacién. Una vez realizados estos cambios, se implementé la unidad diddctica.

De la unidad didéctica adaptada, para la recogida de datos se han seleccionado seis tareas matemd-
ticas, que se han clasiificado en tres etapas.

— Ertapa 1: identificar sistemas de referencia, construir sistemas de referencia.
— Ertapa 2: identificar variables, estudiar dependencia entre variables.
— Etapa 3: traducir representaciones, interpretar graficas.

Para este estudio se eligié el caso del aula de matemiticas de la profesora Valentina: es decir, la terna
alumnos-decente-actividad matematica, en vez de recoger datos entre las cuatro profesoras. La decisién
se justifica porque los datos recogidos en las observaciones de clases de Valentina permitian profundi-
zar en los propésitos de la investigaciéon en un solo caso, mientras que si se hubieran recogido datos de
varios casos no se hubiera podido ahondar de la misma manera en los datos recogidos. Por esta razén se
registraron cinco clases para tener un proceso mds completo en el desarrollo de la unidad didéctica con
énfasis en registrar las actividades incorporadas. En particular se escogié el caso de la clase de Valentina
porque la dindmica de su clase promovia de manera especial la interaccién entre la profesora y los 35
alumnos que formaron el grupo de octavo bésico. Valentina promovié que los modelos matemadticos
estudiados emergieran en conjunto con los estudiantes, caracteristica significativa para el estudio de la
modelizacién en el aula. El andlisis del caso tiene como propdsito caracterizar las relaciones entre los
diferentes componentes: tareas, procesos y complejidad.

Seguimos el transcurso de la implementacién de la unidad diddctica con una estrategia de obser-
vacién no participante durante cinco sesiones. Por medio de grabaciones en video, consideramos los
registros enfocados a la interaccién entre la profesora y los estudiantes. Finalmente transcribimos las
cinco sesiones grabadas.

Si bien las tareas matemdticas en gréficas funcionales se han podido caracterizar desde la literatura
(Leinhardt, Zaslavsky y Stein, 1990), en el caso de los procesos matemdticos que conforman la com-
petencia de modelizacién no se tienen suficientes antecedentes tedricos que permitan caracterizar estos
procesos. Por ello, hemos aplicado una metodologia inductiva para caracterizar los procesos.

De las cinco sesiones, se han seleccionado aquellos episodios en los que hay interaccién entre la
profesora y los estudiantes y que muestran una mayor riqueza en los procesos de modelizacién. La
unidad de andlisis correspondié a cada una de las acciones del episodio, tanto de Valentina como de
los estudiantes. Cada accién se caracterizé con un indicador de proceso asociado a la competencia. Esta
estrategia sigui6 un criterio de comparacién constante entre los procesos que emergieron de los episo-
dios analizados y concluyé con la caracterizaciéon de un listado de procesos asociados a la competencia
de modelizacién. Dado el cardcter innovador de estos procesos, se aplicaron dos instancias de valida-
cién, una interna en que se analizé el significado de cada uno de estos procesos, y si su conjunto era
coherente con una secuencia de modelizacién, y una instancia posterior de validacion externa en que
dos jueces externos a la investigacion, en calidad de expertos, discutieron con el investigador la perti-
nencia y fiabilidad de los procesos elaborados mediante los siguientes criterios: valoracién del proceso
de construccién de las definiciones, coherencia entre el conjunto de procesos, diferencia entre procesos
y tareas, y pertinencia de los procesos de modelizacién sobre el contenido abordado. La participacién
de los jueces no se limité solo a validar los procesos, sino que ademds contribuyé a solventar los marcos
tedricos de la modelizacién.
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Por otra parte, se han caracterizado las fases de modelizacién en interpretacién de gréficas. Si bien
las fases de modelizacién tienen respaldo en la literatura (Maaf3, 2006), estas son generales y no estin
enfocadas a un contenido. Por tanto, desde una perspectiva inductiva, se ha repetido la estrategia de
comparacién constante para identificar las fases de modelizacién en los episodios. En vez de tomar
como unidad de andlisis cada accién en el aula, las unidades correspondieron a un conjunto de accio-
nes consecutivas que apuntaran a una de las fases de modelizacién.

En este articulo nos centramos en dos de las cinco sesiones registradas, en las sesiones 1y 5, dado
que estas actividades fueron incorporadas a la unidad diddctica para promover especialmente la mode-
lizacién matemdtica. Para el andlisis de datos se ha seleccionado un episodio de cada sesion, ya que en
la interaccién entre profesora y estudiantes de ambos episodios surgen varios de los procesos propios
de la competencia de modelizacién.

ANALISIS Y RESULTADOS

El estudio de la competencia de modelizacién se ha organizado en cuatro apartados: en el primero se
caracteriza la competencia de modelizacién: en el segundo y tercero se realiza el andlisis de episodios
de la primera y quinta sesién respectivamente, y por ultimo, en el cuarto, se discute el progreso de la
competencia de modelizacién a partir de la comparacién entre los dos episodios.

Caracterizar la competencia de modelizacién

En la investigacién se han caracterizado los cuatro componentes de la competencia de modelizacin:
tareas, procesos, fases de modelizacién y nivel de complejidad.

Iareas: las tareas matemdticas provienen de la unidad did4ctica inicial complementadas con otras a
partir del andlisis previo de la unidad didictica. Se detallan en la figura 3.

Procesos: en la figura 2 se muestra la caracterizacién de procesos que conforman la competencia de
modelizacién, en la primera columna se describe el proceso sefialado en cursiva, y en la segunda co-
lumna un ejemplo en la unidad didéctica de interpretacién de gréficas funcionales.

Procesos Ejemplo en la unidad didactica

Describir que las coordenadas en un sistema cartesiano son numéricas y

Identificar o describir las caracteristicas de un modelo. . .
tiene punto de origen (0, 0).

Interpretar el modelo o su expresion (grafica, tabla, expresion
verbal o algebraica).

Interpretar la grafica de la temperatura de ciudades ordenadas de norte a
sur.

Validar caracteristicas del modelo: Aseveraciones que validen o
refuten las descripciones de las caracteristicas o la
interpretacion del modelo.

Ejemplo Profesora: cantidad, él dijo por ejemplo, si en un minuto se llena
10 cm.

Construir la expresion de modelo (sistema de referencia, gréfica,

Elaborar un gréfico a partir de los datos.
tabla, etc.). unel P

Identificar las propiedades del modelo matematico.

Identificar las variables.

Aplicar el modelo y la expresion correspondiente a la situacion
problematica.

Establecer si hay dependencia entre dos variables estudiando la relacién
entre sus datos.

Validar el modelo o refutar ( representaciones y/o propiedades
del modelo).

Contrastar la coherencia de la construccion de un gréfico con la expresion
verbal.

Reflexionar sobre la modelizacion: el modelo, las fases de
modelizacién y su aplicacién como solucién a la situacién
problematica.

Analizar las limitaciones de un sistema de referencia con letras y nimeros.

Fig. 2. Procesos de la competencia de modelizacidn.
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Ocho procesos conforman la competencia de modelizacién, que se pueden asociar con las cinco
fases de modelizacién presentadas por Maaf$ (2006): simplificacién, matematizacion, trabajo matema-
tico, interpretacién y validacion. Caracterizar el modelo es un proceso que generalmente ha emergido
en la fase de simplificacién al identificar las propiedades del modelo real. El proceso de interpretar el
modelo comprende acciones tanto hacia el modelo como a su expresién (gréfica, tabla). Las acciones
de construccién se asocian al proceso de obtencién de la expresién del modelo. Estos dos procesos han
emergido generalmente en la fase de matematizacién (paso del modelo real al modelo matemadtico),
y en menos ocasiones en la fase de interpretar la solucién que proviene de modelo matemdtico en la
situacién original. El proceso de identificar propiedades del modelo se enfoca hacia las propiedades del
modelo matemitico; este se ha dado en escasas ocasiones y en la fase de matematizacién. El proceso
de aplicar el modelo, que implica utilizar de manera explicita el modelo matemadtico y la expresién
correspondiente a la situacién problemdtica, se ha dado en escasas ocasiones y en la fase de interpretar
la solucién. Los dos procesos de validacién (de las caracteristicas del modelo y del modelo) emergen en
fases y con frecuencias distintas. Las acciones asociadas a validar las caracteristicas del modelo se han
dado frecuentemente entre la simplificacién y la matematizacién; en cambio, la validez del modelo ha
emergido en escasas acciones coincidiendo con la fase de validacién. Del mismo modo, el proceso de
reflexionar acerca de la modelizacién consiste en acciones criticas sobre el modelo, las fases de modeli-
zacién y la aplicacién de la solucién a la situacién problemdtica.

El desarrollo de los ochos procesos en su conjunto se considera como la construccién del modelo,
tal como el de dependencia de variables. En la interpretacién de graficas, construir el modelo significa:
caracterizar sus elementos, trabajar con sus expresiones asociadas, interpretarlo, validarlo y aplicarlo; es
decir, cada uno de los procesos contribuye a la construccién del modelo. Este significado es diferente
del tradicional, que entiende la elaboracién de la expresién algebraica o de la grafica como la cons-
truccién del modelo. En esta investigacion hemos seguido a Gravemeijer (2007), quien sefiala que el
modelo se entiende mds como un concepto que como un modelo propiamente dicho.

Fases de modelizacion: de acuerdo con el andlisis de los episodios, se han identificado cinco focos en
la interpretacion de graficas. Modelo real, variables, valores de la variable, modelo matemdtico y expre-
sién del modelo matemdtico. Estos cinco focos, a diferencia de los procesos, se identifican en un in-
tervalo continuo de acciones que centran la atencién en uno de los cinco aspectos mencionados. Estos
focos, que son parte de la interpretacién de gréficas, se pueden asociar a las fases de modelizacién sefia-
ladas por Maafd (2006). La correlacién entre las fases y los focos de modelizacién se da de la siguiente
manera: en la fase de simplificacién se analiza el modelo real, y en la fase de matematizacion se pasa
hacia el mundo matemadtico, dado que entran en juego las variables. La fase de trabajo con el modelo
se focaliza en el modelo matemdtico y en sus expresiones; la fase de interpretar el modelo matemdtico
se focaliza en la interpretacién de su expresién y de las variables. Finalmente, en la fase de validacién,
las acciones se centran principalmente en validar el modelo matemdtico, aunque también se validan
los cuatro focos restantes (expresién del modelo, variables y sus valores). Si se refuta alguno de estos
focos se vuelve a un foco anterior. Dada esta correspondencia entre las fases de modelizacion y los cinco
focos, al componente que agrupa estos aspectos se le ha atribuido el nombre de fase de modelizacién.

Para analizar este componente se adopté la perspectiva de modelizacién emergente (Gravemeijer
y Doorman, 1999). De acuerdo con el disefio heuristico de modelizacién emergente, el modelo co-
mienza a destacar como un modelo de las estrategias informales de los estudiantes. Con el tiempo, el
modelo gradualmente se convierte en una entidad propia y empieza a servir como un modelo para un
razonamiento matemdtico mds formal.

Nivel de complejidad: se han identificado cuatro niveles de complejidad: reproduccién, conexién,
generalizacién y reflexién.
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Competencia de modelizacién: Enunciados todos los elementos, en la figura 3 se visualiza la relaciéon
entre procesos, tareas, fases de modelizacién y niveles de complejidad. Muchas tareas se repiten en
los niveles, tales como interpretar graficas, traducir y estudiar la dependencia entre variables, y lo
que cambia son los procesos en cada nivel. El modelo puede ser aplicado tanto a la planificacién de
una unidad did4ctica como a su desarrollo en el aula y sirve para relacionar los componentes de la
competencia e identificar el nivel de complejidad de una actividad.

Competencia de modelizacion ‘

Tareas: Identificar variables, identificar sistemas de referencia

. Entorno de
REPRODUCCION ) trabajo 0
Procesos: Caracterizar el modelo; validar caracteristicas del modelo .
Referencial

* Modelo real

¢ Variable
Tareas: Interpretar graficas, traducir entre representaciones, estudiar dependencia [Vl
de variables, construir sistemas de referencia variable
CONEXION ¢ Expresion
Procesos Caracterizar el modelo; validar caracteristicas del modelo, interpretar el modelo

modelo, construir la expresion del modelo, validar el modelo

O

Tareas: Interpretar graficas, traducir entre representaciones, estudiar dependencia M:::lzral
entre variables fe—e
GENERALIZACION ) * Variable
Procesos: Identificar propiedades del modelo, aplicar el modelo © Xaa:it;rtise dela
* Expresion del
modelo
Tareas: Interpretar gréficas, traducir entre representaciones,
estudiar dependencia entre variables C] .F’;r:a:
REFLEXON |

Procesos: Reflexionar sobre la modelizacion

Fig. 3. Competencia de modelizacion.

En la parte derecha de la figura 3 se ilustra de qué manera se asocian las fases de modelizacién con
los niveles de la actividad. De la relacién entre tareas, procesos y fases de modelizacién se determinan
los niveles de complejidad de la actividad: reproduccién, conexidn, generalizacién o reflexién.

Anilisis de la sesién 1

La sesién 1 forma parte de la etapa 1, «ubicando puntos en el espacio», de la unidad, que tiene como
objetivo desarrollar la nocidn de sistema de referencia. Se desarrolla en parejas una actividad que con-
siste en que cada estudiante sittie dos tesoros en un tablero 6x6 dibujado en su cuaderno de notas, y
que no puede ser visto por su compafiero. Luego, por turnos, se debe adivinar la ubicacién en que el
otro jugador situd sus tesoros (figura 4). En el desarrollo de la actividad, los estudiantes construyen
diferentes sistemas de referencia, tales como usar filas y columnas, letras y nimeros. En la puesta en
comun de los sistemas de referencia utilizados, la profesora Valentina estudia con todo el grupo las
limitaciones de cada uno de estos sistemas y las condiciones que tiene que cumplir un buen sistema de
referencia. Ante ello, Valentina propone un sistema que consiste en cambiar las letras para dejar solo
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numeros y promueve a los estudiantes a establecer criterios para caracterizar este sistema de referencia.
En el episodio seleccionado (figura 5) interviene Ignacio, quien sugiere establecer una regla como cri-
terio, y con la aprobacién de Valentina, Ignacio describe la regla para definir un sistema de referencia
con numeros, que vendria a ser un sistema cartesiano (las intervenciones de la profesora se han enne-
grecido). Tras ese episodio Valentina introduce las gréficas cartesianas y sus propiedades.

Buscar los tesoros
Instrucciones: Jugadores: 2

Ubicar dos tesoros en el sector cuadriculado de juego, sin que los vea tu compaiiero(a).
Los tesoros no pueden estar ubicados en dos cuadrados contiguos.

Trata de adivinarla ubicacidn en que el otro jugador ubicd los tesoros.

Por turnos, para cada intento, el jugador a quien le estdn adivinando debe indicar si es
que ha sido descubierto o no alguno de sus tesoros.

Es solamente un intento por turno.

Gana aquel jugador que encuentra todos los tesoros de su pareja.

Fig. 4. Actividad sesi6n 1.

[395] Valentina: dejen que el Ignacio va hablar.

[396] Tgnacio: podriamos establecer una regla asi por ejemplo.

[397] Valentina: a ver escuchen esto que estd diciendo su compaiiero es siper importante, ya vamos a
usar los nlimeros; y, si usamos los nimeros que vamos hacer.

[398] Ignacio: establecer una regla.

[399] Valentina: establecer una regla. [Valentina escribe en la pizarra]

[400] Ignacio: por ejemplo, si nosotros decimos que el tesoro estd en el (4,3) (...) Si partimos para abajo, el
primer nimero va a ser el de abajo, decimos tres y cuatro. Entones tomamos el nimero de abajo que va a ser el
primero y tomamos el de arriba que va hacer el segundo.

[401] Valentina: yo lo podria tomar asi, (escribe en la pizarra (3,4), ;asi?

[402] Ignacio: y el primero va a ser el de la linea de abajo.

[403] Valentina: y el primero va a ser el de la linea de abajo.

Fig. 5. Episodio sesién 1.

Para este episodio se caracterizan los cuatro componentes de la competencia de modelizacién:

Tareas: a lo largo de la sesién 1 se desarrolla la tarea de identificar un sistema de referencia; en el
episodio, al describir la regla ([400] - [403]), se identifica el sistema cartesiano como el modelo apro-
piado para describir los puntos en el plano (tesoros en el sector cuadriculado); después de este episodio
se construye el sistema cartesiano que corresponde a la tarea matemdtica de construir un sistema de
referencia.

Procesos: para ilustrar los procesos que intervienen se ha elaborado un «mapa de procesos» del epi-
sodio. En cada celda se inscribe una parte de la accién o una sintesis de esta que describa el proceso
que estd emergiendo. El mapa de proceso (figura 6) ilustra los procesos que emergen en el episodio.
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Ignacio: podriamos establecer unaregla. ™ [Valentina: establecer una regla.

[Valentina escribe en la pizarra]
Ignacio: por ejemplo, si nosotros decimos que el
tesoro esta en el (4,3) ... Si partimos para abajo,

el primer numero va a ser ¢l de abajo, decimos Valentina: yo lo podria tomar asi,

tres y cuatro. Entonces tomamos el niimero de - [escribe en la pizarra (3,4)], tres, rayita
. . e AQi?

abajo que va a ser el primero y tomamos el de 0 una coma, cuatro. ; Asi?

arriba que va a ser el segundo.

Ignacio: y el primero va a ser el de la linea de
abajo.

"1 Valentina: y el primero va a ser el de la
linea de abajo.

Ignacio: siempre, el primero va a tener que ser el -

delali de abajo.
o T an e Validar caracteristicas modelo

Caracterizar modelo

Fig. 6. Mapa de proceso episodio 1.

El modelo que se desarrolla es el sistema cartesiano; el mapa de proceso muestra un ciclo en torno
al proceso de caracterizar este modelo. Cuando Ignacio propone la regla, al repetir lo dicho por Ignacio
y escribir el punto en la pizarra, Valentina valida su intervencién, que también sirve para que Ignacio
siga describiendo el sistema de referencia.

Fases de modelizacidn: en la sesién emergieron varios modelos de sistemas de referencia; en parti-
cular, en el episodio se aprecia de qué manera estd emergiendo el sistema cartesiano, que se termina
de desarrollar cuando Valentina introduce las graficas cartesianas y sus propiedades. Como el modelo
sistema cartesiano ha surgido del contexto de la actividad, corresponde a un modelo de la actividad.
Esto permite identificar un nivel referencial de la actividad.

Niveles de complejidad: siguiendo el modelo ilustrado en la figura 3, la relacién entre tareas, procesos
y fases de modelizacién en este episodio corresponde a un nivel de conexién. En la sesién completa
emergen otros procesos pero estos no significan un nivel de complejidad mayor, puesto que el modelo
recién ha emergido y atn falta trabajar con el modelo en otras actividades. Por tanto se mantiene un
nivel de conexidn.

Andlisis del episodio de la sesién 5

La actividad «Accidentes automovilisticos» (figura 7) es la tltima en la secuencia de la unidad diddc-
tica «Analizando y construyendo gréficos». La manera de presentar la actividad no es un contexto habi-
tual para los estudiantes ya que la grafica, en vez de ser elaborada para una actividad de aula, proviene
originalmente de un periddico. La actividad presenta una grafica que muestra la velocidad promedio
de un coche en el momento que tiene un accidente en el transcurso de cinco anos. Las preguntas se
enfocan a producir una reflexion en los estudiantes en la interpretaciéon de graficas. Las primeras dos
preguntas corresponden a interpretar la grafica, para luego presentar un pérrafo extraido de la noticia
real del periddico asociado a la gréfica. En las tres preguntas siguientes, se pide hacer un comentario
sobre la interpretacién que se realiza de la grifica en la noticia, valorando si se estd de acuerdo con la
interpretacion del periodista y situando al estudiante bajo distintas interpretaciones de la grfica.
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Actividad: Accidentes automovilisticos

N°de accidentes Wl N° de muertos s Velocidad
13.205

11.774 11.919
10.768

10.130

1253 km/h
124,5 km/h 124,1km/h

122.4 km/h
1.109 : ; 1.083
1999 2000 2001 2002 2003

FUENTE: elaboracién propia INFOGRAFIA: Qué!

El grafico muestra la velocidad promedio de un automdvil en el momento que tiene un accidente en el
transcurso de cinco afios.

a) éEn qué afo hay mas numero de accidentes? ¢En qué afio es mas alta la velocidad promedio de un
automovil en el momento que tiene un accidente? ¢En qué afio hay mds nimero de muertos?

b) Discute si hay una dependencia entre la velocidad y el nimero de victimas (accidentes) ¢Y velocidad con
el nimero de muertos?

A continuacion se presenta un pérrafo extraido de una noticia real del periddico que tiene anexado al
grafico. Se pide hacer un comentario sobre la interpretacion que se hace del grafico, valorando si se esta
de acuerdo con la interpretacion del periodista.

La velocidad indebida es mas peligrosa que la excesiva

Como se muestra en el grafico “a menos velocidad, mas accidentes”. Y tal como afirma
automovilistas Europeos Asociados (AEA), el peligro de la carretera reside en realidad en la
velocidad inadecuada que mantienen los vehiculos. Para Francisco Huerta, presidente de esta
asociacion. “es tan peligroso ir muy deprisa como viajar excesivamente lento. Por este hecho los
radares no son la solucion real a los problemas de los accidentes”. Esta apreciacion ha sido
defendida por la asociacion ya que se ha probado que ha bajado la velocidad media de los
conductores. No asi los accidentes.

c) Haz un comentario sobre la interpretacion que se hace del grafico en la noticia ¢Estds de acuerdo?

d) Supdn que eres Francisco Huerta, Presidente de la asociacion AEA. Basandote en el grafico describe por
qué la velocidad excesiva no es un factor decisivo en los accidentes automovilisticos. Explica como lo
harias.

Fig. 7. Actividad sesién 5.

La actividad se inicia centrdndose en el modelo real (grafica de barras). Valentina, si bien induce
a los estudiantes reiteradamente a que interpreten la grafica, se encuentra con dos resultados. Por un
lado logra que algunos estudiantes, a partir de la interpretacién de la grafica, determinen que las va-
riables son independientes. Pero por otro lado varios estudiantes responden a la pregunta segin ideas
previas o espontdneas emergentes, relativas al contexto de la tarea, en detrimento de una focalizacién
en los datos, para determinar si hay dependencia. Por tanto Valentina no logra negociar con el curso
una solucién consensuada. Ante esto, Valentina cambia la estrategia que utilizaba usualmente para
interpretar los datos, que era interpretar directamente la gréfica, y traduce a una expresién numérica
(tabla) utilizando el modelo de dependencia entre variables para determinar si la velocidad afecta a los
accidentes o muertes. Se conjetura que no hay dependencia porque la relacién visual entre los ndme-
ros en la tabla no muestra una relacién; a continuacién Valentina construye la expresion grafica del
modelo, y a diferencia de antes logra negociar con los estudiantes que no hay ningtin tipo de relacién
de dependencia. La discusion gira en torno a cémo justificar esta afirmacion, y es en este punto donde
Valentina observa que a los estudiantes les es dificil sostenerse en los datos para justificar que no hay
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dependencia entre las variables. Ello ha implicado un escaso protagonismo de los estudiantes y es Va-
lentina quien finalmente termina desarrollando la actividad.

En las preguntas finales de la actividad se aplican los resultados obtenidos para contrastar las decla-
raciones en la noticia del periédico. Se analiza un episodio que corresponde a gran parte del desarrollo
de la tltima pregunta (figura 8). Se ha dado inicio a la pregunta, pero los estudiantes no la entienden,
muestran confusion y dicen que la interpretacién de la noticia es falsa. Valentina acota y explica nue-
vamente el sentido de la tarea. En la pizarra se mantienen dos frases que se han escrito previamente:
«menos velocidad mds accidentes» y «a més velocidad menos accidentes», y una tabla en que se han
organizado los datos expuestos en la gréfica.

[527] Valentina: si, pero como el seiior dijo: que el viaje decia a menos velocidad mas accidentes, entonces
como Ud. me dijo que con poca velocidad hay muchos accidentes, expliqueme ahora cémo es posible que
a muchas velocidad hay menos accidentes. ;Cémo podriamos argumentarlo?

[528] Alfredo: a no ser que fuéramos en una carretera.

[529] Leo: fijandose en los ultimos afios.

[530] Valentina: Leo dice que fijandose en lo ultimos se podria dar una razén.

[531] Estudiantes: [Murmullos]

[532] Valentina: Alonso tiene otra idea.

[533] Alonso: en el ailo 1999 y en el ano 2001, eso seria todo.

[534] Valentina: escucharon lo que dijo.

[535] Estudiantes: No!

[536] Valentina: el daria el afio 99, diria: mas velocidad menos accidentes, lo justificaria con el aifio 99

y-...

[537] Alonso: 2001.

[538] Valentina: con el 2001 que hubo 120 (km/h) y ahi hubo mas, es decir el diria.

[539] Marco: ya pero hay que fijarse en el grafico.

[540] Valentina: ya pero escucha.

[541] Valentina: a eso, porque habria dos afios no mas, 1999 y 2001, y con esos dos aiios explico. Esa es
una razén que esta dando él y que es correcta y esta bien. Porque diria en 1999 es: a mas velocidad.
[542] Leo: menos accidentes.

[543] Valentina: menos accidentes, y en el 2001 menos velocidad mas accidentes. [Seiiala afirmaciones
en la pizarra]

[544] Leo: pero ahi no hay menos accidentes porque...*

[545] Valentina: por eso el para poder explicar, ocupa dos afios no mas, los demas no los tomaria en
cuenta.

[546] Estudiantes: [no se escucha bien] igual se puede tomar.

[547] Valentina: pero esa respuesta que tomaria este sefior jestaria bien o mal?

548 Estudiantes: mal.

[549] Valentina: ;por qué?

[550] Estudiantes: porque no esta explicando todo el grafico, esta tomando lo que ¢l quiere no mas, lo que a ¢l
le conviene.

[551] Valentina: esta tomando lo que ¢l quiere, lo que a ¢l le conviene
[552] Arturo: no porque no le conviene.

[553] Cristian: en todo caso si ¢l lo hace asi, lo hace como, para complicarnos mas. Si lo hace desordenado se
puede hacer cualquier cosa.

[554] Valentina: pero es que la idea es que Uds. piensen.

Fig. 8. Episodio sesién 5.

Al igual que en la sesién 1, caracterizamos los cuatro componentes de la competencia de modeli-
zacion:

Iareas matemdticas: la tarea principal que se desarrolla a lo largo de la actividad y que se evidencia
en este episodio es el estudio de la dependencia de variables.

Procesos: en este episodio se presenta como emerge el proceso de reflexionar sobre la modelizacién,
que es uno de los ocho procesos que caracterizan esta competencia. El mapa de proceso (figura 9) ilus-
tra los procesos que emergen en el episodio.
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Valentina: Si pero como la noticia +- Leo: fijandose en los ultimos afios.
indica que el viaje decia a menos
velocidad mas accidentes, entonces
como Ud. me dijo que con poca
locidad hay i i
expliqgueme ahora cémo es posible
que a mucha velocidad hay menos
accidentes. éCémo podriamos
argumentarlo?

Alonso: en el afio 1999 y en el afio 2001, eso seria todo.

Valentina: el daria el afio 99, diria: mas velocidad menos
accidentes. lo iustificaria con el afio 99.

Valentina: a eso, porque habria dos afios no mas, 1999 y
2001, y con esos dos afios explico. Esa es una razén que esta
Induce a reflexionar sobre la dando él y que es correcta y esta bien

modelizacién
Leo: pero ahi no hay menos accidentes porque...®

Valentina: pero esa respuesta que
tomaria este sefior ¢estaria bien o

mads, los demads no los tomaria en cuenta.
mal?

Estudiantes: no estd explicando todo el gréfico, estd tomando
lo que él quiere no mas, lo que a él le conviene.

Valentina: pero es que la idea es que

P e £ Cristian: en todo caso si él lo hace asi, lo hace como para
Uds. piensen.

complicarnos mas. Si lo hace desordenado se puede hacer
cualquier cosa.
Induce a reflexionar sobre la

modelizacién Reflexionar sobre la modelizacién

Fig. 9. Mapa de proceso episodio 5.

En un principio Valentina induce a reflexionar sobre la interpretacién del modelo de dependencia;
esto genera una discusidn entre los estudiantes y Valentina, y por tanto en esta interaccion el proceso
de reflexién sobre la modelizacion estd presente. Si bien este proceso emerge a lo largo del episodio,
no significa que se desarrolle completamente. Cristian y otros estudiantes analizan criticamente el
proceso de modelizacién, pero sus argumentos carecen de una justificacién a partir de los datos, ya
que se sostienen en argumentaciones externas, lo cual se refleja en la dltima intervencién de Valentina,
quien sigue induciendo a que razonen sobre el modelo, con el fin de negociar con Cristian y el resto
de alumnos una justificacién basada en los datos. Valentina induce la reflexién pero los estudiantes no
reflexionan como ella esperaba, puesto que es Valentina quien finalmente impulsa las reflexiones y los
estudiantes responden brevemente. Por tanto, si bien reflexionar sobre la modelizacion estd presente,
este proceso no se desarrolla tal como esperaba la profesora.

Fases de modelizacion: en el desarrollo de la actividad el modelo de dependencia es conocido por
los estudiantes. Si bien es Valentina quien construye la tabla y la grafica, los estudiantes interpretan de
forma fluida estas dos expresiones para determinar la no dependencia entre variables. La familiaridad
para los estudiantes en el uso de estas expresiones del modelo se explica porque en sesiones anteriores se
ha negociado el modelo de dependencia. En consecuencia, podemos afirmar que el modelo de depen-
dencia entre variables acttia como un modelo para la actividad, que corresponderia a un nivel general de
la actividad. No es un nivel formal puesto que en esta unidad did4ctica atn no se estudia formalmente
la nocién de funcién y en consecuencia tampoco la expresion algebraica.

Nivel de complejidad: en el episodio se constata que el proceso de reflexionar sobre la modelizacién
solamente emerge de manera inicial y no se desarrolla completamente. Por tanto, al aplicar el MCM se
identifica un nivel de complejidad de generalizacién en el desarrollo de la actividad en el aula.

En la figura 10 se identifican las tareas y los procesos que se esperan en los dos episodios analizados,
y se comparan los niveles de complejidad esperados y desarrollados. El nivel de complejidad esperado
estd en funcion de los procesos y tareas, en cambio el nivel de complejidad desarrollado también de-
pende de las fases de modelizacidn.
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Nivel de Nivel de
Procesos Fase de

Tareas Complejidad complejidad

esperados modelizacion
P esperado desarrollado

Episodio | Identificar un sistema Caracterizar el

L, . Referencial Conexion Conexion
sesion 1 de referencia modelo

Episodio | Estudiar dependencia | Reflexionar sobre la

., . o General Reflexion Generalizacion
sesion 5 entre variables modelizacion

Fig. 10. Comparacion de los niveles de complejidad en los episodios.

En el episodio de la sesién 1 el nivel de complejidad esperado coincide con el desarrollado, dado
que emergieron los procesos que se esperaban y el nivel referencial de las fases de modelizacién apunta
a conexién. En cambio, en el episodio de la sesién 5 no se logra el nivel de reflexién esperado, obte-
niéndose un nivel de generalizacién. Mencionamos dos posibles razones para que no se logre el nivel de
reflexién, o bien el modelo de dependencia entre variables atn es emergente en los estudiantes y no ha
llegado a nivel de la actividad formal, o bien no se desarroll6 el proceso de reflexionar sobre la modeli-
zacion por parte de los estudiantes. Estas dos explicaciones provenientes del MCM tienen un compo-
nente tanto curricular como de gestién: curricular en el sentido de que la resolucién de la discrepancia
entre el nivel esperado y el alcanzado puede abordarse desde la planificacién, adaptando las actividades
para que puedan permitir que emerja y se desarrolle un proceso de reflexién sobre la modelizacién y/o
que el nivel de la actividad sea mds formal; en cuanto al componente gestién del docente, este también
es clave en la movilizacién de los procesos, y si bien Valentina genera intervenciones y preguntas para
promover el proceso de reflexionar, quizds estas no fueron las adecuadas para un desarrollo de dicho
procesos en los estudiantes.

CONCLUSIONES

En el MCM la competencia de modelizacién tiene un cardcter distinto a las identificadas en otros
trabajos. Algunos trabajos han asociado la competencia de modelizacién con las fases de modelizacion
(Kaiser, 2007); en nuestro estudio, los ocho procesos que conforman la competencia modelizacién no
tienen una correspondencia completa con las fases de modelizacién, ya que estos procesos pueden dar-
se en cualquier fase. Por tanto, siguiendo a Maaf§ (20006), la competencia de modelizacién se desarrolla
transversalmente a la secuencia que siguen las fases de modelizacién. Otros trabajos asocian las compe-
tencias a niveles de complejidad (Henning y Keune, 2007), pero en el MCM el nivel de complejidad se
determina por medio de la articulacién entre procesos, tareas y fases de modelizacién. La complejidad
de una actividad no depende solo de su diseno, es fundamental su implementacién en el aula de mate-
miticas, ya que se evidencian los procesos y las fases de modelizacion que se ponen en juego.

Los ocho procesos que conforman la competencia de modelizacién se han caracterizado cuando se
introducen las funciones desde la interpretacién de gréficas funcionales y no necesariamente emergen
de la misma manera con una conceptualizacién diferente de las funciones. En la implementacién de la
unidad didictica pudimos observar que uno de los procesos mds frecuentes es interpretar el modelo,
que a su vez es una tarea matemdtica que se presenta en varias actividades de la unidad didéctica, refle-
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jando asi la importancia y el cardcter dual que tiene la accién de interpretar. En cambio, si se introdu-
cen las funciones desde una notacién f{x)= mx +n, las grafica quedan supeditadas a la accién de cons-
truir desde la expresién algebraica, en que el proceso de construir la expresién del modelo se daria con
mayor frecuencia que el de interpretar. Del mismo modo, para otros contenidos matemadticos algunos
procesos pueden mantenerse pero otros se modificardn; los procesos que conforman la competencia de
modelizacién no son transferibles a otros contenidos porque dependen de una estructura matemdtica.

Las fases de modelizacién han sido insertadas en la competencia de modelizacién utilizando la
perspectiva de modelizacién emergente de Gravemeijer (2007), marco que ha sido un buen referente
dado su cardcter diddctico. Compartimos el hecho de que los modelos no cambian, sino que son los
significados sobre el modelo los que cambian; ello se puede ver reflejado en el modelo de dependencia
de variables que se utiliza en las diferentes etapas de la unidad didéctica. La clasificacién modelo de/
modelo para se evidencia en el desarrollo de la unidad diddctica, dado que se observa un progreso
continuo desde un predominio de un nivel de la actividad referencial hasta un predominio de un nivel
general.

Algunos componentes del MCM pueden ser determinados a partir del diseno de la actividad y ser
comprobados en el desarrollo de la actividad en el aula. En efecto, las tareas matemadticas son variables
de la actividad, se definen en el disefio de la unidad didéctica y son desarrolladas en la implementacién
de las actividades en el aula. En cambio los procesos matemdticos son variables del sujeto y emergen en
la interaccién del aula entre estudiantes y profesor. En el MCM se ha modificado esta caracteristica de
los procesos; la competencia de modelizacién actiia como un instrumento que permite caracterizar los
procesos matemdticos en la interaccion del aula para que puedan ser considerados en el disefio de las
actividades, lo que implica que estos pasen de ser una variable de sujeto a una variable de la actividad.
Este cambio tiene como repercusién que los procesos que conforman una competencia puedan ser
identificados en la planificacién de una unidad didéctica. El tercer componente, las fases de modeli-
zacidn, es una variable de sujeto y se identifica solamente en la aplicacién de la actividad en el aula 'y
no en el disefio de la unidad didéctica. Estas caracteristicas hacen que la competencia de modelizacién
tenga una funcién diddctica puesto que la caracterizacién de sus componentes es una estructura ttil
tanto para la planificacién de una secuencia diddctica, como para el desarrollo de la modelizacién en
el aula.

Determinar el nivel de complejidad esperado en una actividad en funcién de una competencia es
una contribucién a la discusion sobre los niveles de complejidad. Los criterios que se describen en la
literatura para clasificar una actividad en un nivel de complejidad u otro en ocasiones son ambiguos y
dificilmente operativos. El informe PISA (OECD, 2012) ha avanzado tanto en esta discusién, estable-
ciendo ciertos criterios para identificar la complejidad en la modelizacién relacionados con la existencia
del modelo, como en la cantidad de restricciones para que el modelo satisfaga al problema. En nuestra
propuesta se ha logrado que estos criterios sean operativos, proponiendo clasificar una actividad en
funcién de la relacién entre los componentes de la competencia. En consecuencia, consideramos que
una contribucién importante a la discusién sobre los niveles de complejidad es definir criterios para
determinar el nivel de complejidad esperado en una actividad en funcién de una competencia. Si bien
estos criterios de complejidad para la competencia de modelizacién se desprende de un estudio de
casos y no se puede generalizar, en otros estudios (Solar e# a/., 2012) se han obtenido criterios bajo el
mismo método de andlisis para la competencia de argumentacion, evidenciando que el MCM poder
ser aplicado para distintas competencias y casos.

Destacamos, como elemento fundamental en el modelo de competencia matemdtica (MCM), los
procesos matemdticos, ya que son estos los que conforman una competencia matemdtica. Si bien las
organizaciones matemdticas también son parte del modelo, éstas representan a los contenidos que han
estado explicitamente presentes en los curriculos. En cambio, los procesos han estado histéricamente
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ausentes en la organizacion del diseno curricular. El MCM equilibra la importancia entre las tareas
matemdticas y los procesos: las tareas se desarrollan a corto plazo y cambian en los diferentes niveles
del curriculo, en cambio los procesos se repiten y se desarrollan a largo plazo en el curriculo de mate-
maticas.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ABRANTES, P (2001). Mathematical competence for all: Options, implications and obstacles.
Educational Studies in Mathematics, 47, pp. 125-143.
http://dx.doi.org/10.1023/A:1014589220323

Bromuoj, M. y Hojcaarp, T. (2003). Developing mathematical modelling competence: Conceptual
clarification and educational planning. Teaching Mathematics and its Applications, 22(3), pp. 123-
139.
http://dx.doi.org/10.1093/teamat/22.3.123

Brum, W.; Garsrarts, P L.; HEnn, H.-W. y Niss, M. (2007). Modelling and applications in mathe-
matics education. The 14th ICMI Study. New York: Springer.

Brousseau, G. (1997). Theory of Didactical Situations in Mathematics. The Netherlands: Kluwer Aca-
demic Publishers.

CHEVALLARD, Y. (1999). Lanalyse des practiques enseignantes en théorie anthropologique du didacti-
que. Recherches en Didactique des Mathématiques, 19(2), pp. 221-266.

DE LANGE, ]. (1987). Mathematics: Insight and meaning. Utrecht: OW y OC.

DE LANGE, J. (1995). Assessment: No change without problems. En T. A. Romberg (ed.). Reform in
school mathematics and authentic assessment. New York: SUNY Press, pp. 87-172.

EspriNoza, L.; BARBE, ].; CERDA, E; Warsman, E; Ruiz, R. y GAwvez, G. (20006). Analizando y constru-
yendo grificas. Unidades diddcticas LEM. Santiago: Mineduc.

Espinoza, L.; BARrBE, J.; MitrovicH, D.; Sorar, H.; Rojas, D. y Marus, C. (2008). Andlisis de las
competencias matemdticas en primer ciclo. Caracterizacion de los niveles de complejidad de las tareas
matemdticas. FONIDE N.°: DED0760. Santiago: Mineduc.

GRAVEMEIJER, K. (2007). Emergent modelling as a precursor to mathematical modelling. En W. Blum,
P. L. Galbraith, H.-W. Henn y M. Niss (eds.). Modelling and applications in mathematics education.
The 14th ICMI Study. New York: Springer, pp. 137-144.

GRAVEMEIJER, K. y DoormaN, M. (1999). Context problems in realistic mathematics education: A
calculus course as an example. Educational Studies in Mathematics, 39, pp. 111-129.
http://dx.doi.org/10.1023/A:1003749919816

Henning, H. y Keung, G. (2007). Levels of modeling competence. En W. Blum, P. L. Galbraith,
H.-W. Henn y M. Niss (eds.). Modelling and applications in mathematics education. The 14th ICMI
Study. New York: Springer, pp. 225-232.

Houston, H. (2007). Assessing the «phases» of mathematical modeling. En W. Blum, P. L. Galbraith,
H.-W. Henn y M. Niss (eds.). Modelling and applications in mathematics education. The 14th ICMI
Study. New York: Springer, pp. 249-256.

Karser, G. (2007). Modelling and modelling competencies in school. En C. Haines, P. Galbraith, W.
Blum y S. Khan (eds.). Mathematical Modelling. The 12th ICTMA Study. Education, Engineering
and Economics. Chichester: Horwood, pp. 110-119.

LEINHARDT, G.; ZasLavsky, O. y STEIN, M. K. (1990). Functions, graphs, and graphing: Task, lear-
ning, and teaching. Review of Educational Research, 60, pp. 1-64.
heep://dx.doi.org/10.3102/00346543060001001

208 ENSERANZA DE LAS CIENCIAS, NUM. 33.2 (2015): 191-210


http://dx.doi.org/10.1023/A:1014589220323
http://dx.doi.org/10.1093/teamat/22.3.123
http://dx.doi.org/10.1023/A:1003749919816
http://dx.doi.org/10.3102/00346543060001001

Competencia de modelizacion en interpretacion de graficas funcionales

Maaf, K. (2006). What are modelling competencies? Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik, 38(2),
pp. 113-142.

MinisTerio DE EpucaciON, Curtura Y DEPORTE (2013). Marcos y pruebas de evaluacion de PISA
2012: Matemdticas Lectura y Ciencias. Madrid: Secretaria general técnica.

NarioNaL CouNciL oF TEACHERS OF MATHEMATICS (NCTM). (2003). Principios y Estdndares para la
Educacién Matemdtica. Sevilla: Sociedad Andaluza de Educacién Matemitica Thales.

Niss, M. (2002) (coord). Mathematical competencies and the learning of mathematics: The danish kom
project. Roskilde: Roskilde University.

Niss, M. y Hojcaarp, T. (2011). Competencies and Mathematical Learning: Ideas and inspiration for
the development of mathematics teaching and learning in Denmark. Roskilde: Roskilde University.

OECD (2003). 7he PISA 2003 Assessment Framework Mathematics, Reading, Science and Problem Sol-
ving Knowledge and Skills. Paris: OECD.

Puig, L. (2008). Sentido y elaboracién del componente de competencia de los modelos tedricos loca-
les en la investigacién de la ensefianza y aprendizaje de contenidos matemdticos especificos. PNA,
2(3), pp. 87-107.

Rico, L. (2007). La competencia matemdtica en PISA. PNA, 1(2), pp. 47-66.

Sovrar, H.; AzcAratg, C. y DEULOFED, . (2009). Competencia de modelizacién en la interpretacion
de gréficas funcionales. En M. ]. Gonzédlez; M. T. Gonzélez y J. Murillo (eds.). Investigacién en
Educacion Matemdtica XIII. Santander: SEIEM, pp. 499-510.

Sovrar, H.; AzcAratg, C. y DEULOFEU, J. (2012). Competencia de argumentacion en la interpretacion
de gréficas funcionales. Ensenianza de las Ciencias, 30 (3), pp. 133-154.

Sorar, H.; Rojas, F; Orrtiz, A. y ULLoa, R. (2012). Reflexién docente y competencias matemadticas:
un modelo de trabajo con docentes. RECHIEM: Revista Chilena de Educacién Matemitica, 6 (1),
pp. 257-267.

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, NUM. 33.2 (2015): 191-210 209



Modeling competence in functional graph
interpretation

Horacio Solar
Departamento de Didactica, Pontificia Universidad Catdlica de Chile.
hsolar@uc.cl

Jordi Deulofeu
Universitat Autonoma de Barcelona
jordi.deulofeu@uab.cat

Carmen Azcarate
Departament de Didactica de les Matematiques i les Ciencies Experimentals, Universitat Autonoma de Barcelona.
carmen.azcarate@uab.cat

In this paper we interpret the modeling in graph interpretation as a mathematical competence. We have generated a mathemat-
ical competence model that is useful to plan a teaching sequence, and also to analyze its development in the mathematics class.
‘This model is elaborated from topic of graph interpretation, as we start assuming that the mathematical competencies aren’t in-
dependent of the mathematical contents. Also, as competencies are developed through the mathematical processes, we intend
to know the relation between processes and contents, and also whether the processes change depending on the school level.
The Mathematical Competence Model (MCM), based on processes, tasks and levels of complexity, is tested in the study
of modeling competence, in a mathematical class in which a teaching unit about functional graph interpretation is applied.
Our central research question is: How are tasks, processes and complexity related in the development of modeling competence?
The MCM is presented with the following features:

—  Mathematical competence: the mathematical competencies are processes that articulate and organize the curriculum at
diverse levels: modeling, representation, problem solving, argumentation, etc.

—  Mathematical organizations: we propose the mathematical contents to be structured in terms of mathematical organi-
zations and composed of four categories: mathematical tasks, techniques, technology and theory.

—  Levels of complexity: the competence progress is determined in terms of activity complexity, which depends on the tasks
and also on the processes that shape them.

The MCM is tested in an experimental study. We studied the case of Valentina, an 8" grade teacher (14-15 years old) who
applied a teaching unit called «Analyzing and constructing graphs».

The application of the teaching unit was followed with a strategy of non participating observation during five lessons.
Using video recordings, records were considered focusing on the interaction between teacher and students. Finally, the five
classes recorded were transcribed.

Episodes that show a greater richness in the interaction between teacher and students were selected from each lesson.
The unit of analysis corresponded to each of the actions of the episode, both for Valentina and the students. Each action is
characterized by a term indicating the process associated with competence. The strategy followed an approach of constant
comparison between the processes that emerged from the analyzed episodes, concluding with the characterization of a process
list for modeling competence.

Eight processes conform the modeling competence: Characterization of the model, validation of the model characteristics,
interpretation of the model, implementation of an expression of the model, identification of the model properties, application
of the model, validation of the model, and reflection about the modeling.

In the maps of processes, it is evident that the more frequent ones are to characterize the model and to interpret the model.
'The validation processes generally emerge from the teacher. The most frequent is to validate the characteristics of the model
and the process 7o validate the model hardly ever occurs; this last process is unlikely to emerge because it requires high learning
levels of formalization and abstraction.

The rest of the processes emerge in an occasional way, due to the fact that they act in punctual moments. We suppose that
the process ro identify the properties of the model frequently occur because the properties are generally discussed in reference
to the real model or to the context, without a special interest to do it in the mathematical model. In addition, the process 7o
implement the model appears not so frequently because generally the use of the model occurs in actions linked to other processes
like to interpret or to construct the expression of the model, but it has been difficult to find actions focused on applying the
model already known.

The results have shown that there is a base structure: the levels of complexity identify the cognitive level of a mathematical
task regarding the process.

From the results of the modeling competence, we set out that the development of this competence depends mainly on the
planning, in the sense that based on the kind of activity and on the teaching sequence, it is possible to determine processes
and levels of complexity.
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