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RESUMEN e La promocién del pensamiento algebraico en alumnos de primaria requiere implemen-
tar acciones formativas especificas para los profesores, lo que a su vez implica elaborar instrumentos
de evaluacién del estado de sus conocimientos diddctico-matemadticos sobre el tema. En este trabajo
presentamos resultados del estudio realizado para la construccién de un cuestionario de evaluacién de
los conocimientos diddctico-matemadticos de estudiantes de magisterio sobre razonamiento algebraico
elemental. Describimos las categorias de conocimientos algebraicos tenidas en cuenta (estructuras,
funciones y modelizacién) y las categorias de conocimientos didécticos (facetas epistémica, cognitiva,
instruccional y ecolédgica). Asi mismo se describen y analizan las tareas incluidas en el cuestionario
informando de su validez de contenido.
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ABSTRACT e Promoting algebraic thinking in elementary school pupils requires implementing spe-
cific training activities for teachers, which in turn involves developing tools to assess their didactic-
mathematical knowledge about this subject. In this paper we present results of a study aimed to build a
questionnaire for assessing the didactic-mathematic knowledge of prospective primary teachers on ele-
mentary algebraic reasoning. We describe the categories of algebraic knowledge (structures, functions
and modeling), as well as the categories of didactical knowledge (epistemic, cognitive, instructional
and ecological facets) taken into account. We also describe and analyze the tasks included in the ques-
tionnaire reporting its content validity.
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INTRODUCCION

Diversas propuestas curriculares e investigaciones resaltan el interés de desarrollar el razonamiento
algebraico desde los primeros niveles de educacién primaria (NCTM, 2000; Cai y Knuth, 2011),
lo que requiere la formacién de los profesores en los aspectos diddctico-matemdticos de dicho tema.
Como afirman Branco y Ponte (2012), los futuros docentes deben tener conocimientos sobre dlgebra
y sobre lo que implica su ensefianza en la escuela primaria para que sean capaces de movilizar mds
tarde, en su practica, la creacién de situaciones de ensefianza para desarrollar el pensamiento algebrai-
co en sus alumnos. Los maestros necesitan estar capacitados para crear oportunidades de promover
el razonamiento algebraico: «algebrizar» problemas aritméticos, transformdndolos de tal manera que
ofrezcan oportunidades para desarrollar el razonamiento algebraico en los nifios (Carraher y Schlie-
mann, 2007). Los aprendizajes de hoy se deben desarrollar teniendo siempre presentes los aprendizajes
futuros, y es evidente que el progresivo dominio del lenguaje algebraico constituye una pieza clave de
la competencia matemdtica.

La formacién de profesores implica elaborar, ademds de situaciones diddcticas adecuadas que pro-
muevan la reflexién y evolucién de sus conocimientos sobre el dlgebra elemental, instrumentos de
evaluacion del estado de tales conocimientos. En este trabajo abordamos el problema del diseno de un
cuestionario para evaluar los conocimientos diddctico-matemdticos de maestros en formacién sobre
razonamiento algebraico elemental. Las tareas que se proponen pueden ser usadas no solo con la fina-
lidad de evaluar, sino también para promover la evolucién de los conocimientos en una situacion de
reflexién y discusion de las respuestas dadas a las tareas del cuestionario. Este uso instruccional de las
tareas descritas no se desarrolla en este articulo.

El disefio del instrumento se fundamenta en el modelo de razonamiento algebraico elemental
(RAE) (Godino, Castro, Aké, Wilhelmi, 2012; Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi, 2014) y en el mo-
delo de conocimientos did4ctico-matemdticos (CDM) propuesto en Godino (2009).

El articulo queda organizado en las siguientes secciones: en la seccién 2 se describe brevemente el
marco tedrico y la metodologia; en la seccién 3 se describen las categorias de conocimientos didéctico-
matemdticos que se tienen en cuenta para la seleccidn de las tareas; en la seccidn 4 se realiza el andlisis
a priori de las diez tareas seleccionadas, informando de las respuestas esperadas, los objetos y procesos
movilizados en la resolucién, el nivel de algebrizacién atribuible y la clasificacién de los distintos items
segtin las variables consideradas, lo cual permite informar de la validez de contenido del cuestionario.
La tltima seccién incluye una sintesis y reflexiones finales.

MARCO TEORICO Y METODOLOGIA

El trabajo se basa en la aplicacién de dos tipos de herramientas tedricas: las relacionadas con la con-
ceptualizacién del razonamiento algebraico elemental y el modelo de conocimientos did4ctico-mate-
mdticos.

Razonamiento algebraico elemental (RAE)

Diversos autores han reflexionado acerca de los rasgos que caracterizan el dlgebra escolar (Kieran,
2007; Filloy, Puig y Rojano, 2008; Kaput, 2008; Ruiz-Munzén, Bosch y Gascén, 2011; Chevallard
y Bosch, 2012). Parece haber consenso en que un rasgo caracteristico de la actividad algebraica lo
constituyen los procesos de generalizacién matemitica, esto es, el estudio de situaciones donde se pasa
de considerar casos particulares de objetos matemadticos (conceptos, procedimientos, etc.), a clases o
tipos de tales objetos. En la perspectiva del «dlgebra temprana» (Carraher y Schliemann, 2007), el
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reconocimiento de lo general es condicién previa de la expresion de dicha generalidad. Otros autores
relacionan el 4lgebra con el tratamiento de objetos de naturaleza indeterminada, como incdgnitas,
variables y pardmetros. «Esto significa que, en dlgebra, se calcula con cantidades indeterminadas (esto
es, se suma, resta, divide, etc., incégnitas y pardmetros como si se conocieran, como si fueran ntimeros
especificos)» (Radford, 2010: 2).

Otro rasgo caracteristico del dlgebra es el estudio de las relaciones de equivalencia y sus propieda-
des, el de las operaciones entre los elementos de los conjuntos numéricos, o de otro tipo, y el de las
propiedades de las estructuras que se generan. En relacién con el pensamiento relacional, la investiga-
cién sobre dlgebra temprana se ha interesado por indagar la comprensién de los estudiantes de los sig-
nificados operacional y relacional del signo igual (Carpenter, Levi, Franke y Zeringue, 2005; Stephens,
2006; Molina, 2009).

De las anteriores descripciones se puede concluir que la consideracién de una actividad como
algebraica tiene contornos difusos. Por ello Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi (2014) proponen un
modelo para caracterizar el RAE en el que distinguen cuatro niveles de algebrizacién, teniendo en
cuenta los objetos y procesos que intervienen en la actividad matemdtica. En el nivel 0 la actividad
matemdtica no incorpora ningtn rasgo algebraico, mientras que el nivel 3 es claramente algebraico, y
los niveles 1 y 2, o niveles incipientes de algebrizacién, ponen en juego algunos objetos y procesos de
indole algebraica. Concretamente, Godino ez al. (2014) proponen los siguientes rasgos caracteristicos
de los niveles de algebrizacién:

Nivel 0: Se opera con objetos particulares con lenguajes natural, numérico, icénico, gestual.
Nivel 1: Primer encuentro con el «<niimero general», identificacién de propiedades generales
de las estructuras algebraicas de N, la igualdad como equivalencia. O sea, adquisicién de los
primeros pasos del pensamiento relacional.

Nivel 2: Primer encuentro con la representacién alfanumérica de ecuaciones y funciones y sim-
plificacién de expresiones.

Nivel 3: Primer encuentro con el tratamiento de las incégnitas y variables aplicando propieda-
des estructurales (cancelacién, sustitucién...) y la modelizacién algebraica y funcional.

La propuesta de considerar niveles de algebrizacién de la actividad matemadtica puede ayudar a
tomar conciencia de brechas o discontinuidades en la progresién del aprendizaje del dlgebra. Tales
brechas se refieren al uso de distintos registros de representacién semidtica y su tratamiento, asi como
a la intervencién y puesta en relacién de objetos conceptuales, proposicionales, procedimentales y ar-
gumentativos de mayor grado de generalidad. El andlisis diddctico focalizado en el reconocimiento de
objetos y procesos propios del pensamiento algebraico puede facilitar la identificacién de rasgos de las
précticas matemadticas sobre los cuales se puede intervenir para aumentar progresivamente el nivel de
algebrizacién de la actividad matemdtica de los alumnos.

Conocimientos did4ctico-matemdticos (modelo CDM)

En Godino (2009) se propone un sistema de categorias de andlisis de los conocimientos matemadticos
y diddcticos del profesor que integra, organiza y extiende otros modelos, en particular el modelo MKT
(Mathematical Knowledge for Teaching) de Ball ez a/. (Ball, Lubienski y Mewborn, 2001; Hill, Ball
y Schilling, 2008). Este modelo estd basado en el marco tedrico para la diddctica de las matemadticas
«enfoque ontosemidtico» del conocimiento y la instruccién matemdticos (EOS) (Godino, Batanero y
Font, 2007). La nocién de idoneidad didéctica (Godino, 2011), sus facetas, componentes y criterios
se pueden usar para categorizar los conocimientos del profesor de matemadticas, como se indica en la
figura 1 (modelo CDM). En dicha figura se observa que se tienen en cuenta las categorias de «cono-
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cimiento comtn» y «conocimiento en el horizonte matemdtico» propias del modelo MKT, las cuales
son interpretadas de una manera especifica.’'

Se asume que el conocimiento diddctico especializado, propio del profesor, supone e implica el
dominio del contenido matemdtico compartido con los alumnos de la etapa educativa correspondiente
(conocimiento comun) y el propio, al menos, de la etapa educativa posterior (conocimiento avanzado).

El modelo CDM integra el andlisis de la actividad docente en el andlisis diddctico general segun las
dimensiones cognitivo-afectiva, epistémico-ecoldgica e instruccional (interaccional-mediacional). Asi,
se tienen en cuenta aspectos relativos a:

— Los sujetos discentes: su implicacién en el aprendizaje y la proximidad, en el sentido de Vygos-
tky, del objetivo de aprendizaje.

— El docente: las estrategias de negociacion de los significados y la gestion de los recursos tempo-
rales e instrumentales.

— Las matemdticas: la representatividad de los contenidos pretendidos y su adaptacion al signifi-
cado institucional de referencia, fijado por el curriculo y el proyecto educativo para la etapa en
la institucién.

De esta forma, los criterios de idoneidad diddctica indicados (representatividad epistémica, proxi-
midad cognitiva, implicacién afectiva, negociacién de significados en las interacciones diddcticas, dis-
ponibilidad mediacional y adaptacién ecoldgica) o su formulacién articulada en tres grandes dimen-
siones (epistémica, cognitiva e instruccional) descrita por Contreras, Ordofnez y Wilhelmi (2010),
constituyen una guia para el diseno, implementacién y evaluacién de los planes de formacién de los
profesores, y para la reflexién e indagacién de estos sobre su propia prictica. Asi, por ejemplo, con re-
lacién a la faceta epistémica, en el diseno y puesta en marcha de un proceso de estudio, el docente debe
explicitar los objetos, procesos y significados matemadticos puestos en juego en la prictica matemdtica,
como aspecto central para la valoracién de la idoneidad de dicho proceso y, en su caso, la determina-
cién de adaptaciones y cambios para la mejora.

1. Carrillo, Contreras y Flores (2013) analizan la evolucién del conocimiento diddctico del contenido (Shulman, 1986) ha-
cia la descripcién del conocimiento de las matemdticas para la ensefianza (MKT), resaltando las limitaciones de este modelo
para el andlisis del conocimiento del profesor de matemdticas. Asi, estos autores justifican la necesidad de un nuevo modelo,
el conocimiento especializado del profesor de matematicas (MTSK) (Carrillo, Climent, Contreras, Mufioz-Cataldn, 2013), con-
sistente con el desarrollo realizado desde el EOS.
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Fig. 1. Facetas y componentes del conocimiento didéctico-matemdtico (modelo CDM).
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La aplicacién del modelo CDM ayuda a formular cuestiones para caracterizar de manera sistemdti-
ca los conocimientos del profesor de matemdticas en sus diferentes facetas y componentes. Tales cues-
tiones también se pueden usar para el disefio de intervenciones formativas que promuevan el desarrollo
del conocimiento did4ctico-matemdtico, como se muestra en Godino (2009: 25-27).

Problema y metodologia

Como hemos indicado, el problema que abordamos en este trabajo es el diseio de un cuestionario que
permita evaluar los aspectos relevantes del conocimiento diddctico-matemadtico de los maestros en for-
macién (MF) sobre el razonamiento algebraico elemental (CDM-RAE). Se trata de una fase del diseno
de un modelo de formacién de maestros sobre RAE que permita, en primer lugar, conocer el estado de
los conocimientos en un momento dado (inicial o final de un proceso formativo), para posteriormente
implementar acciones formativas fundamentadas.

Tras el estudio preliminar acerca del RAE y de los modelos de conocimientos profesionales del
profesor de matemdticas, resumido en los apartados anteriores, el equipo de investigacién ha realizado
las siguientes acciones:

— Definir las variables que se deben tener en cuenta en el disefio del cuestionario.
— Recopilar un banco de tareas.

— Elaborar o reformular algunas de las tareas segin el modelo del CDM-RAE.

— Seleccionar y analizar a priori una muestra de tareas.

— Aplicacién piloto del cuestionario y redaccidn de la versién final de este.

La construccién de las tareas tiene en cuenta las relaciones entre el conocimiento matemadtico (en
este caso algebraico) y el conocimiento diddctico especializado. Con dicha finalidad se incluye en las
tareas un primer {tem orientado a evaluar el conocimiento del contenido algebraico y otros items
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orientados a distintas facetas del conocimiento didéctico (epistémica-ecoldgica, cognitiva-afectiva, ins-
truccional (interaccional-mediacional) que involucran al contenido matemadtico correspondiente. Este
diseno de las tareas es original, ya que usualmente las investigaciones encontradas suelen centrarse en
evaluar el conocimiento del contenido algebraico.

CATEGORIAS DE CONOCIMIENTOS DIDACTICO-MATEMATICO SOBRE RAE

Clasificamos el contenido que se ha de evaluar segtin dos variables: contenido algebraico y contenido
didactico. Para la variable contenido algebraico consideramos tres valores o categorias, en las cuales a su
vez se pueden distinguir diversas subcategorias:

—  Estructuras: relacion de equivalencia; propiedades de las operaciones, ecuaciones. ..

—  Funciones: patrones aritméticos, patrones geométricos; funcion lineal, afin, cuadrética...

—  Modelizacién: problemas de contexto resueltos mediante el planteamiento de ecuaciones o rela-
ciones funcionales.

Las tareas pueden involucrar contenido algebraico propio de educacién primaria (conocimiento
comun del contenido) o propio de niveles superiores (conocimiento avanzado, por ejemplo, educacién
secundaria). El cdlculo analitico puede tener lugar ligado a las estructuras, funciones y modelizacién, y
ser realizado con lenguaje simbélico-literal o de otro tipo.

Para la variable contenido diddctico (que se refiere a un contenido algebraico, sea comin o avanzado)
consideramos en este trabajo las categorias siguientes:

—  Faceta epistémica: reconocimiento de objetos y procesos algebraicos (representaciones, concep-
tos, procedimientos, propiedades; generalizacién, modelizacién) y reconocimiento de niveles de
algebrizacién.

—  Faceta cognitiva: significados personales de los alumnos (conocimiento, comprensién y com-
petencia sobre contenidos algebraicos elementales), conflictos de aprendizaje sobre objetos y
procesos algebraicos.

—  Faceta instruccional: recursos para la ensenanza del dlgebra en primaria (situaciones-problema,
medios técnicos) y su adecuacion al curriculo escolar.

La evaluacién del conocimiento diddctico-matemdtico del profesor debe tener en cuenta tanto el
contenido algebraico en si mismo (comtn y avanzado) como el conocimiento diddctico relativo a tales
contenidos matemadticos. Usualmente las tareas incluirdn apartados centrados en la solucién de una
tarea matemdtica (mediante la cual se evalta el conocimiento del contenido matemadtico) y apartados
que cuestionan alguno de los aspectos del conocimiento didéctico de los contenidos puestos en juego.

La tabla 1 resume las categorias que vamos a tener en cuenta en el disefio de tareas para evaluar los
conocimientos diddctico-matemdticos sobre el RAE del profesor segin el modelo descrito. Algunas de
las facetas mencionadas no se tendrdn en cuenta dado que el objetivo es elaborar un instrumento de
medida que pueda ser respondido por escrito en un tiempo limitado (unas dos horas).
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Tabla 1.

Categorias de conocimientos diddctico-matemadticos sobre RAE

Contenido algebraico

Contenido diddctico Estructuras (E) Funciones (F) Modelizacién (M)

Primaria Avanzado Primaria Avanzado Primaria Avanzado

Epistémico (niveles EPI-E1 EPI-E2 EPI-F1 EPI-F2 EPI-M1 EPI-M2

de algebrizacién)

Cognitivo COG-E1 COG-E2 COG-F1 COG-F2 COG-M1 COG-M2

(significados personales)

Instruccional INS-E1 INS-E2 INS-F1 INS-EF2 INS-M1 INS-M2

(situaciones y recursos)

Contenido algebraico (solo cono- | ALG-E1 ALG-E2 ALG-F1 ALG-F2 ALG-M1 ALG-M2

cimiento comtn o avanzado)

ANALISIS A PRIORI DE LAS TAREAS DEL CUESTIONARIO CDM-RAE

En este apartado enunciamos y analizamos las tareas que hemos seleccionado para formar parte del
cuestionario CDM-RAE. En cada tarea incluimos @) la solucién esperada (en algunos casos puede
ser mds de una), b) los objetos y procesos que se ponen en juego en la resolucién, ¢) el nivel de alge-
brizacién correspondiente a la actividad matemadtica que se realiza y, por dltimo, 4) las categorias del
conocimiento diddctico-matemdtico implicadas.

Las soluciones esperadas serdn usadas como referencia para evaluar las respuestas de los estudiantes,
las cuales se pueden calificar como correctas, incorrectas y parcialmente correctas, dado que tienen
un cardcter abierto y es posible apreciar el grado de correccién. Para fijar el criterio de calificacién en
algunos items, incluimos un ejemplo de respuesta parcialmente correcta dada por los estudiantes de
una muestra piloto.

Para la seleccion de las tareas hemos partido principalmente del banco de items incluido en las
tesis de Aké (2013) y de Branco (2013), modificando los enunciados e incluyendo nuevos items a fin
de aumentar la validez de contenido del instrumento, segin el andlisis que hemos presentado en la
seccion 3.

Para poder cubrir todos los contenidos contemplados en la tabla 1 serfa necesario construir una
baterfa de instrumentos, incluyendo cuestionarios escritos y guiones de entrevistas. El objetivo de
nuestra investigacion es elaborar un tnico cuestionario escrito que pueda ser resuelto en un tiempo
razonable, por lo que debemos tomar decisiones sobre las tareas que se deben incluir y los contenidos
que finalmente estardn representados.

En este apartado analizamos los contenidos puestos en juego en las soluciones esperadas de las diez
tareas seleccionadas e informamos de la validez de contenido del cuestionario, para lo cual clasifica-
mos los distintos ftems segun la tabla 1. La seleccién y redaccion de los items ha sido resultado de las
discusiones en el seno del equipo de investigacién y de la aplicacién de los items a muestras piloto de
estudiantes de Magisterio de diversas universidades.

ENSERANZA DE LAS CIENCIAS, NUM. 33.1 (2015): 127-150 133



Juan D. Godino et al.

Tareas sobre estructuras

TIarea 1. Considera la siguiente cuestion planteada a un alumno de primer ciclo de primaria:
:Qué ntimero se debe colocar en el recuadro para que la igualdad sea verdadera?
8+4=__+5
Un alumno responde que el ntimero es el 12.
a) Explica cudl fue el posible razonamiento que condujo al alumno a dar esa respuesta.
b) ;Qué interpretacion del signo = estd realizando el alumno?

Solucion esperada. Para la tarea 1 se espera que el maestro en formacién (MF) indique que el alumno
interpreta el signo = como resultado de la operacién y no como relacién de equivalencia. De hecho,
es comun observar escrituras del tipo «8 + 4 = 12 + 5 = 17 + 3 = 20» para referirse a una secuencia de
sumas: ((8 +4) + 5) + 3 = 20. La igualdad aritmética es interpretada como accién (Wilhelmi, Lacasta
y Godino, 2007).

Objetos y procesos. La igualdad como equivalencia de expresiones en contraposicién a la igualdad
como resultado de una operacién aritmética.

Nivel de algebrizacion. La actividad matemadtica que se requiere que realice el alumno es de nivel 1;
supone atribuir al signo igual un significado diferente a «resultado de una operacién aritmética». La ac-
tividad matemdtica que hace el alumno que responde 12 es de nivel 0 de pensamiento protoalgebraico.
Al MF se le estd requiriendo que reconozca la manifestacién de un nivel 0 de pensamiento protoalge-
braico en el alumno de primaria cuando la tarea requiere poner en juego un nivel 1. No quiere decir
necesariamente que el estudiante lo formule en estos términos, salvo que haya recibido una instruccién
especifica en los niveles de algebrizacién. Se esperan expresiones del tipo «manejo aritmético», «la
igualdad como resultado, no como equivalencia», etc.

Categorias de CD. La tarea 1 evalia la categoria COG-E1 de CDM: faceta cognitiva; contenido
algebraico sobre estructuras, etapa de primaria.

Ejemplo de respuesta parcialmente correcta.

1a) «El alumno realizé la suma de 8 + 4 sin tener en cuenta lo que hay detrds del simbolo =».
16) «La interpretacion que realiza del signo = es que se debe obtener un resultado exacto al realizar
una operacién aritmética. Una suma de sumandos da como resultado un niimero».

No hay en estas respuestas un indicador de la relacién entre la introduccién del signo igual en el
contexto escolar (como resultado de una accién) y su uso en esta cuestién como equivalencia.

Tarea 2. Se ha pedido a un alumno que indique si la expresién «13 + 11 = 12 + 12» es verdadera o falsa.
El alumno responde lo siguiente:
«Es verdadera porque restamos uno al doce y lo sumamos al otro doce, y se obtiene lo que estd ahi (en el lado izquierdo)».
a) Explica el razonamiento que pudo seguir el alumno para plantear su respuesta.
b) ;Qué propiedades de la adicién moviliza el alumno que justifica su respuesta?

Solucion esperada. Para la tarea 2 se espera que el MF indique que el alumno estd aplicando propie-
dades de las operaciones aritméticas (elemento neutro de la suma, conmutativa, asociativa), asi como
el significado del signo igual como equivalencia, no como resultado de la operacién.

12+12=[12+12+(1-1]=(12+1) +(12-1) =13 + 11

Objetos y procesos. Uso de la igualdad como equivalencia de expresiones; propiedades de la adicién
de ntimeros naturales (elemento neutro, conmutativa, asociativa).
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Nivel de algebrizacion. La actividad matemdtica que hace el alumno es de nivel 1 de algebrizacién.
Se estd requiriendo al MF que reconozca dicho nivel basindose en los objetos que el alumno pone en
juego.

Categorias de CDM. El item ) evalta la categoria COG-E1 de CDM: faceta cognitiva; contenido
algebraico sobre estructuras, etapa de primaria. El 4) implica reflexién epistémica (reconocimiento de

propiedades de la adicién) (EPI-E1).

Ejemplo de respuesta parcialmente correcta.

24) «El razonamiento que ha seguido ha sido que al 13 le ha quitado 1 para afiadirselo al 11 y de
esta manera obtener del 13 un 12 y del 11 un 12 también. Ahora puede decir que estd sumando
12 + 12 = 12 + 12, por lo que le da como resultado que es verdadero». El estudiante no hace
pues referencia a ninguna propiedad.

2b) «La asociativar. El estudiante no hace referencia a otras propiedades que también son necesarias
(elemento neutro, conmutativa).

Tarea 3. Un alumno formulé la siguiente conjetura:

«Sumo tres nimeros naturales consecutivos. Si divido el resultado por tres obtengo siempre el segundo niimero».
a) ¢Esvélida la afirmacién para todos los nimeros naturales? ;Por qué?
b) ;Qué tipo de justificacién piensas que podria dar un alumno de primaria a esta conjetura?

Solucion esperada. Para la tarea 3 se espera que el MF indique que la conjetura formulada por el
alumno es correcta y vélida para todos los nimeros naturales, elaborando una justificacién basada en
el uso de una variable para expresar «un niimero natural cualquiera»:

n+(n+1)+(n+2)=3n+3=3mn+1);3(n+1)/3=n+1, para todo 7 natural.

La justificacién de la conjetura que puede dar el alumno de primaria estard basada muy posible-
mente en la comprobacién de algunos casos particulares.

Objetos y procesos. La solucién esperada requiere la representaciéon con una variable de un ndmero
natural cualquiera, y los dos niimeros siguientes, operar con dichas expresiones y simplificar el resulta-
do, identificindolo con el nimero intermedio.

Nivel de algebrizacion. Se pone en juego un nivel 3 de algebrizacién.

Categorias de CDM. El item a) hace referencia a un enunciado de un alumno y su posible justifi-
cacién basada en una inferencia empirica, lo cual involucra conocimiento didéctico de tipo cognitivo,
COG-E1. El item b) requiere que ponga en juego su conocimiento sobre propiedades estructurales a
un nivel mds avanzado que el requerido en primaria (ALG -E2).

Ejemplo de respuesta parcialmente correcta.

3a) «La conjetura es correcta. El alumno ha realizado una media; al dividir la suma de tres nimeros
consecutivos por el nimero de nimeros que ha sumado (3) se obtiene una media que coincide
con el valor del segundo nimero». Supone una interpretacion, antes que una justificacion.

36) «Su razonamiento puede ser dado por una divisién. Haciendo la operacién de divisién te sigue
saliendo el segundo niimero 1, 2, 3; 6/3 = 2». Asi, el estudiante hace un razonamiento sobre un
tinico caso particular.
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Tarea 4. Observa detenidamente la siguiente suma y determina el nimero que representa cada letra. Considera que cada
letra tiene un valor distinto.

A B C
A B C
+ A B C
2 A C C

a) ;Cudles son los valores numéricos de A, B y C? ;Cémo sabes que son correctos? Explica tu razonamiento.

b) ;Se puede resolver la tarea usando algtin procedimiento algebraico? ;Cémo serfa esa resolucidn y qué nociones alge-
braicas se usarfan?

¢) ;Qué tipo de respuesta y justificacién piensas que podria dar un alumno de primaria a este problema?

Solucion esperada. La solucién a la tarea 4 (C = 5; B = 8; A = 9) se puede obtener mediante razo-
namiento aritmético. Recurriendo a las tablas de multiplicar se establece que el valor de C puede ser
0 0 5. Como cada letra debe tener un valor diferente, el valor de C debe ser 5 (si se considerara C = 0
implicaria que B = 0). El valor de B se determina considerando que el triple de un nimero mds una
«unidad» da como resultado un niimero de dos cifras que termina en cinco. El tinico valor que cumple
tal condicidn es el ocho (8 x 3 + 1). Finalmente se halla el valor de A siguiendo el mismo razonamien-
to, con lo que se obtiene que el Gnico valor posible para A es el nueve (9 x 3 + 2).

También se puede resolver la tarea (apartado b) planteando ecuaciones lineales con una incégnita,
como se indica a continuacién. Para hallar el valor de C, se considera la condicién que se establece en
la primera columna, la de las unidades: 3C = C, 0 3C = 10x + C, de donde C=0 0 C = 5, pero de la
lectura de la segunda columna (la de las decenas) se obtiene que C no puede valer cero, asi que C = 5.
Para hallar el valor de B, se considera el caso posible 3B + 1 = 20 + C, donde C = 5. Se determina que
3B + 1 = 25 cumple con las condiciones establecidas en la columna de las decenas, asi se obtiene que
B = 8. Para hallar el valor de A se puede establecer: 3A + 2 = 20 + A, de donde el Gnico valor posible
para Aes 9.

Una tercera solucién a la tarea 4, mds algebrizada que las anteriores, se puede obtener usando la ex-
presién polindémica de los niimeros naturales. La suma se puede expresar del siguiente modo: 3(100A4
+10B + C) = 2000 + 1004 + 10C + C, de donde se obtiene 2004 + 308 — 8C = 2000 considerando
que A = B = C cuyos valores pertenecen a [0,9].

Objetos y procesos. El uso de un lenguaje alfanumérico en el enunciado y el uso de letras como
incognitas en ecuaciones de primer grado, en las justificaciones 2 y 3, se pueden considerar como co-
nocimientos de tipo algebraico en la resolucién de la tarea 4.

Nivel de algebrizacion. La actividad matemadtica que se realiza en cada una de las resoluciones in-
volucra diferentes niveles de algebrizacion: en la solucién 1 se usan propiedades del algoritmo de la
suma (nivel 1). En la solucién 2 se plantean ecuaciones del tipo 3B + 1 = 20 + C (nivel 2; C tiene ya
un valor fijado, 5), mientras que en la solucién 3 se plantean ecuaciones con incégnitas y se opera con
ellas (nivel 3).

Categorias de CDM. Si la cuestién ) se resuelve planteando ecuaciones la actividad involucra cono-
cimientos del tipo ALG-E1. La cuestién &) involucra la faceta epistémica del conocimiento diddctico
(EPI-E1), mientras que el apartado ¢) implica movilizar conocimiento de la faceta cognitiva (COG-
El).

Ejemplo de respuesta parcialmente correcta.

4a) «C =5; B =8; A=09. Son correctos porque al probar los nimeros del 0 al 9 esos son los que
cumplian la regla». El estudiante no razona si es la tnica solucién ni explicita el procedimiento
de cdlculo (que en este caso es por ensayo-error).
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46) 2QC =10+ C; 3B +1 =20 + B; 3A + 2 = 20 + A». El estudiante no obtiene la solucién del
sistema que plantea, ni explicita los objetos matemdticos involucrados.

4c) «Le daria valores numéricos a las letras, pero sin razonar, es decir, al azar sin razonar por qué le da
esos valores». El estudiante no percibe el método de ensayo-error como pertinente en la etapa.

Tareas sobre funciones

Tarea 5. Considera la siguiente secuencia de figuras.

O CO O

a) Representa los dos términos siguientes de la secuencia e indica el nimero de segmentos necesarios para construir cada
una. Explica como lo haces.

b) ;Cémo cambiarias el enunciado de la tarea para inducir algiin procedimiento de resolucién que ponga en juego cono-
cimientos de tipo algebraico?

¢) ;Cudles serfan tales conocimientos algebraicos?

Solucion esperada. a) El MF (o el nifio al que se proponga esta tarea) dibujard las dos siguientes
figuras poniendo a la derecha otro hexdgono, suprimiendo el lado comtn con el tltimo hexdgono tra-
zado, y asi sucesivamente. Para la cuarta figura se necesitan 18 segmentos y para la quinta, 22. Se puede
obtener ese nimero contando los segmentos sobre las figuras una vez trazadas, o usando una estrategia
de conteo viendo que se trata de hexdgonos y restando el nimero de segmentos suprimidos en el inte-
rior de la figura. &) Se puede incluir un nuevo apartado que pida hallar el nimero de segmentos para
formar la figura en una posicién elevada, por ejemplo, 46. O bien, directamente pedir formular una
regla que permita hallar el nimero de segmentos necesarios para la figura en una posicién n cualquiera.
En este caso no es posible obtener el niimero de segmentos mediante una estrategia de conteo directo
sobre las figuras. Es necesario identificar una regla del tipo:

La figura en la posicién 7 se compone de 7 hexdgonos, luego para ello se requieren 6n segmentos.
Pero se deben suprimir los lados interiores, cuyo niimero es 7 — 1; como esos lados interiores corres-
ponden a dos hexdgonos contiguos se deben descontar 2(z — 1) segmentos. Luego el nimero de seg-
mentos necesarios sigue la regla: N(7) = 67— 2(n— 1) = 4n + 2.

Para el caso 7 = 46, N(46) = 186.

También se puede ver que la figura estd compuesta por n hexdgonos a los cuales se les quitan dos
lados (4n), anadiendo los dos segmentos de los extremos, 47 + 2.

Objetos y procesos.

— Se debe encontrar una regla general para hallar el nimero de segmentos, expresada con lenguaje
ordinario, o con lenguaje simbdlico-literal.

— Funcién afin, variable independiente, n (nimero de orden de la figura), variable dependiente,
N(7) (ndmero de segmentos necesarios para construir la figura de orden n.

— Justificacién deductiva de la validez de la férmula.

Nivel de algebrizacion. La realizacién del item 2) no requiere poner en juego conocimientos alge-
braicos, representacién icénica y conteo aritmético (nivel 0 de pensamiento protoalgebraico).

La respuesta esperada del item &) requiere conocimientos de nivel 2 (en el caso de que se formule
la regla, N(7) = 67 — 2(n — 1)), o bien nivel 3 si se opera con la variable para obtener la expresién ca-
nénica, 47 + 2 (en este caso se pone en juego un célculo analitico).
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Categorias de CDM. El apartado a) se resuelve de manera aritmética (recuento); no involucra con-
tenido algebraico ni diddctico. El apartado 4) es de tipo instruccional (INS-F2, al pedir la formulacién
de una tarea con unas condiciones determinada para su uso educativo). El apartado ¢) supone una
reflexion epistémica sobre los tipos de conocimientos puestos en juego (EPI-F2). La tarea también se
puede proponer a alumnos de primaria, aunque en ese caso es posible que formularan la regla general
con lenguaje natural.

Ejemplo de respuesta parcialmente correcta.

5a) «18, 22». El estudiante no justifica coémo alcanza este resultado.

5b) «Pediria que sin dibujar me averiguasen cudntos segmentos tendrian los siguientes términos de
la sucesidn». La respuesta busca la simbolizacidn, pero no prevé una cuestién que la precise sin
ser impuesta.

5¢) «La utilizacién de una férmula para hallar el nimero de segmentos». El estudiante no explicita
la férmula ni tan siquiera qué habria que tener en cuenta para determinarla.

Tarea 6. Observa la siguiente secuencia de tres figuras formadas por puntos:

L
LR e o 00
. LR N ® o o0
L L e o 00

a) ;Es posible determinar el nimero de puntos que tendria la figura que estuviera en cualquier posicién de esta secuencia,
suponiendo que se contintia con la misma regla de formacién de las figuras? Justifica la respuesta.

b) Indicar las técnicas o diferentes maneras mediante las cuales se puede resolver el problema.

¢) ¢Consideras que esta tarea se puede proponer a alumnos de tercer ciclo de primaria? ;Cémo podrian abordar la solu-
cién?

Solucion esperada. Se podria analizar como cambia el niimero de puntos respecto a la posicién de la
figura usando la siguiente tabla:

Posicién # de puntos Observacién
1 3 22 -1
2 8 37 -1
3 15 42-1
4 24 5 -1
5 35 6 -1

Y conjeturar que la expresién que describe tal relacidn es: f(7) = (n + 1)* — 1

Asi mismo, de manera visual, se puede observar que cada figura tiene forma cuadrangular de lado
(7 + 1), siendo n el ndmero de orden de la figura, y se ha suprimido un punto al cuadrado. No se espera
que el estudiante demuestre la validez general de la conjetura para cualquier niimero natural usando
el principio de induccién matemadtica, sino que argumente mediante el uso de un elemento genérico
representado por la letra n.

Para el item 4) se espera que el estudiante haga referencia al uso de un procedimiento inductivo
como el indicado en la tabla, o un razonamiento deductivo basado en las caracteristicas visuales de la
tarea. En el item ¢) se espera que los alumnos de primaria puedan usar un procedimiento inductivo y
sean capaces de describir un patrén de formacién de las sucesivas figuras.
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Objetos y procesos. En esta solucién se propone una tabla para el registro del nimero de puntos de
acuerdo con la posicién de la figura. Interviene la nocién de funcién y de variable (variable indepen-
diente, nimero de orden de la figura, y dependiente, el nimero de puntos); ademds se reconoce la regla
general del comportamiento del patrén y se expresa en un lenguaje simbdlico-literal.

Nivel de algebrizacion. Se asigna a esta actividad un nivel 2 de algebrizacién. Cuando el estudiante
es capaz de realizar transformaciones sobre la expresién hallada, es decir, pasar de la expresién f(n) =
(m + 1)* — 1 ala expresién f(n) = n* + 2n, entonces se ponen en juego caracteristicas propias del nivel
3 de algebrizacién.

Categorias de CDM. El item a) involucra conocimientos del contenido matemadtico de tipo funcio-
nal propio de secundaria (ALG-F2); el item &) implica una reflexién epistémica (reconocimiento de
diferentes procedimientos para realizar una tarea) (EPI-F2), y el item ¢) moviliza conocimiento de tipo
cognitivo (habilidades de los alumnos de primaria) (COG-F1).

Ejemplo de respuesta parcialmente correcta.

6a) «Si, multiplicando los nimeros de la base por los de la altura y restando 1. Ej.: (4 x 4) — 1 =
15». En la respuesta estd ausente la justificacién.

6b6) «Sumando todos los puntos o, como en la respuesta anterior, multiplicando los puntos de la
base por los de la altura y restando 1». La respuesta no permite saber si el estudiante podria,
por ejemplo, determinar los puntos de la figura 50, ya que no asocia el nimero de puntos de la
base y la altura con el lugar que ocupan en la serie.

6¢) «Si se puede proponer, ya que no es una tarea compleja y existen varias formas de obtener la
solucién. La solucién la pueden obtener sumando o multiplicando». Identifica la adecuaciéon
Gnicamente con las propiedades aritméticas, sin tener en cuenta el contexto, la generalizacién,
ni la representacién simbdlica, etc.

Tareas sobre modelizacién

Tarea 7. Un estudiante recibié de sus padres una cierta cantidad de dinero para comer durante 40 dias. Sin embargo,
encontrd sitios en donde pudo ahorrar 4 euros al dia en la comida. De esta forma, el presupuesto inicial le duré
60 dias.

a) ;Cudnto dinero recibi6?

b) ;Se puede resolver el problema mediante procedimientos exclusivamente aritméticos? ;Cémo?

¢) ;Se puede resolver el problema usando conocimientos algebraicos? ;De qué manera?

Solucion esperada 1. El ahorro de 4 €/dia durante 40 dias previstos supone un ahorro total de 160 €.
Con esta cantidad pudo comer durante 20 dias mds. El coste diario real fue de 160 €/20 dias = 8 €/dia.
Como los dias reales fueron 60, el presupuesto total serd 60 dias x 8 €/dia = 480 €.

Solucion esperada 2. Sea X el dinero recibido de los padres. Representamos por x el gasto diario previsto

por los padres para comer 40 dfas. x = 4% . Sea y el gasto diario real, que permitié comer 60 dias: y= % ;

40x = 60y; ademds y = x — 4; 40x = 60(x — 4); 20x = 240; x = 12

Cantidad recibida: 12 x 40 = 480; 480 €.

Objetos y procesos. En la solucién 1 se usan operaciones aritméticas aplicadas a niimeros particulares,
mientras que en la 2 se plantea un sistema de ecuaciones con dos incégnitas representadas simbdlica-
mente. Se opera con las incégnitas para obtener la cantidad desconocida.

Nivel de algebrizacion. La solucién 1 no involucra razonamiento algebraico, mientras que la 2 im-
plica un nivel 3 de algebrizacién.
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Categorias de CDM. El apartado a) evalta conocimiento del contenido matemadtico, que serd de
naturaleza algebraica si el estudiante resuelve la tarea planteando ecuaciones (ALG-E2). Los items 6)
y ¢) suponen una reflexion de tipo epistémico (reflexién sobre los métodos y los objetos matemdticos

involucrados) (EPI-E2).

Ejemplo de respuesta parcialmente correcta.

7a) «40 x 4 = 160 €; 60 — 40 = 20, dias mds; 160: 20 = 8 €/dfa. 8 x 40 = 320 € le dieron sus padres».

7b) «Si, como lo he resuelto yo». No hay en esta respuesta referencia a las caracteristicas que su
resolucién posee para ser calificada como «aritmétican.

7¢) «40.x — 160 = 60.x». Se reconoce como una solucién algebraica, aunque errénea e incompleta.

Tarea 8. Analiza las siguientes expresiones y contesta:

1. 4x+5=25
2. y=2x+1
3. P=2c+2/

a) Describe la interpretacién que haces de cada una de las expresiones anteriores.

b) Enuncia tres problemas que se puedan proponer a alumnos de primaria cuya solucién lleve a plantear estas expresiones.

Solucion esperada. Para la expresion 1) se espera que el MF reconozca la expresion de una ecuacion
lineal con una incégnita. Un ejemplo tipico podria ser:

«Por la compra de las entradas para el cine de 4 personas y unos refrescos hemos pagado
en total 25 €. Si los refrescos costaron 5 €, ;cudnto costé cada entrada al cine?».

Para la expresién 2) se espera que el MF reconozca la expresién de una funcién afin que permite
hallar el valor de una variable y en funcién de otra variable x. Ejemplo de situacién que lleva al plan-
teamiento de ese tipo de funciones:

«Cada minuto que pasa una tortuga recorre en linea recta 2 m. Si al principio la tortuga
estaba a una distancia de 1 m, ;a qué distancia y estard transcurridos x minutos?».

Para la expresién 3 se espera reconocer la expresion de una férmula para calcular el valor de una
variable P en funcién de otras dos, ¢y /. Por ejemplo, podria ser la férmula de cdlculo del perimetro de
un rectdngulo de base ¢y altura /.

Objetos y procesos. Ecuacién de primer grado; funcién afin; férmula de una funcién con dos varia-
bles independientes; proceso de enunciado de situaciones-problemas.

Nivel de algebrizacion. Los tres apartados de la tarea estdn enunciados con lenguaje alfanumérico;
se requiere un proceso de interpretacion de las expresiones algebraicas y de modelizacién, pero no se
realiza ningtn tipo de cdlculo analitico. Se puede considerar que la actividad matemadtica que se pone
en juego es de nivel 2.

Categorias de CDM. La realizacion de esta tarea pone en juego conocimientos de varias categorias:
INS, porque se pide al MF que enuncie problemas que pueden ser usados con fines instruccionales,
de tal modo que requieran usar una ecuacién, una funcién o una férmula (criterio de una funcién
de dos variables). De este modo se involucran contenidos algebraicos de estructuras (E, ecuaciones),
funciones (F) y modelizacién (M). Por otra parte, los conocimientos matemdticos implicados son mds
propios de secundaria que de primaria, pero las situaciones y las técnicas de resolucién pueden formu-
larse de modo que las puedan abordar alumnos de primaria. Por tanto, de acuerdo con las notaciones

introducidas en la tabla 1, esta tarea se puede incluir en las siguientes categorias: INS-E1, INS-E2,
INS-F1, INS-F2 y INS-M2.
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Ejemplo de respuesta parcialmente correcta.

84) «1) Que la x vale 5759 que hay dos incdgnitas y que si no nos dan una habrd mds de una

solucién; 3) que cuantas mds incdgnitas, mds soluciones posibles». El estudiante realiza una
interpretacion de las tres expresiones como «ecuaciones», sin referencia a nociones tales como
relacién, funcién o férmula, asociando siembre las expresiones a la bisqueda de «<nimeros des-
conocidos».

80) El estudiante enuncia uno o dos problemas con sentido.

TIarea 9. Para llenar con agua un recipiente de una capacidad médxima de 90 litros se usa un grifo cuyo caudal es constante
e igual a 18 litros por minuto.
a) Indica cudl de las tres representaciones graficas corresponde a la situacién descrita, siendo que en el eje de las X se
representa el tiempo en minutos y en el eje de las Y el volumen de agua en litros.
y (A) y (B) y (C)
9% 90 90
80 80 80
70 70 70
60 60 60
50 50 50
40 40 40
30 30 30
20 20 20
10 10 10
x x x
o 1 2 3 4 5 6 o 1 2 3 4 5 & o 1 2 3 4 5 6
Respuesta: ; Justificacién:
b) :Qué conocimientos matemdticos o de otro tipo se usan para resolver esta tarea?
¢) ¢Consideras que esta tarea es adecuada para ser propuesta a nifios de educacién primaria? Justifica tu respuesta.

Solucion esperada. La solucién esperada para el item a) puede articularse en los siguientes términos.
Como el caudal es constante, 18 litros por minuto, la variacién del volumen que se va llenando es
también constante, V' = 185 se trata de una funcion lineal cuya grafica es la C. Se puede también dar
varios valores a #, calcular V'y representar dichos pares de nimeros en el diagrama, observandose que
los puntos estdn alineados, incluyendo el origen de coordenadas. La grifica A no puede ser porque
a medida que avanza el tiempo la velocidad de llenado es menor, lo cual requeriria que el grifo fuera
echando menos agua a medida que pasa el tiempo. La grafica B no puede ser porque a partir del segun-
do minuto cambia la velocidad de llenado del depdsito, lo que no se corresponde con el enunciado.

Para el apartado ¢) se espera indicar que en el tltimo curso de primaria se estudian ejemplos de uso
de la funcién lineal (proporcionalidad simple directa); los alumnos también conocen las representa-
ciones cartesianas, de modo que tienen la estrategia de construir una tabla de valores, representarlos en
una grafica y comprobar que se corresponde con la gréfica C.

Objetos y procesos. En el apartado ) se espera que identifiquen la funcién lineal, variables indepen-
diente y dependiente. Gréficas cartesianas. Representacion tabular. Relacién entre pendiente de una
curva y tasa de variacién de una funcion.

Nivel de algebrizacion. Si se razona en términos de propiedades de la tasa de variacién de una fun-
cion, ello supone un claro conocimiento algebraico (nivel 3), mientras que si se razona mediante una
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tabla de valores y la representacién de los puntos, se tiene un pensamiento no plenamente algebraico
(nivel 2).

Categorias de CDM. El item ) involucra conocimientos de tipo algebraico (funciones, represen-
tacion cartesiana) (ALG-F2) y modelizacién (llenado de un depésito) (ALG-M2). Puede ser propio
de secundaria, posiblemente también se pueda proponer en el tltimo curso de primaria. El item )
supone una reflexién de tipo epistémico (reconocimiento de tipos de objetos y proceso) (EPI-M2) y el
¢) implica conocimiento instruccional (INS-M1).

Ejemplo de respuesta parcialmente correcta:

9a) «A'y C, ya que el agua que cae es siempre la misma y es constante». Interpreta que la grafica A
también puede representar una funcién «de llenado constante», porque como la C, a diferencia
de la B, no tiene «quiebres, dngulos», es decir, es «suave». En resumen, confunde la pendiente

constante con la cualidad de derivable.

18/. 90/. 90 < .
= —Sx= T 5; 2) Algebra: Funcién constante

lmin.  x min.

96) «[Dos conocimientos:] 1) Regla de 3:

18x = 90». El estudiante confunde funcién con ecuacién.
9¢) «Si, de 2.0 ciclo de primaria en adelante, porque ya saben dividir». El estudiante omite la nece-
saria interpretacién de la gréfica, interpretando que es «transparente».

Iarea 10. Un profesor propone el siguiente problema a sus alumnos:

«En una tienda venden el kg de peras a 2 € y cobran 10 céntimos de euro por la bolsa.
:Cudnto costarfa una bolsa de 4 kg de peras?».

4) Enuncia una variante del problema que pueda servir para iniciar el estudio de las funciones. Supén que en una bolsa
caben 4 kg de peras.

b) Resuelve el problema que enuncies e indica los conocimientos algebraicos que se usan.

Solucion esperada. Para el apartado a) se puede esperar como variante del problema un enunciado
similar al siguiente: «;Podrias dar una regla para calcular el coste de una bolsa con 5, 10, 15, ..., kg de
peras?».

Para el {tem ) la solucién se puede dar de manera tabular:

Kg 1 2 3 4 5 6 7
Coste 2x1+0,1 2x2+0,1 2x3+0,1 2x4+0,1 2x5+2x0,1 | 2x6+2x0,1

O bien, describiendo la regla que sigue la funcién, dependiendo del niimero de bolsas que se nece-
siten: y=2x+0,1,si0<x<4;y=2x+2x0,1,si4<x<8, ...,

No se espera que los estudiantes enuncien el criterio de la funcién usando la funcién parte entera:
y =2x + (E[x/4] + 1) x 0,1 con E[x], funcidén parte entera.

Objetos y procesos. Intervienen los conceptos de variable independiente, dependiente y la regla de
correspondencia, que en este caso serfa una funcion definida a trozos, o usando la funcién parte entera.

Nivel de algebrizacion. El reconocimiento de una regla para calcular el coste de cualquier cantidad
de peras ya supone un nivel incipiente de razonamiento algebraico. La expresién tabular indicada
supone un nivel 1, mientras que la descripcién de la funcién lineal a trozos de la forma y = 2x + 0,1
supone un nivel 2. El uso de la funcién parte entera manifiesta un conocimiento de nivel 3.

Categorias de CDM. a) Conocimiento de tipo instruccional, al pedir enunciar una tarea con cierta
finalidad; INS-M1; INS-F2. b) Conocimiento de contenido matemdtico y reflexién epistémica; ALG-
F1; EPI-FI1.
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Ejemplo de respuesta parcialmente correcta.

102) «En una tienda venden el kg de peras a 3 € y cobran la bolsa a 50 céntimos ;cudnto costaria
comprar 12 kg si en cada bolsa caben 4 kg?». Es una variante del problema inicial, pero no
requiere movilizar las nociones de variable y funcién.

106) «Resolucién: 12 kg: 4 kg/bolsa = 3 bolsas. X = 3 €/kg 12 kg + 0,5 €/bolsa. 3 bolsas = 37,5 €
nos cuesta comprar 12 kg. Hay que saber el conocimiento e interpretacién de ecuaciones e
incégnitas». Se resuelve el problema enunciado en a), pero no se reconocen los objetos alge-
braicos pretendidos.

Algunas caracteristicas psicométricas del instrumento

Una vez elaborados y depurados los items, se aplicé una versién piloto del cuestionario a una muestra
de futuros profesores. Esta primera administracién ha permitido revisar la redaccién de algunos items
y la supresién e inclusién de otros nuevos.

El cuestionario final, descrito en este articulo, ha sido aplicado a una muestra de 91 estudiantes del
tercer curso del grado de Educacién Primaria. En la tabla 2 mostramos una estimacién de los indices de
dificultad obtenidos en cada item. Para la obtencién de este indice se ha realizado una transformacién
de las puntuaciones originales (que oscilaban entre valores de 0, 1y 2, segtn el grado de correccién de
las respuestas). A partir de la media de puntuaciones de cada item y para facilitar la interpretacién se
ha transformado dicha puntuacién al intervalo [0-100], siendo un indice de 100 un indicador de que
el item es muy ficil (todos los estudiantes lo respondieron correctamente), mientras que un indice de
0 indica que el item es muy dificil (ningtn estudiante lo resolvié correctamente). También se incluye
en la tabla 2 el error tipico de la puntuacién media de cada item, que permite construir intervalos de
confianza de las estimaciones de dichos estadisticos.

Tabla 2.
Indice de dificultad de los ftems del cuestionario CDM-RAE
ITEM. Descriptor Indice de dificultad | Error tipico
1a. Igualdad resultado aritmético. Explicacién 74,2 3,8
1b. Igualdad resultado aritmético. Interpretacién 55,5 4.8
2a. Igualdad equivalencia. Explicacién 55,5 4,0
2b. Igualdad equivalencia. Propiedades 13,7 2,7
34. Suma tres ndmeros. Generalizacién 29,7 3,9
3b. Suma tres numeros. Tipo de justificacion 34,6 4,3
4a. Suma incompleta. Resolucién y explicacion 59,3 5,2
4b. Suma incompleta. Solucién algebraica 7,1 2.4
4¢. Suma incompleta. Solucién escolar 13,2 3,2
5a. Patrén hexagonal. Dos términos 51,1 5,2
56. Patrén hexagonal. Generalizacién algebraica 5,5 2,1
5¢. Patrén hexagonal. Tipos de objetos algebraicos 1,1 0,8
6a. Patrén cuadrados. Solucidn general 23,6 3,8
6b. Patrén cuadrados. Técnicas posibles 20,3 3,5
6c. Patrén cuadrados. Solucidn escolar 19,2 3,6
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ITEM. Descriptor Indice de dificultad | Error tipico
7a. Coste comida. Resolucién 61,0 5,0
7b. Coste comida. Solucién aritmética 21,4 4,3
7¢. Coste comida. Solucién aritmética 19,8 4,0
8a. Interpretacién de expresiones 40,7 3,9
84. Enunciado de problemas 22,0 2,9
9a. Grificas funciones. Justificacién 66,5 3,9
9b. Gréficas funciones. Reconocimiento objetos 32,4 4,2
9¢. Graficas funciones. Curriculo 51,1 4,1
104. Funciones lineales. Enunciados 9,9 2,7
104. Funciones lineales. Reconocimiento 4lgebra 4,9 1,8

Dificultad media 31,7 3,6

Los apartados 6) y ¢) de la tarea 5 han sido particularmente dificiles (indices de dificultad de 5,5 y
1,1 respectivamente). Los estudiantes han tenido gran dificultad para encontrar el patrén general de la
secuencia de figuras hexagonales, y por tanto en la identificacién de los objetos algebraicos implicados
en la resolucién. Los procesos de generalizacién y su correspondiente representacién simbdlica, asi
como la identificacién de objetos y procesos algebraicos, han supuesto un reto para los estudiantes.
Hemos encontrado mayores carencias en el reconocimiento de objetos y procesos algebraicos, como
se revela en el elevado indice de dificultad de 24 (indice 13,7) (Reconocimiento de propiedades que
se ponen en juego al establecer la equivalencia de dos expresiones), 94 (indice de dificultad de 32,4)
y 106 (indice de dificultad de 4,9) (Reconocimiento de objetos algebraicos implicados en las repre-
sentaciones graficas de funciones y en la modelizacién funcional de una situacidn, respectivamente).
Asi mismo, el enunciado de tareas con el fin de desarrollar el pensamiento algebraico también debe
ser promovido en los programas de formacién, como se revela en el item 84 (Enunciar problemas que
requieran el uso de una determinada expresién algebraica) y 102 (Enunciar una variante del problema
que pueda servir para iniciar el estudio de las funciones lineales), con indices de dificultad de 22,0 y
9,9 respectivamente.

El item mds fécil ha sido el 1z (indice de dificultad de 74,2), que requiere conocer el uso de la igual-
dad como resultado de operaciones aritméticas, seguido de la interpretacién de graficas funcionales,
item 94 (indice 66,5).

Adicionalmente, se han obtenido los indices de discriminacién de cada item como diferencia de
medias entre los grupos de baja y alta capacidad (definidos por los percentiles 33 y 67). Todos los items
han tenido poder discriminativo excepto los items 34 (Suma de tres ndmeros; tipo de justificacién),
el 46 (Suma incompleta; solucidn algebraica) y el 5¢ (Patrén hexagonal; generalizacién algebraica). En
estos casos, la diferencia de medias entre la puntuacién en el item correspondiente al grupo de estu-
diantes del percentil del 67% (estudiantes que tienen mejor puntuacién en el conjunto de la prueba)
y del percentil del 33% (estudiantes que tienen peor puntuacién) no ha sido significativa (p = 0,205
enel 36; p =0,058 en el 44; p = 0,155, en el 5¢). Esto es, aunque los «mejores» estudiantes han tenido
puntuaciones medias superiores en dichos {tems que los «peores» estudiantes, estas diferencias no han
sido significativas al nivel del 0,05%. El enunciado de dichos items deberd ser revisado para lograr
aumentar su poder de discriminacién, disminuir su indice de dificultad y mejorar de ese modo las
caracteristicas psicométricas de la prueba.

Una vez asegurado el correcto funcionamiento de cada uno de los items, hemos procedido a estu-
diar el funcionamiento del instrumento en su conjunto. El coeficiente de fiabilidad de consistencia

144 ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, NUM. 33.1 (2015): 127-150



Disefo de un cuestionario para evaluar conocimientos didactico-matematicos

interna obtenido para la escala (Alfa de Cronbach), aplicada a la muestra de 91 estudiantes, ha sido de
0,785, que es razonablemente alto para este tipo de escalas.?

Con objeto de aportar ciertas evidencias de validez de contenido del instrumento, en la tabla 3 se
presenta la clasificacién de los distintos items del cuestionario segtin las categorias de conocimientos
diddctico-matemdticos sobre el RAE (descritas en la tabla 1). Las filas, columnas y cada celda de la
tabla se pueden tratar como factores del CDM-RAE, que no serdn independientes por el propio disefio
del instrumento.

Este instrumento no pretende evaluar todas las categorifas de conocimientos diddctico-matemdticos
propuestas por el modelo CDM-RAE, sino algunas que consideramos relevantes y que, en principio,
se pueden evaluar mediante las respuestas que los estudiantes dan por escrito a tareas de tipo abierto en
un tiempo limitado (unas 2 horas). En particular, no hemos incluido items relativos a la faceta afecti-
va, esto es, conocimientos de los futuros maestros sobre actitudes, motivacién, emociones y creencias
respecto al aprendizaje del dlgebra elemental por parte de los alumnos de educacién primaria, ni tam-
poco sobre tal faceta en su propio aprendizaje del dlgebra y la diddctica del dlgebra. Tampoco hemos
abordado la evaluacién de los conocimientos didédcticos sobre la faceta ecolédgica (aspectos curriculares,
conexiones con otros contenidos), ni la faceta interaccional, al considerar que los modos de interac-
cién docente-discentes para el aprendizaje del dlgebra posiblemente no sean diferentes a los de otros
contenidos matemadticos. En todo caso, la evaluacién de los conocimientos sobre estas facetas es un
problema abierto que requerird realizar investigaciones especificas.

Ademds, se debe tener en cuenta que las categorias de CDM-RAE no son disjuntas o excluyentes,
en el sentido de que un mismo item puede estar en mds de una categoria. Por ejemplo, el item 2) de
la tarea 10, «Enuncia una variante del problema que pueda servir para iniciar el estudio de las funcio-
nes», involucra al contenido «funciones», pero también a «modelizacién». Asi mismo, se pide que el
estudiante enuncie una variante de problema con un fin instruccional especifico, y por tanto movilice
conocimiento sobre un «recurso instruccional»; pero también involucre un conocimiento especializado
del contenido matemadtico en si mismo, esto es, la faceta epistémica en sus componentes situacional
y regulativo (concepto de funcién, sus representaciones, etc.). Por esta razén hemos incluido algunos
items en mds de una celda en la tabla 3.

Tabla 3.
Contenidos evaluados por cada item del cuestionario
Contenido algebraico
Contenido diddctico Estructuras (E) Funciones (F) Modelizacién (M)
Primaria Avanzado Primaria Avanzado Primaria Avanzado

Epistémico (niveles de EPI-E1 EPI-E2 EPI-F1 EPI-F2 EPI-M1 EPI-M2
algebrizacién) 2b; 4b 7b;7¢ 104 5¢; 6b 9b
Cognitivo COG-FE1 COG-E2 COG-F1 COG-F2 COG-M1 COG-M2
(significados personales) | 1a; 165 2a; 3b; 4c¢ 6¢
Instruccional INS-E1 INS-E2 INS-F1 INS-F2 INS-M1 INS-M2
(situaciones y recursos) 8b 86 86 5b; 86; 10a 9¢; 102 86
Contenido algebraico ALG-E1 ALG-E2 ALG-F1 ALG-F2 ALG-M1 ALG-M2
(solo conocimiento 4a; 3a Ta 5a; 106 6a; 84; 9a 9a
comun o avanzado)

2. El Alfa de Cronbach varia entre 0 y 1, siendo los valores superiores a 0,7 considerados usualmente como satisfactorios.
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La tabla 3 se puede interpretar como una propuesta teérica de la estructura del cuestionario. Los
ftems han sido seleccionados con el fin de tener en cuenta, en la medida de lo posible, los diferentes
contenidos algebraicos y diddcticos explicitados en la seccidon 3, por lo que se puede esperar que un
andlisis factorial debiera mostrar una estructura multidimensional. Pero la aplicacién de estas técnicas
de andlisis de datos requiere disponer de un tamafio de muestra bastante superior, lo cual constituye
un objetivo futuro de nuestra investigacion.

REFLEXIONES FINALES

El objetivo de esta fase de nuestro proyecto de investigacién ha consistido en elaborar un instrumento
vélido que permita caracterizar aspectos relevantes del conocimiento didéctico-matemadtico sobre razo-
namiento algebraico elemental en maestros en formacién. Este objetivo tiene una indudable utilidad,
tanto para el diagnéstico de los conocimientos de los maestros en formacién, como para obtener datos
que puedan utilizarse en la fase de intervencién educativa, esto es, en el disefio, implementacién y
evaluacién de procesos formativos de los maestros sobre el tema. La aplicacién piloto del cuestionario
ha permitido conjeturar algunas carencias formativas de los estudiantes sobre RAE, en particular, algu-
nas concepciones y sesgos sobre pensamiento relacional, el uso conflictivo de incégnitas y variables, y
dificultades para la formulacién de tareas sobre funciones con fines educativos.

Dado que los curriculos vigentes de matemdticas de educacion primaria a nivel del Estado espafiol
no contemplan de manera explicita contenidos relacionados con el razonamiento algebraico elemental,
los planes de formacién de maestros no suelen considerar de manera sistemdtica la formacién diddctica
y matemdtica sobre dicho razonamiento. La situacién debe cambiar si tenemos en cuenta la perspectiva
ofrecida por las orientaciones curriculares de otros paises, los resultados de las investigaciones que se
vienen realizando y el cambio que se vislumbra en Espana ante el reciente Decreto del Curriculo Ba-
sico de Educacién Primaria (MECD, 2014). En este decreto se incluye un bloque de contenido sobre
procesos, métodos y actitudes en matemdticas que se considera como la columna vertebral del resto de los
bloques. Concretamente se afirma que «todo el alumnado, al acabar la educacién primaria, sea capaz
de describir y analizar situaciones de cambio, encontrar patrones, regularidades y leyes matemadticas
en contextos numéricos, geométricos y funcionales, valorando su utilidad para hacer predicciones»
(MECD, 2014: 19387). En esta cita se hace referencia a aspectos fundamentales del razonamiento
algebraico elemental.

La aplicacién del cuestionario CDM-RAE a muestras representativas de maestros en formacién
permitird conocer efectivamente el estado de los conocimientos didéctico-matemdticos de estos sobre
razonamiento algebraico elemental y disenar acciones formativas basadas en dicho estado.
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Several curricular proposals and research papers highlight the importance of developing algebraic thinking from
the earliest levels of primary education (NCTM, 2000; Cai & Knuth, 2011), which requires the training of
teachers in the didactic-mathematical aspects of the topic. Before starting the training of teachers, it is crucial
to evaluate their knowledge on the subjects they have to teach, so that we need validated instruments that assess
such knowledge.

In this paper we present some results of a study oriented to build a questionnaire to assess the didactic-math-
ematical knowledge about elementary algebraic reasoning of teacher students.

The questionnaire design is based on the models of Elementary Algebraic Reasoning (RAE — Razonamien-
to Algebraico Elemental) (Godino, Ake, Gonzato & Wilhelmi, 2014) and Didactic-Mathematics Knowledge
(CDM — Conocimiento Diddctico Matemitico) proposed by Godino (2009). It covers the different components
of elementary algebraic reasoning and didactic-mathematical knowledge. The algebrization levels by Godino, et
al. (2014), as well as algebraic objects (common and advanced knowledge) and processes (generalization, etc.)
were also considered. The questionnaire includes 10 tasks, each one consisting of several items, with a total of
25 items.

The categories of algebraic knowledge taken into account in the design of the questionnaire are: Algebraic
structures (4 items), functions (2 items) and modelling (4 items). The following categories of didactic knowledge
are also considered: epistemic (8 items), cognitive (6 items), instructional (9 items) and ecological (9 items);
some of the items assess several of them.

To start the questionnaire, the research team developed a preliminary item bank, from which a pilot ques-
tionnaire was extracted and administered to a sample of teacher students. The results were used to revise the
wording of some items, remove and add some others; finally, the questionnaire described in this paper was
obtained. The questionnaire did not attempt to assess all categories of didactic-mathematical knowledge in
elementary algebraic reasoning, but only the most relevant with the limitation that students can complete the
questionnaire in 2 hours time.

The psychometric characteristics of the questionnaire were analysed from the responses of a sample of 91
teacher students. We present the item difficulty and compare these indexes by considering the algebraic objects
and processes involved. We also present and analyse the items discrimination index. All items have discriminative
power except 3 of them.

A Cronbach’s alpha reliability coefficient of 0.785 was obtained, which is reasonably high, given the varied
content of the questionnaire. A table that classifies the items according to the didactic knowledge categories and
types of algebraic content is included, to provide evidence of content validity of the questionnaire according to
theoretical proposal for the structure of the questionnaire.

The application of the questionnaire CDM-RAE to representative samples of teacher students will allow
assessing the didactic-mathematical knowledge about elementary algebraic reasoning and designing training
programs based on this assessment.
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