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RESUMEN: Esta investigacién determina como afecta la actuacién docente en la generacién de opor-
tunidades de aprendizaje matemadtico. Se realiza un estudio de dos casos que caracterizan el tipo de
actuacién de dos profesores en la gestién de las discusiones en gran grupo de un problema de seme-
janza, y se estudia el efecto del tipo de actuacién en la generacién de oportunidades de aprendizaje. Se
evidencian diferencias relevantes en la forma en la que cada profesor ha preparado las discusiones en
gran grupo y se presenta una caracterizacién de sus episodios segtin dos dimensiones: instrumental y
discursiva. Un andlisis detallado de los episodios, mediante el estudio de las acciones que se producen
en ellos, posibilita la determinacién de oportunidades de aprendizaje, hecho que permite constatar una
relacién directa entre la preparacién de la discusién en gran grupo y la generacién de oportunidades
de aprendizaje.

PALABRAS CLAVE: actuacién docente; oportunidades de aprendizaje matemdtico; preparacién de
discusiones en gran grupo; resolucién de problemas de semejanza; entornos colaborativos.

ABSTRACT: This study aims to determine how teaching activity affects the generation of mathemati-
cal learning opportunities. We present a case study to characterize the types of teaching activity of two
teachers when orchestrating whole-group discussions on a similarity problem, and to gauge the effect
of each type of teaching on the generation of learning opportunities. Significant differences are shown
in the way each teacher has prepared the whole-group discussion and the episodes are characterised in
two dimensions: instrumental and discursive. A detailed analysis of the episodes, studying the actions
that occur in them, gives us a chance to identify mathematical learning opportunities and establish a
direct relationship between these and the way each teacher has prepared the whole-group discussion.
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En esta investigacién queremos determinar como afecta la actuacién docente en la generacién de
oportunidades de aprendizaje matemdtico. Realizamos un estudio de dos casos para caracterizar el tipo
de actuacién docente de dos profesores en la gestion de las discusiones en gran grupo de un problema
de semejanza en el plano resuelto por estudiantes de 14 y 15 afios.

La investigacién muestra un estudio experimental de andlisis de casos docentes que evidencia di-
ferencias relevantes en la forma en la que cada profesor ha preparado sus discusiones en gran grupo.
Se caracterizan los episodios de las discusiones segiin dos dimensiones: instrumental y discursiva. Se
analizan en profundidad los episodios y se estudian acciones significativas que se desarrollan en ellos,
con el fin de determinar oportunidades de aprendizaje matemdtico.

PREPARACION DE DISCUSIONES EN GRUPO, EPISODIOS Y OPORTUNIDA-
DES DE APRENDIZAJE MATEMATICO

Algunas investigaciones (por ejemplo, Rigo, Pdez y Gémez, 2010) se han centrado en el estudio de
las précticas del profesor en la ensefianza de tareas de proporcionalidad, explorando las practicas me-
tacognitivas que el profesor fomenta en sus clases de matemdticas. En este articulo nos centramos es-
pecialmente en la figura del profesor y en los efectos de la gestién de discusiones en gran grupo con la
generacién de oportunidades de aprendizaje matemdtico, en un contexto de resolucién de problemas
de semejanza.

Sistemadtica de preparacién y gestién

El modo que tiene un profesor para gestionar los elementos singulares de una discusién y producir
resultados compartidos lo describimos a través de la nocién de orquestacién, como en Morera (2013),
en la que se reelabora una sistemdtica de seis fases para preparar y gestionar discusiones en gran grupo:
anticipacion a través del drbol, configuracion diddctica ampliada, modo de explotacion, monitorizacion,
seleccion de situaciones 'y secuenciacion de la implementacion diddctica. Estas fases se obtienen realizando
una mirada conjunta a las pricticas de Smith y Stein (2011), y a los elementos de la orquestacién ins-
trumental de Trouche (2004) y Drijvers, Doorman, Boon, Reed y Gravemeijer (2010). Todas las fases
de la sistemdtica favorecen la gestion eficiente de una discusién en gran grupo y pueden contribuir a
la creacién de oportunidades de aprendizaje, ya que se potencia que los estudiantes puedan adquirir
habilidades matemadticas de alta riqueza cognitiva, procedimental y de autorregulacion.

La anticipacion a través del drbol consiste en hacer un estudio previo de cémo los alumnos pueden
abordar el problema planteado y prever sus posibles respuestas, hecho que incluye pensar cémo pueden
interpretar la resolucién de los problemas y tener un amplio estudio de todas las posibles maneras de
resolverlos. Un instrumento relevante de esta fase es el drbol del problema (Morera, Souto y Arteaga,
2011), que estd inspirado en el concepto de espacio bdsico del problema (Cobo, 1998). Consiste en una
estructura en forma de drbol, cuyas ramas muestran diferentes estrategias (correctas o incorrectas) que
un estudiante podria seguir para resolver el problema. Para las estrategias incorrectas, incluye posibles
comentarios del profesor orientados a dirigir el proceso de resolucién del alumno. Para las estrategias
correctas, el drbol propone varias preguntas al estudiante para que se plantee nuevos retos, como el
estudio de casos extremos o la generalizacién de propiedades. La configuracion diddctica ampliada es el
conjunto de artefactos, tecnoldgicos o convencionales, orientados a la ensenanza que el profesor decide
incluir en el desarrollo de su sesién de clase. El modo de explotacién hace referencia a la forma en la que
el profesor interpreta una configuracion diddctica para atender a sus intenciones diddcticas. La moni-
torizacidn se basa en el seguimiento de los pensamientos matemadticos y las estrategias de resolucién de
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los alumnos mientras trabajan en el problema. La seleccion de situaciones es el proceso mediante el cual
el profesor elige de manera particular algunos alumnos para que compartan con el resto del grupo su
interpretacién o solucion del problema. Por dltimo, la secuenciacion de la implementacion diddctica es
el reflejo de la preparacién previa de la sesién de discusién y su puesta en préctica en el aula. Para ello
hay que tener en cuenta las fases anteriores y los estadios de la discusién que se relatan a continuacion.

Caracteristicas de los episodios

Los episodios de una discusion en gran grupo orquestada por el profesor los caracterizamos a través
de dos dimensiones: la instrumental, que se centra en el uso de artefactos y en el modo en el que estos
se emplean en clase, y la discursiva, que contempla un conjunto de patrones que ayudan a entender
el desarrollo genérico de los episodios y las particularidades compartidas entre ellos (Morera, Planas y
Fortuny, 2013).
En la dimensién instrumental consideramos seis tipos de orquestacién que definimos a continua-
cién:
1. Explorar el artefacto: incluye los comentarios técnicos y las indicaciones sobre el funcionamiento
del artefacto que realiza el profesor durante la clase.
2. Explicar a través del artefacto: el docente elabora explicaciones al grupo apoydndose en algtin
artefacto.
Enlazar artefactos: el profesor enfatiza la relacién entre lo ocurrido en dos entornos distintos.
4. Discutir el artefacto: se produce una discusiéon conjunta de lo que se muestra o se observa a través
del artefacto.
5. Descubrir a través del artefacto: se utiliza un artefacto para ilustrar o exponer el razonamiento de
un estudiante a través de la identificacién del trabajo realizado en la preparacién de la discusién
y usado a propdsito durante la clase.
6. Experimentar el instrumento: uno o varios alumnos utilizan un artefacto para presentar su traba-
jo ante el resto de participantes o para dar respuesta a preguntas del profesor.

b

Como se puede observar, los tres primeros tipos de orquestacién instrumental estdn centrados en
las acciones del profesor y los tres tltimos en las acciones de los alumnos. Estos tipos de orquestacién
se basan en los identificados por Drijvers ez al. (2010), pero generalizados para el caso en que la imple-
mentacion de la discusién en gran grupo no contenga necesariamente artefactos tecnolégicos.

En la dimensién discursiva se identifican ocho estadios de la discusién de un problema, los cuales
se presentan como una sucesion del proceso de realizacién de la discusién en gran grupo, es decir, se
trata de pautas de actuacién potencialmente interesantes de ser analizadas en toda discusién de un
problema matemdtico. Mostramos los estadios a continuacién, ordenados segin el desarrollo natural
de la evolucién de la discusién:

1. Situacion del problema: se presenta y recuerda el enunciado o los objetivos del problema antes de
empezar la discusién para situar a los alumnos en la actividad planteada.

2. Presentacion de una solucion: el profesor o los alumnos muestran al grupo una solucién del pro-
blema, correcta o incorrecta, y se puede iniciar un debate a partir de ella.

3. Estudio de diferentes estrategias para resolver o argumentar: se exponen y discuten diversas formas
de resolver el problema o argumentar la solucién presentada. Los estudiantes muestran sus es-
trategias, aunque el profesor puede intervenir y plantear las que no hayan considerado.

4. Estudio de casos particulares o extremos: se hace hincapié en los casos singulares del problema para
estudiarlos individual y especificamente.
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5. Contraste entre diferentes soluciones: realizacién de una comparativa entre las diversas formas de
resolver el problema o de interpretar el enunciado de la actividad. No se busca la misma solu-
cién mediante diferentes estrategias, sino que se comparan las soluciones obtenidas aplicando
cada una de ellas.

6. Conexiones con otras situaciones: establecimiento de vinculos entre las diferentes soluciones e
interpretaciones de la actividad. Incluye la realizacién de conexiones entre otros conceptos ma-
temdticos y con las demds dreas del conocimiento.

7. Generalizacion y conceptualizacion: se emplea la discusién en gran grupo como detonante para
generalizar un resultado encontrado, el cual puede generar una nueva tarea matemdtica.

8. Reflexion sobre el progreso matemdtico: clausura de la discusién con un balance reflexivo, verbali-
zado o por escrito, sobre los aspectos matemadticos trabajados en la clase.

Siguiendo en la dimensién discursiva, para profundizar en el andlisis de los episodios y disponer de
mids elementos para determinar las oportunidades de aprendizaje matemdtico que se han generado, es-
tudiamos algunas acciones que se han producido en los episodios. Nos centramos en el ejecutor (estu-
diante o profesor) y en su tipologfa. En particular, para el andlisis de la gestién de un aula examinamos
las acciones realizadas por el docente y, siguiendo a Schoenfeld (2011), las clasificamos en: acciones de
gestion de la clase, acciones de discusién y acciones de contenido matemdtico, segtin hagan referencia
a la organizacién del aula y de sus participantes; a los aspectos relativos al desarrollo de actividades
matemadticas, o bien a los contenidos matemdticos de las actividades y a la habilidad del profesor para
escuchar a los estudiantes, darse cuenta de sus dificultades y de los aspectos que comprenden mejor o
peor.

Oportunidades de aprendizaje matemdtico

Varios autores han investigado el tema de las oportunidades de aprendizaje matemdtico (por ejemplo,
Yackel, Cobb y Wood, 1991; Cobb y Whitenack, 1996; Cobo, 1998). Readaptando a Morera (2013),
consideramos las oportunidades de aprendizaje matemdtico como las relaciones entre los aspectos del
conocimiento matemdtico (estructuras conceptuales, algoritmicas, heuristicas, instrumentales, inter-
pretativas o argumentativas) y las acciones que potencialmente facilitan su aprendizaje. Estas oportu-
nidades se presentan mediante acciones generadas por situaciones y circunstancias en los procesos de
interaccion en el aula de matemdticas.

Destacamos que diversas practicas pueden favorecer la emergencia de oportunidades de aprendizaje
matemdtico (Informe Vermont, 2000). Algunos ejemplos son la creacién de situaciones de interaccién
entre estudiantes y con el profesor para desarrollar habilidades de pensamiento matemdtico mds exten-
sas, el planteamiento de actividades abiertas para que los alumnos puedan explorar y analizar cuestio-
nes matemdticas, y la creacién de situaciones para que presenten y compartan trabajos con sus compa-
fieros de clase. De hecho, Ellis (2011) constata que el aprendizaje es un proceso social que se produce
gracias a la interaccién de todos los participantes de una clase de matemadticas. Las situaciones de aula
se presentan como un conjunto de multiples procesos de interaccién, en los que tanto los estudiantes
como el profesor y el uso de artefactos contribuyen conjuntamente en la creacion y el desarrollo de
situaciones relevantes que pueden generar oportunidades de aprendizaje.
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METODOLOGIA

Poblacién

La recogida de datos se ha realizado en dos centros de secundaria con estudiantes de 3.° de ESO cuyas
edades estin comprendidas entre los 14 y los 15 afos. En este articulo presentamos datos relativos a
la discusién en gran grupo de una actividad inicial de semejanza en el plano gestionada por dos pro-
fesores de matemadticas, Luis y Pilar, seleccionados segtin diferentes caracteristicas docentes iniciales
obtenidas mediante entrevistas previas. Luis, con experiencia docente media en el centro A, pone én-
fasis en los algoritmos y en la aplicacién de resultados en la ensefianza de las matemadticas. En cambio
Pilar es una profesora novel en el centro B y estd preocupada por ser capaz de anticipar el aprendizaje
de su alumnado.

Los datos de las intervenciones de todos los participantes, profesores y estudiantes, se obtienen
después de registrar en video las discusiones en gran grupo y de realizar una transcripcién escrita. Los
investigadores estuvieron presentes durante todas las sesiones realizando las grabaciones, pero sin par-
ticipar en el desarrollo de las actividades de cada clase.

Secuencia didactica

Para realizar la investigacién se ha disefiado una secuencia diddctica de cinco actividades introducto-
rias y cinco problemas del tema de semejanza (véase tabla 1). El objetivo principal de las actividades
introductorias es que los alumnos puedan iniciarse en los conceptos matemdticos basicos del tema, los
cuales se desarrollardn con mds profundidad a lo largo de los cinco problemas.

En el disefio instructivo hemos tenido en cuenta que el término «semejante» constituye una nocion
matemdtica dificil (Freudenthal, 1983), ya que gran niimero de estudiantes lo asocian al mantenimien-
to de la forma de una figura geométrica (Gémez, 2007). Ademds, como mencionan Hart, Brown y
Kiichemann (1981), el concepto de forma es realmente complejo, especialmente cuando se trata de
figuras rectilineas porque, por ejemplo, para algunos estudiantes todos los rectdngulos tienen la «mis-
ma formay, en el sentido de que son rectdngulos, pero no todos son semejantes ya que no mantienen
necesariamente las proporciones con los correspondientes lados homélogos. En cualquier caso, la se-
cuencia que se propone sigue los aspectos curriculares para el tercer curso de la ESO (para mds infor-
macién consultar Ferrer, Fortuny y Morera, 2013). El ciclo de trabajo seguido combina la resolucién
por parejas, la discusién en gran grupo y la reflexién escrita e individual después de la discusion de los
problemas. La secuencia instructiva posibilita el uso de artefactos: tecnolégicos, como un soffware de
geometria dindmica (GeoGebra'), o no tecnolégicos (ldpiz y papel, pizarra ordinaria o material mani-
pulable), aunque los profesores son quienes deciden, de acuerdo con su criterio profesional, la forma
de utilizarlos.

1. Disponible en linea: <http://www.geogebra.org>.
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Tabla 1.
Estructura de la secuencia did4ctica
Sesidn Organizacién Tareas
1 Trabajo por parejas Actividades introductorias del tema de semejanza, Tales y homotecia
) Discusion en gran grupo Actividades introductorias 1 (jDoblar figuras!) y 2 (Rectdngulos

semejantes)

Actividades introductorias 3 (Cambiar las medidas de los poligo-

3 Discusion en gran grupo nos), 4 (Divisién de un tubo) y 5 (Recordemos el teorema de Tales)

Problema 1: La semejanza en las hojas de un 4rbol

4 Trabajo por parejas

Problema 2: Transformaciones geométricas

5 Discusién en gran grupo Problemas 1y 2

Problema 3: Ampliar y reducir fotocopias

6 Trabajo por parejas
Problema 4: Puntos medios con una propiedad curiosa

7 Discusién en gran grupo Problemas 3 y 4

Trabajo por parejas y discusion en

oran grupo Problema 5: Investigar con los espejos

La tarea matemdtica estudiada en este articulo es la primera actividad introductoria de la tabla 1 y
su enunciado se muestra en la figura 1. La actividad, que se presenta a los estudiantes de forma grafica
mediante el dibujo lineal de una figura bidimensional, tiene los siguientes objetivos matemadticos: es-
tudiar la proporcionalidad de figuras poligonales, elaborar conjuntamente una definicién de semejanza
basada en la igualdad de dngulos y la proporcionalidad de lados homélogos, y relacionar los perimetros
y las dreas de figuras semejantes de dos dimensiones.

Actividad introductoria 1: ;Doblar figuras!

Dada la siguiente letra del abecedario, representa otra que sea el doble de grande. A
continuacién explica brevemente cémo la has obtenido y compdrala con la original.

Fig. 1. Enunciado de la actividad inicial.

La indefinicién implicita de la frase «el doble de grande» es intencionada para enriquecer la dis-
cusién. Asi, algunos alumnos podrdn representar una figura que tenga cada lado el doble de grande
respecto el original y, por tanto, el perimetro de la nueva imagen quedard multiplicado por 2. De este
modo podrdn observar que los dngulos de ambas figuras son iguales, pero los lados son proporcionales
con factor 2 y podrdn llegar a la definicién de figuras poligonales semejantes. En cambio, otros estu-
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diantes pueden asociar la representacion de una figura el doble de grande con una que tenga el doble
de drea, la cual Ginicamente serd semejante a la original si la razén entre los lados homdlogos es V2.
Disponer de la cuadricula puede ser una ayuda para representar dicha construccién, ya que el uso de
sus diagonales simplifica la obtencién de la V2.

Inicialmente, los estudiantes resuelven la actividad por parejas y se pretende que ambos miembros
trabajen colaborativamente utilizando sus ideas previas sobre el concepto de semejanza, el cual han
estudiado en cursos anteriores. Aun asi, es posible que algunos alumnos no recuerden la definicién de
figuras poligonales semejantes y/o no la apliquen correctamente. Durante la discusién en gran grupo
se contrastardn las resoluciones de la actividad de doblar figuras y se iniciard la formalizacién de la de-
finicién de semejanza. Se pretende que después de la discusién los estudiantes tengan las herramientas
suficientes para poder identificar figuras poligonales semejantes. Una vez realizado el debate, se pide a
los alumnos que reflexionen individualmente y que incorporen por escrito todos los elementos trata-
dos en él y que no hubiesen considerado en su resolucion inicial.

Finalmente, destacamos la importancia de tomar consciencia del impacto de la interpretacién del
enunciado en el aprendizaje de los estudiantes. Existe una diferencia relevante entre proponer la solu-
cién de duplicar el drea preservando la semejanza, la cual se vuelca en el campo de los irracionales, y
la de doblar el perimetro, que queda acotada a un manejo de los nimeros naturales. De esta forma, la
actuacion del alumno y la gestion del profesor serdn determinantes para propiciar situaciones suscep-
tibles de generar unas u otras oportunidades de aprendizaje.

ANALISIS DE DATOS

El andlisis de datos lo planteamos en cuatro etapas: en primer lugar, estudiamos algunas fases de la
sistemdtica descrita anteriormente y determinamos cémo cada profesor ha preparado su discusion en
gran grupo. Después, dividimos las discusiones en episodios y obtenemos una descripcién del tipo de
actuacién docente de los dos profesores. A continuacién, analizamos con mds profundidad todos los
episodios, determinamos las acciones que los caracterizan, y detectamos y clasificamos las oportunida-
des de aprendizaje centrdindonos en sus aspectos matemdticos.

Estudio a priori: preparacidén de las discusiones

Realizamos un estudio a priori para determinar cémo cada profesor ha preparado la discusién en gran
grupo de la actividad y, para ello, estudiamos las cinco primeras fases de la sistemdtica, las cuales se
desarrollan antes de la discusién en grupo.

Observamos diferencias relevantes en la fase de anticipacion a través del drbol, ya que Luis ha realiza-
do una preparacién bastante tradicional del problema, Gnicamente lo ha resuelto y, una vez encontrada
una solucién factible, no ha profundizado en la bisqueda de nuevas interpretaciones y estrategias, y
tampoco ha previsto mensajes para desbloquear a los alumnos y ayudarlos a avanzar en la resolucidn.
En cambio Pilar preparé la resolucion de la actividad siguiendo un esquema, pensando en las diferentes
soluciones e interpretaciones y anticipé posibles mensajes que podia dar a los estudiantes durante el
trabajo por parejas con la intencién de hacerlos avanzar en su resolucién, hecho que contribuye al an-
damiaje de su actividad de matematizacién (Anghileri, 2006). Su fase de anticipacién se relaciona con
el «espacio bésico del problema» (Cobo, 1998) e incluye elementos préximos al «drbol del problema»
(Morera, 2013).

En lo relativo a la fase de configuracion diddctica ampliada, Luis prepara la sesién considerando
exclusivamente los artefactos convencionales, es decir, las hojas de resolucién de los problemas y la
pizarra ordinaria. No obstante, Pilar planea combinar el uso de los artefactos tradicionales con el
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GeoGebra, porque considera que este soffware puede ser til para ilustrar en la pantalla las diversas
interpretaciones de la actividad y la aplicacién de algunas estrategias de resolucién.

Los dos profesores han realizado el mismo modo de explotacion porque esta variable, junto con la
actividad matemdtica, se ha fijado para la investigacion. La intencién de los autores es aplicar una me-
todologia favorable para generar oportunidades de aprendizaje matemidtico utilizando el mismo ciclo
de trabajo y estudiando la misma tarea matemdtica. Ambas cuestiones se han desarrollado con detalle
en el apartado anterior del presente articulo.

En la fase de monitorizacién, Luis se centra en resolver las dudas formuladas por sus estudiantes
mientras trabajan por parejas y no interviene si no es preguntado. Por otro lado, Pilar utiliza el esquema
que ha elaborado en la fase de anticipacién para monitorizar la sesién de resolucidn por parejas. Asi,
aparte de resolver las preguntas de sus estudiantes, la profesora les proporciona indicaciones adiciona-
les y les pregunta por nuevas interpretaciones del enunciado y otras estrategias de resolucién, con el
propésito de que los alumnos puedan profundizar més en la interpretacién y resolucién del problema.

Los dos profesores siguen criterios distintos en la fase de seleccion de situaciones. Luis decide no
seleccionar a los estudiantes, simplemente formulard preguntas concretas para que cualquier alumno
que lo desee las responda y, después, él realizard explicaciones mds extensas. En cambio Pilar selecciona
a priori a los estudiantes partiendo de las soluciones que han obtenido en la resolucién por parejas. Su
intencidn es tener previstas unas intervenciones fijas, pero dejando cierto margen para que todos los
alumnos que quieran realizar aportaciones en el transcurso de la discusién puedan hacerlo.

Determinacién de los episodios de las discusiones en gran grupo

La fase de secuenciacion de la implementacion diddctica es el reflejo de la preparacién previa de la se-
sién de discusion en gran grupo y su puesta en prictica en el aula. Para estudiarla hay que determinar
los episodios de cada discusién. Con este fin hemos examinado las grabaciones del aula y nos hemos
apoyado en las transcripciones, que se han analizado de una forma global de acuerdo a las dos dimen-
siones: instrumental y discursiva. Es decir, hemos dividido la discusién completa en episodios segin
un tipo de orquestacién y un estadio de la discusidn.

Para ejemplificar el proceso de andlisis y caracterizacién de los episodios, hemos seleccionado el
quinto, de una serie de nueve, de la discusién de la profesora Pilar. En la linea 1 de la tabla 2 se observa
que Pilar dirige una pregunta a un estudiante del grupo para iniciar una discusién que finaliza en la
construccion de la definicién matemdtica de figuras poligonales semejantes. Tanto en las preguntas
que realiza la profesora como en las explicaciones de los alumnos y en el debate que se establece, se
comparan dos construcciones que se visualizan en la pantalla del GeoGebra y se utiliza una de ellas
para obtener la definicién de semejanza (véanse lineas 2-9 de la tabla 2). Ademds, para estudiar con
detalle cada episodio, interpretamos las acciones de participacién realizadas por los estudiantes, las in-
tervenciones llevadas a cabo por el profesor y las acciones instrumentales, en las que se tiene en cuenta
el uso de artefactos.

En el inicio del episodio la profesora Pilar realiza una peticién de explicacién [1] al estudiante
E.1, ayuddndose de la representacion de la pantalla del GeoGebra, con la intencién de que explique
los motivos por los que ha construido una figura con el doble de perimetro y no el doble de drea. El
alumno observa las dos representaciones proyectadas en la pantalla y evidencia que su eleccion se basa
en la semejanza de la figura cuyos lados son proporcionales, con razén 2, a la original. Interpretamos
esta accién como una observacion de evidencia empirica [2], ya que se ayuda de la informacién visual
que le proporciona el artefacto para constatar un hecho concreto, pero sin que este acto implique
justificacién alguna. A continuacion, la profesora utiliza la situacidn para introducir el concepto de fi-
guras semejantes y realiza una peticién de explicacién [3] para que algtin alumno defina este concepto.
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De nuevo, el estudiante E.1 se apoya en la representacion de la pantalla para explicar que dos figuras
semejantes deben tener todos los lados multiplicados por un niimero y que este debe ser siempre el
mismo. No obstante, en este caso interpretamos la accién como una justificacién empirica [4] porque
el alumno utiliza la representacién proyectada en el artefacto como complemento de su explicacién
oral. Hanna (2000) constata que las representaciones visuales pueden emplearse como justificacién
matemdtica mds alld de evidenciar hechos concretos, ya que los diagramas son componentes legitimos
de un argumento matemdtico y pueden transmitir o transportar izsight asi como conocimientos. Des-
pués, Pilar hace una peticién de formalizacién [5] para precisar el lenguaje matemdtico y que aparezca
el término «proporcionales» [6]. La profesora valida [7.1] la afirmacién del estudiante y realiza una
nueva peticién de explicacién [7.2] para que los alumnos completen la definicién. El estudiante E.2
se basa en la construccién de la pantalla para observar la evidencia empirica [8] de que dos figuras
poligonales semejantes deben tener, ademds, todos los dngulos iguales. Interpretamos que no utiliza el
artefacto para sustentar un razonamiento matemdtico, sino para evidenciar un hecho concreto. Final-
mente, Pilar complementa la explicacién del alumno [9] constatando la importancia de la igualdad de
dngulos en la definicién de semejanza.

Tabla 2.

Quinto episodio de la discusién en gran grupo de Pilar

Interpretacion

< . . . , . Intervencion:
:Oscar, td qué entendiste, es decir, por qué construiste esta (la pro-

- . eticién de explicacién
fesora sefiala sobre la pantalla del proyector una figura que tiene el P P

1 Pilar: , L 3 Instrumental:
doble de perimetro respecto de la original) y no esta otra (senala una .
. soporte visual-complemento de la
figura con el doble de drea)? L,
explicacién
2 g1 Porque estas dos son semejantes (refiriéndose a la F original y la que | Participacién:
""" | tene el doble de perimetro). observacién de evidencia empirica
3 | pil Vale, por tanto, la definicién de semejanza. ;Qué creéis que son dos | Intervencion:
ilar: . - L
figuras semejantes? peticién de explicacion
4 |Eq Todos los lados multiplicados por un nimero, en todos los casos el | Participacion:
" | mismo. justificacién empirica
Intervencion:

5 Pilar: | Vale, es decir, ;como son los lados? ., L,
peticién de formalizacién

. Participacion:
6 | E.1: | Proporcionales. pacior
formalizacién
. Intervencion:
1. Proporcionales, vale. 1
validacién
7 Pilar:
, , Intervencion:
2. ;Y ademds qué hace falta? ., .,
peticién de explicacién
) . Participacion:
8 E.2: Que todos los dngulos sean iguales. P ., . . L.
observacién de evidencia empirica
9 Pil Es decir, aqui, chicos, los dngulos no los comprobamos porque se tra- | Intervencion:
ilar:

ta de una F y es evidente que todos son de 90°, pero se deberia hacer. | complemento de la explicacién

Analizando las lineas del texto de la tabla 2, inferimos que el tipo de orquestaciéon del episodio
seleccionado es discutir el artefacto, mientras que el estadio de la discusion es contraste entre diferentes
soluciones porque se consideran y discuten dos soluciones posibles para el problema, las cuales se origi-
nan a partir de dos interpretaciones distintas del enunciado.
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La caracterizacién completa de la discusién de Pilar se detalla en la tabla 3, que muestra que la
discusién en gran grupo se inicia pidiendo a un estudiante que lea el enunciado del problema (e ). El
alumno muestra una primera solucién, que consiste en duplicar el 4drea de la figura original, y la repre-
senta con el GeoGebra (e,). Se estudia la estrategia y se discute con el grupo clase la construccién de la
pantalla (63). Después, otro estudiante presenta una nueva solucién duplicando el perimetro, y la pro-
fesora realiza explicaciones apoydndose en la construccién del GeoGebra (e,). Se discuten y contrastan
las dos soluciones representadas en la pantalla (es) y, a peticién de un alumno, Pilar realiza diversas
aclaraciones relacionadas con la definicién de semejanza y la solucién de duplicar el perimetro (e).
Entonces, la profesora expone a los estudiantes la relacién entre los perimetros y las dreas de figuras
semejantes, y realiza anotaciones en la pizarra convencional basindose en la informacién de la pantalla
(e,). Nuevamente, se contrastan las dos soluciones y Pilar realiza explicaciones diversas para establecer
consenso entre los alumnos (e,). Finalmente, la profesora plantea una generalizacién del problema que
consiste en duplicar el 4rea manteniendo la semejanza con la original, y utiliza la pizarra y el GeoGebra
para realizar las explicaciones apoyandose en los razonamientos de los estudiantes (e,).

En la tabla 3 también podemos visualizar que la orquestacién de Pilar estd centrada equilibrada-
mente entre el profesor y los alumnos, ya que el nimero de episodios correspondientes a los tres pri-
meros tipos de orquestacion es casi el mismo que el de los tres tltimos. El tratamiento de los estadios es
bastante completo y su distribucién es secuencial, porque se progresa de los estadios correspondientes
a momentos iniciales de la discusién hasta los mds avanzados.

Tabla 3.
Andlisis de los episodios de la discusion
en gran grupo de la primera actividad de Pilar

2
o 7] 15
\g < ‘0‘3 2] g E)
‘% E 7] .—>4 =t [ 2] e
51 O < O O g b5 s S
—_— =] = o Gy b —
. ‘-E '8 = 8 2 © £ bS] © %;g o
Pilar o = ) 5 @ 55| o = =21 e
o R b= S ol & 8 S3| 8
[ — M .
¥ 2|8 [E5d28|5.]85|38]| %5
= 3 S 88 S oo |l el NS| g2
o ‘Q ] o =g 23 = o & o= E o =
= g «a;o_ggﬂg'ga 28| Eg2|Ea -g‘g
=) PRI M - . =
7 ! 0 ‘g = Ll EQS|l v 3| e8| o5
=5/ 22285 2 s 3| & g 2= 8
. . 2 = c=| 28| o 5 =
Tipo de orquestacién ) S SRR B g O8loga |0 8| ~E
Explorar el artefacto
Explicar a través del . . .
artefacto i 2 :
Enlazar artefactos €7,€9
Discutir el artefacto €3 es
Descubrir a través del
artefacto
Experimentar el . .
instrumento

Analizando de forma andloga la actuacién docente del profesor Luis, detectamos que la orquesta-
cién de su discusién en gran grupo estd centrada bdsicamente en la figura del profesor, como se observa
en la primera parte del quinto episodio de la discusién:
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Tabla 4.
Parte I del quinto episodio de la discusién en gran grupo de Luis
Interpretacion
Participacion:

12 E.1: | Entonces, ;qué seria correcto? Porque una tiene 40y la otra tiene 20. L .,
peticién de aclaraciéon

1. Aver, con respecto a cuestiones lingiiisticas, el doble de grande se
refiere al doble de superficie. ;Vale? Por lo tanto, la opcién esta es | Intervencion:
correcta, pero tampoco nos quedaba demasiado claro si se debia | realizacién de explicacion
respetar la misma... las mismas proporciones.

2. Aqui nadie al parecer... yo tampoco lo he hecho, ;eh? Intentar

conseguir el doble de drea respetando las proporciones. De todos
13 | Luis: modos, es que el enunciado tampoco nos dice que tengamos que
respetar las proporciones. Solo nos dice que sea el doble de gran-

de. Otra.

Intervencion:
invitacién a la generalizacion

3. Entendemos otra “F” el doble de grande. Yo lo veo asi, vosotros | Intervencidn:
parece que también. establecimiento de consenso

Intervencion:
4. ;Y el resto de la gente lo que ha hecho al final es? R L,
invitacién a la participaciéon

Ademds, centra la implementacion de su discusién en gran grupo en realizar explicaciones orales
ayuddndose de algunas anotaciones en la pizarra (véanse tablas 4 y 4bis) y realiza un tratamiento insu-
ficiente de los estadios de la discusién (véase tabla 5).

Tabla 4bis.
Parte II del quinto episodio de la discusién en gran grupo de Luis
Interpretacion
E.1 , Participacion:
14 Doblar el perimetro. Pacion: -
y E.3: Exposicién sin argumentacion:
. Participacion:
15 | E.4: Cada cuadradito hacer un cuadro grande, hacer cuatro. P . .,
Exposicién sin argumentacién
. . . . . . Intervencion:
. Es decir, habéis doblado directamente, es decir, habéis mantenido las L,
16 | Luis: . Ampliacién o complemento
proporciones con respecto a los lados. .
de la explicacién

La mayoria de tipos de orquestacién de Luis se concentran en explicar a través del artefacto y es
remarcable la poca participacién de sus estudiantes, hecho que dificulta la exposicién y discusion
conjunta de sus estrategias para resolver o argumentar el problema durante la sesién de clase. La distri-
bucién de los episodios segtin los estadios de la discusién es secuencial y no se producen agrupaciones
relevantes de episodios en ningun estadio. El tratamiento que se hace de estos es bastante incompleto
y superficial.

Resumimos en la tabla 5 las cadenas discursivas correspondientes a los estadios de la discusién para
los dos profesores.
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Tabla 5.
Estadios de la discusion del problema
Profesor Estadios de la discusién Interpretacion
Luis 3 |5 |E \c E g Dlstr}buaon se.cuen.c’lal y tratamiento incompleto de los
estadios de la discusién.
Pilar 418 lcls ' lc ¢ ¢ D1str1buc10f1 sccucncl.al y tratamiento bastante completo
de los estadios de la discusién.

(A. Situacién del problema; B. Presentacién de una solucién argumentada; C. Estudio de diferentes estrategias para resolver
o argumentar; E. Contraste entre diferentes soluciones; G. Generalizacién y conceptualizacién)

Identificacién de las acciones de los episodios

Hasta el momento nos hemos fijado tinicamente en aspectos globales de las discusiones en gran grupo,
es decir, hemos determinado los episodios y hemos establecido un tipo de actuacién del profesor ba-
sandonos en la gestion de su discusion. Para identificar las oportunidades de aprendizaje matemdtico,
necesitamos profundizar en la dimensién discursiva y estudiar los episodios con mayor profundidad.
Para ello determinaremos las acciones de los participantes, estudiaremos sus efectos sobre el tipo de
aprendizaje susceptible de ser promovido e ilustraremos las relaciones entre ellas.

Para identificar el generador (estudiante o profesor) de las oportunidades de aprendizaje, analiza-
mos cémo se suceden las acciones en cada uno de los episodios. Con el fin de profundizar en el andlisis
de las acciones del profesor, establecemos un paralelismo con Schoenfeld (2011) y, de acuerdo con lo
expuesto en el marco tedrico del articulo, las clasificamos en tres categorias amplias y generales: gestién
de clase, discusién y contenido matemadtico.

Las siguientes tablas recogen un resumen de todas las acciones de participacién y de intervencién
detectadas en el andlisis de los episodios de las discusiones en gran grupo de Luis y Pilar. Se incluye
una breve definicién de las acciones ilustradas en los episodios del apartado anterior y se denota la
frecuencia con la que estas aparecen en la discusién. Hacemos notar que no incluimos las acciones
instrumentales en este sumario.

Tabla 6.

Resumen del andlisis de las acciones de participacién

Acciones de participacion % Luis | % Pilar

Peticion de aclaracion: el estudiante pregunta al profesor o a otro compafiero una puntualiza- 3.8 246
, ,

cién o especificacién sobre la cuestion que se estd tratando en la discusion.

Observacién de evidencia empirica: el alumno se ayuda de una informacién visual proporcio-
nada por el artefacto para constatar algtin hecho concreto o experimental, pero sin que este | 65,2 23,2
acto implique justificacion alguna.

Exposicidn sin argumentacion: el estudiante manifiesta o explicita algin hecho, en general
de forma muy breve, pero no lo evidencia experimentalmente a través del artefacto y no 17,4 20
realiza ninguna justificacién o argumentacion al respecto.

Justificacién empirica o deductiva: el alumno emplea la representacién proyectada en el ar-
tefacto como complemento justificativo de su explicacién oral. Se incluye lo expuesto en

. . - 13,8
Hanna (2000), donde se constata que los diagramas son componentes legitimos de un ar- ’
gumento matemdtico y pueden transmitir o transportar Znsight asi como conocimientos.
Formalizacién: el estudiante realiza una aclaracién que da mayor solvencia y rigor matemdtico 43 s
) )

a una intervencién o exposicion previa.
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Acciones de participacion 9% Luis | % Pilar
Recapitulacién. 43 1,5
Establecimiento de conjetura. - 7,7
Asentimiento. - 4,6
Busqueda de alternativas. - 3,1

Se evidencian diferencias relevantes en la distribucién de las acciones de participacién en las dos dis-
cusiones. La tabla 6 muestra que en el caso de Luis los estudiantes centran sus participaciones en realizar
observaciones de evidencias empiricas y algunas exposiciones sin argumentacién. En cambio, la distribu-
cién de las acciones de los alumnos en la discusién de Pilar es mds homogénea en los diversos tipos. Luis
utiliza las observaciones de sus estudiantes para iniciar las explicaciones, que estdn orientadas mayorita-
riamente a la formulacién de preguntas de las cuales espera comprobaciones sencillas o bien explicaciones
muy cortas. En cambio, Pilar también realiza bastantes peticiones de comprobacién o de explicacion,
pero las intervenciones de sus estudiantes son mds extensas. Frecuentemente es ella quien utiliza estas
acciones para realizar nuevas preguntas, o bien concluir la correspondiente etapa del debate completando
las descripciones de sus estudiantes realizando nuevas explicaciones y formalizaciones. La frecuencia con
la que se distribuyen las diferentes intervenciones en las discusiones en gran grupo de ambos profesores
es bastante parecida. Luis realiza un porcentaje ligeramente mayor de acciones de gestién de clase, hecho
que compensa Pilar efectuando un mayor niimero de acciones de discusion (véase tabla 7).

Tabla 7.

Resumen del anilisis de las acciones de intervencién

Acciones de intervencién % Luis | % Pilar

Acciones de gestion de clase

Invitacién a la participacién: el profesor incita a los estudiantes a comunicar oralmente

- . 19 12
alguna observacién o razonamiento.
Peticién de atencidn.
Acciones de discusion
Establecimiento de consenso: el docente realiza una breve explicacién o pregunta para 6 1
conseguir acuerdo y centrar la atencién del grupo clase.
Recapitulacién.
Acciones de contenido matemdtico
Peticién de comprobacién, de explicacién, de generalizacion, de solucién, de formaliza-
cién: el profesor pregunta por algin suceso (matemdtico), con el fin de que los alumnos lo
comprueben, expliquen, generalicen, etcétera.
Validacion: el docente remarca la aprobacién de una explicacién, comentario o exposicién
de un estudiante realizada durante la discusién en gran grupo.
Realizacién de explicacién (por peticion de un alumno o en el contexto de la discusién):
el profesor lleva a cabo una exposicién para introducir o profundizar en algiin hecho ma- 75 76

temdtico o para responder a la peticién de un alumno.

Complemento de la explicacién (de un alumno): el docente completa o amplia la exposi-
cién de un alumno con el fin de dar mayor profundidad matemdtica a la cuestion que se
estd debatiendo.

Invitacion a la busqueda de alternativas, a la reflexién y a la generalizacién: el profesor
intenta inducir a los estudiantes a que profundicen matemdticamente en estos aspectos
durante la discusién del problema.
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El andlisis de las dos discusiones en gran grupo evidencia que se producen muy pocas acciones
instrumentales, las cuales no detallamos en este articulo, aunque son susceptibles de promover apren-
dizaje de tipo técnico, relacionado con el uso y funcionamiento de los artefactos.

Diversas acciones de participacién también pueden promover aprendizaje técnico centrado en el
desarrollo organizativo de la clase y en puntualizaciones sobre algunos aspectos de la discusién (por
ejemplo, peticiones de aclaracién); en la realizacién de sintesis sobre las exposiciones de otros alumnos
y la aceptacién de las observaciones o explicaciones de los demds companeros (por ejemplo, recapi-
tulaciones y asentimientos), o bien, en precisiones técnicas y formales sobre ciertos elementos mate-
maticos (por ejemplo, formalizaciones). En cambio, algunas acciones son susceptibles de promover
conocimiento instrumental relacionado con los procesos matemdticos y centrado en las exposiciones
de evidencias concretas realizadas por los alumnos en el transcurso del debate (por ejemplo, observa-
ciones de evidencias empiricas, establecimientos de conjetura y bisquedas de alternativas). Finalmen-
te, determinadas acciones de participacién pueden promover aprendizaje conceptual centrado en las
exposiciones, los razonamientos y las justificaciones de los alumnos, que se focalizan en el desarrollo
de conceptos matematicos (por ejemplo, exposiciones sin argumentacion y justiﬁcaciones empiricas o)
deductivas).

De forma andloga estudiamos las acciones de intervencién y evidenciamos que las relativas a la
gestion de clase y de la discusién son susceptibles de promover aprendizaje técnico relacionado con
la gestién del aula y de sus participantes (por ejemplo, peticiones de atencién e invitaciones a la par-
ticipacién); o bien, se centran en la realizacién de sintesis para establecer consenso en el grupo clase
(por ejemplo, recapitulaciones y establecimientos de consenso). En cambio, las acciones de contenido
matemdtico pueden promover aprendizaje instrumental si hacen referencia a peticiones sobre la ex-
plicacién de procedimientos matemadticos, realizacién de comprobaciones, o busquedas de soluciones
adicionales al problema (por ejemplo, peticiones de comprobacién o de explicacién, validaciones e
invitaciones a la busqueda de alternativas y a la reflexién). No obstante, este tipo de acciones también
pueden promover aprendizaje conceptual si se relacionan con los contenidos matemdticos, se centran
en el desarrollo de explicaciones sobre las soluciones del problema y hacen referencia a conceptos
especificos de la tarea (por ejemplo, peticiones de solucién o de generalizacién, realizaciones de expli-
caciones matemdticas y complementos de las explicaciones de los alumnos).

Los diagramas de sucesion de las acciones de los episodios (ver figura 2) se consideran representa-
tivos del perfil de ensenanza seguido por cada profesor durante la implementacién de su discusién en
gran grupo. Destacamos que ambos episodios tienen una duracién parecida y que el punto de partida
es el mismo, ya que se dispone de dos soluciones posibles al problema: duplicar el perimetro o el drea
de la figura original.

Observamos que Luis no aprovecha esta situacién para introducir el concepto matemdtico de se-
mejanza, y realiza explicaciones generales y extensas sobre el significado de cada una de ellas. Hay poca
participacion de los alumnos y el diagrama tiene una estructura centrada en las explicaciones del do-
cente (véase figura 2-izquierda). En diversas ocasiones el origen y final de los conectores de influencia
recae sobre el profesor, hecho que ilustra poca interaccién entre los estudiantes y el docente.

En cambio Pilar utiliza las dos soluciones al problema para introducir preguntas que conduzcan
a los estudiantes a la definicién de semejanza. La profesora no realiza explicaciones, sino que a través
de las preguntas que formula y las respuestas de sus alumnos consigue que se enuncie la definicién
mencionada. La estructura del diagrama presenta una sucesién encadenada de intervenciones entre
la profesora y sus estudiantes (véase figura 2-derecha). Ademds, a diferencia de Luis, las soluciones se
encuentran representadas en la pantalla del GeoGebra en lugar de la pizarra.
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Intervenciones del profesor Intervenciones del profesor
Participacién (quinto episodio de la actividad 1 de Luis) Participacién (quinto episodio de la actividad 1 de Pilar)
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Fig. 2. Comparacién de las acciones del episodio de Luis y Pilar.

Determinacién de oportunidades de aprendizaje matemdtico

Para caracterizar las oportunidades de aprendizaje evidenciamos los aspectos matemdticos de la opor-
tunidad y explicitamos las acciones que favorecen su aparicién. Ejemplificamos este proceso detallando
las oportunidades de aprendizaje del quinto episodio de la discusién en gran grupo de los dos profeso-
res, sin realizar un estudio comparado entre ellas ni hacer referencia a las diferencias en su complejidad.

En el caso de Luis detectamos que la intervencién del docente en la linea 13.2 (véase tabla 4), invi-
tando a sus estudiantes a la generalizacién y menciondndoles que no han intentado conseguir una figura
con el doble de drea respetando las proporciones y sin cambiar la forma, genera una oportunidad de
aprendizaje conceptual cuyo aspecto matemadtico se caracteriza por «aprender que la duplicacién del drea
de una figura, utilizando solo los bordes de una reticula, implica un cambio en la estructura de esta». En
otras palabras, nos referimos a que los alumnos tienen la oportunidad de aprender que no es posible du-
plicar el drea de la figura poligonal del problema sin alterar su forma, en el sentido coloquial del término,
empleando tnicamente la rectas de la cuadricula y sin realizar consideraciones con la V2. Consideramos
que se trata de una oportunidad de primer orden, ya que se genera gracias a la intervencién del profesor,
sin la participacién previa de ningtin alumno que trate este tema. En el episodio también se origina la
oportunidad de aprendizaje conceptual de primer orden caracterizada por «aprender que la duplicacién
del perimetro de una figura poligonal implica la multiplicacién por cuatro de su drea». Esta oportunidad
se genera en la linea 15 (véase tabla 4bis), cuando un alumno realiza la accién de participacién, clasifi-
cada como exposicién sin argumentacion, en la que indica que si duplicamos el perimetro de la figura
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original el nimero de cuadraditos (drea) queda multiplicado por cuatro. Finalmente, la intervencién
del profesor en la linea 13.1 (véase tabla 4) realizando una explicacién sobre la correccién de dos solu-
ciones posibles del problema, que es producto de la participacién previa de un estudiante que efectda
una peticién de aclaracién, origina una oportunidad de aprendizaje interpretativa, argumentativa y
relacionada con las creencias, cuyo aspecto matemadtico se define por «observar que un problema puede
tener diferentes soluciones e interpretaciones y todas ellas ser correctas». En este caso consideramos que
la oportunidad es de segundo orden ya que esta se genera gracias a la pregunta del estudiante, y la expli-
cacién del profesor solo responde a su peticion de aclaracién.

En el quinto episodio de la discusién en gran grupo de Pilar también detectamos tres oportuni-
dades de aprendizaje matemadtico, pero su naturaleza es algo distinta. La intervencion de la profesora
en la linea 3 (véase tabla 2), cuando realiza una peticién de explicacién, genera una oportunidad de
aprendizaje conceptual cuyo aspecto matemadtico es «interiorizar el concepto y entender la definicién
de semejanza de dos figuras poligonales». Se trata de una oportunidad de segundo orden, porque la in-
tervencion de la profesora preguntando a los estudiantes por la definicién de semejanza viene generada
por la participacién previa de un alumno que hace referencia al término «semejante» en su observacién
de evidencia empirica. En la linea 9 (véase tabla 2), la profesora complementa la explicacién previa
de un estudiante, hecho que genera una oportunidad de aprendizaje conceptual caracterizada mate-
mdticamente por «identificar la importancia de la igualdad de dngulos en la definicién de semejanzan.
Ademds, esta misma intervencién de Pilar posibilita que los alumnos tengan una nueva oportunidad
interpretativa, argumentativa y relacionada con las creencias, la cual se define por «darse cuenta de
la importancia de ser riguroso en los elementos que constituyen una definicién matemdtica». Ambas
oportunidades son de primer orden, ya que las genera directamente la profesora sin que los comenta-
rios previos de los alumnos sean causa directa de su aparicién en la discusion.

Resumiendo, para determinar las oportunidades de aprendizaje nos hemos centrado en los episo-
dios de la discusién, en las acciones que se producen en cada uno de ellos (véanse tablas 6y 7) y en
sus efectos en el posible aprendizaje de los estudiantes. Como en Morera (2013), para cada discusién
en gran grupo obtenemos oportunidades conceptuales, procedimentales (instrumentales; interpretati-
vas, argumentativas y relacionadas con las creencias; relacionadas con el uso de artefactos, etcétera) y
oportunidades de gestién del conocimiento y de participacién. La tabla 8 recoge para cada profesor las
oportunidades de aprendizaje del quinto episodio de su discusién e ilustra los aspectos matemdticos de
cada oportunidad, asi como las acciones que potencialmente facilitan su aprendizaje.

Tabla 8.
Caracterizacién de las oportunidades de aprendizaje del quinto episodio de las dos discusiones
Aspectos matemdticos de las oportunidades de aprendizaje Acciones
Conceptuales Luis Pilar

L, , e Invitacién a la generaliza-
Aprender que la duplicacién del 4rea de una figura, utilizando solo &

, T . cién (Intervencion -Linea -
una cuadricula, implica un cambio en la forma de esta.

13.2)
Exposicién sin argu-
mentacion (Participacion -

-Linea 15)

Interiorizar el concepto y entender la definicién de semejanza de Peticién de explicacién

Aprender que la duplicacién del perimetro de una figura poligonal
implica la multiplicacidn por cuatro de su drea.

dos figuras poligonales. (Intervencion -Linea 3)

Complemento de la ex-
- plicacién (Intervencion

-Linea 9)

Identificar la importancia de la igualdad de dngulos en la definicién
de semejanza de dos figuras poligonales.
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Aspectos matemdticos de las oportunidades de aprendizaje Acciones

Interpretativas, argumentativas y relacionadas con las creencias Luis Pilar

Observar que un problema puede tener diferentes soluciones e in- | Realizacién de explicacién
terpretaciones y todas ellas ser correctas. (Intervencion -Linea 13.1)

Complemento de la ex-
- plicacién (Intervencion

-Linea 9)

Darse cuenta de la importancia de ser riguroso en los elementos
que constituyen una definicién matemdtica.

RESULTADOS Y CONCLUSION

En este articulo hemos realizado un estudio de casos que caracteriza el tipo de actuacién de dos pro-
fesores, Luis y Pilar, que gestionan la discusién en gran grupo de un problema de semejanza y hemos
estudiado el efecto de la actuacién docente en la generacién de oportunidades de aprendizaje matem4-
tico. A continuacién detallamos los resultados de la investigacion.

Tipos de actuacién docente en la gestién de discusiones en gran grupo

Basdndonos en el andlisis global de las discusiones en grupo y teniendo en cuenta las dimensiones
instrumental y discursiva, determinamos dos tipos de actuacién docente:

—  Magistral. La orquestacion estd centrada en el profesor, se produce una distribucién secuencial
pero un tratamiento superficial e incompleto de los estadios de la discusion, y el tipo de orques-
tacién mayoritario es explicar a través del artefacto. Se ejemplifica con el profesor Luis.

— Participativo. La orquestacion es equilibrada entre la figura del profesor y los alumnos. Se detec-
ta una distribucién secuencial y un tratamiento bastante completo de los estadios de la discu-
sién. Sus orquestaciones se corresponden mayoritariamente con las de explicar, experimentar y
discutir a través de un artefacto. El ejemplo es la profesora Pilar.

Destacamos que la clasificacién anterior es local, ya que no tenemos evidencias para afirmar que
representa un comportamiento general o perfil del profesor en una situacién de clase distinta. Este
elemento nos abre una perspectiva de futuro que permitird ver si los comportamientos detectados son
intrinsecos del profesor y no dependen del tipo de problema, del contenido matemadtico tratado, o bien
de la forma de organizar el aula.

Relacién entre los tipos de actuacidén docente y las oportunidades de aprendizaje matemdtico

Hemos profundizado en la dimensién discursiva y hemos estudiado con mds detalle los episodios de la
discusién en gran grupo de los dos casos. Hemos analizado las acciones que se han producido en ellos,
clasificindolas segtn fuesen de participacién (realizadas por los alumnos), de intervencién (llevadas a
cabo por el profesor) o instrumentales (relacionadas con el uso de artefactos). Hemos evidenciado dife-
rencias relevantes en la distribucién de las acciones de participacién en las dos discusiones, y hemos ob-
servado que las realizadas por los estudiantes de Luis son, mayoritariamente, observaciones empiricas
y exposiciones sin argumentacién utilizadas por el profesor para efectuar explicaciones mds extensas.
En cambio, los alumnos de Pilar desarrollan exposiciones mds elaboradas porque la profesora intenta
que los estudiantes construyan su propio conocimiento matemdtico. Ademds, hemos determinado que
el efecto de las acciones dentro de la discusién es susceptible de generar tres tipos de aprendizaje ma-
temadtico: técnico, instrumental y conceptual. De este modo, ilustramos un componente adicional de
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las acciones dentro del sistema que se podrd estudiar con mds profundidad en un futuro. En tal caso,
el objeto de andlisis deberia ser el alumno y el establecimiento de grados en el aprovechamiento, por
parte de los estudiantes, de las oportunidades de aprendizaje generadas en la discusién.

Para caracterizar las oportunidades de aprendizaje hemos relacionado los aspectos del conocimiento
matemdtico de la oportunidad con los efectos de las acciones que potencialmente facilitan su apren-
dizaje. En este articulo inicamente hemos podido detallar las oportunidades de los quintos episodios
de las discusiones de Luis y Pilar, pero un andlisis completo y mds extenso permite observar que la
discusién en gran grupo gestionada por Pilar presenta el doble de oportunidades conceptuales que la
discusién de Luis, incluyendo todas las generadas por el profesor mencionado. Algo parecido sucede
con las oportunidades procedimentales y las de gestién del conocimiento y de participacién. Este
hecho sugiere que el modo de actuacién participativo genera un mayor nimero de oportunidades de
aprendizaje que el magistral, aunque en el articulo no podemos obtener conclusiones mds generales.
Para ello se deberia estudiar el grado en que los alumnos aprovechan cada oportunidad de aprendizaje
matemdtico. De igual modo, serfa interesante comparar en un futuro estas evidencias con las discusio-
nes en gran grupo de las demds actividades introductorias y de los cinco problemas, si bien intuimos
que las observaciones previsiblemente serian andlogas.

Por otro lado, también podemos relacionar la generacién de oportunidades de aprendizaje con la
forma en la que cada profesor ha preparado la discusién en grupo (véase tabla 9). Luis (estilo magistral)
realizé una preparacién tradicional de la sesién sin profundizar en las fases de la sistemdtica, y en su
sesién se generaron menos oportunidades de aprendizaje que en la de Pilar (actuacién participativa).
La profesora otorgd especial importancia a la fase de anticipacién, preparindose esquemas para la
resolucién y la gestién de la actividad los cuales se identifican con los «drboles de los problemas». Ade-
mds, tenfa claramente definidos los objetivos matemadticos de la tarea, que planteé como introduccién
al concepto de semejanza, y selecciond a priori las participaciones de los estudiantes favoreciendo la
aparicién de un mayor nimero de estrategias de resolucién.

Destacamos que en ningtin episodio de la discusion de Luis se generé la oportunidad conceptual
caracterizada matemdticamente por «interiorizar el concepto y entender la definicién de semejanza de
dos figuras poligonales», hecho que si se produjo en el quinto episodio de la discusién en gran grupo de
Pilar. Previsiblemente el profesor no consideré que este elemento fuese uno de los objetivos matemd-
ticos de la actividad, porque de no ser asi podria haberlo introducido en la linea 16 (véase tabla 4bis),
justo al final del quinto episodio de su discusién en grupo.

Tabla 9.

Gestién de las discusiones en gran grupo y generacién de oportunidades de aprendizaje

Luis Pilar

Detallada y con profundidad en la

fase de anticipacién. Elaboracién de

Preparacion de las discusiones Tradicional, seguimiento superficial .,
. . esquemas de resolucién del problema.
en gran grupo de la sistemdtica. ., .,
Seleccién de los alumnos y previsién
de la gestion.
Tipo de actuacién docente Magistral Participativo

Gran nimero de oportunidades de
Pocas. No se generan oportunidades aprendizaje matemdtico. Utiliza la ac-

Generacidn de oportunidades de apren- O o ° .
de aprendizaje matemdtico conceptua- | tividad para generar oportunidades de

dizaje matemadtico (estudio completo, . . . o .
¥ (c pleto) les para introducir la semejanza. aprendizaje conceptuales relacionadas

con la semejanza.

402 ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, NUM. 32.3 (2014): 385-405



Efectos de la actuacion docente en la generacién de oportunidades de aprendizaje matematico

En este sentido, consideramos que las oportunidades de aprendizaje matemdtico ocurren en situacio-
nes o circunstancias, en nuestro caso evidenciadas en lo sucedido a lo largo del quinto episodio de la
actividad inicial, en las que se generan acciones que pueden ser aprovechadas por los alumnos para
aprender contenidos matemdticos. Los datos mostrados en este articulo solo evidencian una minima
parte de las muchas oportunidades (conceptuales, instrumentales, heuristicas, interpretativas, argu-
mentativas, relacionadas con las creencias, relacionadas con el uso de artefactos, de gestién del conoci-
miento y de participacién) que han sido generadas en todos los episodios de la discusién en gran grupo
de la actividad. Ademds, hemos detectado una estrecha dependencia entre la actuacién docente seguida
por cada profesor a lo largo de toda la secuencia didéctica que enmarca este estudio (véase tabla 1) y la
generacion de oportunidades de aprendizaje. En los dos casos ilustrados se contabiliza que, tal como
ya hemos comentado, en la investigacién completa la actuacién docente participativa representada
por Pilar genera mds del doble de oportunidades de aprendizaje que el estilo magistral descrito para la
actuacién de Luis.

Los distintos grados posibles de aprovechamiento de las oportunidades de aprendizaje pueden ser
analizados en sucesivas investigaciones, mediante rdbricas que evalden tanto el grado de demanda
cognitiva de la tarea como la calidad de la discusién.
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In this article we examine the ways in which teaching activity affects the generation of mathematical learning op-
portunities. To this end, we have carried out a case study to characterize the types of teaching activity displayed by
two teachers when conducting whole-group discussions on a problem of similarity in the plane. In the study we
reveal significant differences in the ways in which each teacher has prepared the whole-group discussions. We char-
acterize the episodes in the discussions and point to examples of mathematical learning opportunities.

On the theoretical level, we reformulate a six-stage procedure for preparing and conducting whole-group dis-
cussions. All stages in the procedure favour the efficient management of a whole-group discussion and can con-
tribute to the creation of learning opportunities. We characterize the episodes in a discussion in two dimensions:
instrumental, which focuses on artefacts and how these are used in class, and discursive, which focuses on a set of
patterns that help to understand the general development of the episodes and their shared characteristics. On the
instrumental level we consider six types of orchestration and on the discursive level we identify eight stages in the
discussion of a problem. Still on the discursive level, in order to analyse the episodes more deeply and obtain more
clues to determine the mathematical learning opportunities generated, we study certain actions that took place
during the discussion. We focus on the executors (students or teachers) and their typology. Finally, we regard math-
ematical learning opportunities to be the relationships between the different aspects of mathematical knowledge
(conceptual, algorithmic, heuristic, instrumental, interpretative, or argumentative structures) and the actions that
potentially facilitate learning of these aspects. These opportunities arise out of actions generated by situations and
circumstances in interaction processes in the mathematics class.

Regarding methodology, the data was collected at two secondary schools with students aged 14 to 15. This
data is on whole-group discussions of an initial activity on similarity in the plane, conducted by two mathematics
teachers, Luis and Pilar, who were chosen on the basis of various initial teaching characteristics ascertained from
previously-held interviews. The work cycle followed in class combines pair work, whole-group discussion and in-
dividual written reflection following discussion of the problems. The mathematical aims of the task studied are to
examine the proportionality of polygons, jointly formulate a definition of similarity based on equality of angles and
proportionality of homologous sides, and relate perimeters and areas of similar two-dimensional figures.

Data analysis is divided into four stages. Firstly, we examine certain phases in the procedure and determine how
each teacher has prepared the whole-group discussion. Next, we divide the discussions into episodes and obtain a
description of both teachers’ activity type. Then we examine all the episodes more closely, determine the actions that
characterize them and detect and classify learning opportunities, focusing on their mathematical aspects.

The first result in the article points to two types of teaching activity: zeacher-centred and participative. In teacher-
centred activity, the orchestration is focused on the teacher, there is a sequential, yet superficial, distribution, in-
complete treatment of the discussion stages and the dominant orchestration type is that of explanation through the
artefact. This is seen in the case of Luis. Participative activity, on the other hand, means sharing of the orchestration
between teacher and students. Sequential distribution is apparent, along with quite comprehensive treatment of the
discussion stages. Orchestration here mainly involves explaining, experimenting and discussing on the basis of an
artefact. It is exemplified by Pilar.

'The second result points to a close dependence between each teacher’s activity and the generation of mathemati-
cal learning opportunities. The participative activity mode is seen to generate more learning opportunities than the
teacher-centred one, though the article does not draw wider conclusions from this. Additionally, the generation of
learning opportunities is linked to the way each teacher has prepared the group discussion. Luis” preparation is of
the traditional type and does not go deeply into the stages of the procedure, so fewer learning opportunities are gen-
erated in his session than in Pilar’s. Pilar attached particular importance to the anticipation stage, drawing concept
maps to guide her management of the activity.
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