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RESUMEN e Se presenta una investigacién sobre practicas de construccién e interpretaciéon de una
figura de entidades ostensibles y/o no ostensibles de un fenémeno de variacién que llamamos préicticas
de figuracién. Es una aproximacién de estudio de casos que indaga en contextos escolares e histéricos
de Oresme y de Newton, estas tltimas como hitos en el desarrollo histérico de la gréfica cartesiana. Es
interpretativa, pues se retinen unas préicticas de casos cientificos y estudiantiles. Es analitica en cuan-
to a que se identifican factores imbricados en tales practicas. Y relacional, pues se buscan eslabones
y disonancias respecto a los elementos configurados. Se comprende a las figuraciones —estudiantil e
histérica— de lo que varfa desde una epistemologia de la figuracién.
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ABSTRACT e This article presents a research about practices of construction and interpretation of a
figure representing ostensive and non-ostensive entities in a variation phenomenon. It is a qualitative
case study, investigating some practices of figuration based on the Cartesian’s graph historical consti-
tution and other cases on student’s productions. It is an interpretive study, since it seeks to understand
figurative practices cases of scientists and other cases of student’s figuration. It is analytical, since
the study seeks analytical factors in figuration practices embedded in these practices. And relational,
since it seeks to establish links and dissonance, regarding the elements that are being configured. We
understand the student and historical figurations of what varies from an epistemology of figuration
perspective.
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PRACTICAS DE FIGURACION

El estudio que se reporta aborda la indagacién de précticas de figuracién de lo que varia; esto
es, practicas de construccion e interpretacién de una figura de entidades —ostensibles y no ostensi-
bles— que se distinguen en un fenémeno de variacién; por ejemplo, una practica de figuracién es la
construccién de una grafica cartesiana que se asocia a una caida libre. Esta grafica puede figurar dos
entidades que se distingan variando, tales como las magnitudes de tiempo y de distancia o de tiempo y
de velocidad. La grifica puede entonces favorecer la construccién e interpretacion de la relacién entre
las variaciones de estas entidades.

A estas pricticas concurren el fendmeno, las figuras e intérpretes o quienes las confeccionan.

Figuras

~—

' Fenomenos ’
Intérpretes / /

constructores

Esq. 1 Relaciones en pricticas de figuracién

La figura se entiende como el conjunto de lineas que dibuja, en dos dimensiones, aspectos osten-
sibles y no ostensibles de un fenémeno, y se constituird en figuracién de dicho fenémeno cuando sus
elementos sean significados como aspectos de este. Las pricticas de figuracién enfocan la mirada al acto
de figurar, es decir de construir la figura o al acto de interpretarla.

En la tradicién peirceana, una figura grifica es un conjunto de simbolos que al interpretarlos de-
vienen signos. Signos que enlazan significados de cosas del mundo externo con el interno (Presmeg,
2008) guiando al significado de las cosas. Asi, las matemadticas tendrian un cardcter principalmente
simbdlico configurando un mundo virtual (Sfard, 2000). La figura gréfica cartesiana, por ende, porta
un sistema propio de simbolos. Los estudios de su construccién e interpretacién examinan sistemas
particulares de significados asociados (Janvier, 1987) superando la centracién en el signo matemdtico
que, despojado de una relacién a un «fenémeno», queda «atrapado» en el mundo virtual del lenguaje
matematico.

Son nucleos de esta tradicién el uso del signo en un sistema de simbolos, las distancias entre signi-
ficados institucionales y personales y cémo esos signos presentan o interpretan una realidad externa a
nuestra mente. Sin embargo, investigaciones en esta perspectiva muestran la insuficiencia de centrar
los anlisis y las interpretaciones en signos referidos a sistemas de simbolos.

Roth (2003) habla de transparencia de una figura gréfica cuando se alude a un fenémeno con base
en la grafica sin reparar en esta. Noss, Bakker, Hoyles y Kent (2007) muestran que la transparencia
se manifiesta con matices entre los intérpretes. Ilustran tales matices entre las interpretaciones a un
grifico del ingeniero que lo construyé y del técnico que tiene contacto con la mdquina, las cuales al
complementarse permiten resolver problemas.

Diversos trabajos (Carrasco, 2006; Diaz, 2007a; Dolores, Chablé, Cand, Cristy y Crispin, 2009)

evidencian el uso de figuraciones no cartesianas por estudiantes y profesorado. De aqui la necesidad
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de distinguir pricticas socioescolares de figuraciéon de fenémenos (Diaz, 2012). En ellas se centra este
escrito, que analiza pricticas de figuracién con las que los estudiantes modelan e interpretan un fené-
meno evocado y se las relaciona con los andlisis de figuraciones de Oresme y de Newton. La decons-
truccién de estas practicas y su contraste aportan categorias para interpretar y comprender practicas
escolares de figuracidn.

MARCO TEORICO-CONCEPTUAL

Se asume una naturaleza de construccién social para el conocimiento matemdtico y una centralidad de
la actividad humana en esa construccién, desde la cual la figura cartesiana es entendida como medio
que propicia la actividad matemdtica y la construccién de saber. Al decir de Cordero, Cen y Sudrez
(2010), la graficacién cartesiana es una prictica en el seno de diversas instituciones, entre ellas la escue-
la, en la que permanece y se desarrolla desde el discurso matemadtico escolar.

Ella favorece multiples realizaciones para proponer relaciones que intervienen en una situacién
figurada. Con base en diversos argumentos, se afinan elementos involucrados y se ajusta la gréfica, de-
sarrollando razonamiento y argumentaciones a través de justificaciones funcionales centradas en lo ttil
para quienes la usan. Por ejemplo, en la graficacién de la funcién x* + recta, Rosado (2004) bosqueja
polinomios de distintos grados mediante argumentos de linealidad gréfica. Buendia (2011) involucra
a estudiantes en actividades de prediccién de valores que no se ven constituyendo a la unidad periédica
como argumento en graficos de fenémenos ciclicos.

Luego no se estudia la grafica cartesiana desde «sus partes constituyentes» o como la «representa-
cién» (en el sentido de volver a presentar) de la funcién, sino que se busca que ella emerja en el ejercicio
de pricticas (Cantoral, Farfdn, Lezama, Martinez-Sierra, 2006) configurando una epistemologia de
practicas y de usos que den base de significacion a la matemdtica escolar.

El espacio epistémico de figuracién

Los estudiantes se encuentran en el aula con el docente y el saber en procesos de configuracién de sus
entendimientos. Cuando elaboran una figura —figurar— se hacen presentes formas de conocer y de
actuar que han construido basdndose en sus estructuras bioldgicas, dotadas de autonomia operacional
e insertas en los subsistemas bioldgico y sociocultural. Siguiendo a Maturana y Varela (1984), el acto
de conocer se comprende como la relacién que entabla la persona con el medio, con los otros y con lo
otro, en codefinicién retroactiva entre su cognicion y su entorno, a diferencia de quienes lo interpretan
como una adaptacién de las representaciones que se evocan y usan para generar una respuesta ante una
situacion.

Los sujetos aprenden desde una mente corporizada en un proceso que Varela (2000) denomina
enaccion. Esta nocién rompe con ideas representacionistas de la mente al considerar una cognicién
encarnada, en la que los significados emergen al constituirse estados particulares de cooperacién en las
redes neuronales. Estos estados son puestos en accién —enactados— segin codefiniciones retroactivas
entre el sujeto y los contextos en los que vive. Asi, cuando los estudiantes figuran se enactan aquellos
conjuntos de ideas y acciones con base en la historia ininterrumpida de coordinaciones con los entor-
nos, con los otros, con los que ha vivido, asi como con los otros que concurren en el aula, modificin-
dolos y modificindose en la medida en que actdan.

Parafraseando a Correa (2011), construir e interpretar figuras de fenémenos de variacién pone a
cada estudiante en interrelacién compleja con el ambiente, con una figura y con un fenémeno, confor-
mando un espacio epistémico de figuracién que es a la vez operacional, experiencial y perceptual. En
este se constituye la figuracién de fenémenos de variacién (esquema 2).
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Fenomeno

Sujeto Epistémico

Esq. 2. Espacio epistémico de figuracién.

Las figuraciones de fenémenos de los estudiantes responden a un didlogo entre actividad y mundos
enactados por cada uno. Asf la figuracién de lo que varfa serd una narracién de aquello que, quien
figura, quiere comunicar o bien de aquello que quien observa interpreta. El estudiantado figura o
interpreta imbricando su campo perceptual, su repertorio operacional y su experiencia anterior y con-
currente a este acto.

En el interés de determinar lo que conforma la actividad de figurar de los estudiantes para instituir
la grafica cartesiana en herramienta de su actividad matemdtica, se propone deconstruir practicas enten-
didas como «modos de operacién o esquemas de accién socialmente compartidos» (De Certau, 2000:
xli). Estas pricticas se reconocen en la accién de sujetos que forman un espacio social particular, dltimo
que coacciona a quienes no incorporan tales esquemas de accién, constituyéndolas en un hecho social
en el sentido de Durkheim (2001). Y, en el aula, en una préctica socioescolar de figuracién (Diaz, 2012).

Elementos de las pricticas de figuracién

La prdctica de figuracién es discursiva, pues cada figura expresa una narracion (Barthes, 1964). Y es
pragmitica, pues los sujetos intervienen en el fenémeno —anticipando, describiendo o prediciendo—
desde lo que se figura o interpreta. Luego el estudio se orienta desde la accién de quien figura y en un
marco sociocultural.

La prdctica de figuracién recurre a herramientas. Para Vygotsky (1995), la actividad dirigida hacia
una meta (que conforma al concepto) se explica en las necesidades humanas que la impulsan y en el
uso de las herramientas que la permiten. Segin Freudenthal (1994), los conceptos, las estructuras e
ideas se crean como herramientas para organizar fenémenos del mundo fisico, social y mental. Asi la
herramienta es central al estudio de practicas ya que estas dltimas generan herramientas que, disponi-
bles, propician conocimiento (Ferrari y Farfin, 2008). Para este estudio son entidades que concurren
con intencionalidad de uso a la préctica de figuracién y cruciales para describirla.

En cuanto a los significados enactados por quienes ejercen practicas de figuracién, se sigue a Witt-
genstein (1999) para quien buscar el significado de algo es buscar su uso. El significado esta mediado
por el uso y la interpretacién de los sujetos, por los contextos socioculturales y sus racionalidades y por
las situaciones concurrentes a lo que se estudia (Espinoza y Cantoral, 2011). Asi pues el significado
se configura por las connotaciones, explicitas o implicitas, de los elementos presentes en cada figura.
Estos se describen explicitando sus relaciones metaféricas en el acto cognitivo.
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Por su parte, las argumentaciones son andamiajes para la construccién de nuevas significaciones.
Los estudiantes elaboran reflexiones para actuar y para explicarse lo que viven a partir de una narracién
argumentativa que les permite construir y reconstruir significados en y desde la experiencia. La argu-
mentacion, definida por Aristdteles como la accién del lenguaje a través de la cual se busca persuadir de
algo a una audiencia, serd apropiada si quienes la formulan y los que de ella se enteran la aceptan como
tal seglin un criterio. A partir de este criterio, los sujetos determinan su validez (Maturana, 2001). La
argumentacion se entiende como expresiones narrativas o icénicas que afirman, justifican, infieren y/o
concluyen sobre lo que varia.

Para interpretar la préctica de figuracién se asume, parafraseando a Barthes, que la figura es una
narracién variacional del fenémeno figurado. Ella, desde las primeras imdgenes primitivas hasta las
gréficas actuales, busca hacer visible aquello que interesa y posibilita a las personas ver datos abstractos
y conocer fenémenos complejos (Villafafie y Minguez, 2002).

Toda figura se compone de elementos que se ofrecen a la exploracién volitiva de quien mira. Es-
tos se articulan en una sintaxis que, desde las propiedades perceptivas que informa la Gestalt (Costa,
2003), hacen emerger a la cognicién lo que se figura. Los elementos y su sintaxis componen el relato
del fenémeno. Barthes (1964) distingue tres mensajes en la figura: el mensaje lingiiistico, cuyo soporte
son textos y letras en la imagen que ayudan a aclarar el mensaje cuando se consideran ambiguos los
elementos figurativos; el mensaje connotado, en el que los signos, al provenir de un cédigo cultural,
son interpretados por quien trabaja con la figura. Mensaje formal que es especifico por estar sometido
a las exigencias fisicas de la vision y general, pues las «figuras» son relaciones formales de elementos, y
el mensaje denotado o lo que queda en la figura cuando se borran (mentalmente) los signos de conno-
tacién. Mensaje suficiente en tanto identifica la escena figurada.

METODOLOGIA

Este estudio interpretativo busca comprender pricticas de figuracién en casos de cientificos y en casos
de estudiantes; es analitico al indagar factores imbricados en ellas, y relacional al buscar eslabones y
disonancias respecto de los elementos encontrados. Se analiza cada prictica de figuracién en el marco
del caso y en su contexto sociocultural de produccién. Para este articulo se seleccionan cuatro casos,
los dos primeros desde producciones de estudiantes en contexto escolar, y los otros dos inscritos en la
deriva histérica de la gréfica cartesiana (tabla 1).

Tabla 1.
Los casos de figuracion
N.o Caso Sujetos Figura(s)
2 | Casol Oresme. Variacién de intensidad de una cualidad en el tiempo.
,g aso Tomado de Oresme (1968) Demostracién del teorema del valor medio.
j% Caso 2 Newton. Figura de la geometria sintética, sobre cuya base desarro-
an Tomado de Newton (2001) lla expresiones analiticas del cdlculo de fluxiones.
3 Cuestionario exploratorio aplicado a 26 estu- | Figuras de la caida de una pelota desde un tercer piso.
= | Caso3 di
= iantes de profesorado que ya han aprobado
—5 Caso 4 cursos de Calcul(imlcmd de I/a.carrera de Peda- Interpretaciones de una figura cartesiana de la evolucién
5] s0 gogfa en Educacién Matemitica. de la poblacién del depredador y la presa.

Se seleccionaron los casos histéricos segtin su potencialidad argumental en el uso de las graficas, la
naturaleza de su figuracién y la calidad del material original al que se accedié. Se interpreté el material
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desde una crénica histérica considerando el contexto social de cada autor, su biografia y su aporte a la
obra matemdtica; con ello se construyé un relato histérico que pone a la obra en su contexto (White,
1992).

El andlisis de las figuras seleccionadas fue abordado en tres niveles:

—  Primer nivel. Desde lo esquemitico lo que se quiere mostrar es la calidad perceptiva de los sim-
bolos, la articulacion de los elementos y los niveles de iconicidad de la figura (desde una mayor a
una menor analogfa con lo que se pretende figurar). Este primer andlisis considera: el fenémeno
que se pretende figurar; la naturaleza de los elementos que significan lo que se pretende figurar,
y la sintaxis de la figura.

—  Segundo nivel. El primer nivel de andlisis aporta el propdsito comunicativo de la figura, sus
simbolos centrales y su sintaxis. A partir de ellos se reconstruye la retérica de la figura en tanto
produccién cultural. Se busca establecer aquellos simbolos que devienen en signos segiin su
connotacién o denotacion respecto de lo que quien figura desea comunicar. Explicitar la narra-
cién de la figura lleva a establecer su estructura argumental, las herramientas que concurren a
configurar la narracion, y los significados que entran en juego en ella.

—  Tercer nivel: eslabones y disonancias. Desde las pricticas se analizan las tramas de las narraciones
en los contextos socioculturales que les dan cabida. Se reconstruyen los significados de herra-
mientas y argumentos de las figuras, configurando unas epistemes que subyacen a las produc-
ciones figurativas. Se contrastan esas epistemes entre si para develar eslabones y rupturas en los
modos de entenderlas.

ANALISIS DE PRACTICAS DE FIGURACION

La figuracién de lo que varia en Oresme

En el marco de las critica de las ideas aristotélicas sobre el estudio de la naturaleza, siglo XIV, emerge
un tratamiento matemdtico para las variaciones de intensidad. El andlisis de sentencias como «en el
hombre, la caridad aumenta o disminuye, y, en épocas diferentes, es mds o menos intensa» del teélogo
Pedro Lombardo, abrié la posibilidad de medir lo cualitativo (Ramirez, 2007).

Oresme propone que «la intensidad expresa también la idea de que una cosa es “mds esto” o “mds
aquello”, por ejemplo, “mds blanca” o “mds rdpida”. Esta intensidad, precisamente intensidad en un
punto, es divisible de una sola forma e infinitamente como un continuo. No se la puede figurar mds
adecuadamente, por lo tanto, que bajo la forma del continuo que es originalmente divisible y de una
sola forma, es decir, por una recta» (Ramirez, 2007: 27).

La afirmacién de Oresme instituye la metafora la intensidad de la cualidad es la longitud de un
segmento geométrico. Basdndose en ella construye una figura geométrica en su intencién de hacer un
dibujo de lo que varia (Boyer, 1969). Para ello propone la figura del esquema 3: el segmento horizontal
figura la duracién de la presencia de una cualidad (variable en lenguaje actual) que estudia. Si es un
dolor, el largo del segmento AB serd proporcional a la duracién de la presencia del dolor. El segmento
AD perpendicular al segmento AB en el punto inicial A, figura la intensidad inicial de la cualidad (do-
lor), mientras que el segmento EF, perpendicular en el punto £ al segmento AB, figura la intensidad
del dolor en ese momento E. La razén entre las longitudes de AD y de EF es igual a la razén entre la
intensidad del dolor en los momentos A y E. La figura es la forma que se percibe al esbozar la mayor
cantidad de lineas perpendiculares a AB, en este caso el cuadrildtero ABCD. De este modo el trapecio
ABCD, del esquema 3, figura un dolor cuyo valor en el momento inicial de la figura es distinto de cero
y cuya intensidad crece de modo constante.
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Esq. 3. Figuracién de la Cualidad de Oresme (1988).

La figuracién oresmiana del devenir de la intensidad de la cualidad permite nuevas acciones en el
estudio de la variacién o devenir de la intensidad de la cualidad. Por ejemplo, Oresme figura por medio
de un tridngulo el devenir de la intensidad de una cualidad que se inicia con intensidad nula y crece
de modo constante (como un movimiento uniforme acelerado que inicia en reposo y llega a un valor
dado) a la que llama cualidad uniforme disforme (esquema 4). Deconstruye el tridngulo a partir del
punto medio de la altura, lo parte y luego compone un rectdngulo de igual drea cuya altura es la mitad
de la altura del tridngulo inicial. Como el rectdngulo figura el devenir de la intensidad de la cualidad
uniforme, se concluye el teorema del valor medio, TVM (Oresme, 1968): la cantidad total del devenir
de la intensidad de cualidades uniforme disforme figurada por el 4rea del tridngulo es equivalente a la
cantidad total de la intensidad de la cualidad uniforme, figurada por el drea del rectdngulo, cuando su
altura es la mitad de la altura del tridngulo.

Figura de una
variacion uniforme

Rota Tridngulo Superior

Rectangulo con érea igual a
triangulo inicial

Figura de una
En— variacion uniforme

Esq. 4. Esquema de la demostracién de Oresme del TVM. Elaboracién propia.

Primer nivel. Oresme construye una figuracién con alta iconicidad. Dota de cardcter simbdlico a
dos figuras de la geometria euclidea: el trazo horizontal base proporcional a la duracién de la variacién,
y cada trazo perpendicular de longitud proporcional a la medida de intensidad de la variable. La sinta-
xis corresponde a la emergencia perceptiva de una figura geométrica cerrada segtin la ley de completa-
cién de la Gestalt (acto perceptivo de completar una figura incompleta, Costa, 2003). Esta se configura
con los segmentos proporcionales a la intensidad de la cualidad, barriendo la linea de base temporal.

Segundo nivel. Se inscribe a las figuras en la geometria sintética y dota a sus segmentos del cardcter
de herramientas de modelacién de lo que varia. Emergen las significaciones de linea horizontal de base
como la duracién continua de la intensidad de la cualidad. En cada instante/punto se mide la intensi-
dad, representada por un segmento perpendicular proporcional; de intensidad de la cualidad como la
longitud de un segmento; de drea como la cantidad total de variacién de la cualidad; figura como signo
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del devenir de la cualidad. Asf la narracién del fendmeno «variacién de la intensidad de la cualidad» se
estructura en las caracteristicas de la figura y su variacién de altura de izquierda a derecha. Las herra-
mientas segmento, figura, drea, proporcionalidad y propiedades geométricas articulan los significados
antedichos (tabla 2).

Tabla 2.

Préctica de figuracién de Oresme

Herramientas El segmento perpendicular, la proporcionalidad de segmentos, la figura, el 4rea y los
procesos geométricos de trabajo con dreas.

Argumentaciones A iguales dreas, igual cantidad de variacién.

La intensidad de la cualidad es proporcional a la altura del segmento.

La duracién de la variacién de la intensidad es proporcional a la longitud de la base.
Descomposicién de figuras para recomponerlas en otras.

Significados/ Metéforas de base | La intensidad de la cualidad como longitud de un segmento.
La cualidad como una magnitud continua.

La cantidad de variacién como el 4rea.

Distintas figuras como diferentes tipos de variaciones.

La figuracién de lo que varia en Newton

Descartes y Fermat incorporan al estudio de curvas las potencialidades del dlgebra. Descartes amplia
la construccién geométrica de curvas aceptando ampliamente aquellas llamadas mecdnicas por los
gedmetras antiguos. Estas se obtienen desde la interseccién de dos o mds curvas que se mueven. El
punto de interseccién va configurando la nueva curva. Asimismo, Descartes provee formas para deter-
minar una ecuacion algebraica que describa las relaciones comprometidas entre segmentos y/o dreas
de la figura, refiriéndolas a un cierto sistema de coordenadas (Panza, 2001). Newton extiende estos
desarrollos a los estudios del cambio. Expresa caracteristicas del cambio por medio de curvas, lineas
que no se engendran mediante la suma de partes, sino por el movimiento de puntos (Babini, 1972). Su
conocimiento de la geometria de los indivisibles de Cavallieri —aprendidos en la lectura del Arithmetica
Infinitorum de Wallis—, y la extensién que realiza de las operaciones aritméticas a cantidades literales
concurren en su préictica de figuracién. De este modo constituye a la curva como metdfora del cambio.
Recurre a la proporcionalidad euclidiana para establecer primeras relaciones entre las variables. Imbrica
ambas acciones y usa la nocién de evanescentes para afirmar que las relaciones geométricas se mantie-
nen al considerar cercanias infinitesimales entre elementos de la figura (Newton, 2001: 4).

En una primera figura de una situacién de cambio, Newton (2001) prepara al lector para determi-
nar la relacion entre las fluxiones de dos cantidades fluyentes:

H D H
/
oo D
© IE © IE
A B A B B
a) Figura original de b) Figura de Newton con lineas
Newton segmentadas, agregadas
para los anadlisis

Esq. 5 Tomado de Newton 2001
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Tome la ordenada BD que forma un 4dngulo recto con AB, y sea ADH una curva definida por una
relacién entre AB 'y BD que se expresa por una cierta ecuacién. Lldmese x a ABy z al drea ADB que
estd debajo de la curva aplicada a la unidad. Levdntese la perpendicular AC, igual a la unidad, y por C
tracese CE, que es paralela a AB'y corta a BD en E. Si se concibe que las dos superficies ADB y ACEB
son generadas por el movimiento de la linea recta BED , serd evidente que sus fluxiones (esto es la
fluxién de las cantidades 1 x zy 1 x x, o de las cantidades z y x) son entre si como las lineas generadoras
BDy BE. Por lo tanto, se tiene que z:x=BD: BE (o 1), asi que £=xXBD . De aqui resulta que z
podria estar involucrada en cualquier ecuacidn que exprese la relacién entre x y cualquier otra cantidad
fluyente y, y la relacién entre las fluxiones x e j , podria igualmente ser encontrada.

(Ejemplo 5, problema I, Newton, 2001: 86)

Primer nivel. El esquema 5 figura la relacién entre dos cantidades que covarian, x e y, a las que
llama fluyentes. Por medio de las relaciones entre las medidas de las magnitudes de la figura, analoga
la covariacién de los elementos de la figura a unas formas de covariar de las cantidades x e . Covaria
longitudes de los segmentos perpendiculares AB y BD desplazando este a la derecha y dibujando la
curva ADH como traza del movimiento del punto D.

Newton construye el rectdngulo ABEC de lado unitario AC. Considera relevantes a x como la longi-
tud de AB, a y como la longitud de BD y a z como el 4rea bajo la curva ADH. Relaciona las cantidades
que varfan o fluyentes x e y desde ecuaciones a las que accede en el marco de la geometria analitica
de Descartes. Basa su andlisis de la variacién en el desplazamiento y tamano del trazo BD, haciendo
visible en la misma figura distintos momentos de las variables, esto es, el cambio de las medidas de
longitudes de x e y, asi como del drea z; estas medidas las homologa por medio de la proporcionalidad
a los valores de las magnitudes fluyentes x e y en estudio. Es decir muestra, basindose en la figura, que
las cantidades fluyentes estdn en la misma razén que sus respectivas fluxiones o velocidades de cambio.

La estructura de la imagen y los elementos auxiliares que incorpora Newton se articulan desde los
segmentos coordenados AByBD. Traza una curva mecdnica a partir de sus cambios de longitud y de los
desplazamientos del segmento BD, a la manera posgriega de producir curvas y ampliada por Descartes.
Los griegos nominaron curvas mecdnicas a las que no pudieron construir con regla y compads, por lo
que no podian ser descritas a partir de los postulados, sino que debian recurrir a combinaciones de mo-
vimientos en el plano. Descartes abogara en su Geometria por la validez de estas curvas mecdnicas para
abordar la tarea de medir todos los cuerpos. Son curvas que se levantan generadas por un movimiento
de otra curva o por combinacién de varios movimientos y curvas. La figura mecdnica construida por
Newton se describe por las propiedades que cumplen cada uno de sus elementos, en particular por la
relacién de covariacion entre los segmentos AB 'y BD, homologable a la relacién de covariacién de las
fluxiones (velocidades de cambio) en estudio. Es una figura simbdlica al adscribirse a un concepto y es
de baja iconicidad, pues figura tanto cantidades de magnitudes no ostensibles que cambian como a sus
formas de covariar en el tiempo.

Segundo nivel. El esquema 5a presenta la curva ADH a la vez como la traza del movimiento del
punto D y como la corporizacién de la relacién de covariacién de las cantidades que fluyen (varian).
Esta curva es la expresion de la relacién algebraica entre los fluyentes con base en los segmentos AB'y
BD. Estos segmentos permiten la emergencia de las variables que fluyen al cambiar su longitud propor-
cionalmente a los cambios en medida de los fluyentes, y se constituyen en coordenadas geométricas.

Newton significa en los cambios de las longitudes de AB los distintos momentos del movimiento
del punto D'y, por tanto, los cambios de las cantidades fluyentes. La figura ostenta un tiempo especi-
fico en el punto B, el que puede variar a un tiempo B’, junto con el cambio del valor del fluyente re-
presentado por BD, que varia a un nuevo segmento B’D’. En la figura se denotan tantos momentos de
la variacién como puntos en el eje AB se identifiquen. Resulta una figura que despliega, en un mismo
acto, los distintos momentos transcurridos y los correspondientes valores de los fluentes.
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En su andlisis Newton relaciona los fluyentes y sus fluxiones recurriendo a «los momentos de las
cantidades fluyentes, esto es, las partes infinitamente pequenas con las cuales, al ser anadidas, incre-
mentan en cada periodo infinitamente pequefio de tiempo» (Newton, 2001: 87). Los cambios se
figuran en las variaciones de longitud de AB, infinitamente pequenas (en el sentido de los indivisibles
de Cavallieri). Son significados como cambios infinitesimales en el tiempo, evanescentes, no cero.
Newton expresa el cambio (por ejemplo, el movimiento) de algtin fluente particular (un mévil) diga-
mos x, por el producto de su velocidad % con una cantidad infinitamente pequefa o (esto es, por x0).
Los momentos de las otras y, z, [...] se expresan por jo, 2o (0p. cit.: 87). El cambio se significa con el
indivisible formado por el segmento BB’ y la longitud de PD’ (esquema 5b). De este modo las relacio-
nes entre las fluxiones se expresan por las relaciones geométricas entre los segmentos que las significan.

En suma, Newton construye una figura geométrica mecdnica, como la traza de un punto que se
mueve, a partir de la covariacion de los segmentos coordenados. En ella despliega en un mismo acto
distintos momentos, significindolos en las longitudes del segmento AB y los correspondientes valores
de los fluentes, significados en las medidas de los elementos geométricos de la figura. El trabajo con
indivisibles de Cavallieri le provee de herramientas geométricas para figurar cambios infinitesimales de
las variables. Basdndose en la proporcionalidad que ostentan elementos de la figura geométrica, relacio-
na las medidas de las magnitudes involucradas. Construye expresiones algebraicas que expresan estas
relaciones, las cuales son significadas como las relaciones entre las medidas de los fluyentes o variables
en estudio y sus fluxiones. De este modo instala un salto desde las curvas mecdnicas y globales, a unas
curvas que figuran diferencias o cambios locales de variables (una curvas «diferenciales») y relacionadas
con expresiones algebraicas.

En la tabla 3 se presentan herramientas, argumentaciones y significados/metéforas de base que
configuran la episteme de esta prictica de figuracién de Newton.

Tabla 3.

Préctica de figuracién del movimiento de Newton

Herramientas Figuras geométricas euclidianas.

Proporcionalidad geométrica.

Aritmética algebraica.

Figura de los evanescentes con base en los indivisibles de Cavallieri.

Argumentos La curva como la traza de un punto que se mueve con base en el desplazamiento de segmentos
visuales perpendiculares.
Areas, longitudes y sus cambios se analogan, via proporcionalidad, a los fluyentes y sus fluxiones.
Significados/ Las variaciones de longitudes y de dreas como variaciones de fluyentes.
metéforas de base Las fluxiones de fluyentes como variaciones de cantidades de magnitudes de elementos geométricos
de la figura.

La curva mecdnica.

Figuras estudiantiles del fenémeno de caida libre

Se solicité representar la caida de una pelota desde un tercer piso a 26 estudiantes de profesorado
que han aprobado cursos de Cdlculo inicial de la carrera de Pedagogia en Educacién Matemitica.
La pregunta buscé dar libertad a los estudiantes para recurrir a sus herramientas graficas al figurar el
movimiento y las variables que evocan. El esquema 6 muestra figuraciones no cartesianas construidas
por ellos.
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Esq. 6. Figuracion de una pelota que cae.

Primer nivel. Las figuras altamente iconicas identifican relaciones espaciales, aunque alteradas, del
fenémeno. Figuran la trayectoria de caida de la pelota como elemento variacional. El escenario del mo-
vimiento son el edificio y el suelo. Recurren a circulos para figurar posiciones de la pelota y a una linea
para su trayectoria. Anaden simbolos fisicos que presentan elementos no ostensibles del fenémeno.

La sintaxis de las figuras ostenta elementos del cémic: en el mismo escenario, las figuras E4 y E10
ilustran varias escenas en una, que distinguen con cada circulo en una posicién y un tiempo especifi-
cos. Ello focaliza la mirada en la trayectoria de la pelota. Se dibuja la primera pelota con trazos bien
marcados y unidos por una linea para seguir la ruta con la mirada. La altura de la pelota con respecto
al edificio se connota con una letra o una llave. El tiempo se coordina con posiciones-alturas de la
pelota formando diadas coordinadas como hitos cruciales que describen el movimiento de caida libre.
Los simbolos fisicos forman parte del fondo de la figura, siendo narrativas secundarias con respecto

a la narracién principal, que es la caida misma. Las textualidades aportan elementos del contexto de
ocurrencia de la caida.
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Segundo nivel. El trazo que dibuja la pelota que inicia el movimiento en cada figura es grueso con
respecto al que dibujan las otras pelotas o trayectoria. Ello denota esa pelota inicial como parte de la
escena. Las demds, de linea tenue, se perciben fuera de la imagen a la manera de rastro de una pelota
fugaz. Las diadas coordinadas (posicién de la pelota, tiempo) denotan las escenas superpuestas del
cémic y evidencian la posicién y el tiempo en un mismo acto. La linea que une posiciones corporiza la
trayectoria del mévil como guia para la exploracién ocular de la figura, y se configura en un elemento
dindmico. Al decir de Kandinsky (1952: 57): «La linea es la traza que deja el punto al moverse y es por
lo tanto su producto. Surge del movimiento al destruirse el reposo total del punto. Hemos dado un
salto de lo estdtico a lo dindmico». En el caso de los estudiantes, son lineas engendradas por el movi-
miento del centro de la pelota. Los simbolos matemadticos y/o fisicos connotan factores no ostensivos
que la figura no presenta, tales como gravedad y roce. Estos elementos acercan a la figura desde una
funcién representativo-analdgica a una simbdlica. Las textualidades aportan informacién contextual,
por ejemplo: «Se deja caer la pelota intencionalmente de manera vertical» (E5), que complementan a
los elementos figurales en la comunicacién. Las distancias entre dos lugares consecutivos de la pelota se
constituyen en signos al interpretarse como el aumento de velocidad en la caida (E4 asocia intervalos
de tiempo iguales con longitudes crecientes).

En sintesis, al figurar el fenémeno de movimiento propuesto a partir de la evocacién de este (ex-
perimento pensado), concurren como herramientas el escenario con dimensiones espaciales (altura y
horizonte) en el que se desarrolla el movimiento, la linea que orienta la exploracién ocular de la figura,
el simbolo de la pelota (circulo) que en sus diversas posiciones configura las diadas (posicién, tiempo)
que caracterizan al movimiento y al grosor del trazo que distingue elementos en acto, de los pasados
o por venir. Emergen las metédforas de base de traza del movimiento en la linea, la horizontalidad y
verticalidad en la hoja y la flecha como indicador de direccidn; estos significados/metdforas se articu-
lan con herramientas ensefiando la trayectoria en torno a la cual denotan y/o connotan las variables
que interesan. Se figura el movimiento en lo ostensible de la ruta seguida por el mévil y las diadas que
marcan escenas de ella. Con una iconicidad media que se aleja de la funcién analégica, prictica inicial
en el proceso de figurar un fenémeno.

Tabla 4.

Figuracién de la caida libre por los estudiantes

Herramientas Un escenario, con dos dimensiones espaciales (alto y ancho).

Flechas y lineas.

Grosor de la linea para diferentes posiciones en la figura.

Letras y vectores para connotar aspectos.

La lectura se hace de izquierda a derecha, y dota de un rol dindmico a la linea.

Argumentos Se estructura la figura haciendo ostensible la trayectoria del objeto, colocando su inicio en el acto de
soltar la pelota por un sujeto y culminando con el objeto en el suclo. Alrededor de la trayectoria se
denotan y connotan elementos del movimiento.

Significados/ metdfo- | Edificio y suelo son marco para la figuracién del movimiento.

ras de base La linea es traza de la trayectoria del mévil.

Flecha para informar la direccién del movimiento y como vector que denota la fuerza de gravedad o
el tiempo.

Posicién coordinada de la pelota y letra 7 como diadas tiempo, altura de una escena de movimiento.

Anilisis de interpretaciones estudiantiles de figuraciones de variacién de dos poblaciones

Se solicité a grupos de tres y de cuatro estudiantes que identificaran la curva que representan las
evoluciones de las poblaciones de depredador y de presa en la figura cartesiana del esquema 7. Se con-
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jeturé que los estudiantes explorarfan elementos diversos de la grafica para la toma de una decisién y
que las intervenciones a la grafica, asi como las discusiones grupales, permitirian a través de sus argu-
mentaciones evidenciar aquello que concurre en la interpretacién de esta. Se analizan las respuestas de
tres grupos presentadas en los esquemas 8, 10 y 12.

g L |
8 10 12 14 16
Dias

Esq. 7. Gréfica cazador-presa presentada a los estudiantes.
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Esq. 9. Desglose de las intervenciones de G1.
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Esq. 10. Grifica intervenida por G2

Esq. 11. Desglose de las intervenciones de G2.
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Esq. 12. Gréfica intervenida por G3.

Esq. 13. Desglose de las intervenciones de G3.
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Primer nivel. Se presentan figuras cartesianas que muestran la evolucién simultdnea de las pobla-
ciones presa/depredador. Ostentan elementos propios de la grafica cartesiana: ejes perpendiculares
numerados, curvas que figuran los puntos/pares de coordenadas y una sintaxis ad hoc. Con figuras
geométricas, los estudiantes resaltan puntos «clave» e intervalos que juzgan relevantes y que orientan su
mirada. Seleccionan como puntos «clave» aquellos en los que cambia el comportamiento entre ambas
curvas o de una de ellas. Los tres grupos marcan el punto de interseccién. A partir de él, las ordena-
das de la curva A toman valores menores que las ordenadas de B. Marcan los puntos de cambio de
monotonia de las curvas. Encierran con 6valos los puntos que se van a comparar entre las dos curvas.
G1 figura una curva «media» promediando las ordenadas. Las figuras de G1 (cuadrildtero) y de G2
(llaves) contribuyen a focalizar la mirada para el andlisis. A partir de estos elementos, estructuran una
exploracién de la figura que orienta tanto lo ocular y perceptivo como sus andlisis.

Segundo nivel. Involucran sus supuestos previos de la relacién depredador-presa en sus andlisis. Un
aumento de presas implica un aumento de depredadores'y el depredador es mds numeroso que la presa son
los que mds invocan: «l4gico, es el que tiene mayores valores (depredador)» (G1); «(se) supone que
cuando aumenta la cantidad de depredadores disminuye la cantidad de presas, pero cuando no hay
presas disminuyen los depredadores» (G3). Luego interpretan la curva A como la poblacién de de-
predadores y la curva B como la poblacién de presas. Basindose en textualidades «mds arriba» o «mds
abajo», dotan a la imagen de las dimensiones horizontal y vertical segiin cuantificaciones intensivas
(Ruiz y Valdemoros, 2006). Por ello, para caracterizar los puntos clave, les basta fijar un valor de la
abscisa y comparar las «alturas» relativas de sus imdgenes. Su lectura del intervalo [8,11] «a los 8 dias
habia mds depredadores por lo que hay menos presas» (G1) ilustra su coherencia al supuesto inicial de
la curva A como depredadores. Con estas bases los estudiantes interpretan los cambios en la relacién
de aumento/disminucién de las ordenadas de las curvas. Segtin los intervalos determinados por puntos
clave consecutivos, construyen la narracién del fenémeno figurado. Esta narracién articula, en calidad
de simbolos, los ejes junto con la hoja, y da lugar espacial a las curvas y sus interpretaciones; las absci-
sas como suelo y las ordenadas como referente de altura en la hoja; los puntos clave como cambios en
el comportamiento de las poblaciones y para articular la exploracién perceptiva de la mirada. Como
senala Berti (1973, citado en Costa, 2003), todo cambio visual les parece significativo.

En suma, los estudiantes interpretan recurriendo a figuras auxiliares como herramientas. Sobre-
puestas en la figura, separan puntos clave e intervalos de interés estructurando su exploracién. Signifi-
can a los ejes como dimensiones espaciales para dar marco a un escenario en el que establecen cuantifi-
caciones intensivas: interpretan un punto «mds alto» en la imagen como un mayor valor de la variable.
La situacién depredador-presa enacta en los estudiantes supuestos propios respecto al fenémeno. Estos
validan comparaciones intensivas de las zonas demarcadas. Articulan una argumentacién que asocia
una curva a la poblacién de depredadores y la otra a la poblacién de presas (tabla 5).

Tabla 5.
Préctica de interpretacién estudiantil de una gréfica
Herramientas Figuras geométricas que demarcan zonas para orientar la mirada.
Argumentacién Articular informacién con base en intervalos entre puntos clave y supuestos propios del fenémeno.
Comparar curvas con cuantificaciones intensivas de la variable cantidad de poblacién en intervalos
resaltados.

Comparar segmentos iniciales de las curvas (mirada local) para decidir comportamientos globales.

Significados/ metdforas | La curva como una ruta en el recuadro de los ¢jes;
de base Los ejes como encuadre de la figura cartesiana.
El punto mds alto de la curva como el de mayor valor de la variable de interés.
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Tercer nivel: eslabones y disonancias entre figuraciones

La figura cartesiana emerge para hacer visible lo no ostensible a la mirada en un fenémeno de varia-
cién, la construccién de saberes se desplaza desde la geometria euclidiana como canon del trabajo
matemdtico hacia figuraciones para visualizar y trabajar con el cambio. Oresme aborda el devenir de
la intensidad de una cualidad y Newton las fluxiones de fluyentes. Oresme mira la forma global de la
figura y su funcionamiento, en tanto que Newton realiza andlisis locales de la figura. Para ambos, la
figuracién articula relaciones matematicas de las variables.

Desde dos segmentos coordenados, Oresme y Newton construyen su figuracién bajo la metdfora
de la intensidad de la cualidad como un segmento geométrico. Las variaciones de longitud de los seg-
mentos son proporcionales a las variaciones de medidas de intensidad de la cualidad en estudio. Las
relaciones entre elementos de la figura son proporcionales a las relaciones equivalentes —cuando exis-
ten— en el fenémeno. Entonces la forma de la figura y las relaciones que desde la geometria euclideana
se establecen en ella concurren como herramientas para significar y trabajar con el fenémeno. Oresme
transforma la figura con dreas equivalentes y transformaciones geométricas. Newton establece relacio-
nes algebraicas entre las variables figuradas a partir de una significacion de lo local. Entiende la curva
como la traza del punto que se mueve. Puntos cercanos en la curva resultan andlogos con momentos
cercanos del fendmeno, significando el dinamismo del fenémeno en la figura. Visualiza la variacién
infinitesimal a través de posiciones del punto, de segmentos y de 4reas. Los segmentos coordenados son
parte perceptiva de la figura y participan de las relaciones que en ella se construyen, a diferencia de los
ejes cartesianos que dan marco a la curva (en figuraciones estudiantiles).

Las prdcticas estudiantiles muestran el uso de figuras similares al fenémeno evocado. Dan cuenta
de un movimiento significando la linea como su ruta. Afaden circulos o puntos que en conjunto, con
la denotacién textual del tiempo (letra 7), forman diadas (tiempo, posicién) que connotan momentos
diferentes del movimiento. De un modo andlogo, Newton considera puntos de la curva como mo-
mentos distintos de variacion del fenémeno. Los estudiantes estructuran con una linea —metdfora del
movimiento— el seguimiento ocular. Con diadas posicidn-tiempo, determinan diversas escenas en una
figura a modo de comic. Diadas precursoras de tabulaciones y eslabones a pricticas de numerizacién
(Arrieta, 2003).

El escenario dibujado, un edificio en este caso, a modo de marco que estructura un suelo y una
altura en la hoja, permite referencias espaciales desde la figura y comparaciones cualitativas. Esta fun-
cionalidad también se presenta en las précticas de interpretacion. Los ejes numerados se constituyen
en un marco de la figura, que es la curva, y por tanto no son parte perceptiva de la figura cartesiana.
Las variables y sus escalas no son requeridas para las comparaciones. Basta sefialar qué punto estd «mds
arriba» en la hoja dotada de un horizonte y una altura. La figura no se construye ni interpreta desde la
articulacién de dos segmentos coordenados, sino solo desde los pares ordenados de puntos especificos.
Esto deja fuera a la metdfora de Oresme en las significaciones de los estudiantes.

En la interpretacién de una figura cartesiana, se deben explicitar supuestos previos. Las interpreta-
ciones de los estudiantes se sustentaron en supuestos previos respecto al fenémeno figurado (relacion
cazador-presa en la variacién de poblaciones) verificados en una zona demarcada por ellos en la curva,
por lo que deciden qué curva corresponde al depredador. Su andlisis se focaliza en la zona inicial de la
curva y no lo contrastan con otras zonas de esta, e infieren para las otras zonas de la curva.

A MODO DE CONCLUSION

En el horizonte de constituir a la gréfica en herramienta significativa de la actividad matemadtica es-
tudiantil, se buscd, en un marco socioepistemoldgico, comprender practicas de figuracién cartesianas
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y no cartesianas. Précticas entendidas como medio para comunicar y/o intervenir un fenémeno de
variacion, en el que la figura configura relatos que hacen visible la evolucién de variables no ostensibles
inicialmente.

El conocer ocurre en la relacién de la persona con el medio, con los otros y con lo otro. Luego cons-
truir o interpretar figuras de fenémenos de variacién se da en la relacién entre observador/a, ambiente
y fendémeno, y constituye un espacio epistémico de figuracién que es a la vez operacional, experiencial
y perceptual.

Los estudiantes constituyen un espacio epistémico de figuracién que les permite significar elemen-
tos de la gréfica desde el fenémeno, a la vez que los elementos del fenémeno se evidencian y significan
desde la gréifica, conformando un ir y venir entre fenémeno y figura. Concurren en sus practicas ele-
mentos perceptivos, grficos y propios de su experiencia con el fenémeno. Muestran la incorporacién,
superpuestas a la escena, de variables no ostensibles y significativas en la descripcién de la variacién
(gravedad, tiempo, roce). Por su parte, sus pricticas de interpretacién muestran la exploracion activa
de la gréfica, orientada por aspectos perceptivos, (figura/fondo; puntos de quiebre, entre otros) que
ponen en correlacién con los presupuestos sobre el fenémeno.

El andlisis del espacio epistémico permitié examinar las pricticas de figuracién desde las dimen-
siones de herramientas, significados y argumentaciones constituyendo una base de comparabilidad
epistémica entre los casos estudiados. Se distinguieron categorias que, a modo de eslabones, ostentan
relaciones entre las précticas de figuracién: la linea, elemento principal en figuraciones estudiantiles, se
la significa como traza del movimiento, por lo que es dindmica y, como en Newton, articula la figura y
la interpretacién de las graficas. Para ambas practicas de figuracidn, la curva significa desplazamiento,
variacion. Si bien para Newton la curva como traza figura a distintas variables, para los estudiantes
tiende a figurar trazas de desplazamientos.

Basdndose en estos resultados, nuevos disefios diddcticos podrdn significar a la gréfica cartesiana
desde la actividad y en el contexto de pricticas socioescolares que explicitan las facetas discursivas y
pragmidticas de significados, herramientas y argumentos consignados.
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This paper presents a research about practices of construction and interpretation of a figure of ostensive or no
ostensive entities in a phenomenon of variation, which we called practices of figuration. For example, the car-
tesian graph (mathematical figure) of a free fall phenomenon could represent the ratio of the variation between
time and distance.

A figure is a set of lines and points. It becomes the figuration of the phenomenon when a student gives mea-
ning to its elements as specific aspects of the related phenomenon. The figuration practice is constituted in the
set of relations between the phenomenon, the figure and the student (or students) who is interpreting this figure.

We use elements from Varela, from the Theory of Image and from Barthes semiotic. These elements are
articulated in a socioepistemological framework which proposes that mathematical knowledge is a sociocultural
construction normed by social practices.

First, we understand the cognitive act through enaction. When students are performing a task, their world
experience emerges, along withe their interaction with other people and in their interaction with the situation
and the phenomenon. In particular, when they make or interpret a graphic, a geometrical world for interpreting
the elements of the figure, the phenomenon’s world or a blend of these worlds could emerge in their cognition.
Thus, the student, the figure and the phenomenon configure one epistemic space of figuration.

Secondly, the figure is a variation narrative of the phenomenon studied; it helps in making visible any inter-
esting aspect of phenomenon. It allows to see abstract data and visualize complex phenomena.

Therefore, when any person makes or interprets one figure he or she uses his or her perceptual field, his or
her operational repertoire and his or her prior experience. To characterize these figuration practices, we descri-
bed: the tools used as entities that concur intentionally to the activity; the meanings enacted in the activity as
a connotation, explicit or no explicit, of the elements present in the figure; the argument, which is understood
as a narrative or iconic expression used to explain, justify or infer about the variation of the variables depicted.

This is an interpretive study, since it seeks to understand figurative practices in Newton, Oresme and two
study cases of students. It is analytical since the study seeks analytical factors in figuration practices embedded in
students and historical practices. And finally, it is a relational one since it seeks to establish links and dissonances
regarding the elements that are being configured. We analyzed the practice of figuration in each study case within
the framework of the sociocultural context of production. The data is obtained from the written production of
each actor. In the historical case, we studied the original production. In the students” case, we studied answers
from specific questions.

The results obtained show the convenience of using these theoretical tools for characterizing the practice of
figuration and its elements. We find evidence that non-cartesian figures produced by the students are dynami-
cally configured. Also, perceptual and graphical elements concur within student activity and phenomena. In the
interpretation practice, the students explore correlating perceptual aspects with the preconceptions about the
phenomenon.
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