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RESUMEN e La estimacién en cdlculo es una destreza bdsica, util en la resolucién de problemas
aritméticos. En este articulo analizamos las dificultades, estrategias y errores en las estimaciones de
célculos aritméticos de multiplicacién y divisién con niimeros naturales y decimales. Empleamos una
metodologia mixta, cuantitativa-cualitativa, recogiendo datos mediante una prueba de estimacidn,
seguida por una fase de entrevistas. Participan 131 estudiantes de Magisterio. Entre los resultados, los
items con decimales menores que 0,1 son los més dificiles; con decimales menores que 1, mds dificiles
que con naturales o decimales mayores que 1; y las divisiones B (dividendo menor que divisor), mds
dificiles que las divisiones A (dividendo mayor que divisor). En la parte cualitativa, con entrevista
semiestructurada, analizamos las estrategias y los errores al estimar. Detectamos cuatro estrategias ba-
sicas (primeros digitos, sustitucién, fracciones y algoritmo alternativo) y 15 tipos de errores (4 en la
interpretacion, 10 en la ejecucién y 1 en la evaluacién).

PALABRAS CLAVE: estimacién en cdlculo; estructura multiplicativa; nimeros decimales; estrategias;
errores.

SUMMARY ¢ Computational estimation is a basic skill, useful in solving arithmetic problems. In this
paper, we analyze the difficulties, strategies and errors in computational estimation of multiplications
and divisions with natural and decimal numbers. We use a mixed methodology, quantitative and
qualitative, collecting data by means of an estimation test, followed by a phase of interviews. Partici-
pants in the study were 131 pre-service teachers. Among the results, tasks with decimals less than 0.1
are more difficult than others; tasks with decimals less than 1, more difficult than those with natural
or decimals greater than 1; and B divisions (with dividend less than divisor) are more difficult than
A divisions (with dividend larger than divisor). Qualitative study shows 3 basic estimation strategies
(First digits, fractions, and alternative algorithm) and 15 types of errors (4 in interpretation phase, 10
in computation phase, and 1 in evaluation).
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INTRODUCCION

La estimacidn ha sido reconocida como una destreza ttil, valorada en una amplia variedad de profesio-
nes y situaciones de la vida real. La rapidez y potencia de las calculadoras y ordenadores actuales hacen
imprescindible que las personas sean capaces de detectar la razonabilidad de los cdlculos obtenidos
mediante esta tecnologfa, ya presente en el curriculo escolar. Los profesores de matemdticas tienen que
ser conscientes de ello y poseer una formacion adecuada que les permita, por un lado, juzgar las pro-
puestas curriculares al respecto y, por otro, programar actividades adecuadas al nivel de los escolares.
Por ello, los programas de formacién de los profesores deben dar soporte para que estos adquieran la
competencia necesaria que les permita formar a los escolares como buenos estimadores, lo que conlleva
que adquieran habilidades de estimacién y confianza en estas.

La estimacidn la definimos como un “juicio sobre el valor del resultado de una operacién numérica
o de la medida de una cantidad, en funcién de circunstancias individuales del que lo emite” (Segovia,
Castro, Rico y Castro, 1989: 18). Dentro del 4mbito de la estimacién distinguimos la estimacién en
célculo, la de la numerosidad de cantidades discretas y la de la medida de cantidades continuas (Hogan
y Brezinski, 2003; Segovia y De Castro, 2007; Segovia y otros, 1989). En este trabajo, nos centramos
en la estimacién en cdlculo, definida como “el proceso de transformar nimeros exactos en aproxima-
ciones y calcular mentalmente con estos niimeros para obtener una respuesta razonablemente préxima
al resultado exacto de un cdlculo” (Sowder, 1988: 182). Esta definicién enfatiza tres aspectos caracteris-
ticos de la estimacién: las destrezas de aproximacién (como el redondeo o el truncamiento), el vinculo
existente entre estimacién y cdlculo mental y el concepto de razonabilidad del resultado, claves para
comprender la estimacién. Dentro de la estimacién en célculo, nuestro trabajo va a estar referido a las
operaciones de multiplicacién y divisién con niimeros naturales y decimales.

La estimacidn se introduce en el curriculo espafol de Educacién Primaria en 1991: “Las matemdti-
cas constituyen hoy un conjunto amplio de modelos y procedimientos de andlisis, de cdlculo, medida
y estimacién” (MEC, 1991, p. 31). Previamente, en 1986, el National Council of Teachers of Mathema-
tics (Nct™) dedica el Yearbook de ese afio a la estimacidn, dado el cada vez mayor reconocimiento por
los profesores de matemadticas de la importancia de la ensefianza y aprendizaje de la estimacién (Schoen
y Zweng, 1986, p. vii); poco tiempo después, en 1987 se redacta el primer borrador de “Estdndares
curriculares y de evaluacion para la Educacién Matemadtica”, editado en Espana en 1991, en el que el
estdandar niimero 5 estd dedicado a la estimacién (Nct™, 1991). Mds recientemente, en los “Principios
y estdndares para la Educacién Matemdtica” (NcT™, 2003), se plantea la necesidad de desarrollar pro-
gramas de enseflanza que permitan a los alumnos calcular con fluidez, hacer estimaciones razonables
y juzgar la razonabilidad de resultados obtenidos por otros medios de célculo. La estimacién se con-
sidera parte fundamental del sentido numérico, definido como red conceptual de naturaleza intuitiva
que permite emitir juicios cuantitativos, comparar nimeros, valorar la razonabilidad de resultados
de cdlculos, emplear formas no algoritmicas de cdlculo mental, o resolver problemas con flexibilidad
(Sowder, 1988).

A partir de estos documentos, la presencia y relevancia de la estimacién en los curriculos de mate-
mdticas son crecientes. En Espafa, el curriculo de Educacién Primaria propone, como objetivo general:
“Desarrollar las competencias matemdticas bésicas e iniciarse en la resolucién de problemas que requie-
ran la realizacién de operaciones elementales de cdlculo, conocimientos geométricos y estimaciones, asi
como ser capaces de aplicarlos a las situaciones de su vida cotidiana” (Mec, 2007: 31488). Dentro del
bloque de niimeros y operaciones, se pretende “esencialmente el desarrollo del sentido numérico” (p.
31555) y que los nifios calculen “con fluidez y hagan estimaciones razonables” (p. 31556). La propia
idea de competencia bdsica, con cardcter transversal a los contenidos, y enfatizando la aplicacién de los
conocimientos, facilita la incorporacién, cada vez mds decidida, de la estimacion en el curriculo mate-
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mitico. En Estados Unidos, dos documentos protagonizan la linea de desarrollo del curriculo de ma-
temdticas: los “Curriculum focal points” (Nct™, 2006), donde la estimacién aparece como contenido
fundamental en todos los cursos, y los “Common core standards” (NGa Center & ccsso, 2010), donde
la estimacién aparece ligada a la notacién exponencial y a la expresién aproximada de grandes cantida-
des. En este documento también se propone estimar la solucién de ecuaciones a través de sus represen-
taciones gréficas, la tasa de variaciéon de una funcién y la aplicacién de la estimacion a la modelizacion.

El curriculo matemdtico de Educacién Primaria, con el énfasis mostrado en el sentido numérico y la
estimacién, debe ser desarrollado en tltima instancia por profesores en el aula. La formacién inicial de
estos debe incluir especial atencidn a la estimacién y al sentido numérico (Fung y Latulippe, 2010). Pero
esta necesidad choca con la dificultad encontrada en investigaciones para introducir la estimacién en el
curriculo, como en Alajmi (2009), donde dos tercios de los profesores kuwaities de matematicas perci-
bian la estimacién como una destreza importante para desenvolverse en la vida diaria, aunque solo a un
20% les parecia relevante para la educacién matemdtica, y mds del 50% se mostraban poco dispuestos a
ensefiarla. Edwards (1984) daba algunas razones por las que la estimacién no llegaba a incorporarse de la
manera mds adecuada al curriculo: por la multiplicidad de métodos, por el cardcter de las respuestas que
no podian considerarse buenas o malas, por la dificultad de la evaluacién y porque para los estudiantes,
y quizds también para los profesores, la estimacion es vista como algo inferior en matemdticas.

Marco teérico para la estimacién de cdlculos multiplicativos

Tras justificar el interés de investigar la estimacién con profesores, y debido a la amplitud del campo
de la estimacién, nos centramos en la estimacién en célculos multiplicativos, siguiendo ideas presentes
en revisiones de estudios sobre problemas de estructura multiplicativa (Castro y Castro, 1996; De
Corte y Verschaffel, 1996). Segtin estas revisiones, los nifos tienen dificultades para elegir la operacién
adecuada en problemas de estructura multiplicativa con ntimeros decimales menores que uno. Estas
dificultades se deben a las ideas equivocadas sobre el efecto de multiplicar o dividir por decimales me-
nores que uno (“la multiplicacién aumenta”, “la divisién disminuye” y “siempre se divide un ndmero
por otro menor”), ideas vilidas con niimeros enteros, que fallan al extrapolarse a los decimales meno-
res que la unidad, y que tendrian su origen en el predominio en la ensefanza del modelo de adicién
repetida para la multiplicacion y el modelo de reparto para la division (De Corte y otros, 1996). Por
otra parte, Castro y Castro (1996: 124-126), al revisar estudios de los afios ochenta y noventa, sobre el
conocimiento de profesores en formacién sobre la multiplicacién y la divisién, advierten que los pro-
pios modelos de la multiplicacién y la divisién también generan dificultades en los profesores. Ademds,
los profesores tienen dificultades con la interpretacion de la divisién como medida, lo que afecta a la
divisién de fracciones, y deficiencias en el conocimiento de la divisién, con lagunas en el conocimiento
conceptual, y en la interpretacion del resto o la parte fraccionaria del cociente.

Ya en el dmbito de la estimacidn, se ha encontrado que estimar resultados de multiplicaciones y
divisiones con decimales (mayores y menores que 1) es mds dificil que hacerlo con niimeros naturales
(Bestgen, Reys, Rybolt y Wyatt, 1980; De Castro, 2002; Rubenstein, 1985). Sin embargo, si se toman
solo decimales mayores que uno, no se encuentra diferencia significativa de dificultad entre las tareas
con nimeros naturales y decimales (Goodman, 1991). Profundizando en este sentido, Cortés, Bac-
khoff'y Organista (2005) encuentran dificultades en estudiantes de secundaria para estimar con deci-
males menores que uno (486 x 0,24 tuvo un 33% de respuestas no razonables). Igualmente, Volkova
(20006) indica que hay profesores que piensan que la estimacion del producto de fracciones debe ser
mayor que ambos factores, y lo aplican al producto 3% x 9/10 para dar una estimacién de 4. Ante la
divisién 11/12 + 3%, algunos profesores razonaron que el resultado debia ser menor que 1, pues ambas
fracciones lo eran. Yang, Reys y Reys (2009) concluyen, en su trabajo sobre sentido numérico, tras in-
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vestigaciones realizadas con estudiantes y profesores de Taiwdn, Kuwait, Suecia, Japén y Australia, que
los participantes, al trabajar con nimeros decimales, tienen un conocimiento pobre sobre el efecto de
la alteracién de los datos en el resultado de una operacién (como, por ejemplo, multiplicar un niimero
por otro menor que 1). Dentro de los decimales menores que 1, los decimales menores que 0,1 parecen
presentar dificultades mayores que los que estdn entre 0,1 y 1 (De Castro, 2002; Levine, 1980).

Recientes revisiones de estudios sobre estimacion (Segovia y Castro, 2009; Segovia y De Castro,
2007, y Siegler y Booth, 2005) coinciden en senalar la investigacién en estrategias de estimacién como
uno de los campos de mayor interés dentro de la estimacién. Esto es debido, en parte, a que los proce-
sos y estrategias de estimacién difieren en gran medida de los algoritmos de cdlculo tradicionales. Estos
son procedimientos mds rigidos, frente a la flexibilidad que se intenta promover a través de las estrate-
gias de estimaci6n (Star y Rittle-Johnson, 2009; Star, Rittle-Johnson, Lynch y Perova, 2009). Dentro
de las estrategias, Siegler y Booth (2005), en la estimacién, y Gémez (19954), en cdlculo mental, des-
tacan que las estrategias se pueden estudiar en diferentes niveles de generalidad. En un primer nivel, se
pueden estudiar los procesos de estimacidn, descritos en el modelo rRTc de Reys, Bestgen, Rybolt y Wyatt
(1982): La reformulacion es el “proceso de cambiar los datos numéricos para producir una forma [del
problema] mds manejable mentalmente. Este proceso deja la estructura del problema intacta” (p. 187).
La traduccion es el “proceso de cambiar la estructura matemadtica del problema por otra mds manejable
mentalmente” (p. 188). La compensacién consiste en los “ajustes hechos para reflejar variaciones en los
numeros debidas a la reformulacién y a la traduccién” (p. 189). En un segundo nivel de anilisis, en-
contramos el redondeo, truncamiento y sustitucién para los procesos de reformulacién, cambio en el
orden de las operaciones o de operacién para los de traduccién, y para los de compensacién, cambios
en datos o en resultado (Segovia, Castro, Rico y Castro, 1989; Levine, 1982). En subsiguientes niveles,
pueden tenerse en cuenta otras variables, como la forma de operar la coma decimal (Gémez, 19954),
el grado de aproximacién (redondeando a centenas, decenas, etc.), el trabajar con extractos en los
redondeos o arrastrar los ceros (Reys y otros, 1982; Segovia y otros, 1989), aspectos especificos de las
operaciones o los niimeros intervinientes (Hanson y Hogan, 2000), etc. Este nivel de detalle aparece
en Panellas (2006), en que se llegan a diferenciar 103 tipos de estrategias de estimacion.

Para profundizar en el conocimiento de la dificultad de los items de la prueba de estimacién, va-
mos a abordar el andlisis de los errores de los profesores al estimar. Previamente, dentro del dmbito
de la estimacién, conviene diferenciar tres términos relativos a los errores en matemadticas: precision,
razonabilidady error. Segovia, Castro, Castro y Rico (1989) indican que el error “designa la diferencia
o desviacién que un valor aproximado tiene con respecto del valor exacto al que representa” (p. 85).
Esta acepcidn de error como desviacidn es fundamental, pues la propia naturaleza de la estimacién
exige aceptar un cierto margen de error. Asi, Reys y otros (1982) definen la tolerancia del error como
una “comprensién del concepto de estimacién que permite sentirse comodo con cierto grado de error”
(p. 198). El error relativo, o razén entre el error absoluto y el valor exacto, se utiliza para valorar la
precisién de las estimaciones. En varios estudios (De Castro, 2002; Dowker, 1992; Hanson y Hogan,
2000; Levine, 1980, 1982) se han puntuado con un cero las estimaciones con porcentaje de error
superior al 30%. Este porcentaje aumenta al 40% en algunas investigaciones en Educacién Primaria
(Liu, 2009). Siguiendo esta linea, consideramos imprecisas las estimaciones con error mayor del 30%.
La imprecisién no supone la presencia de un error en matemdticas, entendido como “conocimiento
deficiente e incompleto” (Rico, 1995: 69). Por otra parte, Alajmi y Reys (2010) reconocen dos facetas
fundamentales para la razonabilidad: a) las relaciones numéricas y el efecto de las operaciones y 4) la
practicidad, o sentido prictico en un contexto (por ejemplo, 6 entradas de cine no pueden costar 0,61
euros). Existe una gran diferencia entre razonabilidad'y precision. Una estimacién puede tener un grado
de precision muy alto y no ser razonable (Alajmi y Reys, 2007 y 2010). Por ejemplo, no es razonable
que 5 botellas de refresco de 1,95 € cuesten 10,01 €, a pesar de que el porcentaje de error sea muy bajo.
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Objetivos y pregunta de investigacién

Teniendo en cuenta los resultados citados en el apartado anterior, nos preguntamos por la dificultad
relativa de las tareas de estimacién en funcién del tipo de operacién y de niimero. Conjeturamos, si-
guiendo los antecedentes del problema, que serd clave la distincién entre decimales menores que 0,1,
decimales entre 0,1 y 1, y decimales mayores que 1 y, dentro de la divisién, diferenciar si el dividendo
es mayor o menor que el divisor. Asi, nos planteamos los siguientes objetivos:

a) Estudiar la dificultad relativa de las tareas de estimacién segtin el tipo de operacién y de niimero.
Dentro del tipo de operacién, consideramos la multiplicacion, la divisién A (dividendo mayor
que divisor) y la divisién B (dividendo menor que divisor). En el #ipo de niimero distinguimos
los naturales, decimales mayores que 1, decimales entre 0,1 y 1, y los menores que 0,1. Para
abordar este objetivo, diseharemos una prueba de estimacidn.

b) Analizar las estrategias de estimacion de los estudiantes de Magisterio al estimar los resultados
de cdlculos multiplicativos con niimeros decimales.

¢) Elaborar un modelo para la clasificacién de errores e imprecisiones (y términos afines al error)
en estimacion, considerando la estimacién dentro de la resolucién de problemas, y atendiendo
especialmente a las peculiaridades de los procesos de estimacion y de las operaciones con nime-
ros decimales. Clasificar los errores de los estudiantes de Magisterio al estimar los resultados de
multiplicaciones y divisiones con niimeros decimales.

En el anilisis de estrategias hemos seguido la terminologia utilizada por Reys y otros (1982), con-
siderando las estrategias de primeros digitos, sustitucion y fracciones. Hemos separado las estrategias de
sustitucién y las de fracciones, pues en este trabajo las estrategias con sustitucién por niimeros com-
patibles implican procesos de reformulacién, mientras que las de fracciones suponen un proceso de
traduccidn.

Por otra parte, para elaborar un modelo de clasificacién de los errores en estimacién, hemos aten-
dido cuatro principios:

1. Considerar las tareas de estimacién dentro del 4mbito de la resolucién de problemas.

2. Aplicar el marco tedrico propuesto por Hiebert y Wearne (1986) para el estudio de las opera-
ciones (y errores) con niimeros decimales.

3. Tener en cuenta en el modelo la definicién de estimacién de Sowder (1988), y mostrar la rela-
cién del modelo con el modelo rRTc de procesos de estimacién de Reys y otros (1982).

4. Ajustar el modelo empleando resultados de investigaciones anteriores sobre errores en estima-
cién con multiplicaciones y divisiones (De Castro, 2002; Levine, 1980).

El modelo desarrollado para los errores adopta una forma de modelo de fases, resultado de cribar la
informacion de la revisién de modelos de fases en resolucién de problemas (Castro, 1991: 39), eligien-
do las mds acordes a la definicién de estimacién en cdlculo de Sowder (1988) y atendiendo también
al modelo de Hiebert y Wearne (1986). La opcién finalmente adoptada consiste en considerar errores
en la fase de interpretacion, en la que se atribuyen significados a los simbolos que aparecen en las ope-
raciones, y se producen procesos de reformulacién y traduccién a través de destrezas de aproximacion
(como el redondeo, truncamiento, sustitucién por fracciones, etc.) y compensaciones previas; la fase
de ejecucion, en la que se produce el cdlculo mental, en el que un ingrediente fundamental es la deter-
minacién del orden de magnitud del resultado mediante la aplicacién de reglas para ubicar la coma
decimal, y la fase de evaluacién, en la que se valora la razonabilidad del resultado.
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METODO

Hemos empleado en el estudio una metodologia mixta, con dos partes complementarias: la primera,
de tipo cuantitativo, tiene un disefio factorial de medidas repetidas, en la que hemos disefiado, admi-
nistrado y analizado estadisticamente una prueba de estimacién; la segunda, de tipo cualitativo, estd
dedicada al andlisis de estrategias y errores, a partir de una entrevista semiestructurada.

Participantes

Han participado 131 estudiantes de Magisterio pertenecientes a cinco grupos (Grupo 1 y Grupo 3,
alumnos de primer curso de Maestro de Educacién Primaria; Grupo 2, alumnos tercer curso de Maes-
tro de Educacién Primaria; y Grupo 4 y Grupo 5, alumnos de primero de Educacién Infantil). De
ellos, 108 pertenecian al cseu La Salle, centro privado adscrito a la Universidad Auténoma de Madrid,
y los 23 restantes (Grupo 3) eran estudiantes de la Facultad de Ciencias de la Educacién de la Univer-
sidad de Granada. Los participantes no han sido elegidos aleatoriamente de ninguna poblacién, sino
que constituyen una muestra por conveniencia. Los alumnos de los grupos 1 y 2 recibieron ensefianza
sobre estimacién durante un periodo de 10 horas.

La prueba de estimacién

Hemos disenado una prueba de estimacién, cuyos items responden a un diseno factorial de dos facto-
res: las variables “tipo de niimero” con cuatro niveles y “tipo de operacién” con tres niveles. Los tipos
de ndmeros que corresponden a los cuatro niveles son: N1-ntimeros naturales; N2-ntimeros decimales
mayores que uno; N3-nimeros decimales entre 0,1 y 1, y N4-nimeros decimales menores que 0,1.
Los tres tipos de operaciones empleadas son: multiplicacién, divisién tipo A (con el dividendo mayor
que el divisor) y divisién tipo B (dividendo menor que el divisor). Al cruzar estas dos variables, ob-
tenemos doce tipos de items, de cada uno de los cuales hemos incluido dos versiones para observar
la fiabilidad de los resultados. En la tabla 1 figuran los items que componen la prueba de estimacién,
clasificados segtin el tipo de operacién y de niimero. La prueba de estimacién fue disenada con dos
Jformas paralelas del mismo test. Cada item impar de la prueba se propone como equivalente al item
siguiente. El coeficiente de fiabilidad obtenido tiene un valor de r = 0,79.

Tabla 1.
Items de la prueba de estimacién segtin el tipo de operacién y tipo de nimero
Tipo de operacién
Nimero Multiplicacién Divisién A Divisién B
N (1) 46 x 771 (3) 968 + 24 (5) 86 + 222
' (2) 58 x 244 (4) 354 + 88 (6) 36 + 258
N (7) 78,4 x 89,5 (9) 85,9 + 3,42 (11) 9,88 + 25,6
2 (8) 34,1 x 47,2 (10) 96,2 + 6,25 (12) 8,85 + 42,6
N (13)2,57 x 0,72 (15) 0,962 = 0,25 (17) 0,37 = 0,543
3 (14) 0,45 x 7,85 (16) 0,747 = 0,35 (18) 0,63 = 0,785
N (19) 0,025 x 776 (21) 0,46 + 0,066 (23) 0,059 + 0,23
4 (20) 852 x 0,048 (22) 0,68 + 0,024 (24) 0,086 + 0,42
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La prueba se administré mediante ordenador en un aula de informadtica, donde los participantes
entraban sin llevar nada consigo (para evitar procedimientos no mentales de cdlculo), durante una se-
sién de dos horas de duracién. Los 24 items de la prueba aparecian en orden aleatorio en la pantalla del
ordenador. Los alumnos no tenfan limitacién de tiempo para responder a cada item, pero se indicé que
debian dar su respuesta con rapidez. La duracién media de la prueba fue de 24 minutos y 27 segundos.

Las entrevistas

Los participantes entrevistados fueron 26 de los 33 alumnos del Grupo 1. Fueron elegidos por su dis-
ponibilidad, pues estudiaban el curso Didéctica de las Matematicas para la Educacién Primaria, con
la estimacién en cdlculo entre sus contenidos, y la prueba de estimacién y la entrevista se integraban
dentro de las actividades del curso. Los alumnos fueron entrevistados dias mds tarde de finalizar el
periodo de instruccién sobre estimacién y de realizar la prueba de estimacién, administrada inmedia-
tamente después de este.

Los 26 alumnos entrevistados fueron divididos al azar en dos grupos. En el primero de ellos, se
pidié dar una estimacién para los items impares de la prueba de estimacidn, explicando el procedi-
miento que habian seguido para producir el resultado. En el segundo, se utilizaron los items pares. Esta
opcién se tomé aprovechando que las dos partes de la prueba se habian disefiado para ser equivalentes
y que una entrevista con todos los items de la prueba resultaria excesivamente larga. Las entrevistas se
realizaron individualmente, en una habitacién aislada, con el entrevistador sentado junto al alumno, y
ambos delante de un ordenador, con el mismo software empleado en la prueba. Las entrevistas fueron
registradas con una grabadora y transcritas para su posterior andlisis.

RESULTADOS

Presentamos por separado los resultados obtenidos para cada uno de los objetivos planteados en el
estudio. En primer lugar, exponemos los resultados del andlisis de las puntuaciones de los items de esti-
macién incluidos en la prueba. En segundo lugar, desarrollamos el andlisis de estrategias. Para finalizar,
exponemos el andlisis de errores.

Andlisis de la puntuacién de la prueba

La prueba de estimacién, compuesta por 24 items (tabla 1), ha sido administrada a 131 estudiantes de
Magisterio, lo que supone un total de 3.144 estimaciones. De ellas, 1.730 (un 55%) han sido clasifi-
cadas como imprecisas (error mayor del 30%). Por el contrario, 1.414 respuestas (un 45%) han tenido
un grado de precisién aceptable (error menor o igual del 30%).

Tabla 2.
Puntuaciones medias de la prueba de estimacién segtin el tipo de operacién y tipo de niimero
Multiplicacién Divisién A Divisién B
Niimero M DE M DE M DE
N1 1,48 0,09 1,41 0,09 1,30 0,07
N2 1,50 0,11 1,65 0,09 1,15 0,09
N3 0,77 0,08 0,90 0,10 0,73 0,08
N4 0,56 0,08 0,66 0,09 0,78 0,08
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En la prueba de estimacién se ha empleado un diseno factorial de tres factores con medidas repeti-
das en dos de ellos. Los dos factores intrasujetos son el tipo de operacidn y el tipo de niimero. El factor
intersujetos es el grupo. En este diseno, el factor operacion tiene tres niveles: multiplicacién, divisién de
un numero por otro menor (divisién A) y divisién de un ndmero por otro mayor (divisién B); el factor
niimero tiene por niveles los niimeros enteros, decimales mayores que 1, decimales entre 0,1 y 1, y de-
cimales menores que 0,1. La variable dependiente utilizada es la puntuacion (3 puntos si el porcentaje
de error es menor del 10%; 2 puntos si el porcentaje varia entre el 10 y el 20%; 1 punto si estd entre el
20y el 30%, y 0 puntos en cualquier otro caso). En este trabajo, el término dificultad no lo utilizamos
en el sentido habitual de “indice de dificultad” propio de la psicometria. Consideramos un conjunto
de items mds dificil que otro cuando su puntuacion media sea significativamente inferior. La dificultad
relativa de los items se establece mediante las comparaciones por pares del andlisis de varianza.

Mediante un andlisis de la varianza hemos obtenido que tanto el factor #ipo de operacién (F = 3,67;
gl. = 1,91; p < 0,05) como el factor tipo de niimero (F = 80,67; gl. 2,60; p < 0,001) tienen un efecto
significativo sobre la variable dependiente puntuacion. No se ha encontrado efecto de interaccién del
tipo de nimero y operacién sobre la puntuacién, independiente del grupo.

Influencia del tipo de ndmero sobre la puntuacién

Dado que el factor #ipo de niimero ha tenido un efecto significativo sobre la puntuacion, recurrimos a
las comparaciones multiples con el ajuste de Bonferroni, empleando la D para representar la diferencia
entre las medias para los niveles de la variable #ipo de niimero. Los items con decimales menores que
0,1 han tenido una puntuacién media inferior a los items con decimales entre 0,1 y 1 (D = 0,13, p <
0,05), menor a la de los items con decimales mayores que 1 (D = 0,76, p < 0,001) y menor que los
items con niimeros naturales (D = 0,73, p < 0,001). Los items con nimeros decimales menores que
1 han tenido una puntuacién media menor que aquellos con decimales mayores que 1 (D = 0,63, p <
0,001) y que los items con nimeros naturales (D = 0,59, p < 0,001). En la figura 1 observamos que
las diferencias de dificultad, citadas en el pdrrafo anterior, se han producido para todos los grupos de
participantes del estudio.

1,50 < ==o0== Multiplicacién
—o— Divisién A
5 1,25 - —e— Division B
=
=
2 1,00 =
2
2
20,75
0,50 I I I T
1 2 3 4 5
Grupo

Fig. 1. Puntuaciones medias de los items segtin el tipo de ndmero y el grupo
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Influencia del tipo de operacién sobre la puntuacién

Puesto que el #ipo de operacion ha tenido un efecto significativo sobre la puntuacién, hemos realizado
las comparaciones por pares entre las medias de las puntuaciones, para los distintos niveles del factor,
con el ajuste de Bonferroni. Los items de estimacién con divisiones de tipo B, con el dividendo menor
que el divisor, han tenido una puntuacién media (M = 0,99; DE = 0,00) significativamente inferior
(D =0,16; p < 0,01) a las divisiones de tipo A (M = 1,15; DE = 0,06). En la figura 2 vemos que esta
diferencia de dificultad entre los dos tipos de divisiones se ha producido en los 5 grupos.
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’I \\ N
'S -7 N, —_—
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- X oz
g 1,25 \\‘::: 2>
=
2 1,00
Q
c
5
g
5 0,75
0,50
0,25 T T T T
1 2 3 4 5
Grupo

Fig. 2. Puntuaciones medias de los items segtin el tipo de operacién y el grupo

Anilisis de estrategias de estimacién

Al analizar las estrategias de estimacion, hemos encontrado cuatro estrategias bdsicas: primeros digitos,
sustitucién, fracciones y algoritmo simplificado. Cada estrategia aparece ilustrada con un fragmento
de transcripcion de entrevista. Hemos puesto diversas variantes de cada estrategia para mostrar que las
estrategias pueden analizarse en distintos niveles.

Primeros digitos

La caracteristica principal de esta estrategia consiste en la reduccién de la estimacién al uso de hechos
numéricos bdsicos, implicando solo a los digitos de cada ndmero de mayor valor posicional y a la
determinacién del orden de magnitud del resultado. Normalmente, se produce una reformulacién
mediante una destreza de aproximacién, redondeo o truncamiento, pero en el caso de la divisién a
veces se lleva a cabo sin reformulacién. Presentamos ejemplos de las variantes que admite esta estrategia
seguin se aplique una destreza de aproximacién u otra, e incluso sin proceso de reformulacién previo al
cdlculo. También mostramos las diferentes formas de operar la coma decimal.
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Tarea: 34,1 x 47,2
Alumno 2: 34,1 lo redondeo a 30, y 47,2 a 50. Tres por cinco, 15. 1500.

Aqui se emplea el redondeo (47,2 a 50 y 34,1 a 30), transformando los decimales en naturales y
evitando el uso de la coma decimal en el cdlculo.

En la mista tarea, en el caso siguiente, el redondeo también se puede utilizar posteriormente a la
multiplicacién de ambos datos por potencias de 10 (472 a 500 y 341 a 300) para operar sin la coma
decimal que luego aplica en el resultado:

Tarea: 34,1 x 47,2
Alumno 28: Multiplico por 10. Serfan 341 por 472. 341 lo voy a redondear a 300 y 472 a 500. 5 por 3,
15 y cuatro ceros, y le quito dos por las comas, 1.500.

En el caso siguiente se emplea el truncamiento de ambos datos como destreza de aproximacidn:

Tarea: 46 x 771
Alumno 9:  Esto tiende a 50. Esto a 1.000. Entonces serfa... Asi, o bien también por 4 por 7, 28, con tres
ceros, serfa... 28.000.

En el caso siguiente, se cambia 89,5 por 100 (sustitucién por potencias de diez) en lugar de re-
dondear a las decenas (90) o truncar el dato inicial (80). La proximidad se sacrifica en beneficio de la
sencillez de cilculo.

Tarea: 78,4 x 89,5
Alumno 12: Redondeo esto a 80 y esto a 100. Entonces 80 por 100 son 8000.

Finalmente, a veces no se utiliza ninguna destreza de aproximacion y no hay sustitucién de los
datos iniciales sino en los que surgen de la transformacién de los decimales en naturales. Se determina
la primera cifra del cociente observando los primeros digitos (37 y 5).

Tarea: 0,37 = 0,543
Alumno 20: Corro la coma tres a la derecha en el divisor; tres a la derecha en el dividendo. 370 entre 543,
0)7.
Sustitucion

También se producen, en los procesos de reformulacién, sustituciones por “ntimeros compatibles”,
habituales en situaciones de divisidn, en que se sustituyen dividendo y divisor por dos niimeros con
relacién de multiplo y divisor:

Tarea: 968 + 24
Alumno 3:  Aqui he puesto 1.000 y lo he hecho entre 25. Y como hay 4 cada 100, 4 por 10, 40.

Fracciones

Aunque esta estrategia también es de sustitucién, dadas las caracteristicas especificas de esta, el empleo
de fracciones y la relevancia de su uso, la consideramos con esta denominacién. El elemento distintivo
es la sustitucién de un niimero decimal por una fraccidn, lo que afecta a la fase de cdlculo mental y al
modo de operar la coma decimal. En los siguientes ejemplos vemos tres formas diferentes de operar la
coma decimal en el dato no sustituido por una fraccidn, dando cuenta de tres variantes de la estrategia.
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Tarea: 2,57 x 0,72

Alumno 20: Esto multiplico. Voy a utilizar este nimero como 250. Este nimero como 0,75. 250 por 0,75
es como multiplicar 250 por 3%. 250 entre 4. Bueno, voy a hacer primero por 3. Son 750.
Entre 4, son un poco menos de 140. Y tengo que quitar dos comas. O sea, 1,4.

El célculo inicial 2,57 x 0,72 se sustituye por (3% de 250) + 100. Para operar la coma decimal en 2,57
se multiplica por 100 y se deja pendiente la divisién por 100 para el final. En el ejemplo siguiente, al
redondear implicitamente 7,85 a 8, se elimina la coma decimal al aplicar la destreza de aproximacién.

Tarea: 0,45 x 7,85
Alumno 2: 0,45 lo redondeo a 0,5 que es ¥2. Y lo multiplico por... no sé. A ver... Bueno, si. Un medio y
por eso [7,85] pues... 4 mds o menos.

A continuacidn, se utiliza una tercera alternativa para operar la coma decimal. La coma decimal no
se elimina, multiplicando el niimero por una potencia de diez, ni aplicando una destreza de aproxima-
cidn, sino que se arrastra, operando por separado la parte entera y la parte decimal del nimero. Asi, al
hacer la mitad de 7,85, parece hacerse por un lado la mitad de la parte entera (Y2 de 7 = 3) y, por otro,

la mitad de la parte decimal (V2 de 85 = 43).

Tarea: 0,45 x 7,85
Alumno 6: 0,45 pues... lo paso... Esto es 0,5, que serfa la mitad al multiplicarlo por esto [7,85] y seria
3,43, creo.

En un nivel mis detallado del andlisis, en la estrategia de fracciones, podemos centrarnos en las des-
trezas de aproximacion (y el grado de aproximacién) aplicadas al dato no sustituido por una fraccién.
Asi, tenemos un truncamiento a las decenas (257 a 250), un “redondeo no estdndar” (0,72 a 0,75)
previo a la sustitucién del 0,75 por 3/4 o un redondeo de 7,85 a 8.

Algoritmo alternativo

Esta estrategia se ha producido en divisiones y parece una adaptacién de una estrategia de cdlculo men-
tal a situaciones de estimacién. Consiste en descomponer el dividendo como producto de dos factores,
buscando que uno de ellos sea un multiplo aproximado del divisor. A continuacién se calcula cudntas
veces cabe el divisor en ese factor (bien a través de sumas reiteradas del divisor o de productos del di-
visor por otro nimero), y luego se multiplica el resultado por el otro factor. Las relaciones de maltiplo
y divisor se emplean de forma aproximada.

En el ejemplo siguiente, la operacién de la coma decimal transforma la operacién inicial en 680 +
24. Después se cambia por 700 + 25 = (7 x 100) + 25, y esto, a su vez, por 7 x (100 + 25) =7 x 4 =
28. Dado que apenas se alteran los datos iniciales, y que su cambio incluye ademds una compensacién
previa involuntaria, el porcentaje de error es solo del 1,2%.

Tarea: 0,68 + 0,024
Alumno 27: 680 entre 24. 24 [inaudible] 25. 680 entre 24. 24 por 4, 100, por 7, 28. Yo creo que son 28.

Otro ejemplo de esta estrategia incluye un pequefio cambio con respecto al anterior. El alumno
14 realiza la divisién de 100 + 25 mediante una suma para llegar a la conclusién de que “100 tiene 4
veinticincos”. La estrategia puede sintetizarse del modo siguiente: 9,88 + 25,6 da lugar a un resultado
que comienza por “0,”. A continuacién, se debe resolver 98,8 + 25,6 ~ 100 + 25. Aqui es donde el
alumno resuelve la divisién a través de una suma.
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Tarea: 9,88 + 25,6

Alumnol4: Me parece que si pongo un cero de resultado, eso quiere decir que bajo la coma. O sea, que
en lugar de 9,88, puedo poner 98,8. Y a mi me da que eso lo hago si pongo un cero coma en
el resultado. Entonces yo sigo asi. Y 98,8 entre 25,6... Vamos a redondear. Claro. Y 98,8 ya
directamente ja qué pasa? A 100. Y 100 entre 25. 100 entre 25. 2 por 5... 5 por 4... A ver.
100 entre 25. 25 mds 25, 50, 75 y 100. 4. 100 tiene 4 veinticincos. Porque 4 por 5, 20; 4 por
2,81y2,10. Vale.

Una variante de esta estrategia consiste en determinar el resultado mediante tanteos sucesivos, uti-
lizando la descomposicién aditiva del dividendo (96 = 90 + 6) y recuperando el resultado 6 x 15 = 90.
En este caso (como ya ocurre en el ejemplo anterior) no hay descomposicién factorial del dividendo,
aunque si aditiva, por eso se considera una “variante” de la estrategia.

Tarea: 96,2 + 6,25
Alumno27: 6 por 15 serfan 90, més otro 6, 96. Seria 16.

Anilisis de los errores

En la figura 3 proponemos el modelo elaborado para el andlisis de errores (a la izquierda), cuya proce-
dencia hemos explicado en el apartado de objetivos y su encaje con las categorias de errores encontra-
das (a la derecha). Utilizando este modelo de clasificacién hemos estudiado la fiabilidad del proceso de
codificacién valorando el grado de acuerdo interjueces. Asi, sobre una muestra aleatoria del 30% de
las transcripciones de las entrevistas, se ha obtenido un valor 0,81 para el coeficiente Kappa de Cohen,
lo que indica una concordancia “casi perfecta” entre codificadores. A continuacién, presentamos la
definicién de todas las categorias de errores, acompanadas de ejemplos procedentes de las entrevistas.

Error————1.1.1 Error en la sustitucion (SU)

b QREY/ la d
€ numeros s .1.2 Imprecision en la destreza
Imprecision de[;proximaci(')n I4A)
Sustitucion Diferente 1.1.3 Estimacion con datos u (DI)
Reformulacion . Diferente operacion diferentes
I -~ ((ijamblo .
€ operacion > 1.2.1 Error en la traduccion por
Error cambio de operacion P
. TR
Fasede Cambio de orden > 1.2.2 Error en la traduccion por (TR)
interpretacion en la operacion cambio de orden en datos
C .. _|Intensidad
_{ previa Sentido
Sin compensacion previa
Sin sustitucion 2.1 Error en la imitacion del
| SUSY . . — . . (AL)
Imitacion algoritmo escrito algoritmo escrito

gféeﬁ.ﬂl}%%%ﬁ’gf 211?55(31{22150 ——»2.2 Error en un hecho numérico  (HN)
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Fase de . .. .
ejecucion| | posterior Sentido  [2.3.1 Error en conteo de ceros y posiciones decimales  (PV1)
Tmental Sg‘;&%}eﬂm 2.3.2 Error omision de ceros en ajuste valor posicional (PV2)
2.3.3 Error falta de recuperacion de la coma decimal (PV3)
Det;rrnlnac19 n valor —2.3.4 Error coordinacion aproximacion y coma decimal (PV4)
Posicional cifras resultado
2.3.5 Error recuperacion coma decimal en division (PV5)
; 2.3.6 Error coma decimal division como multiplicacion (PV6)
Fase de ‘{Exg{uacw%evalﬁra%gg@v) 2.3.7 Error valor posicional primera cifra del cociente  (PV7)
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Svatuacion Sin evaluacion 2.3.8 Error 0,0 en lugar de 0, en division (PV8)

Fig. 3. Modelo para el andlisis de errores
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Errores en la fase de interpretacion

Error en la sustitucion (su). Consiste en aplicar incorrectamente una destreza de aproximacion (re-
dondeo, truncamiento, sustitucién por potencias de diez) o una sustitucién de un decimal por una
fraccién. Por ejemplo, sustitucion de 0,06 por 0,5. En el segundo caso, se puede dar una adaptacién
incorrecta de las sustituciones por fracciones (0,5 por %2 y 0,25 por 1/4) a 0,05 o0 a 0,025, como en la
sustitucién de 0,025 por V4.

Imprecision en la aproximacion (1a). Aplicar correctamente una destreza de aproximacion, dando
lugar a una estimacién imprecisa (error mayor 30%). Por ejemplo, sustituir 2,57 x 0,72 por 3 x 1
(error del 62,1%), 0 96,2 + 6,25 por 100 + 10 (error del 35,0%), 0 0,059 + 0,23 por 0,1 + 0,2 (error
del 94,9%).

Estimacion con datos u operacion diferentes a los propuestos (p1). Realizar una estimacién con alguno
de los datos o con la operacién diferente de los propuestos. Por ejemplo, para estimar el resultado de
0,025 x 776, el alumno divide, en lugar de multiplicar, y da una estimacién de 0,00003.

Error en la traduccidn (TR). En una sustitucion de un decimal por una fraccién, cambio de la ope-
raciéon propuesta por la aplicacién de la fraccién, como operador, al otro dato. Es decir, sustitucién de
alb + non+ albpor (a x n) + b. También se considera error de traduccién, por cambio en el orden
de los datos, que se ha de cambiar en una divisidn, el papel de dividendo y divisor. Ejemplo de estos
casos en la investigacién han sido el cambio de 0,37 + 0,543 por 0,4 + 0,5, y esto por ¥2 de 0,4 = 0,2.
También cambiar 0,63 + 0,785 por 0,66 + 0,780, y esto por (2/3 de 780) + 1000 = 0,52. Ejemplo de
error de traduccién por cambio en el orden de los datos es hacer 86 + 222 ~ 100 + 222 = 2,22.

Errores en la fase de ejecucion

Error en la imitacion del algoritmo escrito (aL). Se produce en la ejecucién de la imitacién mental del
algoritmo escrito. En la estimacién de 0,37 + 0,543, el alumno 26 opera segtn se indica en la figura 2.
Como vemos en ella, y en la transcripcidn, la primera cifra del cociente se multiplica solo por la cifra
de las decenas del divisor, y la segunda cifra del cociente, por la cifra de las unidades.

Entrevistador: 0,37 + 0,543

Alumno 26:  Quitarfamos la coma y queda 37 entre 54,3. Entonces, como es menor, pues pondria aqui
un 0 y abajo un 0,... y entonces... pues ya podria dividir y entonces... serfa 37 entre 5. No.
A ver... 37 entre 54, y entonces cogemos 37 entre 5 a 7 por 5, 35 y llevo 2. Serfan 20 entre
4, serfan 5...

370|154

3 0,75

—2v0\7x5 5x4

206
0

DN

Fig. 4. Imitacién mental del algoritmo escrito.
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Error en un hecho numérico (uN). Error en la recuperacién de un hecho numérico, dé lugar o no a
una estimacion precisa. Por ejemplo, 2,57 x 0,72 = 3 x 1 = 1 (46,0% de error) 0 46 x 771 = 50 x 800
= 56.000 (haciendo 5 x 8 = 56, con un 57,9% de error).

Error en el conteo de ceros y posiciones decimales (VP1). Utilizar una destreza de aproximacién y una
técnica correcta para determinar el valor posicional, equivocdndose en el conteo de los ceros o las posi-
ciones decimales del resultado. 96,2 + 6,25 = 10.000 + 600 = 10.000 + 500 = 200 (200 en vez de 20).
852 x 0,048 = 900 x 40/1.000 = (900 x 40) + 1.000 = 3.600 + 1.000 = 3,6 (3.600 en vez de 36.000).

Error de omision de ceros en el ajuste del valor posicional (VP2). Utilizar una técnica de aproximacién
y omitir, en la determinacién del valor posicional del resultado, los ceros provenientes de la destreza
de aproximacién. Por ejemplo, 2,57 x 0,72 = (300 x 70) + (100 x 100) = 3 x 7 x 1.000 + 10.000 =
0,0021. Se omiten los 3 ceros provenientes de 300 x 70.

Error de falta de recuperacion de la coma decimal (VP3). Multiplicar los datos por potencias de diez
para eliminar la coma decimal, utilizar una técnica de aproximacién y omitir, en la determinacién
del valor posicional del resultado, la divisién por la unidad seguida de tantos ceros como posiciones
decimales habia en los datos de partida. 78,4 x 89,5 = (700 x 800) + 100 = (7 x 8) x 10.000 + 100 =
560.000. Se omite la divisién final por 100.

Error en coordinacion de la aproximacion con la coma decimal (VP4). Aplicar una destreza de apro-
ximacién eliminando cifras decimales. Después, en el ajuste del valor posicional, se tienen en cuenta
las cifras decimales originales. Por ejemplo, 34,1 x 47,2 =~ 30 x 50 = 1.500. Después, divide por 100,
por las 2 cifras decimales iniciales, sin advertir que en el redondeo han sido eliminadas. La estimacién
es 15.

Error de recuperacion impropia de la multiplicacion o division por una potencia de diez (VP5). Multi-
plicar o dividir dividendo y divisor por una potencia de 10 para eliminar la coma decimal o simplificar
el célculo, calcular el cociente y dividirlo o multiplicarlo después por la misma potencia de 10 utilizada
al principio (cuando esto no es necesario por haber obtenido una divisién equivalente). Por ejemplo,
0,46 + 0,066 = 50 + 7 = 7. Ahora se divide por 100 (dado que al principio se multiplicé por 100), para
una estimacién de 0,07.

Error de operar la coma decimal en la division como en la multiplicacion (VP6). Se dividen los nu-
meros ignorando las comas decimales y después se divide el resultado por la unidad seguida de tantos
ceros como posiciones decimales hay entre los dos niimeros (como al multiplicar). 0,46 + 0,066 =~ 46
+ 6 = 7. Después se divide por 10.000 porque hay 5 posiciones decimales entre los dos datos, para una
estimacién de 0,00007.

Error en la determinacion del valor posicional de la primera cifra del cociente (VP7). En divisiones
en las que no se utiliza destreza de aproximacidn, se determina la primera cifra distinta de cero del
cociente, pero se falla en establecer su valor posicional. 0,68 + 0,024 = 680 + 24 ~ 2 (en lugar de 20,
que seria lo correcto).

Error de 0,0 en lugar de 0, en la division (VP8). Empezar la divisién de un niimero por otro mayor
poniendo “0,0” cuando corresponde solo “0,”. El segundo 0 parece hacer el efecto de bajar la siguiente
cifra del dividendo. 86 + 222 ~ 100 + 200 = 0,05 (en lugar de 0,5, que seria lo indicado).

Errores en la fase de evaluacion

Errores en la evaluacion (ev). El error de evaluacion consiste en la sustitucién de un proceso de esti-
macién correcto, que concluye con una estimacion razonable, tras una evaluacién incorrecta de dicho
proceso (error EV), por un proceso de estimacion incorrecto, en que se produce un error diferente al de
evaluacién. Por ejemplo, hacer 86 + 222 = 90 + 200 = 9 + 20 = 0,4 para rectificar después poniendo
9 + 20 = 0,04 (error PV8).
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Otros errores

Otros errores ¢ imprecisiones (OT). Son errores que no entran en las categorfas anteriores y pueden darse
en cualquier fase. Hacer 86 + 222 ~ 100 + 222 = 2,22 =2,2. En la primera igualdad hay un error de
traduccidn, al cambiar los papeles de dividendo y divisor. En la segunda, un error or, al igualar un
numero con dos cifras decimales con el decimal periédico propuesto a continuacién. Otro ejemplo
de error ot es hacer 0,025 x 776 = 776, porque “0,025 no se puede sustituir por 1, pero multiplicar
por un nimero tan pequefio no puede variar mucho el resultado” (alumno 14), lo que parece una
generalizacién incorrecta de la propiedad de multiplicar por 1 ndmeros menores que 1, considerados
como “pequenos’.

En la tabla 3 vemos un resumen de los errores encontrados en este trabajo, clasificados por la fase
en la que se produce el error, el tipo de error, tipo de operacién y de ntimero. Para facilitar la lectura,
se han eliminado errores de categorias con uno o dos casos, y los errores en evaluacién y en la categoria
OT, que no estdn asociados a ningdn tipo de operacién o de niimero. Destacamos que 89 de los 130
errores (68,5%) se han producido con niimeros menores que 1 o menores que 0,1; 79 de los errores
(60,8%) se han dado en el ajuste de la coma decimal (categorias VP1 a VP8), y que el tipo VP8, es-
pecifico de la divisién B, que se produce al comenzar una divisién por “0,0” en vez de “0,”, ha sido el
error mds frecuente (21 errores, un 16,2% del total).

Tabla 3.
Errores en la estimacion segiin el tipo de operacion y tipo de niimero
Multiplicacion Divisién A Divisién B
Fase Errores | N | N, | NN/ N,|/ N | N|N | N | N |N | N | N | Toral
SU 5 1 2 1 1 1 11
Interpretacion “ > ! ! ! !
DI 2 2 1 1 10
TR 2 5 1 1 2 2 13
AL 1 1 1 3
HN 1 2 1 1 2
VP1 3 1 3 1 1 2 1 15
VP2 4 6
VP3 1 1 2
Ejecucion VP4 3 2 4 9
VPs 2 4 4 10
VP6 1 2 1 3 7
VP7 4 1 4 9
VP8 4 5 6 6 21
Total 4 5 |14 |21 6 8 |18 |12 7 |11 13 |11 130

CONCLUSIONES E IMPLICACIONES

De nuestro andlisis se puede concluir que las estimaciones planteadas no son especialmente dificiles
para los estudiantes de Magisterio, como atestigua el 45% de estimaciones aceptables dadas por los
participantes, cuando un 60,3% de ellos no ha recibido instruccién sobre estimacién. Sin embargo, s
que plantean dificultades los nimeros decimales (en especial los menores que 1), las divisiones de un
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numero por otro mayor, y el ajuste del valor posicional al operar con decimales. En particular, hemos
visto que 8 de las 17 categorias de error encontradas en este trabajo corresponden a errores en el ajuste
del valor posicional (muchos de ellos, al operar la coma decimal), algunos de los cuales habian sido ya
descritos en trabajos de cdlculo mental con decimales (Gémez, 19956), y otra categoria (los errores de
traduccién, TR) se debe a las dificultades de operar naturales con fracciones y a la de dividir un ndmero
por otro mayor.

Ha resultado importante la distincién entre las divisiones A y B. Las divisiones con el dividendo
menor que el divisor, ademds de ser significativamente mds dificiles, producen errores especificos al
estimar, como el de comenzar la estimacién con “0,0” en lugar de “0,” (error VP8). Estos resultados
son coherentes con los que hemos resenado en la introduccién, provenientes de la investigacién en
problemas de estructura multiplicativa (Castro y Castro, 1996; De Corte y Verschaffel, 1996). La
distincién, dentro de los decimales menores que 1, entre los mayores y menores de 0,1 ha producido
diferencias significativas.

En cuanto a las estrategias de estimacién, nuestros resultados muestran bastantes coincidencias
con los de Liu (2009), que, partiendo del modelo de Reys y otros (1982) y complementdndolo con
las estrategias especificas del trabajo de Levine (1982), elabora un nuevo sistema de tres estrategias: a)
estrategias basadas en la imitacién mental del algoritmo escrito, que coinciden con la estrategia de a/-
goritmo simplificado y la imitacion del algoritmo escrito; b) estrategias del tipo “redondear y multiplicar”,
semejantes a la estrategia de primeros digitos, y c) estrategias alternativas al cdlculo escrito, que implican
la propiedad distributiva o la factorizacién, que pueden relacionarse con nuestra estrategia de algoritmo
alternativo.

El dmbito de la estimacién se ha revelado como ideal para el estudio del error al permitir matices
muy ricos, que no se dan en otras 4reas de las matemadticas, como la distincidn teérica entre razonabi-
lidad, imprecisién, error y otros términos afines. Esta distincién tedrica ha tenido su correspondencia
en el modelo desarrollado para el andlisis de errores, al encontrar categorias de imprecisiones (1a), otras
de errores (como los de traduccién To y TD) y otras, como la operacién con datos diferentes de los
propuestos (D1), que no cabe considerarla como categoria de error.

Para el futuro, consideramos prioritarios los trabajos de desarrollo curricular que incorporen la
estimacién y el sentido numérico en la formacién de profesores, y en los distintos niveles educativos,
siguiendo la linea de las propuestas curriculares recientes (Mec, 2007; NGa Center & ccsso, 2010),
haciendo que el sentido numérico ocupe un papel central y favoreciendo que la estimacién extienda su
influencia, fuera del dmbito del cdlculo y la medida, para aparecer, como proceso matemdtico transver-
sal, en todas las dreas de las matemadticas.
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Computational estimation is a basic skill, useful in solving arithmetic problems. In this paper, we study the relative difficulty
of estimation tasks depending on the type of operation and number. After that, we analyze computational estimation stra-
tegies that student teachers use to estimate the results of multiplicative computations with decimal numbers and, finally, we
develop a model for the classification of errors in computational estimation.

We have used a mixed methodology, with two complementary parts: In the quantitative study, with a repeated measures
factorial design, we have constructed, administered and analyzed a computational estimation test. In the qualitative part of
the study, we have developed the analysis of strategies and errors through a semi-structured interview.

Participants in the study were 131 student teachers: 108 from La Salle, a private center in the Universidad Auténoma
de Madrid, and the remaining 23 were students of the Faculty of Education at the Universidad de Granada. Some of the
students (52) in the private center were instructed in computational estimation for a period of 10 hours.

A computational estimation test was administered to all the student teachers. Fifty five percent of the 3144 estimates were
classified as inaccurate (with an error greater than 30%). By contrast, 1414 responses (45%) have had an acceptable degree of
accuracy (error equal to or less than 30%). Through an analysis of variance, we have obtained that both operation type and
number type have had a significant effect on dependent variable. Tasks with decimals less than 0.1 are more difficult than
others; tasks with decimals less than 1, more difficult than those with natural or decimals greater than 1; and B divisions (with
dividend less than divisor) are more difficult than A divisions (with dividend larger than divisor).

In the analysis of computational estimation strategies, we have found four basic strategies: first digits, substitution, frac-
tions, and simplified algorithm. First digits strategy consists in the reduction of the estimation process to the use of number
facts, with the leading digits of each number, and determining the order of magnitude of the result. There is usually a re-
formulation process using an approximation skill, like rounding or truncation, but, in the case of division, the strategy is
sometimes performed without reformulation. The strategy of substitution occurs when replacing dividend and divisor by two
numbers with the relation of multiple and divisor. In fractions strategy, a decimal number is substituted by a fraction, which
affects the phase of calculation and the adjustment of the decimal point. Finally, the alternative algorithm strategy consists
in decomposing the dividend as a product of two factors, dividing approximately one factor by the divisor, and multiplying
the result by the other factor.

In the error analysis, we have detected errors in the phases of interpretation, execution, and evaluation. In the interpreta-
tion phase, we have found substitution errors (incorrect application of an approximation skill), inaccuracies in the approxima-
tion skill (an approximation skill, like rounding, applied correctly but with an error greater than 30%), estimates performed
with the data or the operation different from those proposed, and translation errors (substitutions of a/b + n or n + /6 by (a x n)
+ b, or changes in the role of dividend and divisor in a division. In the execution phase, we have found errors in the imitation
of the written algorithm, in retrieving number facts, in counting zeros and decimal places to determine the positional value, in the
omission of zeros in the adjustment of place value, in a non-placement of the decimal point, in the coordination of the approxima-
tion skill with the operation of the decimal point, in a non-appropriate recuperation of a multiplication or division by a power of ten,
in operating the decimal point in division as in multiplication, in determining the place value of the first digit of the quotient, or
the mistake of starting a division with “0.0” instead of “0.”. Finally, we have called “error of assessment” an explicit replacement
of a correct estimation process (which concludes with a reasonable estimation), with an incorrect estimation process that
includes an error (due to an incorrect assessment of the estimation process). In summary, 68.5% of the errors were detected
in operations with numbers less than 1 or less than 0.1, and 60.8% in the placement of the decimal point. The error (specific
of division B) to start a division with “0.0” instead of “0.” was the most common (16.2% of the errors).

We conclude that the greatest difficulty in computational estimation cannot be found in estimation processes, but in
handling decimal numbers (especially those less than 1), in divisions with a dividend less than divisor, and in the adjustment
of positional value. It has proved to be important the distinction between divisions A and B. The divisions of type B, as well as
being significantly more difficult, have produced specific computational errors.
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