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RESUMEN: Presentamos resultados de una investigacién en la que, entre otros objetivos, se pretendia
determinar cémo influfa la ensefianza de la resolucién algebraica de problemas en la hoja de célculo
en la competencia en el método cartesiano. La comparacién de los cuestionarios administrados antes
y después de la ensefianza puso de manifiesto un aumento del uso polisémico de la eguis cuando se
resolvia con ldpiz y papel, y una disminucién del uso del lenguaje del 4lgebra en los problemas de eda-
des. Mostramos que estos resultados pueden atribuirse a la aparicién de estrategias de resolucién en la
hoja de cdlculo en las que las situaciones descritas en el enunciado se modelizaban mediante relaciones
funcionales, en las que se evitaba operar con lo desconocido y en las que varias cantidades se agrupaban
bajo una misma denominacién.
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ABSTRACT: We present results of an investigation in which, among other objectives, we sought to
determine how the teaching of algebraic problem solving in a spreadsheet environment influenced the
competence in the Cartesian method. The comparison of the tests administered before and after the
instruction showed an increase in the polysemy of the x when problems were solved with paper and
pencil and a decrease in the use of the language of algebra in age problems. We show that these results
may be attributed to the emergence of solving strategies in the spreadsheet environment in which the
described situations in the statement were modelled by functional relations. In such cases, the opera-
tion with the unknown was avoided and several quantities were grouped under a single name.
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INTRODUCCION Y OBJETIVOS

Plantear un método algebraico de resolucién de problemas en la hoja de cdlculo se apoya en que nu-
merosos estudios han puesto de manifiesto que el empleo de este entorno informdtico puede tener
un papel destacado en los primeros momentos de la ensenanza del dlgebra (Dettori, Garuti y Lemut,
2001; Tabach y Friedlander, 2004; Tabach, Hershkowitz y Arcavi, 2008; Wilson, Ainley y Bills, 2005).

Dentro del campo de la resolucién algebraica de problemas verbales, los resultados del Spreadsheer
Algebra Project (Rojano y Sutherland, 1991, 1993; Sutherland y Rojano, 1993) mostraron que la hoja
de célculo ayudaba a los alumnos a explorar, expresar y formalizar sus ideas informales cuando resolvian
problemas. En concreto, al comparar las actuaciones de estudiantes antes y después del uso de la hoja
de célculo, se observé una evolucidn de sus estrategias espontdneas de resolucion hacia un método mds
general y algebraico en el que se iba de lo desconocido hacia lo conocido (Rojano y Sutherland, 1993).

De igual manera, Friedlander (1996, 1999) sefialé que la resolucién de problemas con la hoja de
célculo favorecia que los estudiantes buscaran esquemas, construyeran expresiones algebraicas, gene-
ralizaran y justificaran conjeturas, ya que las caracteristicas del entorno «permiten un movimiento
libre de vaivén entre el mundo de los niimeros y el del dlgebra; (y) presentan un medio en el cual el
uso del dlgebra es una necesidad natural, mds que un requisito arbitrario» (Friedlander, 1996: 71). Sin
embargo, también indicé la presencia de posibles obstdculos: «Asi, la generacién de datos numéricos
en gran cantidad puede provocar un exceso de confianza en la ‘razonabilidad’ de la salida y disminuir
la necesidad de una comprensién en profundidad del problema en cuestién» (Friedlander, 1999: 344).

Por otro lado, también ha sido estudiado el hecho de que el lenguaje de la hoja de célculo y el del
dlgebra, siendo semejantes, presentan diferencias que van mds alld de la forma. Por ejemplo, Dettori,
Garuti y Lemut (2001) y Yerushalmy y Chazan (2002) mantienen que los signos usados en la cons-
truccién de férmulas en la hoja de cdlculo representan celdas (lugares) y, por tanto, en principio no
se puede afirmar que representen ni incégnitas ni variables. Ahora bien, Wilson, Ainley y Bills (2005)
sostienen que, aunque inicialmente no sean ni lo uno ni lo otro, el uso que se hace de ellos permitiria
introducir el concepto de variable razonando sobre acciones, como la copia y pegado por arrastre que
es posible realizar sobre las férmulas de la hoja de cdlculo. Sin embargo, la interpretacién de estas
acciones también puede resultar un asunto complejo para los estudiantes, pues no siempre es posible
establecer una correspondencia con los procedimientos equivalentes que hay que realizar en ldpiz y
papel. Asi, por ejemplo, Tabach y Friedlander (2004) sefalan que la accidn de arrastre sobre férmulas
recursivas en el entorno de la hoja de cédlculo dota a estas de un potencial que no tiene equivalente
cuando se trabaja en ldpiz y papel.

En este articulo, presentamos parte de los resultados de una investigacién que tenia el objetivo de
estudiar qué sucede cuando se ensefa a resolver problemas aritmético-algebraicos de enunciado verbal
en el entorno de la hoja de cdlculo, usando un modelo de ensefanza que pretende que los alumnos
acaben siendo competentes en la resolucién algebraica de problemas mediante el método cartesiano
(Filloy, Puig y Rojano, 2008). En concreto, el objetivo del articulo es identificar las causas de las ac-
tuaciones contrarias a la competencia en el método cartesiano que se observan tras la ensefianza. Con
este fin, presentamos casos de actuaciones generalizadas cuando se resuelve en la hoja de cdlculo que se
apartan del método propuesto en la ensefianza. En estas estrategias, las situaciones descritas o inferidas
a partir del enunciado se modelizan mediante relaciones funcionales en las que se evita operar con lo
desconocido y en las que varias cantidades se agrupan bajo una misma denominacién. Por dltimo,
justificamos que estas estrategias pueden ser la causa de efectos contrarios a los pretendidos por la en-
sefanza cuando los estudiantes vuelven a resolver problemas con ldpiz y papel como: (1) un aumento
de la polisemia de la equis, y (2) una disminucién del uso del lenguaje del dlgebra en los problemas de
edades que se refleja en un incremento de la resolucién mediante ensayo y error.
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EL MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

Modelos teéricos locales

En el diseno del marco teérico y metodolégico, desempefia un papel central la idea de que lo que se
elabora para organizar la investigacién es un modelo tedrico local (Filloy, 1990; Filloy, Rojano y Puig,
2008; Kieran y Filloy, 1989). El cardcter local proviene del hecho de que el modelo se elabora para dar
cuenta de fenémenos que se producen en los procesos de ensenanza y aprendizaje de algin contenido
matemdtico concreto a algunos alumnos concretos, y el modelo pretende ser adecuado a los fenémenos
observados en esa situacién concreta. El cardcter de modelo proviene, entre otros, del hecho de que no
se pretende que las cosas sean como las caracteriza el modelo, sino solo que, si las cosas fueran como las
caracteriza el modelo, los fenémenos serian los que se observan. Por lo tanto, el modelo tiene un cardcter
descriptivo, explicativo y predictivo; pero no excluye que los fenémenos observados puedan ser descri-
tos, explicados y predichos de forma diferente, es decir, mediante un modelo diferente (Puig, 2008).

Los procesos de ensenanza y aprendizaje pueden ser interpretados como situaciones de comunica-
cién y produccién de sentido (Filloy, Rojano y Puig, 2008). Este punto de vista semidtico y el hecho
de que en una situacién de ensefianza y aprendizaje de las Matemdticas estdn presentes el profesor (el
sistema escolar), los alumnos (el aula) y las Matemadticas conduce a considerar cuatro componentes de
los modelos tedricos locales: un componente de competencia, un componente de actuacién o de los
procesos cognitivos, un componente de ensefianza y un componente de comunicacién.

En el apartado siguiente, se describen parte de los componentes del modelo teérico local construi-
do para organizar la investigacién. Por cuestiones de espacio y claridad, en la exposicién solo se presen-
tan los elementos necesarios para poder analizar e interpretar las observaciones experimentales. Como
consecuencia, omitimos completamente el desarrollo del componente de comunicacién.

El modelo tedrico local de la investigacién

El método cartesiano como modelo de competencia

La competencia en la resolucién algebraica de problemas verbales aritmético-algebraicos depende bdsi-
camente de tres componentes: la competencia en el lenguaje natural en el que estd escrito el enunciado;
la competencia en el lenguaje del dlgebra en el que se representard la ecuacién y la competencia en
el proceso de conversién del texto expresado en lenguaje natural a lenguaje algebraico (Filloy, Puig y
Rojano, 2008). De forma global, podemos describir las exigencias anteriores mediante lo que se hace
al emplear el método cartesiano (MC). El MC es la manera en la que habitualmente se introduce la
resolucién algebraica de problemas en los textos de dlgebra. Presentamos el MC desglosado en una
secuencia ordenada de pasos:

1. Una lectura analitica del enunciado del problema que lo reduce a una lista de cantidades y de
relaciones entre cantidades.

2. Eleccién de una cantidad que se va a representar con una letra (o de unas cuantas cantidades que
se van a representar con letras distintas).

3. Representacién de otras cantidades mediante expresiones algebraicas que describen la relacién
(aritmética) que esas cantidades tienen con otras que ya han sido previamente representadas por
una letra o una expresién algebraica.

4. Establecimiento de una ecuacién (o tantas como letras distintas se haya decidido introducir
en el segundo paso) igualando dos expresiones, de las que se han escrito en el tercer paso, que
representen la misma cantidad.
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5. Transformacién de la ecuacién en una forma candnica.
6. Aplicacién de la férmula o algoritmo de solucién a la ecuacién en forma canénica.
7. Interpretacién del resultado de la ecuacién en términos del problema.

(Filloy, Puig y Rojano, 2008: 330)

La lectura analitica, que se especifica en el primer paso, supone convertir el texto del enunciado del
problema en otro texto en lenguaje natural en el que se incluyen tinicamente cantidades y relaciones
entre cantidades. En este proceso, se produce una secuencia de textos que supone la exploracién del
contexto que se describe en busca de cantidades o relaciones no presentes en el enunciado, asi como la
eliminacién de elementos superfluos.

Los pasos segundo, tercero y cuarto traducen el texto obtenido tras la lectura analitica a otro texto
en el lenguaje del dlgebra. Estos tres pasos exigen competencia en las reglas de generacién de expresio-
nes bien formadas en el lenguaje del dlgebra, el mantenimiento de la semdntica del texto al que hemos
convertido el problema tras la lectura analitica y la expresién de una misma cantidad (o tantas como
letras se empleen) de dos maneras diferentes que da sentido a la construccién de la ecuacién, y consti-
tuye el significado algebraico del signo igual en una ecuacién (Filloy, Puig y Rojano, 2008).

Los pasos quinto y sexto requieren competencia en la transformaciéon de un texto expresado en un
sistema de signos algebraico en otro texto en el mismo sistema de signos con la intencién de reducir
la ecuacién (o sistemas de ecuaciones) a una forma candnica que nos permitird calcular el valor de la
cantidad a la que se asoci6 una letra (y a partir del valor de esta letra, el resto de cantidades a las que
se asocié una expresion algebraica).

El dltimo paso supone la incorporacién de los valores obtenidos a la situacién propuesta en el
enunciado, y de la que habfamos partido, para determinar la adecuacién del resultado, lo que exige
competencia en el conocimiento del contenido del problema.

El componente de actuacion y la polisemia de la equis

Desde el punto de vista del componente de actuacion, Filloy, Rojano y Puig (2008) describieron ca-
sos en los que los estudiantes asignaban significados derivados de diferentes campos semdnticos del
lenguaje algebraico a una misma letra, que aparecia en una sola frase algebraica y llamaron a este fené-
meno polisemia de la equis. En concreto, encontraron que algunos estudiantes de niveles iniciales en
cursos de Algebra a los que se les presentaba la ecuacién x + x/4 = 6 + x/4 tendian a decir que la primera
letra x era igual a 6 y que las otras equis podian adoptar cualquier valor, siempre que fuera el mismo.
Con lo que la primera equis estaria tomando su significado del campo semdntico en el que las letras
son incdgnitas que representan, por tanto, cantidades determinadas pero desconocidas; mientras que
las otras equis tomarian su significado del campo semdntico de las identidades algebraicas en las que las
letras representan nimeros generalizados, no incégnitas, y por lo tanto pueden tener cualquier valor.

Esta polisemia de la equis podemos considerarla ligada a dificultades al abordar los pasos quinto y
sexto del MC, pero también podemos encontrar polisemia de la equis en los pasos segundo y tercero,
cuando se traduce el enunciado de un problema al lenguaje del dlgebra (por ejemplo, usar la letra equis
para referirse a la edad actual y futura de una persona). En la resolucion algebraica de un problema, la
ecuacidn es el resultado de un proceso de traduccion en el que la letra estd en el lugar de un ndmero
determinado (por la ecuacién), pero desconocido (para el resolutor). El cardcter de determinado es
pues una propiedad matemdtica, pero el cardcter de desconocido es una propiedad del conocimiento
del resolutor. Por tanto, el resolutor puede no atribuir a la eguis el significado de determinada, que es
una propiedad ligada a la ecuacién y no al conocimiento (Puig, 2012), lo cual puede acabar desembo-
cando en un uso polisémico.
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Desde el punto de vista de la resolucién algebraica, un uso polisémico de una letra supone emplear-
la para designar a mds de una cantidad, y el significado que se le asocia es el de incégnita, lo que no
es correcto. Ahora bien, en los problemas en los que se describen dos o mds estados del mundo (por
ejemplo, el estado actual y futuro en un problema de edades), poner la atencién sobre el proceso que
los une implicarfa poder describir mediante funciones todos los estados intermedios usando cantidades
desconocidas no determinadas. En este caso, las letras que las representarian se usarfan como variables,
es decir, como cantidades que varfan unas en funcién de otras. Por tanto, lo que en el campo semdn-
tico de las funciones serfa correcto (asignar una letra a la variable edad), en el campo semdntico de las
ecuaciones seria incorrecto (asignar una misma letra a las cantidades determinadas distintas de «edad
actual» y «edad futura»).

El componente de ensenanza del modelo

Para ensefiar a resolver problemas de manera algebraica, hemos disenado una secuencia de ensenanza
en la que se usa la hoja de cdlculo. La intencién no era que se acabara resolviendo problemas con la
hoja de célculo, sino que lo que se hizo en la hoja de cdlculo tenia voluntad de ser abandonado. Esto
es posible hacerlo porque hay elementos comunes entre el MC y una manera de resolver los problemas
en la hoja de cdlculo que vamos a describir a continuacién, y que estd elaborada para que se parezca
lo mds posible a los pasos del MC. A esa manera de resolver los problemas la vamos a llamar mézodo
de resolucion algebraico en la hoja de cdlculo (MHC). El método lo vamos a describir dividiéndolo en
pasos ideales para poder compararlo con el MC. Estos pasos ideales no pretendemos que reflejen el
comportamiento real, sino un inventario de aquello que de una manera u otra harfa un resolutor ideal.
El usuario real, cuando ponga en prictica el método, abreviard pasos y cambiard su orden. Exponemos
la divisién en pasos ideales y, a continuacién, lo compararemos con el MC:

1. Una lectura analitica del enunciado del problema que lo reduce a una lista de cantidades y de
relaciones entre cantidades.

2. La asignacién de una celda a una o varias cantidades desconocidas y la eleccién de una tnica
cantidad desconocida representada en una celda de la que dependerdn directa o indirectamente
el resto de cantidades desconocidas representadas. A esta cantidad la llamaremos cantidad de
referencia 'y a la celda que ocupa, celda de referencia.

3. La asignacién a todas las cantidades desconocidas (exceptuando la cantidad de referencia) de
una férmula mediante la que se expresa una relacién con otras cantidades.

4. El establecimiento de una ecuacidn, lo que se hace igualando dos expresiones que representan
la misma cantidad.

5. La variacién del valor de la cantidad de referencia hasta conseguir que se verifique la igualdad.

6. La interpretacién del valor que verifica la igualdad en términos del problema.

En el primer paso del MHC, se especifica exactamente lo mismo que en el primer paso del MC.
Esto no significa que los andlisis del enunciado que realizamos en ambos métodos sean equivalentes,
pues cada uno prevé el uso de distintos sistemas matemdticos de signos con sus virtudes y limitaciones.
Sin embargo, si coinciden en aspectos como considerar de la misma manera cantidades conocidas y
desconocidas.

Los pasos segundo, tercero y cuarto son similares a los respectivos pasos del MC, ya que bédsicamen-
te se reemplazan las referencias al lenguaje del dlgebra que se hacen en el MC por el uso del lenguaje de
la hoja de célculo. Asi, en estos pasos se traduce el texto obtenido tras la lectura analitica en otro texto
en el sistema de signos de la hoja de célculo, lo que exige competencia en: las reglas de generacién de
expresiones bien formadas en el lenguaje de la hoja de cdlculo, la adecuacién de los significados del
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texto al que hemos reducido el problema tras la lectura analitica y la construccién de una ecuacién.
Sin embargo, en el MHC se introduce la limitacién del uso de una tnica celda de referencia que se
traslada al paso cuarto en la construccién de una tnica ecuacién. Esta restriccién es consecuencia de
la imposibilidad de realizar transformaciones algebraicas en el entorno de la hoja de cdlculo, lo que
impide realizar el equivalente al paso 5 del MCy, en consecuencia, obliga a que la materializacién de la
lectura en la hoja de célculo se disponga de una manera canénica. En esta disposicién canénica, todas
las expresiones (férmulas) representadas deben tener como argumento (directo o indirecto) la celda de
referencia.

En consecuencia, el uso del MHC supone algo mds que un tanteo sistemdtico. Podemos decir que
el tanteo sistemdtico consiste en emplear el MC, pero sustituyendo el lenguaje algebraico por el aritmé-
tico, lo que supondria modificar el segundo paso del MC por la exigencia de asignar un valor numérico
provisional a una cantidad desconocida. También seria posible seguir el MC hasta el paso cuarto usan-
do el lenguaje del dlgebra e iniciar un procedimiento de tanteo sistemdtico para encontrar la solucién
de la ecuacién planteada. Al primer método lo llamaremos tanteo sistemdtico sobre las cantidades y al
segundo, tanteo sistemdtico sobre la ecuacion. De lo que acabamos de exponer en este apartado, se con-
cluye que el MHC seria equiparable a un tanteo sistemdtico sobre la ecuacién sustituyendo el lenguaje
del dlgebra por el de la hoja de célculo, y apoyando la busqueda de la solucién de la ecuacién en las
posibilidades de la hoja de cdlculo para generar gran cantidad de datos numéricos.

DESCRIPCION DE LA EXPERIMENTACION

Poblacién y esquema de la experimentacién

La poblacién de nuestro estudio experimental estaba formada por un grupo natural de 24 estudiantes
(11 hombres y 13 mujeres) de segundo curso de educacién secundaria obligatoria. Los estudiantes
tenian una edad de entre 13 y 14 afios. La eleccién de los individuos y el momento de observacién
respondieron a que los estudiantes acababan de ser instruidos en la resolucién algebraica de problemas
verbales aritmético-algebraicos, pero atin encontraban dificultades en el uso del MC. Era, por tanto,
un momento en el que ain podiamos observar un aumento en la competencia en el MC, pero en el
que también podian surgir actuaciones que supusieran un regreso al uso de formas de resolver mds
préximas al dominio de la aritmética.

Todas las sesiones de la secuencia de ensefianza se desarrollaron en el aula de Informdtica del
centro, coincidiendo con el horario habitual de la asignatura de Matemdticas y tuvieron una dura-
cién de 50 minutos. En primer lugar, se administré un cuestionario (cuestionario Pre) formado por
ocho problemas que podemos llamar algebraicos: tres problemas de la familia edades, uno de dbaco,
dos de compra-venta y dos de reparto. Los ocho problemas elegidos son problemas cuya solucién o
cuya lectura analitica mds natural o mds habitual es algebraica, lo que no quita que puedan tener una
solucién aritmética (Puig y Cerddn, 1990) o una lectura analitica aritmética (Filloy, Puig y Rojano,
2008). Estos problemas y el resto de los que se emplearon en la investigacién eran problemas verbales
escolares extraidos de libros de texto o procedentes de informes de investigacién que avalaban su uso
en este nivel educativo.

A continuacidn, los estudiantes se agruparon por parejas y se inici6 la ensefianza de los rudimentos
de la hoja de cdlculo en la que se ofrecieron técnicas bdsicas como la construccién de férmulas o la
generacién de secuencias numéricas por copia y pegado por arrastre. Esta primera fase de ensefanza se
desarrollé a lo largo de siete sesiones.

La ensehanza de la resolucidn algebraica de problemas en la hoja de célculo se desarrollé en seis
sesiones inmediatamente después de la fase de ensenanza de rudimentos. En las dos primeras, se in-
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trodujo el MHC mediante la resolucién guiada de tres problemas; en las cuatro sesiones restantes,
los estudiantes resolvieron una coleccién de diez problemas verbales tipicamente algebraicos (en total
cuatro de compra-venta, cuatro de edades, tres de dbaco y dos de reparto). Durante esta fase, estu-
vieron presentes la profesora de Matematicas del grupo y el investigador. La participacién de ambos
durante las dos primeras sesiones consistié en vigilar la correcta resolucién de los problemas. Para ello
se intervino, cuando fue necesario, aclarando las dudas y corrigiendo errores. No se permiti6 pasar a la
coleccién de problemas sin haber terminado las actividades iniciales. Durante la resolucién de la colec-
cién de problemas, los profesores tinicamente intervinieron a peticion de los estudiantes y las ayudas
se ofrecieron de manera progresiva (sugerencia, pista y ayuda significativa).

La estructuracién de la secuencia de ensenanza a partir del MHC supuso tomar decisiones sobre
procesos que podian llevarse a cabo de distintas maneras. Asi, a la hora de concretar el paso 4 del
MHC, se opté por asignar dos celdas a una misma cantidad y comparar sus valores en lugar de cons-
truir la ecuacién mediante una fé6rmula del tipo =B1=B2; la cual proporcionaria como resultado VER-
DADERO, si los valores presentes en B1 y B2 coincidieran, o FALSO en caso contrario. Respecto al
paso 5 del MHC, elegimos generar una secuencia de valores en la fila en la que se encontraba la celda
de referencia, y copiar el contenido del resto de celdas mediante copia y pegado por arrastre, frente
a la técnica de hacer variar el valor presente en la celda de referencia. Se eligié esta manera porque la
generacion de tablas numéricas proporciona un referente numérico que permite valorar la resolucién
en su conjunto.

Al terminar la secuencia de ensefianza, se realizé un estudio de casos en el que se grabé a las parejas
en video mientras resolvian con la hoja de cdlculo una coleccién de seis problemas tipicamente alge-
braicos (tres de reparto, uno de compra-venta y dos de edades). Estas grabaciones se hicieron en dos
dias fuera del horario habitual de la asignatura.

Por dltimo, se administré un cuestionario (cuestionario Post) formado por ocho problemas cuya
estructura de relaciones entre cantidades era isomorfa a los del cuestionario Pre. Para que el contexto
y el lenguaje empleado no aumentara o disminuyera la complejidad de los problemas del cuestionario
Post, nos limitamos a sustituir situaciones, nombres y valores numéricos manteniendo en este tltimo
caso el orden de magnitud.

Las técnicas de obtencién de los protocolos audiovisuales y escritos

Al observar a los estudiantes mientras resolvian problemas en la hoja de cdlculo, tenfamos el propésito
de describir las tendencias cognitivas de los estudiantes, materializadas en las estrategias empleadas,
cuando resolvian problemas verbales aritmético-algebraicos en este entorno. Decidimos que la reso-
lucién de los problemas se iba a organizar por parejas porque, como senala Puig (1996) partiendo de
Schoenfeld (1985), los protocolos verbales obtenidos de la resolucién de un problema por parte de dos
personas muestran mds ficilmente aspectos como la toma de decisiones, que aquellos que se obtienen
de la actuacién de una persona. Por otro lado, al inicio de la ensefanza se habia permitido que los
estudiantes eligieran a sus compaferos, para primar el confort, la espontaneidad y los intercambios de
informacidn.

Para poder analizar las actuaciones de los estudiantes, convertimos el protocolo audiovisual en un
protocolo escrito. Con este fin, segmentamos el continuo que se observa en el protocolo audiovisual
en {tems que contienen cualquier fragmento del discurso de un individuo que se producia sin inte-
rrupcién. Para un correcta interpretacion de los didlogos que ofrecemos, nos limitaremos a indicar
que, en la transcripcién de la introduccién de férmulas, escribimos en primer lugar la celda en la que
se introduce la férmula; a continuacidn, y separada por un espacio en blanco, la férmula; por tltimo,
y separado por un punto y coma, el valor que se muestra en la celda o el mensaje de error producido.
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Caracteristicas de los problemas del estudio de casos

En este articulo, analizamos casos obtenidos de las grabaciones en video en los que se resolvian tres de
los seis problemas utilizados: Paz, Petra y su madre; Lana y algodén; y Las ovejas. A continuacién, ofre-
cemos los enunciados y una breve descripcion de las caracteristicas que nos llevaron a seleccionarlos
inicialmente. Dentro de este articulo, la seleccién de estos problemas dnicamente responde a que nos
permiten mostrar ejemplos de las estrategias de resolucién espontdneas que utilizaban los estudiantes
después de haber sido instruidos en el uso del MHC y que se apartaban de la ensefianza.

Paz, Petra y su madre
Paz y Petra tienen 6 y 9 afios respectivamente. Su madre, Ana, tiene 35 afos. ;Cudntos anos deben
pasar para que, entre las dos nifas, igualen la edad de la madre?

Lana y algodén

Se dispone de tela de lana y de tela de algodén. En total 12 metros. El precio del metro de lana es de
2 euros y el de algodén, de 4 euros. El valor total de la tela que se dispone es de 32 euros. ;De cudntos
metros de tela de lana y de cudntos metros de tela de algodén se dispone?

Las ovejas
En una granja hay 180 ovejas en dos corrales. Si sabemos que en uno de ellos hay 30 ovejas mds que
en el otro, jcudntas ovejas hay en cada corral?

El problema Paz, Petra y su madre es un problema de la familia de edades. Esta familia de problemas
se caracteriza por exigir para su resolucién del uso de la estructura conceptual edad futura = edad actual
+ tiempo transcurrido, y no solo por el hecho de que en el enunciado del problema se haga referencia a
las edades de las personas. En el problema Paz, Petra y su madre, se conocen las edades actuales de las
protagonistas; pero se desconocen las edades futuras y el tiempo transcurrido y esto podria posibilitar
el desarrollo de estrategias de resolucién en las que se generen tablas de valores con las posibles edades
de los protagonistas a medida que transcurre el tiempo desde la situacién inicial.

Para resolver el problema Lana y algodén de manera algebraica en la hoja de cdlculo (o si se pretende
resolver mediante el MC usando solo una letra), debe modificarse necesariamente una de las dos rela-
ciones ligadas mediante la estructura conceptual total: el total de metros de tela (conocida) es la suma
de los metros de cada tipo de tela (desconocidas), o el valor total de la tela (conocida) es la suma del
valor total de cada tipo de tela (desconocidas). Por lo tanto, era un problema que nos podia mostrar
las dificultades que encuentran algunos estudiantes al usar el MHC en situaciones en las que el uso del
MC les permitiria soslayarlas recurriendo al planteamiento de un sistema de ecuaciones.

La seleccién del problema Las ovejas respondi6 a que permite realizar multiples lecturas analiticas
tanto aritméticas como algebraicas. Por lo tanto, era un problema que nos podia mostrar la tendencia
de algunos estudiantes a evitar el uso del MHC recurriendo a resoluciones aritméticas.

ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Como se indica en Puig (2008), en el marco metodoldgico que se articula sobre la idea de los modelos
tedricos locales, las actuaciones de los estudiantes se analizan con respecto a la conducta competente
y se describen mediante las categorias que proporcionan los elementos del modelo de competencia.
Ahora bien, el modelo de ensefanza que se pone en juego en nuestra investigacién conlleva la compe-
tencia en el MHC, el cual se plantea como intermediario en el aprendizaje del MC. En consecuencia,
el MHC define un sujeto competente propio del modelo de ensefianza, cuyas competencias tienen
el cardcter de provisionalidad que les confiere el hecho de que habrdn de abandonarse en favor de las
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competencias propiamente algebraicas, pero que localmente funciona como sujeto ideal. Como con-
secuencia, el andlisis de las producciones de los estudiantes cuando resuelven en la hoja de célculo, se
realiza con respecto a la conducta competente descrita en el MHC; mientras que las resoluciones de
los cuestionarios Pre y Post se analizan tomando como referente el MC.

La modelizacién del proceso que une dos situaciones descritas en el enunciado

La pareja Macarena-Ester resolvié el problema Paz, Petra y su madre de manera incorrecta, ya que in-
terpretaron que la suma de las edades futuras de las hijas debia ser igual a la edad actual de la madre.
Para ello, generaron secuencias numéricas con las posibles edades de las protagonistas, a las que hemos
llamado lineas de vida, que les permitieron modelizar el proceso del paso del tiempo (ver figura 1, en
la que se muestran los valores y figura 2, en la que se muestran las férmulas que habian generado).
Observamos que, aunque se ha representado la cantidad desconocida tiempo transcurrido (ver celda
A4 en las figuras 1y 2), se ha evitado operar con ella (obsérvese que en la figura 2 no se hace referencia
a las celdas de la fila 4) de manera simbdlica, sustituyendo la relacién entre las edades actual y futura
y el tiempo transcurrido, por el cdlculo de la edad el afo siguiente de manera recursiva. Para ello, en
la celda C1 introdujeron la férmula =B1+1 que les permitia calcular la edad de Paz el afio que viene
(en B1 se halla el valor de la edad actual de Paz) y copiaron y pegaron mediante arrastre esta férmula
alo largo de la fila 1 para generar las edades que irfa teniendo Paz desde el momento actual (en la fila
2 hicieron lo mismo para Petra). De esta forma, utilizaron la fila 1 para representar tanto la cantidad
conocida «edad actual de Paz», como la cantidad desconocida «edad futura de Paz», lo que podria
interpretarse como que en esta fila se representd la variable «edad de Paz». A diferencia de lo que exige
el MHC, el recurso a las lineas de vida supone iniciar la variacién que establece el paso 5 sin atender
previamente de forma completa a los pasos 2, 3 y 4 y, en consecuencia, la resolucién mediante lineas
de vida estaria mds préxima al empleo de un tanteo sistemdtico sobre las cantidades.

< A B C D
1 Paz 6 7 8
2 Petra 9 10 11
3 Madre 35 35 35
4 Afos que tienen que pasar
Fig. 1
< A B C D
1 Paz 6 =Bl1+1 =C1l+1
2 Petra 9 =B2+1 =C2+1
3 Madre 35 35 35
4 |Afios que tienen que pasar

Fig. 2

La pareja Paco-Lorenzo fue la Gnica que resolvié este problema mediante el MHC; aunque durante
el proceso se observaron intentos por parte de Paco de usar lineas de vida cuando surgian dificultades.
Asi, Lorenzo, siguiendo el MHC, construyd la ecuacién incorrecta =B1+B2+B4=B3+B4 (que traduci-
da al lenguaje del dlgebra seria 6 + 9 + x = 35 + x, siendo x el tiempo transcurrido), en la que se operaba
con la cantidad desconocida «tiempo transcurrido» representada en la celda B4 (ver figura 3). Cuando
iniciaron el paso 5 del MHC, el error en la construccion de la ecuacién condujo a que no se verificara
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la igualdad, lo que dio lugar al siguiente didlogo en el que se observan los esfuerzos de Paco por em-
plear las lineas de vida (al decir: «;No es todo mds uno...?» parece proponer el cdlculo de la edad el ano
siguiente mediante férmulas recursivas), y la perseverancia de Lorenzo en mantenerse fiel al MHC que
le llevé incluso a considerar que, antes que un error en el planteamiento, podian encontrarse ante un
problema mal formado.

[Véase figura 3]

Paco: —;No es todo mds uno...? Si.

Lorenzo: —;Mds uno? No, mds esto (sitta el cursor sobre C4).
Paco: —La edad de todas, mds uno. Asf hasta que ... Si, ahora verds.
Lorenzo: —A lo mejor serd que nunca igualardn.

Paco: —;Si hombre...!

Lorenzo: —Pues un problema trampa.

< A B

1 |Edad Paz 6

2 |Edad Petra 9

3 |Edad madre 35

4 |Afos que deben pasar

5 '=B1+B2+B4=B3+B4

El recurso a las lineas de vida en los problemas de edades se observé durante la secuencia de en-
sefianza, y su uso fue generalizado en el estudio de los casos en los que 11 parejas de un total de 12
resolvieron el problema Paz, Petra y su madre mediante este procedimiento. También utilizaron esta
estrategia 9 de las 12 parejas en el otro problema de edades utilizado que decia: «Adridn tiene 15 afnos.
Tania tiene 40 afios. ;Cudnto tiempo debe transcurrir para que la edad de Tania sea igual al doble de

la edad de Adridn?».

La modelizacién de un posible proceso que une la situacién descrita en el enunciado con
otra hipotética

De lo descrito en el apartado anterior, podemos concluir que la fusién de cantidades determinadas
(edad actual y edad futura) en cantidades no determinadas (edad) y la posterior generaciéon de las
tablas de valores que dan cuenta de un proceso real es un recurso que emplean los resolutores cuando
en el enunciado del problema aparecen referencias a una misma magnitud (edad) de un mismo objeto
(persona) en momentos distintos (actual y futuro), y estas estdn relacionadas mediante un proceso
conocido (por ejemplo, el transcurso del tiempo). Sin embargo, como veremos en los dos ejemplos
siguientes, también hemos encontrado casos en los que se recurre a la modelizacién de un posible pro-
ceso en problemas en cuyo enunciado solo hay referencia a un estado.

El caso de la pareja Marcos-Jorge en el problema Lana y algodin

En el enunciado del problema Lana y algodén, se explica que un personaje dispone de unos metros de
tela y se indica su precio; pero en ningtin momento se hace referencia explicita a que la haya comprado
o pretenda venderla. Sin embargo, se observaron casos en los que los estudiantes intentaron resolver
el problema suponiendo una situacién de compra-venta e imaginando la existencia de un vendedor
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y de un proceso que diera cuenta de cémo este convierte la tela que inicialmente tenia en dinero. En
concreto, el 50% de las parejas emplearon esta estrategia para resolver el problema, aunque solo una
pareja lo hizo de manera correcta. El resto de parejas realizaron resoluciones aritméticas incorrectas o
dejaron el problema en blanco, pero en ningtin caso se usé el MHC.

Asi por ejemplo, la pareja Marcos-Jorge construyé (ver figura 4) nombres poco precisos, como
«Lana» y «Algodén» en las celdas, Al y A2, respectivamente, que, por los valores que introdujeron en
las celdas B1 y B2, podrian hacernos pensar que hacian referencia al precio de un metro de la tela de
lana y de algoddn, respectivamente. Sin embargo, cuando los estudiantes avanzaron en la resolucidn,
utilizaron las filas 1 y 2 para generar secuencias de valores mediante férmulas de recurrencia. En con-
creto (ver figura 5), generaron una progresién aritmética de diferencia dos (el precio de un metro de
tela de lana) en la fila 1, y una progresién aritmética de diferencia cuatro (el precio de un metro de
tela de algodén) en la fila 2. De esta forma, utilizaron las filas 1 y 2 en las que parecian haber repre-
sentado las cantidades conocidas «precio de un metro de tela de lana» y «precio de un metro de tela
de algodén», para representar los distintos valores que puede tomar el precio de la tela en funcién de
los metros comprados. Asi, se evitd utilizar la representacién simbélica de las cantidades desconocidas
«metros de tela de lana» y «metros de tela de algodén», aunque se tuvieran en cuenta implicitamente.

Es decir, de forma similar a lo que ocurria en las lineas de vida, los estudiantes se refieren con el
nombre Lana (y de igual manera con Algodén) a una cantidad indeterminada («precio de la tela de
lana») que varia en funcién de otra cantidad también indeterminada («metros de tela de lana»). Desde
este punto de vista y por el uso que se hace en la hoja de cdlculo, no hay polisemia en el uso de Lana.
Ahora bien, desde el punto de vista de lo que marca el método cartesiano, el nombre Lana derivaria
hacia un uso polisémico si con €l los estudiantes hicieran referencia a las cantidades «precio de un
metro de tela de lana» y «precio de la tela de lanay, las cuales son cantidades determinadas y distintas
en la resolucién algebraica.

< A B

1 |Lana 2

2 Algoddn 4

3 m/lana

4 'm/algodon

5 |Total/metros 12

6 Valor total 32

Fig. 4
< A B C D
1 Lana 2 =B1+2 =C1l+2
2 Algodén 4 =B2+4 =C2+4
3 'm/lana
4 m/algodoén
5 |Total/metros 12
6 |Valor total 32 32 32
Fig. 5

En definitiva, plantearon la modelizacién del proceso que unia la situacion real descrita en el enun-
ciado, en el que se dispone de toda la tela, con otra en la que se habia vendido toda la tela y inicamente
se disponia de dinero. Inicialmente, explicaron las secuencias generadas en las filas 1 y 2 como que cada
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vez que se vendia un metro de tela lana también se vendia un metro de tela de algodén. Sin embargo,
como se muestra en el didlogo siguiente que se produjo ante la situacién descrita en la figura 6, para
comprobar que habfan dado con la solucién se limitaron a comprobar que la suma del precio de la tela
de lana y algoddn (la suma de los valores presentes en las celdas de una misma columna de las filas 1 y
2) diera 32, ignorando el hecho de que los metros totales de tela debieran ser 12.

Jorge: —Pues ... A ver, se han gastado 32 euros ..

. Pues 18 (en la pantalla se muestra [D1; 6] y

[D2; 12]) ... Aqui ... aqui hay 32 ya (mueve el cursor sobre [E1; 8] y [E2; 16]), ;no? No,
aqui hay 22. Aqui, 30 (mueve la ventana hasta que se inicia en la columna F en la que se
muestra [F1; 10] y [F2; 20]) ... Si. Aqui, 30 (mueve el cursor sobre [F1; 10] y [F2; 20]) y
aqui, 36 (mueve el cursor sobre [G1; 12] y [G2; 24]).

Marcos: —Entonces no da ninguno 32.

<> A E F G
1 Lana 8 10 12
2 Algoddn 16 20 24
3 'm/lana
4 m/algoddén
5 |Total/metros
6 |Valor total 32 32 32
Fig. 6

En el didlogo siguiente, se muestra el instante de la resolucién en el que, al no conseguir su pro-
posito, Jorge planted la posibilidad de que se hubieran comprado distinto nimero de metros de cada
tipo de tela. Esto les llevé a sustituir la secuencia de niimeros presentes en la fila 1 por una progresién
aritmética de diferencia uno (el precio de medio metro de tela de lana) con origen en el valor del precio

de un metro de tela de lana (ver figura 7).

Jorge: —Tendrd que ser ... Alguno habrd dado medio metro. Alguno habrd comprado medio

metro.
Marcos: —;Mais?

Jorge: —Claro. Vamos a probar con este mds uno (modifica [C1 =B1+1; 3]) ... Vamos a hacer

con este y a ver lo que da.

<> A B C D

1 |Lana 2 3 4

2 Algodén 4 8 12

3 m/lana

4 mj/algodon

5 |Total/metros 12

6 Valor total 32 32 32
Fig. 7

Continuaron la resolucién modificando las diferencias de las progresiones aritméticas sin conseguir
que fuera 32 la suma de los valores presentes en las celdas de una misma columna de las filas 1y 2, ,
en ningdn caso, comprobaron que la suma de los metros de tela fuera 12.
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Como hemos sefialado anteriormente, la actuacién de la pareja Marcos-Jorge en este problema fue
similar a la de la mitad de las parejas, lo que reforzaria la afirmacién de Friedlander (1999) de que el
potencial de la hoja de cdlculo a la hora de generar grandes cantidades de datos puede disminuir la
necesidad de utilizar relaciones entre cantidades.

El caso de la pareja Alberto-Liuis en el problema Las ovejas

La pareja Alberto-Lluis resolvié correctamente los seis problemas en el estudio de casos, pero los estu-
diantes emplearon el MHC solo en uno. En los problemas de edades, recurrieron a las lineas de vida,
y en el resto de problemas menos en uno, Lluis propuso y llevé a cabo una estrategia de resolucién en
la que suponia un posible proceso que se desarrollaba entre una situacién inicial hipotética y la descrita
en el enunciado. Para generar las secuencias, no usé la copia y pegado por arrastre de un férmula de
recurrencia, sino que recurrié a un automatismo que ofrece la hoja de cdlculo por el que es posible
generar una progresion aritmética arrastrando los dos primeros términos.

Como ejemplo de esta estrategia, mostramos un fragmento de la resolucién del problema Las
ovejas. Durante la resolucién, pricticamente no existié discusién y cuando finalizé (ver figura 8), el
profesor pidi6 a Lluis que explicara a su companero qué era lo que habia hecho. Esto dio lugar al si-
guiente didlogo en el que se argumenté sobre lo que en ese momento se mostraba en la hoja de célculo

(ver figura 9):

[Véase figura 8.]

Llufs: —Ya estd.

Profesor: —;Cudl es la solucién?

Llufs: —Primer corral, ciento cinco y segundo, setenta y cinco.

[Véase figura 9.]

Profesor: —;Le puedes explicar a tu compaifiero lo que has hecho aqui (el profesor hace visibles la

férmulas y mueve la celda activa por el rango B1:C3)?

Lluis: —Pues en el primer co... en el primer corral hay treinta mds que en el otro. Entonces
empieza, por uno, treinta y por el otro, cero para saber que en el otro hay treinta mds.
Y luego en el segundo se le sumarfa uno al primero y al segundo también uno para que
continuara la diferencia de treinta.

Profesor: —;Y aqui (el profesor hace clic en B4) qué tienes?
Lluis: —Ahi es el total de ovejas que tendrias. O sea, quiero decirte, que te quedarian fuera.
< A BX BY BZ
1 1 corral 104 105 106
2 2 corral 74 75 76
3 Diferencia 30 30 30
4 |Total 2 0 -2
Fig. 8
< A B C
1 1 corral 30 31
2 2 corral 0 1
3 Diferencia 30 30
4 Total =180-B1-B2 =180-C1-C2
Fig. 9
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Como se pone de manifiesto en la explicacién que ofrecid, supuso a las 180 ovejas fuera de los
corrales, después introdujo 30 en uno y, a continuacién, imaginé que iba metiendo una en cada corral
hasta que todas las ovejas quedaron encerradas (ver figuras 8 y 9). Es decir, realizé una inferencia l6gica
que transformd la situacién descrita en el enunciado del problema en un nuevo estado del mundo en
el que todas las cantidades eran conocidas, o se podian calcular a partir de otras conocidas. Después
emple las facilidades que ofrece la hoja de cdlculo a la hora de generar secuencias numéricas para unir
ambas situaciones mediante el modelado de un posible proceso que llevara de un escenario al otro,
manteniendo en todo momento las restricciones del problema, lo que gener6 una secuencia de nue-
vos estados posibles del mundo. Podriamos decir que en lugar de resolver la situacién planteada en el
problema, la construyd, utilizando la hoja de cdlculo para modelizar el proceso. Para controlar cuéndo
habia llegado al escenario descrito en el problema, necesitaba observar la verificacién de una condicidn.
Podria haber utilizado que la suma de las ovejas de los corrales fuera 180; pero buscé que el ndmero
de ovejas que hubiera fuera de los corrales fuera cero. Desde el punto de vista de las cantidades, esto
supondria plantear una igualdad sobre dos expresiones de una cantidad conocida cuyo nombre podria
ser niimero de ovejas que hay fuera de los corrales. Esta cantidad no aparece de forma explicita en el enun-
ciado, y el valor que le asigna el resolutor proviene de hacer una suposicién, pues en el problema no se
informa si hay ovejas o no fuera de los corrales. Sin embargo, dentro de la estrategia de resolucién esta
cantidad tuvo un papel destacado pues, al considerarla como variable, permitié conectar las situacio-
nes inicial (en la que todas las cantidades eran conocidas) y final dando sentido a las acciones que se
realizaban en la hoja de cdlculo. Asi, podriamos decir que cada columna representaba un fotograma de
una pelicula en la que todos los valores podian ser interpretados como la descripcién de un instante en
la evolucién desde la situacién hipotética de partida, en la que las ovejas estaban fuera de los corrales,
hasta la planteada en el problema, consiguiendo que en todo momento el ndmero de ovejas presente
en cada columna fuera constante.

LA INFLUENCIA EN LA RESOLUCION CON LAPIZ Y PAPEL

La aparicidn generalizada de estrategias de resolucién en los problemas de edades en las que se evitaba
el uso del MHC cuando se resolvia en la hoja de cdlculo nos condujo a comparar la evolucién de los
problemas de edades entre los cuestionarios Pre y Post (recordemos que tres de los ocho problemas
eran de esta familia) respecto al resto de problemas (recordemos, uno de dbaco, dos de reparto y dos
de compra-venta). Cada estudiante recibié una puntuacién de uno o cero en cada problema segtin lo
hubiera planteado correctamente o no. La suma de las puntuaciones obtenidas por cada estudiante en
los problemas de la familia de edades sirvié para asignarle una puntuacién que podia ir de 0 a 3. De
igual manera, cada estudiante recibié una puntuacién para el resto de problemas con rango de 0 a 5.
Del anlisis de los datos, se observa que la puntuacién media en la familia de edades disminuyé de 1,32
(0,65) en el cuestionario Pre a 1,14 (0,83) en el Post, mientras que en el resto de problemas aumenté6
de 2,23 (1,45) a 2,32 (1,62).

Por otro lado, como resolver mediante el MC implica expresar las relaciones entre cantidades me-
diante el lenguaje del dlgebra, también analizamos la evolucién de su uso. En los problemas de edades,
disminuyé el uso del lenguaje algebraico del 83,87% sobre el total de problemas abordados en el Pre al
77,42%. Sin embargo, en el resto de problemas la situacién se mantuvo pricticamente estable, pasan-
do del 67,01% al 67,02%. Evidentemente, la disminucién en el uso del lenguaje del dlgebra cuando se
resolvian problemas de edades supuso un incremento del empleo del lenguaje de la aritmética. Esto se
reflejé en un aumento del recurso a estrategias de resolucién en las que se utiliza el lenguaje de la arit-
mética, como es el caso del tanteo sistemdtico sobre las cantidades. El uso del tanteo sistemdtico sobre
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las cantidades pasé en los problemas de edades del 1,52% de los casos en los que se abordé el problema
al 16,13%. Para el resto de problemas, el uso del tanteo también se incrementd, pasando del 3,09% de
los casos al 4,26%. De hecho, tras aplicar una prueba de Wilcoxon para datos pareados encontramos
que existian diferencias significativas (Z = -2,31; p = 0,021) entre los rangos de las variables que median
el nimero de problemas resueltos mediante tanteo sistemdtico en las pruebas anterior (M = 0,05; SD
= 0,21) y posterior (M = 0,45; SD = 0,67) a la ensefianza.

Ahora bien, aunque en el caso de los problemas de edades se produjo una disminucién en el uso
del lenguaje del dlgebra, encontramos un aumento de la proporcién del uso de letras polisémicas en-
tendidas como la asignacién de una misma letra a dos cantidades distintas. En concreto, se increment6
del 26,92% de los casos en los que se emple6 el lenguaje del dlgebra al 29,17%. También en el resto de
problemas se produjo un incremento del 9,23% al 11,11% en el uso de letras polisémicas.

CONCLUSIONES

Tras la ensefianza del MHC, hemos observado el recurso a estrategias de resolucién en la hoja de cil-
culo en las que se evita operar con lo desconocido, que aprovechan las posibilidades que ofrece este en-
torno a la hora de construir secuencias numéricas mediante férmulas de recurrencia. En los problemas
de edades en cuyo enunciado se describia un momento actual y otro futuro, el recurso a estas técnicas
permitié la modelizacién del proceso real del paso del tiempo mediante lo que hemos llamado /ineas
de vida. La creacién de lineas de vida implica generar secuencias numéricas con las posibles edades que
pueden tener los protagonistas desde el momento actual, y buscar la situacién en la que se cumplen
las restricciones del problema. Esta forma de resolver supondria usar en la hoja de cdlculo un tanteo
sistemdtico sobre las cantidades y no sobre la ecuacién, como supondria usar el MHC. Esta estrategia
también aparecié en el problema Lana y algodon, el cual compartia con los problemas de edades el he-
cho de hacer referencia a dos cantidades determinadas distintas («precio de un metro de un tipo tela» y
«precio de todos los metros de un tipo de tela») que podian agruparse en una cantidad indeterminada
(«precio de los metros de tela»).

También hemos analizado un caso (el de Alberto-Lluis en el problema Las ovejas) en el que, ante
un problema en cuyo enunciado se describia una tnica situacién, los estudiantes llevaron a cabo una
lectura analitica del problema en la que aparecian dos situaciones y supusieron, e intentaron modelizar,
un proceso que las unia. Desde el punto de vista de los procesos generales de resolucién de problemas,
el recurso a esta estrategia tuvo como consecuencia la transformacién del problema en otro que era
equivalente al inicial: equivalente en el sentido de que si se resuelve el problema transformado, el pro-
blema inicial queda resuelto (Polya, 1965). Si seguimos la terminologia introducida en Puig (1996),
esta estrategia tiene cardcter heuristico, y como el alumno reitera la estrategia para otros problemas que
no analizamos en este articulo, podriamos decir que para este alumno es una herramienta heuristica.
La constatacién de que los estudiantes, durante la lectura analitica, aplican una herramienta heuristica
que es especialmente util en el entorno de la hoja de cdlculo pone de manifiesto que la lectura analitica
de un problema viene condicionada por el sistema de signos que se piensa utilizar, y en el caso que
nos ocupa por las posibilidades técnicas ligadas al entorno que es posible emplear, como se pone de
manifiesto en otros estudios (véase, por ejemplo, Filloy, Puig y Rojano, 2008).

Podemos concluir que el potencial dindmico de la hoja de cdlculo favorece el desarrollo de estrate-
gias apoyadas en la generacién de gran cantidad de niimeros que se apartan del MHC, y, en consecuen-
cia, del objetivo final que nos habiamos planteado de que contribuyera al aprendizaje de la resolucién
algebraica de problemas. De hecho, tras la secuencia de ensefianza se observé: (1) una disminucién
del uso del lenguaje del dlgebra cuando se resolvian problemas de edades con ldpiz y papel debido,
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fundamentalmente, a un aumento en el uso de la estrategia de tanteo sistemdtico sobre las cantidades;
y (2) un aumento de la polisemia de la equis. Podemos relacionar el descenso en el uso del lenguaje
del dlgebra con el hecho de que, cuando se resolvian problemas de edades en la hoja de cdlculo, se
evitaba operar con lo desconocido recurriendo de forma general a usar lineas de vida. El incremento de
la polisemia de la equis tras la ensenanza también podria relacionarse con el uso de la hoja de cilculo.
En concreto, se podria asociar con la aparicién de estrategias de resolucion en las que se fusionaban
dos cantidades (determinadas, fueran conocidas o no) que deberian representarse en celdas de dos filas
distintas, en una sola cantidad (indeterminada) representada en una misma fila y que agrupaba las
cantidades iniciales mediante un mismo nombre.

En definitiva, los resultados de nuestro estudio arrojan sombras sobre el uso de la ensenanza de la
resolucién algebraica de problemas en la hoja de cdlculo como una forma de avanzar hacia la compe-
tencia en el MC. La principal causa se identificarfa en las estrategias correctas o incorrectas que usan
los estudiantes que se apartan del MHC ligadas a la posibilidad de generar grandes cantidades de
datos. Evidentemente, permitir que aniden estas estrategias es consecuencia de la accién (o inaccién)
educativa, pero su presencia pone de manifiesto que las potencialidades de la hoja de cdlculo encierran
peligros que es necesario tener presentes.
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We present some of the results of a research aimed to study what happens when teaching algebraic word problem solving in a
spreadsheet environment by using a teaching model that requires students to become competent in solving problems through
the Cartesian method. This objective is supported by many studies, which have proved the use of this computing environment
may have an important role in the early stages of teaching algebra. However, the spreadsheet language, although similar to the
algebraic language, presents some differences.

The aim of this paper is to identify the causes of performances contrary to the competence in the Cartesian method (CM)
that we have observed when students solve problems with paper and pencil after the teaching of the algebraic problem solving
in the spreadsheet environment.

We have designed the theoretical and methodological framework around the idea that what is made to organize the re-
search is a local theoretical model. We have taken the CM as a competence model and we have centred the cognitive process
model in the description of a usual tendency in students when they are initiated in the algebraic word problem solving: the
polysemic use of x. The particular case of polysemy of x described in this paper can be observed when the problem is translated
into the algebraic language. When a letter is used in an equation, it occupies the place of a determined number (by the equa-
tion), but unknown (for the solver). However, a real solver may not attribute to x the meaning of a determined quantity. For
example, using x to refer to the current and future age of an individual. It is important to point out that in the semantic field
of equations it is incorrect to assign the same letter to different determined quantities (for example, to current and future age).
However, in the semantic field of functions it is correct, but in this case the letter is used as a variable.

The teaching model was designed with the intention of integrating the CM in the spreadsheet environment. The similar
characteristics between the algebraic and the spreadsheet languages allow developing a method of resolution in the spreadsheet
(SM) equivalent in the four first steps to the CM.

In the empirical study, the participants were 24 students in the second year of secondary school. These individuals had
just been instructed in algebraic problem solving. This was a point in which the teaching of SM could increase the students’
competence in the CM, but a tendency to return to ways of solving using arithmetical language was also possible. In the first
seven sessions of the teaching sequence, the students were introduced to the basic techniques of the spreadsheet environment.
In the next six sessions, the students were instructed in the SM and then they solved a collection of ten algebraic problems.
Before and after the teaching sequence two tests integrating eight algebraic problems were handed out to the students. They
had to solve these tests using paper and pencil.

The comparison of the tests given before and after the instruction showed an increase in the polysemy of x when problems
were solved with paper and pencil. Moreover, a decrease in the use of the language of algebra in age problems was observed and
a significant increment in the use of the strategy, which we have called trial and error on the quantities.

At the end of the teaching sequence, students grouped in pairs solved typically algebraic problems in the spreadsheet. The
analysis of the performances shows possible causes to the negative effects in the post-test. The tendency observed is to avoid the
use of the SM and recur to resolution methods in which the situations described in the statement were modelled by functional
relations. In such cases, the operation with the unknown was avoided and several quantities were grouped under a single name.

Thus, in age problems the students generated numerical sequences with the possible ages of the protagonists, which we
have called lifelines. These lifelines allow the students to model the passage of time. In this way, the use of the symbolic repre-
sentation of the quantity of elapsed time is substituted by the recursive determination of next year’s age. This resolution method
is equivalent to trial and error on quantities, while the SM is equivalent to trial and error on equation. When the students use
lifelines, the determined quantities (current and future age) are fused in an undetermined quantity (age).

The fuse of two determined quantities in an undetermined quantity is also observed in the resolution of another kind of
problems. For example, some pairs used the name «Wool» to represent both the price of a meter of wool and the price of the
meters of wool for which the problem statement asks. Again, through this kind of representation students avoid the operation
with the unknown.

Ultimately, to resort to lifelines when solving age problems in the spreadsheet could be behind the increase in the strate-
gy of trial and error on the quantities. On the other hand, the representation of two quantities under the same name in the
spreadsheet could be the cause of the increase in the polysemy of x.

Keywords: problem solving, algebra, spreadsheet

66 ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, NUM. 31.3 (2013): 49-66



