INTELIGENCIA ARTIFICIAL Y
PENSAMIENTO REAL

HERNAN, F.
L.B. Font de Sant Liuis I1. Valéncia.

SUMMARY

This paper focussses on the analysis of Hardy’s point of view, «at bottom, all mathematicians think in the same
way», and looks for its implications on teaching.

Research on Artificial Intelligence provides some hints which suggest that a new approach to the retationship
between concepts and processes.

INTRODUCCION

«A menudo se me ha preguntado si Ramanujan guntas con suficiente confianza o conviccion, pe.
fenfa algiin secreto especial; si sus métodos eran ro creo que no. Mi opinion es que, en el fondo,
de una clase diferente de la de otros matemdti- todos los matemdticos piensan del mismo modo,
cos, st habta algo realmente anormal en su mo- ¥ que Ramanujan no era una excepcion»

do de pensar. No puedo responder a estas pre- {Hardy)
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Muchos, que consideraran la opinidn de Hardy algo
mas que discutible, aceptarian seguramente sin repa-
ros una afirmacidn menos polémica y comprometida,
la que Polya designa como Principio Genético: «Una
vez entendido como el género humane ha adquirido
el conocimiento de ciertos hechos o conceptos, estare-
mos en mejores condiciones de juzgar como los jove-
nes humanos deberfan adquirir tal conocimienton. {Pol-
ya, 1966).

A veces, no obstante, puede ser mas sugestivo el anali-
sis de una proposicidén dogmatica y atrevida que el de
otra mas dulce y cautelosa.

Una de las ventajas de los enunciados mas categéricos
reside en la facilidad con que quedan sometidos al ries-
go de una refutacion empirica o ldgica. De esa ventaja
procede otra: el lector esta advertido de que su inter-
vencion es decisiva y de que se le sugiere una partici-
pacion no neutral.

Asi pues, se le invita aqui, si no tiene otra cosa mejer
que hacer, a tomar como punto de partida una propo-
sicion ciertamente dogmatica: Todos los matemddticos
son isomorjos.

Para dotar de sentido a esta afirmacion hay, claro es-
td, que buscar respuesta a una pregunta, jen dénde ra-
dica el isomorfismo?.

Y en caso de encontrar algunos indicios, seria conve-
niente buscar también respuesta a una segunda pregun-
ta, ;cuales son sus implicaciones en la ensefianza de las
matematicas?

Designande, con no poca audacia, mediante M y M’
las mentes de dos matematicos, la aseveracion de que
M M’ son isomorfas lo que indica es gue hay dos con-
juntos A y A’ formados no por los objetos matemati-
cos —hechos, algoritmos, estructuras conceptuales—
sino por los significados de esos objetos, y que hay una
correspondencia ‘funcional’ entre significade de a, que
es un elemento de A, vy significado de a’, que es un ele-
mento de A’. Y que ademds hay unas leyes de compo-
sicion o enfaces entre los elementos de A, por un lado,
y entre los elementos de A’, por otro; y que muchos
de esos enlaces e, &, €,,... son igualesen M y en M.
Eso no significa que haya el mismo nimero de enlaces
en M que en M’; puede ocurrir, y de hecho ocurre, que
haya mds enlaces en M que en M.

Si comparamos ahora M con N, siendo N la mente de
una aprendiz de matemadticas, las preguntas a las que
habria que responder para mejorar la ensefianza de las
matematicas son varias:

* ;Qué objetos elegir para que sean conocidos por N?

* ;Cémo ayudar a que significado de a’* que es un ele-
mento de A, sea “equivalente’ a significado de a?

e ;Cusles son los enlaces e, &, €,...7
¢ ;Como se establecen esos enlaces?
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* :Cudles son los enlaces ya existentes en N? ;Cémo
fortalecer esos enlaces y cdmo se ayuda a establecer
otros nuevos?

Si tuviésemos respuestas para esas preguntas, la ense-
fianza de las matematicas serfa un camino de rosas. Pe-
ro no lo es.

La presente exposicién se concentrard en los enlaces;
tomara como referencia los practicados por alumnos
y profesores de matematicas; y hara use de algunas con-
clusiones que provienen del campe de la inteligencia
artificial y que permiten una mejor ilurninacién de cier-
tos aspectos que se han mantenido mds bien a la
sombra.

1. LOS METODOS FORMALES

Cuando nuestros alumnos llegan a las aulas ya saben
muchas cosas, han resuelto muchos problemas de su
vida y han hecho una enorme cantidad de descubri-
mientos. Los alumnos de bachillerato saben razonar
légicamente, aun en formas complejas como la del ra-
zonamiento indirecto: «Como no quiero ver a Juan,
esta tarde no iré a la discoteca; porque si fuese me lo
podria encontrar ya que él va muy a menudo».

No empezamos, pues, desde cere. En realidad, lo que
vamos a hacer juntos en el aula es reflexionar sobre
el pensamiento que ya poseen y sobre ¢l mundo que
ya conocen, reelaborar parte de esos ¢conocinientos y
afiadir nuevos conocimientos ligados mediante enlaces
estables.

Una de las reflexiones esenciales que hay que hacer en
matematicas es que los métodos formales pueden ser
itiles para desenvolverse y avanzar en el interior de un
sistema bien definido. Pero el mecanismo de la deduc-
cion y los mecanismos 10gicos en general carecen de dos
propiedades que a menudo se les suponen: la continui-
dad y la univocidad.

El razonamiento deductive no es continuo. Es lo que
cabe inferir de la siguiente situacion propuesta a alum-
nos de 15 aftos,

«Se tiene un tren de cinco casillas [ ] ] l 1 ]

que se rellenan del siguiente modo: pones dos nime-
ros en las primeras casillas
[2fssi | [ ]

llzl 11

y las otras se forman como aqui

{4 17 [n1]1s]as] [2 Tasfsis] e Jos|

Ahora te dan la primera vy la tltima casilla, rellena las

tres del medio
[5] [ | [23]
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Ahora la primera casilla es ¢ v 1a ditima es b
rellena las del medio

e [ [ ]»
Un buen numero de alumnos que llegaron a escribir
|a I X law{nle b I

no consiguieron ‘deducir que b = 2a + 3x ; y por lo
tanto no pudieron responder a la iltima pregunta.

El darse cuenta de que b= 2a + 3x es una idea que
no aparece como espuma de la deduccion, sino que
emerge de niveles mas altos.

El razonamiento deductive no es univoco. Ese es pre-
cisamente el motivo por el que suelen atraer las nove-
las policiacas. 8i el razonamiento logico solamente pro-
dujese un enunciado relevante que pudiese obtenerse
comeo conclusion, se justificaria que todo razonador co-
rrecto concluyese la misma cosa, pero no es tal el caso.

Si alguien me dice «Esta mafiana he llegado al trabajo
con diez minutos de retraso», puedo deducir que esa
persona sabe hablar, que tiene trabajo, que su trabajo
no lo hace siempre por la tarde, que sabe a qué hora
comienza su trabajo (o que al menos alguien lo sabe),
que a la hora en que tenia que empezar su trabajo no
estaba,... Pero ;jcudles de esas conclusiones tienen al-
gun peso o alguna importancia?

4 4

b b L

Cuando se presenta a alumnos competentes ¢l proble-
ma de hallar el lado pequeiio de un rectangulo de ma-
nera que al construir un cuadrado en su interjor el rec-
téngulo sobrante tenga la misma forma que el primiti-
vo, muchos de ellos buscan saber cuanto mide b par-
tiendo de: 1 __b

b 1-b
y deducen correctamente que t - b=b? ; pero a conti-
nuacién (aun habiendo resultado ecuaciones de segundo
grado en otras ocasiones) deducen que |/T-b=b, lo
cual es también correcto, pero perfectamente inutil, y

no deducen que: VT -1
2
que es lo que viene a cuento.

b=

Si quiere usted entretenerse un poco, puede probar con-
sigo mismo: ;Qué conclusiones derivan de que este
tridngulo sea isdsceles y sus angulos midan 36° y 72°7

AN

BA AYA
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Las conclusiones posibles (1} son muy numerosas; pe-
ro no todas tendran el mismo sentido para el sujeto;
algunas seran importantes y otras ni siquiera seran bus-
cadas porque son completamente ajenas a su interes
actual,

Esto es algo que no se pasa por alto ¢n las investiga-
ciones en inteligencia artificial. En efecto: «El objeti-
vo de la inteligencia artificial es llegar a saber qué ¢s
lo que esta ocurriendo cuande la mente de unoc escoge
silenciosa ¢ invisiblemente, de entre una miriada de po-
sibilidades, cudl es la que tiene mads sentido en una si-
tuacion muy compieja. En muchas ocasiones de pen-
samiento real el razoramiento deductivo no ¢s suficien-
temente apropiado, y no porque dé respuestas erroneas,
sino porque hay demasiados enunciados correctos que
pueden hacerse, pero que carecen de importancia para
la situacién que se esta considerando; son, sencillamen-
te, demasiadas las cosas que hay que tener en cuenta
simultineamente para que sea suficiente ¢l razonamien-
to por si solow.

{(Hofstadter, 1979).

2. METODOS INFORMALES

Los primeros prografnas de inteligencia artificial ado-
lecfan del defecto de usar normalmente métodos for-
males de razonamiento, Los seres humanos ponen ¢n
juego todos los tipos de razonamiento formal o infor-
mal que creen apropiados para el problema que estdn
tratando. Eso explica que aguelios primeros intentos
en inteligencia artificial resultasen poco fructiferos y
se hayan abandonado en su mayor parte. Su base ana-
1dgica es ahora bien diferente: «La esencia de la intelj-
gencia consiste en encontrar procedimientos que, limi-
tando la bisqueda de soluciones, resuelvan problemas
gque de otra forma resultarian intratables». (Lenat,
1984).

No queremos ser aqui menos claros: los enlaces de ca-
racter logico que forman parte del isomorfismo pue-
den darse por supuestos en un alumno medio a partir
de, digamos, los guince afios, y enfocaremos la bs-
queda hacia enlaces de otro nivel. Un par de cjemplos
pueden aportar algan significado, por vago que sea,
a esta busqueda.

2.1 El problema del aceite y el vinagre

Dos vasos, sin estar llenos, contienen el mismo volu-
men de aceite uno y de vinagre ¢l otro. Se introduce
una cuchara en el vaso del aceite y se saca lena. Se vuel-
ca su contenido en el vaso del vinagre. Una vez hecho
esto se introduce en el segundo vaso una cuchara igual,
se saca llena y se vuelca su contenido en el primer va-
so. Al final de todo ello, ;hay mas vinagre en el pri-
mero que aceite en el segundo, menos vinagre en el
primero que aceite en el segundo o iguai?.

Los cuadros I v II esquematizan dos procedimientos
de resolucion,
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El segundo de estos procedimientos es empleado por

Cuadro I

Aceite Vinagré

Tomo x

Tengo V+ x
Me llevo une cuchareda,y.

¢Cudnto vinagre hay en y?

VA T

z Nada Todo
(pmblema {pmblema
resualto ) rasuslto )

Frtonces va y-2z
e aceite.

tueno al primer vasc va

z, de vinagre, &s lo qus
he dejads de aceite en el
senjundo vaso,

dasnuezia: Youal cantidad de aceite en V que de vinegre en A

Cuadro [
Acaite Vinagre
4 4
a) 4 A o) V4t A
A 4
c) ned (\/4— “ A]
d) vinagre en A
SRV
w4l

e}aceiteenv
i - A -_i'_) 2 A
%LA”:\_;&JV;A - n(‘ nad A n nel A
- A A
T nat

FRespuesta: Igual cantidad de mcelte en V que de vinagre &n A,

Lo L 11
n

n+1 n n+1 quepuedetomar una ‘vida pro-

pocas personas, aun siendo el mas formal de los dos.
Debido probablemente a ese cardcter formal se encuen-
tra esta interesante propiedad
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pia’ independiente del problema en cuestién y de la que
derivan algunas consecuencias notables, como se mues-
tra en el cuadro II1.
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Cuadro I1I
(-41-4
A_44r 4
2732 -3
A_14 .4
3743 T %
Y.fummbﬁuhz
| PO NP SO £ U RN NAUNDE RRPIE SRPOUINL Sy SR S BN
‘l+2+36q_4 (2"1:"’42"'20*3,‘ )-24-34-“4
luess Ay, 4 K -
ut,:t ‘8-*'6'*114‘%‘,"%4“’1
fanclat. A TP VR S S
Y (e, 2(&+3+—‘4‘u T J 4
I Y
{+-:5*—‘:§-E+Tr*-',_2
1,4 .4 A
—+d e 4=
3 ¢ 4o+*5 1

Esto ilustra la indudable potencia de la deduccién 16-
gica; pero aun asl seria erroneo pensar que el motor
de esas inferencias ha sido la logica. El motor esta mas
bien en la presuncidn de que lo que se va a ensayar pue-
de dar resultado.

E] primero de los procedimientos es el que — con de-
terminadas variantes — sigue ia mayoria de los alum-
nos de 14 a 16 afios que logran resolverle, y también
el que sigue la mayoria de las personas mds entrena-
das en matematicas. Este procedimiento no viene en
absoluto determinado inicamente por la Idgica o la de-
duccion. Hay en él;

abstraccion: fijarme en la cantidad de vinagre que me
lleve en la segunda cucharada;

clasificacion: todo es vinagre; no hay nada de vinagre:
hay algo;

imagenes visvales: de los dos vasos, de las cucharadas,
del proceso de recogerlas v vaciarlas;

decisiones: la clasificacién v 1a abstraccion pueden ser-
me utiles.

Se mire como se mire, este procedimiento es muy com-
pleio v, sin embargo, es el procedimiento mds comuin,
(no es, entonces, revelador de enlaces puestos en prac-
tica del mismo mode por personas distintas?

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS

2.2 Problemas del cubo encajable

Se guiere comstruir un cubo completamente sélido, pero
hecho de dos clases distinias de madera, de modo que
su aspecto exterior sea el que s¢ muestra en la figura
1 y con la condicidon de que sus dos piezas componen-
tes encajen y desencajen perfectamente. ;Como han de
estar disefiadas ambas piezas?

Se puede apreciar que el primer ensayo de resolucion
puede ser refutado mediante una deduccidn logica.

Otros ensayos que tampoco conducen a la resolucidn
son también refutados por razonamicntos 16gicos.

-

S

0
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Cuando surge por fin la idea de una solucidn acerta-
da, esa idea puede ser confirmada asimismo por un ra-
zonamiento légico.

Pero el intervalo entre las ideas inapropiadas v 1a idea
final que resuelve el problema, ese intervalo estd ocu-
pado por la mente del resolutor en una ampha gama
de razonamientos informales en los que la imaginacién
visual desempefia un papel imprescindible.

Sc observa también que aun habiendo varias solucio-
nes, aquellas personas que encuentran la solucién por
primera vez disefian las piezas de tal manera que s ine-
vitable aceptar !a existencia de un isomorfismo mental
cuya manifestacion observable es la utilizacién de carri-
les oblicuos en lugar de horizontales y verticales.

3. SISTEMAS EXPERTOS

«En inteligencia artificial se hace una distincion entre
dos tipos de conocimiento, el procesual y el declarati-
vo. Una pieza de conocimiento de dice que es declara-
tiva si es almacenada explicitamente, de manera que
no solo el programador, sino también ¢l programa pue-
den «leerla» como si estuviese en una enciclopedia. Eso
generalmente significa que estd codificada localmen-
te, vy no esta dispersa. Por el contrario, el conocimien-
to procesual no esta codificado como hechos, sino so-
lamente como programas» (Hofstadter, 1979},

Cuando se me pregunta «cudntos habitantes tiene Bar-
celona?» la respuesta «cuatro millones» me parece co-
mo si la estuviese leyendo directamente. Pero si se me
pregunta « jcudntas aristas tiene un icosaedro?» enton-
ces imagino un icosaedro y voy contando sus aristas
ayudado por esa imagen mental; la respuesta no esta
almacenada localmente (aunque en otra mente puede
estarlo).

«Una distincion paralela puede establecerse entre pro-
piedades sintdcticas v propiedades semdnticas, 1as pri-
meras residen inambiguamente dentro del objeto bajo
consideracion, mientras que las segundas dependen de
la relacion del objeto con una clase potencialmente in-
finita de otros objetos y por ello no son completamen-
te localizables. Las propiedades sintdcticas pueden ser
detectadas mediante tests predeciblemente finitos. Las
propiedades sintacticas estén «proximas a la superfi-
¢ie» y por ello no provocan la creacidn de estructuras
cognoscitivas multidimensionales. Los aspectos semdan-
ticos no pueden ser sometidos a un test de tiempo fijo
predecible.» {Hofstadter, 1979).

Algunas partes de las matematicas son sintacticas. Lo
que ocurre en el cerebro de un ser humano cuando ha-
ce una multiplicaciéon de dos nimeros puede hacerse
igualmente bien en varios tipos de «hardware»: maqui-
nas mecanicas como Ja de Pascal, calculadoras e bol-
silto, grandes ordenadores.

Pero las matematicas consisten sobre todo en la reso-
lucién de problemas y la mayor parte del conocimien-
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to gue se necesita para resolver un problema no es de-
clarativo, sino que esta disperso v no puede predecirse
el tiempo que llevard organizar su estructura multidi-
mensional. La resolucién del problema es semdéntico;
lo que un cerebro humano hace cuando busca una ana-
iogia o intenta hacer una generalizacién esta en nivel
mas alto que el correspondiente a la multiplicacion de
dos numeros, y por ahora no hay un modo sencillo de
representarlo utilizando elementos de nivel mas bajo.

«El objetivo central de la inteligencia artificial es la
creacion de sistemas expertos, sistemas capaces de
aprender de su propia experiencia y que tengan como -
fuente primaria la capacidad de razonamiento infor-
mal {analogia, descomposicion en subproblemas, use
de imagenes, focalizacidn, suerte,...) basada en amplios
conocimientos cuidadosamente obtenidos a partir de
expertos humanos» {Lenan, 1984).

Es sorprendente que ese objetivo sea ignorado por lo
general en aquellos lugares donde expresamente se pre-
tende el desarrollo de la inteligencia real, los centros
de ensefianza.

iNo deberia la ensefianza de las matematicas concen-
trar su atencioén en aquellas capacidades que se trata
de buscar en los expertos humanos para hacer sistemas
expertos?

Si asi fuese, se podria pensar en la transformacion de
las clases de matemadticas de la escuela secundaria en
centros de inteligencia artificial; lo cual significaria pa-
sar de enseilar el razonamiento formal y hacer escaso
uso del razonamiento informal a ensefiar el razona-
miento informal analogia, vuelta atrs, imaginacion vi-
sual, creatividad, sentido de la forma, exploracion,..
manteniendo la zona instrumental comun: clasifica-
cion, induccidn, explicacidn, deduccion.

4. RECONOCER Y TRANSMITIR ENLACES

Tanto si se afirma «Todos los matematicos son isomor-
fos» como si se pregunta « ; Todos los matemdticos son
isomorfos?», la ensefianza de las matematicas tendria
que buscar el modo de reconocer enlaces de alto nivel
y los medios mds adecuados para la transmision «men-
tal» de esos enlaces.

En consecuencia, los profesores de matematicas debe-
rian ser expertos buscadores de enlaces de alto nivel,
Los dos Jugares mas proximos en donde buscar son ¢l
andlisis de sus propios procesos de pensamiento mate-
maitico v la observacién cuidadosa del pensamiento de
los alumnos.

Eso no es facil, claro, y la metodologia correcta estd
aun por definir. Para perfilar esta metodologia, o me-
todologias, sera necesario recoger un extenso capital
de informacién. Ya se han expuesto aqui algunos ejem-
plos y se afladirdn ahora unos cuantos mas.
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4.1 Analopgia «forma-ndimere»

;Cuantos arboles estan plantados en cada uno de los
cuadrados de la figura 27 ;Y en un cuadrado de lado n?

Un experto humano sabe que el procedimiento de con-
tarlos uno por uno es ineficaz cuando haya de respon-
der a la segunda pregunta. ;Qué procedimientos em-
plea entonces? Visto el trabajo de numerosos expertos
humarnos (alumnos y profesores) todos ellos han re-
currido a la forma en la que esos drboles es{dn organi-
zados, para asi saber el nimero de 4drboles. Perc la for-
ma c¢ondiciona a su vez la busqueda. De la multitud
de procedimientos que podria haber en principio, so-
lamente han aparecido cuatro en esos trabajos:

a} Contar por filas
b} Contar por diagonales
¢} Contar por capas,

d) Contar por presencia/ausencia o si/no.

Fig. 3

4.2, Creacién de imdgenes

Cuando un ser humano se propone disefiar una rueda
de automévil puede observarse la existencia de un en-
lace de alto nivel gue suele partir de una condicion ini-
cial, al nimero de tornillos, o, en general un numero
organizador enlace que se despliega en una variedad
infinita de posibilidades que vienen determinadas por
un criterio de simetria. Como lo muestran estos dise-
fios creados por alumnos de 2° curso de bachillerato:
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Fig, 4
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Un sistema experto, sujeto a esas condiciones de sime-
tria y nimero puede disefiar la rueda tan bien o mejor
que un experto humano.

Un experto humano, sin embargo, no ensaya al azar:
se lo piensa primero; ni tiene el razonamiento légico
como motor de su creacion: la belleza, la funcionali-
dad vy la armonfa guian su trabajo.

Un experto humano puede decidir de entre varios di-
sefios cudl es el mas original, el mds ingenioso.

3 ;Qué es lo importante?

Enfrentado a estos problemas consecutivos, «(En cudn-
tos ceros acaba el producto de los cien primeros nu-
meros naturales?» «;En cudntos ceros acaba el pro-
ducto de los mil primeros niimeros naturales?», un ser
humano algo experto decide que no va a hacer ¢l pro-
ducto de esos mil numeros, Un programa no experto
los multiplica con gran rapidez y cuenta el ndmero de
ceros. Un experto humano «prematemadtico», una vez
encontrada la respuesta a la primera pregunta, 24 ce-
ros, establece una induccién basada en la proporcio-
nalidad y afirma que en el segundo caso habra 24x10=
240 ceros.

Un experto humano «matematico» busca qué s 1o im-
portante, el nimero de cincos {porque doses hay de
sobra).

Aqui hay dos enlaces: ¢l prematematico (procedimiento
usado por un gran nimero de estudiantes de 14 a 16
afios} ¥ el matematico (procedimiento empleado por la
casi totalidad de estudiantes universitarios de
matematicas).

Ambos enlaces existen. El profesor experto debe sa-
berlo y actuar en consecuencia: «desatar» el enlace pri-
mero, de nivel bajo, v consolidar el enlace segundo,
de alto nivel.

4.4 Yolver atris

Uno de los principales problemas de la inteligencia ar-
tifical es la creacion de sistemas expertos que sean ¢a-
paces de reconsiderar una situacion, volver atras y pen-
sar de otra manera. Los matematicos tienen ¢omo uno
de los enlaces de su isomorfismo esa capacidad. Pue-
den, y por lo general lo hacen, volver atrds y conside-
rar el segundo procedimiento de resolucion del proble-
ma del aceite y el vinagre y apreciar que ese procedi-
miento tiene un fallo, que proviene de haber supuesto
que antes de sacar llena la cucharada del segundo vaso
se ha agitado la mezcla hasta hacerla homogénea. De
ese modo, ha dejado de considerar los casos limite: na-
da de aceite o nada de vinagre.

El problema del profesor es saber como se transmite
esa capacidad de volver atras, capacidad que existe,
aunque aletargada.
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5. ;QUE OBJETOS?

El ejemplo 3 acerca de los ceros sefiala algo que es una
evidencia, que los enlaces se ejercen sobre objetos o blo-
ques de conocimientos preexistentes. En este caso, ¢l
hecho de que el namero 10 solamente puede obtenerse
como producto del 2 v el 5. Sin ese conocimiento ma-
tematico, los enlaces que cabe emplear son de bajo
nivel.

El estudic de los enlaces nos lleva as{ al otro elemento
esencial del isomorfismo, los objetos matemadticos.

Asi como, probablemente, el futuro de la inteligencia
artificial depende de la capacidad de los programado-
res para aportar a sus sistemas la materta prima ade-
cuada — esto es, la enorme cantidad de conocimien-
tos y experiencias que fundamentan el razonamiento
humano — asi también puede decirse que el futuro de
la ensefianza de las matematicas depende en gran me-
dida de ¢dmo seleccionar de entre la enorme cantidad
de conocimientos declarativos, propiedades sintécticas
y bloques conceptuales aquellos mas merecedores de
aprendizaje.

Tampoco sabemos con certeza cudles deben elegirse;
pero si que hay razones para pensar que la eleccion no
deberia hacerse con arreglo a criterios estiticos o his-
toricos, sino en funcidn de su capacidad de proyeccion,
es decir, de su capacidad de ser fuente de analogias ex-
ploraciones, imagenes, inducciones, general:za(:lones y
creacion de ideas nuevas.

Asi, V2 no es importante porque sea irracional (que
es la versién académica) sino porgue es la diagonalf del
cuadro unidad (v V'3 la diagonal del cubo unidad); por-
que su construccion con regla y compas es fuente de
analogia para construir V3, V3, V&, V7, ..., Vo me-
diante un procedimiento iterativo; porque e¢s la altura
del folio normalizado DIN-4 de base !, etc,

De manera semejante, y por dar algunos ejemplos mas,

las sucesiones u,, u,, us, u,, ... que cumplen la condi-

cidnu, + u,,,= u,,,son mucho mis merecedoras de

atencion que caprichosas sucesiones cuyo interés mue-

re en ellas mismas, porque aquellas permiten formar

la sucesion " Ya:+i que tiene como limite el
n

namero de oro, cuya importancia es enorme tanto cul-
tural, arquitectdnica y estéticamente como en la pro-
pia naturaleza de las formas vegetales y animales;

el estudio de las diversas secciones de un cubo es mas
importante que el de las secciones de un tetraedro re-
gular, porque ¢l cubo —y por extension el cuboide—
es una forma esencial en la organizacién real de nues-
tro espacio, mientras que la pirdmide triangular es un
objeto raro;

la construccién de poligonos estrellados a partir de un
poligono regular suscita una relacién entre formas dé-
corativas y nimeros primaos entre sf gue refuerza el ca-
racter unitario de diversas formas de observacion;
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problemas como el de las torres de Hanoi o €l juego
de Nim deben su valor diddctico a que son especial-
mente apropiados para practicar y comprender el fun-
damental concepto de recursion,;

preguntas como « jqué prefieres, apostar | contra 100, .

10 contra 1000, 1 millén contra 10 millones & 10 mij-
llones contra 1000 millones?» son algo mds que pre-
guntas sobre porcentajes, porque permiten subrayar
que situaciones matematicamente equivalentes pueden
‘tener entre §i grandes diferencias subjetivas;

el hecho de que el tridngulo, el cnadrado y el hexago-
no regular sean los tnicos poligonos regulares que ile-
nan e} plano por si solos, €s un hecho matemaético de
gran senzillez v belleza; pero el concepto mds general
de médulo plano, como figura encajable consigo mis-
ma y que llena ¢l plano, abre, por una parte, una infi-
nidad de posibilidades nuevas que producen una com-
prensién y una utilizacién mas ricas del plano, y su-
giere, por otra parie, una investigacién analoga en el
espacio.

PERSPECTIVA FINAL

En fin, después de todo, tal vez Ia opinién de Hardy
no sea tan dogmadtica como pudo haber parecido al co-
mienzo. En cualquier ¢aso, un analisis de ella mds a
fondo y mas sistemdtico podria poner en claro algu-
nas zonas oscuras del aprendizaje de las matemndticas.
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Notas
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tridngulos ABM y BMC son iguales -

iii} Que BC es el lado de un pentdgono regular inscrito en
la circunferencia circunscritda a ABC

iv) Que, tomando BS=BC, el tridngulo CBS es semejante
al BAC

v} Que AS es la seccion durea de AC

Fig. 5
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