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Resumen. Este trabajo se centra en el papel de la modelizacion matemdtica en los primeros cursos universitarios de Ciencias Experimentales.
Situdndonos en el dmbito de la Teorfa Antropoldgica de lo Diddctico, nuestra propuesta se basa en el disefio e implementacién de los denominados
«Recorridos de Estudio e Investigacion» como nuevos dispositivos diddcticos que tienen una doble funcién: integrar en el curriculo las cuestiones
a las que responden los contenidos matemdticos que los estudiantes deben aprender y articularlos mediante un proceso de modelizacién que
permite «recubrir» el curriculo considerado, dotdndolo de una clara funcionalidad.

Palabras clave. Modelizacién matemdtica, ensefianza universitaria, ciencias experimentales, recorridos de estudio e investigacién, Teoria
Antropoldgica de lo Didéctico.

Study and research courses and mathematical modelling in the natural sciences university teaching

Summary. This paper focuses on the role of mathematical modelling in first year courses of experimental sciences university degrees. Within
the frame of the Anthropological Theory of the Didactic, we propose the design and implementation of «Study and Research Courses» as a new
didactic device having a double purpose: making students aware of the rationale of the mathematical contents they have to learn, and connecting
these contents through the study of open modelling questions that can «cover» the main contents of the official mathematical syllabi, giving a
clear functionality to its contents.

Keywords. Mathematical modelling, university teaching, natural sciences, study and research courses, Anthropological Theory the Didactics.

EL, PAPEL DE LA MODELIZACION MATE-
MATICA EN LA ENSENANZA DE LAS CIEN-
CIAS EXPERIMENTALES

El punto de partida de nuestra investigacidén se sitda en
el problema de la ensefianza de las matematicas en el
primer curso universitario de las facultades de Ciencias
Experimentales (CCEE) que, como problema docente
(en el sentido de Gascon, 1999), admite una formulacién
en los términos siguientes:

(Qué tipo de matemadticas se deben enseiiar en los prime-
ros cursos de CCEE y cémo deben ser ensefiadas?
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La respuesta espontdnea de la «ensefianza tradicional» de
las matematicas para CCEE a este problema se puede re-
sumir en un proceso que consta de dos etapas. Primero,
se ensefian unos conocimientos elementales que se pro-
porcionan a los estudiantes como instrumentos «ya cons-
truidos» sin especificar con claridad ni su origen, ni su
razén de ser, ni su dmbito de aplicacién. Posteriormente,
los estudiantes deben aprender a utilizar o, mejor, a «apli-
car» estos conocimientos elementales y generales a las
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situaciones problemdticas prototipicas con las que se en-
contrardn en su especialidad cientifica (biologia, geologia,
etc.). El tipo de adaptaciones o modificaciones que puedan
requerir estos conocimientos para que sean efectivamente
«aplicables» se interpreta como un problema secundario,
si no en prioridad, si en cronologfa. Esta situacion refuerza
una enseflanza que prioriza el cardcter generador de los
elementos tedricos (nociones, teoremas, definiciones, etc.)
de las organizaciones matemadticas, restindole fecundidad
productiva a sus elementos prdcticos (problemas, técni-
cas, limitaciones de las técnicas, etc.).

Uno de los principales inconvenientes que tiene esta for-
ma de secuenciar los contenidos de la ensefianza, y que
ha sido puesto de manifiesto por numerosos autores (por
ejemplo Niss, 2001 y Artigue, 2001, entre otros), es el de
esconder las cuestiones problemdticas que constituyen
la razon de ser de dichos contenidos. Al situar los ele-
mentos tedricos en el origen de la actividad matemadtica,
se tiende a construir tipos de problemas muy cerrados y
aislados, para obtener aplicaciones y ejemplificaciones
ad hoc de cada una de las nociones o propiedades de
cada tema. Dicho en otras palabras, se prioriza una en-
sefianza «légico-deductiva» que parte de una construc-
cion tedrica de las nociones y considera posteriormente
sus posibles utilizaciones, en detrimento de un enfoque
«légico-constructivo» donde los conocimientos se cons-
truyen a partir de cuestiones o problemas précticos. Al
mismo tiempo, se relega a un segundo plano (cuando no
desaparece totalmente) el proceso de matematizacién de
las cuestiones que se plantean en los diferentes 4mbitos
de las CCEE, «desarraigando» as{ las matemadticas de las
demds disciplinas y de los problemas extramatematicos
que aportan sus razones de ser a muchas de las construc-
ciones matemadticas ensefiadas.

Esta primera respuesta espontdnea de la ensefianza tra-
dicional universitaria crea serias dificultades ligadas a la
pérdida de sentido y la consiguiente desarticulacion de
los contenidos matematicos escolares, lo que constituye
hoy uno de los problemas mds acuciantes en todos los ni-
veles educativos (Holton, 2001). Desde la investigacién
did4ctica, el problema docente considerado inicialmente
se puede reformular entonces en el siguiente problema
de investigacidn:

(Coémo conseguir que los conocimientos matemadticos
que se ensefian en los primeros cursos universitarios de
CCEE no se reduzcan a un conjunto desarticulado de
conceptos y técnicas carentes de sentido, sino que apa-
rezcan de manera funcional como herramientas para dar
respuesta a cuestiones problemadticas que surgen dentro
de las CCEE?

Frente a este problema, muchos autores como Niss
(1989), Blum (2002), Blum et al. (2007), Gémez (2003),
Gomez y Fortuny (2002), Burkhardt (2006), entre otros,
coinciden en proponer un enfoque mds instrumental de
las matemadticas como herramienta de modelizacion
(Blum y Leif}, 2007), integrando asi en el proceso de
estudio la actividad de modelizacién matemdtica y las
cuestiones extramatemadticas que la generan. Destaca-
mos aqui, sin entrar en detalle (ver Barquero, 2009), la
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propuesta que hace la universidad danesa de Roskilde
(Niss, 2001, Blomhgj y Kjeldsen, 2009) aportando una
respuesta «mixta» al problema anterior en forma de una
organizacidén diddctica formada por dos tipos de cursos,
unos de cardcter «tradicional» en el que se exponen los
contenidos matemadticos «elementales», junto con cursos
dedicados a la «modelizacién matemadtica». Esta res-
puesta sugiere una segunda reformulacion del problema
considerado:

En los primeros cursos universitarios de CCEE, ;cémo
conseguir que las matemdticas se enseflen como una
herramienta de modelizacién de situaciones o hechos
cientificos, de tal forma que la enseflanza globalmente
considerada se organice en funcién de los problemas o
proyectos que los estudiantes deben realizar?

Para poder responder a estas cuestiones, vamos a situar-
nos explicitamente en el dmbito de la Teoria Antropold-
gica de lo Didéctico (TAD) adoptando la concepcion de
la ensefianza de las matemdticas y, en particular, de la
modelizacion matemadtica que ésta propone, lo que nos
permitird tomar en consideracion nuevas dimensiones
del problema formulado.

La TAD utiliza la nocién de praxeologia u organizacion
matemdtica (OM) como herramienta fundamental para
modelizar la actividad matematica. Sefialemos, sin entrar
en mucho detalle, que en toda OM se pueden distinguir
dos aspectos inseparables. El bloque de la préctica (o
praxis) que consta de tipos de tareas problematicas (7))
y de técnicas para abordar estas tareas (T), y que pue-
den identificase genéricamente con el saber-hacer de la
actividad. Inseparablemente a este bloque, aparece un
discurso razonado sobre la préctica (el logos) que cons-
ta de una tecnologia (8) cuya funcion es la de describir,
explicar y justificar la praxis, y de una teoria (®) para
fundamentar la tecnologfa. Posteriormente, con el ob-
jetivo de tener herramientas mds precisas para analizar
los procesos diddcticos institucionales, Yves Chevallard
(1999) introdujo la distincién entre diferentes tipos de
praxeologias —puntuales, locales y regionales— segtn el
grado de complejidad de sus componentes.

Siguiendo los trabajos de Garcia (2005) y de Garcia et al.
(2006), y generalizando la nocién cldsica del «ciclo de
modelizacién» tal como lo proponen Blum y Leif3 (2007),
consideraremos los procesos de modelizacién como pro-
cesos de reconstruccion y articulacion de organizaciones
matemdticas de complejidad creciente. Este proceso parte
de cuestiones problemadticas que se plantea una comuni-
dad de estudio y que constituyen la «razén de ser» de las
organizaciones matemadticas que va a ser necesario (re)
construir a modo de respuesta. En consecuencia, la mode-
lizacién matemadtica as{ interpretada constituye un instru-
mento de articulacion de la actividad matemdtica escolar
y requiere de manera totalmente imprescindible conside-
rar la modelizacién intramatemdtica como un caso parti-
cular de modelizacién matemadtica. Veremos un ejemplo
de ello en el apartado 3.

Antes queremos sefialar que la concepcion de la mode-
lizacién matemdtica que propone la TAD implica que
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la actividad de modelizacién sea sinénimo de actividad
matematica funcional en contraposicién a una actividad
matemdtica meramente formal. Por lo tanto, desde esta
perspectiva, la modelizacion matemdtica debe formar
parte integrante de cualquier proceso de estudio de las
matemdticas. Esta integracién constituye un aspecto
esencial del problema de investigacion que trataremos
aqui y conduce a postular que no tiene sentido pensar
en la «ensefianza de la modelizacién matemadtica» como
un capitulo aparte de las matemdticas. En consecuencia,
el problema que hemos planteado debe ampliarse en los
siguientes términos:

(Qué tipo de dispositivos diddcticos posibilitarfan una
integracion generalizada de la modelizaciéon matemdtica
en los sistemas de enseflanza universitarios de las mate-
madticas para las CCEE? ;Qué condiciones se requieren
y qué tipos de restricciones institucionales limitan o im-
piden su desarrollo?

HACIA UNA ORGANIZACION FUNCIONAL DEL
CURRICULO DE MATEMATICAS: LOS RECO-
RRIDOS DE ESTUDIO E INVESTIGACION

Para abordar el problema que acabamos de enunciar, uti-
lizaremos la nocién de «recorrido de estudio e investi-
gacién» (REI) que introdujo Chevallard (2005 y 2006)'.
Un REI se inicia con el estudio de una cuestion Q con
fuerte poder generador, capaz de propiciar la aparicién
de numerosas cuestiones derivadas. Para poder dar res-
puesta a dichas cuestiones, se requiere la reconstruccién
de un nimero considerable de herramientas matemdticas
(técnicas, nociones, propiedades, etc.), que aparecen asi
como una consecuencia (y no como el origen) del estu-
dio de las cuestiones. La propuesta de los REI pretende
recuperar la relacidén genuina entre cuestiones 'y respues-
tas que estd en el origen de la construccién del conoci-
miento cientifico en general y de la actividad matemadtica
en particular.

Uno de los objetivos principales de la propuesta de los
REI es el de introducir en la escuela una nueva episte-
mologia que permita reemplazar el paradigma escolar del
«inventario» de saberes por un paradigma del cuestiona-
miento del mundo, para dar sentido al estudio escolar de
las matemadticas en su conjunto, transportando a la escuela
una actividad de estudio mds cercana al dmbito de la in-
vestigacion. Como indica Chevallard (2009, p. 12):

Dans ce paradigme, on va a 1’école —tel est le contrat entre
société et école— non pour visiter des savoirs regardés
comme désirables en eux-mémes, mais pour s’ interroger sur
le monde et interroger le monde.

Dentro de este paradigma, los REI aparecen como un
dispositivo didéctico privilegiado para dar cabida a la
actividad de modelizacion en la ensefianza actual de las
matemadticas. En efecto, siguiendo a Chevallard (2005
y 2006), el punto de partida de un REI debe ser, como
ya hemos dicho, una cuestién de interés real («viva»)
para la comunidad de estudio, que denotaremos por Q,
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y a la que llamaremos cuestion generatriz del proceso
de estudio. A lo largo del REI, el estudio de la cuestién
generatriz Q) evoluciona y da lugar al planteo de mu-
chas nuevas «cuestiones derivadas»: Q, Q,,..., Q.. El
estudio de Q, y de sus cuestiones derivadas conduce a la
busqueda de respuestas y, con ello, a la construccion de
un gran nimero de saberes que delimitan el mapa y los
Iimites provisionales del «territorio» a recorrer durante
el proceso de estudio. Este proceso, que podremos sin-
tetizar como una red de cuestiones y respuestas (Q,, R),
contiene las posibles trayectorias a «recorrer» generadas
a partir del estudio de Q.

La modelizacion matemdtica tiene un papel esencial
en este proceso por varios motivos. En primer lugar, la
produccion de «respuestas provisionales» a la cuestién
inicial 0, requiere la construccion de modelos, su uti-
lizacién y el cuestionamiento de su dmbito de validez,
generando asi nuevas cuestiones que, a su vez, requieren
un nuevo proceso de modelizacion. Durante la evolucidn
de un REI el cuestionamiento de estas respuestas pro-
visionales que se van obteniendo se incorpora en todo
momento a la actividad de modelizacion. Este cuestio-
namiento es el motor del proceso de modelizacion y, por
lo tanto, de la estructura arborescente y articulada de
los REL En segundo lugar, los REI permiten explicitar,
institucionalizar y evaluar el proceso global de modeli-
zacion. Esto es posible dado que el proceso de estudio
generado por los REI tiene cierta continuidad en el tiem-
po, logrando superar la atomizacién tradicional del estu-
dio escolar de las matemadticas. Por dltimo, dado que el
objetivo de un REI es dar respuesta a ciertas cuestiones
y no aprender (o ensefiar) ciertos conceptos, el proceso
de modelizacién puede considerarse como un objetivo
de la ensefianza en s{ mismo y no como un medio para
construir nuevos conocimientos. El desarrollo de un REI
supone dar importancia tanto al proceso de estudio —la
actividad de modelizacion— como a la respuesta que este
genera.

Veremos ademds que los REI permiten y potencian una
forma de incorporar a los procesos de estudio los mo-
mentos de la actividad matemdtica que indica Chevallard
(1999, pp. 250-255) que suelen tener poca presencia en
la cultura pedagdgica tradicional, lo que facilita la inte-
gracion de la modelizacién matemdtica en los actuales
sistemas de ensefianza.

DISENO Y EXPERIMENTACION DE UN RE-
CORRIDO DE ESTUDIO E INVESTIGACION
EN TORNO AL ESTUDIO DE LA DINAMICA
DE POBLACIONES

Después de describir a grandes rasgos las caracteristicas
bdsicas de los REI, vamos a ilustrar con un caso concreto
el disefio y experimentacion de un REI para la ensefianza
de las matemadticas en un primer curso de CCCE. Esto
nos permitird mostrar con mayor claridad la relacién
entre el dispositivo diddctico y la actividad de modeli-
zacion, asi como examinar posteriormente, a modo de
resultados de la experimentacidn, las condiciones y res-
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tricciones que habria que considerar para su implemen-
tacion generalizada en la ensefianza universitaria actual.

Partiremos de una cuestién en torno al estudio de la di-
ndmica de poblaciones que servird de hilo conductor de
todo el proceso diddctico. Propondremos responderla a
partir de la construccién de un primer modelo matema-
tico que permitird delimitar inicialmente la problemadtica
y ampliarla progresivamente a partir de la construccién
de nuevas organizaciones matemadticas de complejidad
creciente. Se originard, en definitiva, un proceso de am-
pliaciones sucesivas de los modelos matemdticos consi-
derados que acabardn recubriendo el programa de estu-
dios del curso.

El estudio de la evolucién de una poblacién como
cuestion generatriz

Consideremos una poblacion X y sea x, su tamafio (nu-
mero de individuos) en el instante z. El estudio de la evo-
lucion o dindmica de la poblacion X puede originarse a
partir de la siguiente cuestion inicial:

0, : Si suponemos que conocemos el tamafio de la po-
blacién X en algunos periodos de tiempo, ;podemos pre-
decir cdmo evolucionard después de n periodos? ;Serd
siempre posible predecir la evolucion del tamafio de X
a largo plazo? ;Qué hipdtesis sobre el entorno, la po-
blacién y su crecimiento se tienen que asumir? ;Como
hacer predicciones sobre la evolucién del tamafio de X y
como validarlas?

Inicialmente podemos optar por discretizar el tiempo y
suponer que x, depende, entre otras cosas, de los d es-
tados anteriores X, 5 X, e (0 = d = 1). Podemos
suponer, ademds, que fa poblac1on X es autonoma en el
sentido que no sufre cambios debido a las condiciones
externas. En esta situacion el estudio de la cuestion Q,
nos lleva a considerar dos grandes tipos de modelos, se-
gin si x, s6lo depende del estado anterior x,, (poblacién
con generaczones separadas) osix, depende del conjun-
to de estados anteriores x, |, X, _,.. ., (poblacion con
generaciones mezcladas)
Desarrollaremos aqui el primer tipo de modelos que nos
llevard, como veremos mds adelante, al estudio de suce-
siones recurrentes de orden 1 del tipo x = f (x), con f
funcion de variable real. El segundo t1po conduce a con-
siderar sucesiones recurrentes de orden d > 1 reducibles
a sucesiones recurrentes vectoriales del tipo X,,; = f X, )
donde X = (x, x, ..., x, ) es el vector de las d primeras
generac:lones yX (xl @ Xigsps -+ > Xiawan)) €1 i-€simo vector
de las d generaciones Sucesivas con 1 <i <n.

Si consideramos el tiempo como una variable conti-
nua, pasamos entonces a estudiar la evolucion conti-
nua de la poblacién con modelos matemadticos basados
en ecuaciones diferenciales de orden 1 o superior, es-
tudio en el que encontramos una estructura andloga
y, en cierta manera, paralela a la anterior. En el es-
quema del anexo 2 se muestran las relaciones entre
los distintos modelos, es decir, cOmo se relacionan, se
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completan y se complementan. Se indica también el
paralelismo entre las dos grandes familias de mode-
los considerados, el mundo de los modelos discretos
y el de los continuos. Cada una de las «ramas» del
esquema constituye el germen de un posible REL. A
continuacién describiremos la experimentacién que
hemos realizado al implementarlos en un primer curso
universitario de matemadticas.

Condiciones generales y metodologia de la experi-
mentacion

La experimentacién de los REI se ha desarrollado du-
rante cinco cursos académicos, del 2005/06 al 2009/10,
con estudiantes de primer curso de ingenieria técni-
ca industrial (especialidad en quimica industrial) de la
Escuela Técnica y Superior de Ingenieria (ETSE) de la
Universitat Autonoma de Barcelona (UAB). En cada una
de las experimentaciones participaron alrededor de 25-
30 alumnos que estaban cursando la asignatura anual de
«Fundamentos matemdticos para la ingenierfa». A las
tradicionales clases de teoria y de problemas se afiadio
un tercer dispositivo, denominado «Taller de modeliza-
cién matemdtica», que consistia en una sesién semanal
de dos horas. La participacion en el taller era opcional
para los estudiantes y les daba la posibilidad de obtener
hasta un médximo de un punto adicional a la nota final de
la asignatura.

Por motivos obvios de espacio, presentaremos aqui los
elementos que fueron comunes a las cinco experimen-
taciones, dejando de lado las variaciones encontradas
en cada caso (ver Barquero, 2009). El esquema del
anexo 2 muestra los principales contenidos (cuestiones,
modelos y respuestas) que, debido a su cardcter relati-
vamente auténomo, acabaron delimitando los REI ex-
perimentados. La realizacion del taller en paralelo con
la asignatura condujo a dividir el proceso de estudio en
tres problemadticas distintas siguiendo el programa del
curso y su estructura semestral. El primer REI se centré
en el estudio de la dindmica en tiempo discreto de po-
blaciones con generaciones separadas; el segundo REI
en el estudio en tiempo discreto de poblaciones con ge-
neraciones mezcladas y el tercero al estudio de la evo-
lucién de las poblaciones en tiempo continuo. El primer
REI, al que nos limitaremos aqui, ocupd un total de 6
sesiones de dos horas cada una. En la primera sesion se
presentaron los datos correspondientes al crecimiento
de una poblacién de faisanes durante un periodo de cin-
co afios consecutivos en una isla protegida delante de
la costa del estado de Washington®. Junto a estos datos
se presentd la cuestion inicial que guiarfa y articularia
todo el proceso de estudio. Cabe destacar que el res-
to de materiales no fueron disefiados a priori sino que,
respetando el cardcter dindmico y abierto de los REI,
se fueron modificando en funcién de la evolucién de la
problemdtica tratada.

Sobre la gestidon global de los talleres, los estudiantes
estuvieron siempre trabajando en grupos de dos o tres
personas. Al inicio de cada sesidn, cada grupo de traba-
jo debfa entregar un informe con la sintesis del trabajo
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de modelizacion desarrollado y los resultados parciales
obtenidos en las sesiones precedentes. Ademads, al inicio
de cada semana, se escogia un «secretario de la semana»
encargado de explicar y defender los resultados de su
grupo de trabajo. Este dispositivo resulté esencial para
fomentar la discusion sobre el trabajo realizado ademads
de permitir que resultara muy natural y necesario forma-
lizar las sucesivas cuestiones estudiadas y las respuestas
construidas durante el proceso de estudio de Q. Al final
del taller cada grupo debfa presentar un informe final so-
bre el trabajo realizado y los resultados obtenidos que,
junto con los informes parciales, conformaban la califi-
cacion final del taller.

Los informes semanales de los grupos de trabajo, los
dossier de trabajo redactados por la profesora segin la
evolucion de la problematica, los informes finales indi-
viduales y las grabaciones de las distintas sesiones del
Taller, que recogen la participacién del secretario de la
semana, la actuacion de la profesora como directora del
proceso de estudio y las distintas participaciones y dis-
cusiones entre los grupos de trabajo constituyen la base
empirica sobre la que descansan las conclusiones de
este trabajo. Cabe destacar que el andlisis de todo este
material se hizo en base al disefio a priori del recorrido
matemdtico (Barquero, 2009, pp. 97-190) y al disefio di-
ddctico a priori de los REI (Ibid., pp. 191-270).

Analisis de un proceso de estudio en torno a la dina-
mica de poblaciones

En todas las experimentaciones, la primera sesién se
caracteriza por la riqueza de las respuestas construidas
por los estudiantes. En una primera etapa los grupos
de trabajo se dedican a ensayar herramientas para des-
cribir el tiempo, el tamafio y el crecimiento de la po-
blacién de faisanes. En una segunda etapa construyen
modelos matemdticos de las dos grandes familias de
modelos que se estudian durante todo el curso: por un
lado, dentro de los modelos continuos, proponen mo-
delos basados en ajustes exponenciales y modelos de
interpolacion polinomica y, por otro lado, dentro de los
modelos discretos, aparecen modelos basados en suce-
siones recurrentes. Las figuras 1 a 4 muestran algunas
de estas propuestas recogidas en las distintas experi-
mentaciones:

Figura 2
Ejemplo de propuesta de un ajuste exponencial.
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Ejemplo de modelos basados en sucesiones recurrentes.
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Figura 4
Ejemplo de modelo basado en el polinomio interpolador.
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Ejemplo del andlisis de la tabla de datos.
o N fonn o003 i Joo caacic dinduly
jas3 <
1233 % = Ze;i = 2,25 = 26-% = )%
Rsq 5 = z,2% = 59
Jabe z34 = 2,22 = e
a4 had = )Aa = B2g
Mz ke )28 e

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2011, 29(3)

En la puesta en comun del trabajo realizado en la prime-
ra sesion, los grupos explican sus propuestas mientras
la profesora se encarga de sintetizar en la pizarra aque-
llo que cada grupo explica, centrandose principalmente
en describir la terminologia utilizada, los modelos con-
siderados y las hipotesis asumidas para la construccion
de estos modelos. En todas las experimentaciones la
mayoria de estudiantes estdn mds habituados a trabajar
con funciones elementales, por lo que pareceria 16gico
iniciar el estudio utilizando modelos «continuos». Pero
raramente proponen el uso de la derivada para describir
el crecimiento de X ni disponen de herramientas ma-
temadticas suficientes para ver la relacidn con el ajuste
exponencial propuesto. En cambio, si suelen considerar
herramientas de naturaleza «discreta» para analizar las
tablas que presenta el dossier, lo que facilita considerar
el modelo basado en sucesiones recurrentes. Por este
motivo se ha iniciado siempre el estudio por este caso,
dejando para el segundo semestre el estudio de los mo-
delos continuos.
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En la segunda sesion, el secretario de la semana con la
ayuda de la profesora describe el trabajo realizado en la
sesion introductoria. Mds concretamente, se acuerda qué
notacién comtn se utilizard y se fijan algunas de las hi-
potesis bdsicas. La hipétesis de generaciones separadas
conduce a considerar dos posibles magnitudes para des-
cribir el crecimiento de X: la tasa absoluta de variacion
entre dos generaciones consecutivas:

A'xn:xn+l_xn (11)
y la tasa relativa de variacion:
r _Axn_xn+1_xn (1 2)
nox X ’
n n
de la que se deriva el indice relativo de variacion
. xn+l
b= (1.3)

En estas primeras sesiones de la experimentacién resul-
ta imprescindible acordar y fijar una manera de referirse
a los elementos clave que intervienen en el proceso de
modelizacion. Se pacta asi cierta nomenclatura como,
por ejemplo: «hipdtesis sobre el sistema», «cuestiones
a estudiar», «construccion del modelo», «respuestas ob-
tenidas», «nuevas cuestiones pendientes de ser estudia-
das». De hecho la profesora solicita a los estudiantes que
redacten sus informes semanales y finales en base a estos
elementos clave. A continuacién vamos a presentar, de
forma muy resumida, la evolucién de las hipotesis sobre
Xy sobre su crecimiento (H), las cuestiones problemditi-
cas centrales a tratar (Q) derivadas de 0, la descrlpmon
de la construccion de los modelos (M), las sucesivas res-
puestas provisionales (R) y las nuevas cuestiones pro-
blemadticas que acaban Conﬁgurando todo el proceso de
estudio experimentado.

Del modelo maltusiano al modelo logistico

En todas las experimentaciones alguno de los grupos
empieza por proponer una de las hipdtesis (H,) mds sen-
cillas sobre el crecimiento de X: que su tasa relativa de
variacion es constante (r, = r), lo que hace muy «natural»
seguir con el estudio de'los modelos «discretos», como
se explica en el siguiente informe producido por un gru-
po de estudiantes:

Figura 5
Formulaci6n de las primera hipdtesis
sobre el crecimiento de una poblacién

loo primas Witk R0de e aitat tobon
H
__Elﬂg.c,, e R ow C =cdke
Holw)

Ar s vese  odouon ET oo v eme
AhL per 4 A o

W Feeoy A ) = M)

Esta suposicién da lugar a la construccion del primer
modelo (M,) que equivale a considerar la ecuacion re-
currente:

x =rx+x=(I+r)-x =a-x cona=1+r (1.4)
n+1 n n n n

Si suponemos que esta relacion es vdlida para cualquier

pareja de generaciones consecutivas, obtenemos la ex-

presion cerrada equivalente de M :

(1.5)

X =X <x =d"-x
n n 0

n+1

La profesora deja bajo la responsabilidad de los estu-
diantes que busquen informacién sobre este primer mo-
delo y poder asi{ nombrarlo de manera mds concisa. En
la siguiente sesién, algunos de los estudiantes vuelven
habiendo encontrado informacidn relativa a este modelo
que denotaremos en adelante «modelo maltusiano»®.

En una primera fase del trabajo técnico con M, los estu-
diantes se centran en estudiar una primera cuestion 0,
formulada por ellos mismos: ;Cdmo podemos encoi-
trar la mejor aproximacion del pardmetro «r» o «O»
que proporcione el mejor ajuste a la evolucion real de
la poblacion de faisanes? En una segunda fase, la pro-
fesora les propone que realicen un estudio general de
M (Q,,), sugiriéndoles que realicen mds simulaciones
de los iterados de la sucesion generada por M| para dis-
tintos valores del pardmetro r (0 o) y de las condiciones
iniciales x,.

El estudio exploratorio realizado con este primer modelo
permite a los estudiantes dar una primera respuesta R, a
Q, distinguiendo tres posibles casos: (1) si0 <a <1, la
poblacién? tiende a su extincién; (2) si o = 1, la pobla-
cién se mantiene constante igual ax,=c; (3)sia>1,la
poblacidn crece indefinidamente: hmx =+

n— 4o

La figura 6 muestra la explicacion propuesta por un gru-
po de estudiantes para el caso x,= 150 y o = 20:

Figura 6
Ejemplificacion de la simulacién con M, tomando
los valores ¢ = 20 y M(0) = 150

-de @a i pe usa Mol = 50 1w e =20
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e tacers e duae-\s pes cdown U-[\M-Al€c"m09
wo ) Mown) v Anpaste fdule St
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T | 2ucwsno ks
[ Miwsa) = e M) )
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344

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2011, 29(3)



INVESTIGACION DIDACTICA

Rdpidamente los estudiantes encuentran que este primer
modelo (M,) presenta una clara limitacién: el hecho que
la poblacion aumente de forma geométrica (caso o > 1)
cae en la paradoja bioldgica de suponer la existencia de
recursos infinitos. Esta limitacion, conocida como la pa-
radoja maltusiana, conduce a la profesora a plantear la
necesidad de modificar la hipétesis H,.

En general los propios estudiantes, que disponen de la
gréfica realizada en la sesion introductoria de la tasa re-
lativa de variacién r, (o de i ) respecto del tamafio de
la poblacion x(n), llegan a la conclusién que es mds co-
herente suponer que r, decrece respecto x(n) sin poder
sobrepasar «cierto limite».

Figura 7
Reformulacién de H, por H, y biisqueda de la recta decreciente
que mejor ajusta (P, =x,r ).

r(Pn)

¥ =-0,0043x +9,2622

L] 500 1000 1500 2000 2500

Dades Experimentals

Pn r

26| 10,5384615

274 | 6,56934307
1,01833333
1833 | 1,03000546
1888 | 1,03919492
1962 1,03669725
1,01327434
2061 0

De este andlisis se deduce habitualmente, y de forma
bastante natural, la necesidad de cambiar la h1p0tes1s H,
por H, finalmente formalizada por la profesora en térmi-
nos parec1d0s a los siguientes:

H,: La tasa relativa de variacion r, varia con el tamafio
de la poblac1on x . Ademds, x no puede sobrepasar cierto
valor méaximo K que llamaremos capacidad mdxima del
hdbitat de X.

Bajo esta hipétesis, r, deja de suponerse constante y pasa
a considerarse decreciente a medida que X se aprox1ma
a su capacidad mdxima K. Uno de los casos mds senci-
llos a estudiar serfa suponer que r, decrece linealmente

xn + I_'xn

conx: r = =a—b-x_ paraciertos pardmetros
n n n

a>0yb>0 (1.6)
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Uno de los modelos mds sencillos que satisface las
condiciones impuestas por H, se obtiene al considerar
b=alK:

Ax, a
r,S——=a- X, =
n
Operando con la ecuacidon descrita llegamos a la expre-
sién equivalente:®

1 i 1.7
&) WP

N, =aN:-

n+1

1_ﬂ conoa >0yK>0 (1.8)
K
conocida como la ecuacion logistica discreta o mode-
lo de Verhulst® (M,) donde el pardmetro o representa el
coeficiente de reproduccion de X cuando hay recursos
infinitos y el pardmetro K representa el nimero maximo
de individuos que pueden vivir en el hdbitat considerado,

es decir, la capacidad mdxima del hdbitat.

Una vez construido este segundo modelo (M,),” los estu-
diantes intentan buscar una expresion cerrada del tipo x,
= fin) aunque, a diferencia del modelo maltusiano (M| )
la ecuacion logistica no la admite. La simulacién numé-
rica para algunos valores particulares de los pardmetros
a 'y K constituye un primer medio experimental para po-
der simular poblaciones que supuestamente pueden ser
modelizadas a través de M,.

Como en el caso anterior, también se pueden distinguir
aqui dos etapas en el trabajo técnico con M,. La prlmera
fase se centra en hallar la aproximacion de los pardme-
tros oo y K que proporcionen el mejor ajuste a la evolu-
cién real de la poblacién de faisanes (Q, l) (como mues-
tra la figura 7) seguida de la correspondlente puesta en
comtun. La segunda fase corresponde al estudio general
de M, (Q,,) mediante simulacién numérica para obtener
la 51gulente respuesta pr0V1510nal R, que, por ahora, que-
da pendiente de ser justificada:®

* Si 1 < a < 3, la poblacién tiende a una situacion de

equilibrio que denotamos por L, esto es, lim x = L.

n— +o
* Si o> 3, aparecen casos dificiles de analizar. Con la ex-
ploracién numeérica se detectan casos en que la sucesion
X, oscila entre varios valores (existencia de Orbitas pe-
riddicas) o bien aparece un comportamiento que parece
aleatorio y no reproducible.

La institucionalizacion de estas conjeturas por parte de los
distintos grupos resulta muy pertinente para poner de ma-
nifiesto la aparicion de dindmicas muy complejas imposi-
bles de justificar con las herramientas matemadticas hasta
ahora introducidas. Se plantean asi varias cuestiones a las
que no se puede dar respuesta ni con M, ni con M,y que
guiardn el futuro del proceso de estudio, en pamcular

0, (Qué condiciones nos aseguran que la sucesion (x,),c,
esté bien definida y que converja hacia cierto limite L?

Aparece, en definitiva, la necesidad de considerar un nue-
vo modelo que incluya a los anteriores y permita reformu-
lar y estudiar las cuestiones que han quedado pendientes.
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Un modelo funcional como generalizacion de los modelos
maltusiano y logistico

El trabajo realizado anteriormente ha finalizado con la
formulacidon de cuestiones problemdticas frente a las
cuales los propios estudiantes solicitan mds herramien-
tas para estudiarlas. La profesora se encarga entonces de
introducir un nuevo modelo M,, que llamaremos modelo
analitico-funcional formado por todas las ecuaciones re-
currentes del tipo x = f(x ). Su objetivo es el de posibi-
litar el estudio general de la cuestion:

Q,: (Cudl es la dindmica de la sucesion x generada por

larelacién x . =f(x ) con f funcién de clase C'?
n+l n

La profesora hace notar que los modelos estudiados has-
ta ahora son casos particulares de M.,: en el caso del mo-
delo maltusiano M, f es una relacion lineal y, en el caso
logistico M,, una relacion cuadratica.

Para poder trabajar con este modelo analitico-funcional
general es necesario que la profesora introduzca técnicas
de simulacion grdfica que aparecen al considerar las cur-
vas y = fix) e y = x y simular grdficamente los iterados
de x, mediante, por ejemplo, el «método de la tela de
arafia». La introduccion de esta técnica supone tomar en
consideracién un nuevo medio experimental al lado del
numérico y el algebraico.

A partir de esta introduccion, la profesora propone utili-
zar estas nuevas herramientas analitico-funcionales para
comprobar y completar las respuestas (R, y R)) que los
estudiantes han dado en el estudio del modelo maltusia-
no (M) y del modelo logistico (M,). En particular, el es-
tudio del modelo logistico definido por la ecuacion (1.8),
lleva a los estudiantes un estudio paramétrico conside-
rando las funciones y = x y la funcién cuadrdtica:

f -
X)=a-x-|l-—

K
Con el objetivo de completar el estudio de Q,, que ha
quedado pendiente, la profesora decide desglosar el re-
corrido en las siguientes :

Q,,,: (Qué condiciones impone la capacidad mdxima
d621 hdbitat K (esto es, x, < K) sobre el valor del pardme-
tro o ?

Segtin las hipétesis formuladas en H,, los términos de
x, deben satisfacer que 0 <x < K. Asf, debemos restrin-
girnos a funciones que satisfacen /10, K] € [0, K], por lo
tanto, es necesario que:

oK
OsTsK,estoes,Osocs4

0,5, (Se pueden encontrar regularidades en las trayec-
torias de (x,) ., dependiendo de los valores tomados por
los pardmetros o y K?

Por simulacién grdfica y utilizando la técnica de la «tela
de arafia», podemos describir diversos casos que nos
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permitirdn dar respuestas tentativas a esta cuestion. Las
figuras 8 y 9 muestran algunas de las simulaciones reali-
zadas por los estudiantes:

Figura 8
Simulacién grafica en el caso del modelo logistico
para a = 2.5 y K = 3000.

a=25iK=3000

Figura 9
Simulacion gréfica en el caso del modelo logistico
para o = 3.1y K = 3000.
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Q,,,: (Como se comporta la sucesién (x ) _ cerca de

los puntos fijos?

En el caso que estudiamos, tenemos dos puntos fijos:

a-1

x* =0yx* = ‘K

Sdlo tiene sentido considerar x*l >0, sia>1. Porlo
tanto, debemos distinguir dos posibles casos:

* Si0 < a < 1, 1a funcién cuadridtica f (x) se encuentra por
debajo de la bisectriz y = x y sélo tiene un punto fijo x°
que, por simulacién gréfica, parece ser un punto atractor.

* Sia > 1, la funcidn f (x) se sitda por encima de la bisectriz
y = x, caso en el que aparecen dos puntos fijos (x’) y x)).

La simulacion gréfica sugiere que x’, es un punto repulsor y
se detectan diferentes trayectorias y alrededor del segundo
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punto fijo x*,, o que conduce a la siguiente cuestion:

0, ,,: (Podemos asegurar localmente la convergencia de
(x ) _ hacia los puntos fijos x°) y x",?
n’ nEx

Para estudiar esta cuestion, se puede utilizar la aproxi-
macion local de la funcidn f (x) en torno al punto fijo x",
que nos proporciona su derivada en dicho punto:

SO =) - (x-x7)
Se obtiene asi un modelo recurrente lineal del que, segtin
el estudio que hemos desarrollado en el caso del modelo
maltusiano (M), podemos concluir que:
* Si f'(x")) > 1, entonces la sucesion x, es divergente,
*Si0 < f'(x")) < 1, entonces x, es convergente.
Si evaluamos la derivada en este segundo punto fijo x” ,

,[a—=1

f a

unido a la informacion que nos ha proporcionado el estu-
dio precedente con M 1 obtenemos:

-K):Z—oc

* La sucesion x, converge hacia el punto fijo x", cuando
|2 — a|<1,equivalenteal <a <3,

*Sia >3, x esdivergente con oscilaciones que, en cier-
tos casos, presentan cierta periodicidad.

En ninguna de las cinco experimentaciones se pudo seguir
mds alld de este punto. La problemdtica emergente reque-
ria el uso de herramientas matemadticas que quedaban bas-
tante alejadas de los objetivos del curso definidos antes de
empezar el taller. Dada la idoneidad de la temdtica tratada
en el siguiente REI (modelos matriciales para el estudio
de la dindmica de poblaciones) en relacién al programa
del curso, se decidi6 acabar aqui con el estudio de esta pri-
mera familia de modelos y pasar a tratar la problemadtica
matricial que no detallaremos aqui. El tercer taller del cur-
so se destind, en todas las experimentaciones, a abordar el
caso de los modelos continuos con el estudio de ecuacio-
nes diferenciales de primer orden, amplidndolo posterior-
mente al estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales.

CONCLUSIONES DE LA EXPERIMENTACION

Queremos distinguir dos grandes tipos de resultados que
se desprenden de nuestra investigacion. Describiremos
en primer lugar en qué aspectos el dispositivo de los REI
ha posibilitado un proceso de estudio que da mayor ca-
bida al cardcter funcional de la actividad matematica, lo
que veremos examinando el reparto de responsabilidades
entre profesor y estudiantes durante la vivencia de los
diferentes momentos diddcticos (Chevallard, 1999). En
segundo lugar, daremos cuenta de algunas de las restric-
ciones institucionales que han aparecido al intentar inte-
grar los REI en la ensefianza universitaria y que abrirdn
nuevas vias para proseguir con la investigacion.
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Eficacia de los REI para hacer vivir la modeliza-
cion matematica

Los REI que hemos experimentado introducen en el aula
nuevas condiciones y nuevos gestos del estudio mds acor-
des con la vision de la matemdtica como actividad de mo-
delizacién. Por ejemplo, durante los momentos de explo-
racion del tipo de problema y del trabajo de la técnica,
la utilizacién espontdnea por parte de los estudiantes de
herramientas informdticas que se dio en muiltiples ocasio-
nes favorecio el trabajo con modelos cuya manipulacién
podia resultar muy pesada, por ejemplo con el trabajo ex-
perimental de simulacion numeérica a la que los alumnos
han recurrido en numerosas ocasiones cuando se trataba
de simular sucesiones recurrentes en los casos del modelo
maltusiano y modelo logistico. Esta potenciacion de la di-
mensién exploratoria y experimental del estudio permite
llevar a cabo un trabajo técnico sistemdtico imprescindi-
ble para la vida de la modelizacién matemdtica.

El potenciar la «vivencia» de estos momentos diddcticos
(exploratorio y trabajo de la técnica) permitio a los alum-
nos responsabilizarse de muchas tareas que en la cultura
pedagdgica tradicional se sitian generalmente al margen
de su responsabilidad: formulacién de hipétesis, planteo
de cuestiones problemdticas, contraste experimental,
eleccidn de las herramientas matemadticas adecuadas, etc.
Dado que todas estas tareas son imprescindibles para el
desarrollo de la actividad de modelizacion matematica,
podemos decir que los REI, al incorporarlas, hacen po-
sible vivir las primeras etapas del proceso de modeliza-
cion matemadtica que describe Chevallard (1989), esto es:
la delimitacion del sistema, la construccion del modelo
matemdtico y el inicio del trabajo técnico dentro de éste.

En lo que se refiere al momento tecnologico-tedrico y al
de la institucionalizacion, cabe sefialar que, desde las pri-
meras sesiones de los talleres, se trabajaba con objetos del
proceso de modelizacién que anteriormente los estudian-
tes no podian nombrar ni, por tanto, reconocer como tales,
como, por ejemplo, «sistema», «modelo», «trabajo dentro
del modelo», «hipétesis que caracterizan el sistema», etc.
A lo largo del desarrollo de los REI la comunidad de es-
tudio fue pactando una forma comiin de nombrar dichas
nociones y, en consecuencia, fue otorgando un «papel ofi-
cial» a todos estos elementos tan importantes para mante-
ner viva la actividad de modelizaciéon matemdtica. Tam-
bién aqui, la implicacién de los alumnos fue mayor que en
el contrato diddctico tradicional que deja bajo la exclusiva
responsabilidad del profesor el trabajo tedrico, de institu-
cionalizacion y de evaluacién. Podemos citar tres disposi-
tivos diddcticos que facilitaron este cambio fundamental:

* La exposicion en grupos del trabajo realizado, seguida
de la entrega y defensa de los informes en cada una de las
sesiones de los talleres.

* La entrega individual de un informe global del «taller».
* La utilizacion del dossier de trabajo sin contenido fijado a
priori y redactado en funcién de la evolucion de la problemé-

tica tratada, junto con la tarea del «secretario de la semana»
que se encargaba de sintetizar las cuestiones y respuestas que
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habian sido tratadas, semana tras semana, tanto por su propio
grupo como por el resto. Este informe semanal debia situar
en qué punto se estaba del proceso de estudio, explicitando
las cuestiones que habfan quedado pendientes de estudiar y a
las posibles nuevas cuestiones que se habfan planteado.

La incidencia sobre la vida de la modelizacién matemdtica
de este cambio de contrato es bien clara: el hecho de que los
estudiantes asuman estas responsabilidades (aunque sea de
forma parcial) facilita las etapas de produccion e interpreta-
cion de los conocimientos sobre el sistema asi como el tra-
bajo relativo al contraste y estudio de las limitaciones de los
sucesivos modelos construidos y las relaciones entre ellos.
Dada la importancia de estas etapas o fases de la actividad
de modelizacion y la dificultad que muestra el sistema de
enseflanza tradicional para hacerlas vivir, se pone de ma-
nifiesto una vez mds el papel de los REI como dispositivo
didéctico que impone condiciones muy favorables para po-
tenciar el papel de la modelizacion.

Restricciones institucionales a la integracion de los
REI en la ensefianza universitaria

La aparente facilidad con la que se han podido integrar
los REI en la asignatura de matemadticas de primer curso
de ingenierfa técnica quimica industrial no deberia es-
conder la aparicién de importantes restricciones que han
afectado la realizacion de los REI, modificando asf algu-
nas de las funciones que éstos debian asumir.

Situdndonos en el nivel genérico de la organizacion de la
enseflanza (nivel pedagogico), destacamos el voluntarismo
tanto de la profesora del taller como de los estudiantes para
trabajar una vez por semana, durante dos horas fuera del ho-
rario lectivo. Establecer los REI como una actividad «nor-
malizada» supondria romper con la distribucion horaria ac-
tual de las asignaturas para poder dar cabida a sesiones de
mads larga duracion, ademds de crear grupos mds pequefios
de no mds de 20 alumnos. Se comprende as{ el cardcter lo-
cal de la modificacion realizada y la «revolucion» que sig-
nificarfa generalizar talleres como los experimentados, con
la consiguiente reaccién «<homeostdtica»’ que provocaria en
el sistema de ensefianza universitaria.

En relacién a las restricciones diddcticas que surgen en el
nivel de la disciplina matemdtica, se debe observar que
el primer REI que hemos descrito en este trabajo, quedd
parcialmente «truncado» debido a la necesidad de avanzar
al mismo ritmo y tratando contenidos «semejantes» a los
que se estudiaban en las clases de teorfa y en las clases
de problemas. Asi, por ejemplo, en ninguna de las experi-
mentaciones se ha podido seguir con el estudio de polino-
mios interpoladores (a pesar de que ésta era la direccidn
propuesta por varios grupos de alumnos y constitufa una
alternativa interesante para responder a la cuestion plan-
teada) porque seguir por este camino hubiese apartado el
taller del resto de los dispositivos. Esta es una restriccion
que fue aceptada a priori por los profesores de la asigna-
tura y por la propia investigadora puesto que se pretendia
vincular tanto como fuese posible la actividad matemati-
ca desarrollada en los REI a la programacion oficial de la
asignatura entregada a los estudiantes a principio de curso.
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Si nos centramos en el reparto de responsabilidades durante
la gestion de los recorridos, tenemos que destacar el cambio
enorme que se produjo en comparacién con un curso tradi-
cional. Desde el principio, la profesora intenté actuar como
una verdadera directora del proceso de estudio, cediendo la
mdxima autonomia y responsabilidad a los alumnos y ne-
gociando explicitamente muchos de los aspectos que sue-
len quedar implicitos y bajo la responsabilidad exclusiva
del profesor: planificacion del estudio, tiempo dedicado a
cada una de las actividades, seleccion de las herramientas
matemadticas supuestamente apropiadas, uso de herramien-
tas informdticas y bibliograficas, institucionalizacién de las
respuestas parciales, evaluacién de los resultados, etc.

A pesar de las reticencias iniciales mostradas por los estu-
diantes, los cambios introducidos con los REI — trabajo en
grupo, formulacion de cuestiones, redaccion y defensa de
los resultados obtenidos en base a las cuestiones estudiadas
y las respuestas obtenidas — fueron progresivamente acepta-
dos por éstos. Esta autonomia asumida por los estudiantes
durante el transcurso de los REI es una condicién impres-
cindible para poder desarrollar la actividad de modelizacién
matemadtica y, en consecuencia, constituye un resultado im-
portante en relacion al problema diddctico abordado.

Sefialemos para acabar que la implantacion generalizada
de los REI en la enseflanza universitaria no deberia supo-
ner Unicamente un cambio de la estructura del sistema de
enseflanza universitario —lo que Watzlawich (1974, p. 31)
considera como un «cambio de primer orden», cuya tnica
finalidad es, en realidad, la de que «no cambie nada». Al
contrario, dicha implantacién deberfa transformar las fun-
ciones de dicho sistema superando la «ilusién de las alter-
nativas» que se presentan al sentido comun y aparecer como
un cambio paradéjico para la légica interna del sistema (lo
que Watzlawich denomina «cambio de segundo orden»). No
es de extrafar, por lo tanto, la existencia de multiples restric-
ciones, que emergen incluso a nivel social, y que dificultan
enormemente la implantacién generalizada de los REIL
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NOTAS

1. Por cuestiones de espacio no describiremos otras posibles propuestas
para abordar este problema (enseflanza por proyectos, practicas y talle-
res de matemdticas, resolucion de problemas, etc.). Diremos tinicamen-
te que los REI, al ser una nocién situada en una teorfa diddctica como la
TAD, aparecen estrechamente vinculados a un modelo epistemolégico
detallado de la estructura y dindmica de la actividad matemdtica en
términos de la ampliacién y completacion progresivas de praxeologias.
2. En el anexo 1 se incluye el dossier de trabajo que se entregé a los
estudiantes en la sesion inaugural del denominado «Taller de modeli-
zacién matemdtica».

3. El nombre hace referencia al economista y demdgrafo inglés, Tho-
mas Robert Malthus (1766-1834) conocido principalmente por su teo-
rfa de poblaciones (Malthus, 1798).

4. En adelante, utilizaremos la palabra «poblacién» para referirnos al
nimero total de individuos o tamafio de la poblacién X.
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5. La relacion descrita en (1.8) se obtiene después de un cambio de
variable N, = (a/a+1) x . Para seguir con la notacién utilizada hasta el
momento, seguiremos designando esta nueva variable por x .

6. El nombre hace referencia a Pierre Francois Verhulst (1804-1849)
que, en el afio 1838, propusa una respuesta a la paradoja maltusiana en
forma de ecuacion logistica.

7. La construccion de M, suele requerir bastante tiempo aunque, finalmen-
te, el trabajo ayuda a entender la relacién entre el «modelo maltusiano» M|
con el nuevo modelo M,: M| corresponde al caso particular K = .
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ANEXO 1

Dossier 0 (Unidad introductoria)

ENGINYERIA TECNICA QUIMICA INDUSTRIAL — Fonaments Matematics de 1’Enginyeria

Taller de Modelitzacio Matematica — Curs 2009/2010

Estudio del crecimiento de una poblacion de faisanes en una isla

Comparando prediccion y realidad

Los humanos han introducido muchas especies en nuevos habitats, por accidente o
intencionadamente, para poder estudiar su evolucion. Algunas de éstas se han convertido en
experimentos ecoldgicos muy interesantes. Por ejemplo, en 1937 ocho hembras faisan, de la
especie Phasianus colchicus torquatus, fueron introducidas en una isla protegida delante de la
costa del estado de Washington'. La isla tenia abundante comida y no vivia en ella ninguna
especie predadora. Ademas, esta isla estaba suficientemente lejos de otras tierras para que los
faisanes pudiesen escapar.

En la siguiente tabla, y su correspondiente grafico, se muestran los datos referentes a la
evolucion del tamafio de esta poblacion entre los afios 1937 y 1942 que se tomaron cada afio en
el mismo periodo:

.
1937 8 1500 |
1938 26 1000
1939 85 | *
1940 274 500
1941 800 o - o o
1942 1800 1936 1937 1938 1939 1940 1941 1942 1943

PRINCIPALES CUESTIONES A ESTUDIAR
Dada una poblacion de la que conocemos su tamaiio en algunos periodos de tiempo,
(Podemos predecir como evolucionara el tamafio de esta poblacion después de
n periodos? ;Sera siempre posible predecir el tamafio de la poblacion a largo plazo?
(Qué tipo de hipdtesis sobre el entorno, sobre la poblacion y
sobre su crecimiento se pueden asumir?
(Coémo podemos hacer estas predicciones y como las podemos validar?

" Lack, D. (1967). The Natural Regulation of Animal Numbers. Oxford: Clarendon Press.
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ANEXO 2

Esquema de los tres REI experimentados
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Modelos continuos
reR

Estndior e fa evolucion de
pab.l'ac':ane': srnqp.l’cs Eromogcmas
F,studm la razdn instantinea de

Varackin: riry= 10 0

H :rinsrreBy )

Hf_h - modelo maltusiano continue 1!

xir

H. : wre|l===|,r,
Nro=r{1-32)
H':" : modelo logistico continuo

sty Kx0)
A0+ (K = D)) e

H, rit)= g y @,
Cl: g constante
C2: g lincal
(.‘,'I:g Funcién i;l.nlquim

_l Estudic oe fa evolucion

| compelencia

INVESTIGACION DIDACTICA

de poblaciones en
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Summary

This paper focuses on the role of mathematical model-
ling in first-year courses of Natural Sciences university
degrees. The didactic problem treated here confronts
some important difficulties from ‘traditional’ university
teaching, which regularly creates teaching and learning
difficulties due to the ‘disconnection’ and ‘lack of sense’
of the mathematical contents taught. This leads us to set
forth a first formulation of our research problem: how
to avoid the mathematical knowledge taught in the first
university courses of Natural Sciences to be reduced to
a set of disconnected concepts and techniques lacking
sense, appearing instead in a functional way as a tool to
offer answers to problematic questions arising in Natural
Sciences?

In front of this problem, several authors have proposed a
more instrumental approach to Mathematics as a model-
ling tool. This shared vision suggests a second formula-
tion of our research problem: how can mathematics be
taught as a modelling tool of scientific situations or facts,
in such a way that teaching is not organized depending
on the mathematical contents but around the problems or
projects that students have to accomplish?

According to the Anthropological Theory of the Didac-
tic (ATD), which constitutes our conceptual and meth-
odological framework, mathematical modelling cannot
be considered as an aspect or modality of mathematical
activity but has to be placed at the core of it, ‘teaching
mathematical modelling thus becoming a synonym of
functional teaching of Mathematics’. As a result, the
didactic problem of mathematical modelling is formu-
lated in terms of search for new didactic devices, which
favours the integration of mathematical modelling in
university education. This approach requires studying
the necessary conditions for mathematical modelling to
‘survive’ as ‘healthy activities’ in this institutional en-
vironment and exploring the restrictions hindering the
evolution of these activities.

To approach the didactic problem, we propose the design
and implementation of a new didactic device, the Study
and Research Courses (SRC), set forth by the ATD and
used here as an ‘ideal’ didactic organization for integrat-
ing mathematical modelling into current teaching sys-
tems. One of the main objectives of the proposed SRC
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is to introduce a new school epistemology that replaces
the school paradigm of ‘inventorying’ knowledge by a
paradigm of questioning the world.

The experimental part of our research consists in the de-
sign and experimentation of a SRC based on the study of
population dynamics for first year students of Natural Sci-
ence degrees. It was implemented during five academic
years with first year students of a technical engineering
degree (3-year programme), in the Industrial Chemical
Engineering department, at the Universitat Autdonoma
de Barcelona (UAB). The SRC starts from a generative
question Q, about population dynamics, which consti-
tutes the thread of the entire learning process. During the
nine-month long modelling workshop, the students are
asked to produce an answer to this question by construct-
ing different mathematical models. When studying the
links between the systems (the growth of a population)
and the initial model, new questions appear that can only
be addressed through the construction of more compre-
hensive mathematical models that, in turn, generate new
questions. A sequence of successive enlargements of the
considered mathematical models is thus built. The com-
plete didactic process experimented shows how the of-
ficial traditional curriculum of a first university course
of Mathematics for Natural Sciences can ‘be covered’
by means of a small set of SRC all related to the study
of different populations growth. It also illustrates how
this process helps connect and make functional the dif-
ferent mathematical contents that are programmed in the
course.

We can distinguish two important results from our re-
search. First, we show how the proposal of the SRC has
made possible to introduce a more ‘functional’ mathe-
matical activity. In fact, our empirical observations allow
us to analyse and specify some necessary conditions and
new gestures that affect the ‘local’” implementation of
the SRC and, thus, have an influence on the integration
of mathematical modelling in current university teach-
ing. Second, we find that some strong restrictions ap-
pear along the process of the ‘local’ integration of SRC.
Hence, a ‘large-scale’ integration of SRC at university
level beyond this local experimentation needs to extend
this ecological study and consider restrictions that appear
at different levels of generality, especially affecting the
prevailing way with which Mathematics and its teaching
are currently considered in university institutions.
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