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Resumen. En este articulo describimos los niveles de comprension de la relacion entre f’(a) y f(x) de cinco profesores de matemadticas que de-
sarrollaban la asignatura de Matematicas con alumnos de 16-18 afios en diferentes centros educativos de Colombia. La teorfa APOE, ampliada
con aportaciones semidticas, se utiliza como marco tedrico fundamental. Los cinco profesores contestaron a un cuestionario indirecto sobre la
comprension de f’(a) y f’(x) y, posteriormente, fueron entrevistados con vifietas. Los resultados muestran que la comprension de estos dos macro-
objetos, f’(a) y f’(x) puede estar relacionada con la estructura de los esquemas grafico y algebraico de los mismos, y con los conflictos semidticos
asociados.
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Analysis of Mathematics teachers’ level of understanding of the objects f’(a) and f’(x)

Summary. This paper describes the level of understanding of the relation between f’(a) and f’(x) among five Mathematics teachers who were
teaching classes to 16-18 year olds in different schools in Colombia. The analysis is based on the APOS framework, in this case with the addition
of certain semiotic aspects. The five teachers responded to an indirect questionnaire about their understanding of f’(a) and f’(x), and were
subsequently interviewed in relation to a series of vignettes. Results illustrate how the comprehension of these two macro-objects, f’(a) and f’(x),
can be related to the structure of both graphic and algebraic schemes and the associated semiotic conflicts.

Keywords. Teacher’s knowledge, Derivatives, APOS Framework, Semiotic Representations.

1. INTRODUCCION

En este trabajo nos situamos, bdsicamente, en un enfoque
cognitivo, la teorfa APOE (Dubinsky, 1991, 1996; Asiala
et al., 1996; Asiala et al., 1997), para estudiar la compren-
sion de los profesores participantes en este estudio sobre los
macroobjetos f’(a) y f’(x). Partiendo de dicha posicion cog-
nitivista, esta investigacion pretende mediar entre las orien-
taciones cognitiva y semiotica de la comprensién. Dicho de
otra manera, consideramos que el marco tedrico cognitivo
APOE es insuficiente para explicar la comprension de los
profesores si no se amplia con la mirada que nos ofrecen las
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perspectivas semidticas sobre la comprension. Dentro de
estas dltimas, hemos tenido en cuenta la teorfa de los regis-
tros semidticos de Duval (1995, 2006) y el enfoque ontose-
midtico de la cognicion e instruccion matemdtica (Godino,
Batanero y Font, 2007; Font y Contreras, 2008).

La cuestion especifica que abordamos en este trabajo es
la siguiente: ;Qué niveles de comprension de los macro-
objetos f’(a) y f’(x) tienen los profesores de matemadticas
que participaron en el estudio?
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Comenzamos el trabajo revisando, en la seccién 2, la
literatura sobre la descomposicidén genética de la de-
rivada y, mds en general, los trabajos realizados en el
marco de la teoria APOE sobre la comprension de la
derivada. En la seccién 3, explicaremos la metodolo-
gia utilizada. En la seccion 4, se presentan los resulta-
dos del estudio sobre los niveles de comprensién del
esquema de la derivada exhibidos por los profesores.
Y terminamos en la seccion 5, con unas consideracio-
nes finales.

2. MARCO TEORICO

2.1. Una aproximacién tedrica para reflexionar
sobre el conocimiento profesional del profesor de
matematicas: la teoria APOE

Una de las problemdticas que mds ha interesado en el
drea de educacién matemadtica es la de determinar cudl es
el conocimiento diddctico-matemadtico del profesorado,
requerido para enseflar matemadticas. Se han dado diver-
sas respuestas; entre otras: «conocimiento pedagégico»
(Moore, 1974), «conocimiento pedagdgico del conteni-
do» (Shulman, 1986) y «conocimiento matemadtico para
la ensefianza» (Ball, Lubienski y Mewborn, 2001; Hill
et al., 2008).

La linea de investigacion sobre el conocimiento del pro-
fesor ha evolucionado desde perspectivas mds cogniti-
vas (estudio del pensamiento del profesor), cuyas bases
se cimentan en la psicologia cognitiva (Shulman, 1986;
Leinhardt y Greeno, 1986; Simon y Tzur, 1999; Moreno
y Azcdrate, 2003), hasta perspectivas mds sociocultura-
les (estudio del conocimiento y préctica profesional del
profesor), cuyas bases se cimentan en principios antro-
poldgicos y epistemoldgicos del conocimiento (Espi-
noza y Azcdrate, 2000; Lerman, 2001; Llinares, 2000;
Sensevy et al., 2005; Gavildn, Garcfa y Llinares, 2007,
Ramos y Font, 2008).

A partir de la dltima década del siglo pasado, se pasé
a investigar el conocimiento del profesor en temas de
contenido matemdtico especifico, lo cual permitié com-
prender mejor el pensamiento matemadtico de los profe-
sores y su influencia sobre la ensefianza y el aprendizaje
de las matemadticas (Garcia y Llinares, 1998; Norman,
1993; Even, 1993). En esta misma linea, nos ha intere-
sado indagar la comprension que tienen los profesores
de los macroobjetos f’(a) y f’(x) cuando se enfrentan
a la resolucion de situaciones problema enunciadas en
diferentes contextos y que requieren traducciones y re-
laciones entre diferentes representaciones semioticas.
Dado que en el caso de la derivada intervienen dos fun-
ciones (f(x) y f’(x)), utilizaremos la expresion «traduc-
ciones y relaciones» para indicar tanto los tratamientos
y conversiones entre diferentes representaciones de la
misma funcion ((f(x) o f’(x)) —siguiendo la terminolo-
gia de Duval (1995, 2006)—, como el paso de un tipo de
representacion de la funcidn a una representacion de la
funcién derivada.
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Dado que la teorfa APOE ha mostrado ser titil para
describir la construccién por parte de estudiantes de
varios conceptos matemadticos (Dubinsky, 1991, 1996;
Asiala et al., 1996; Baker, Cooley y Trigueros, 2000;
Trigueros y Martinez, 2010; Cooley, Trigueros y
Baker; 2007; Sdanchez-Matamoro, Garcia y Llinares,
2006), consideramos que también podia resultar util
en la comprensién de como se estructura el concep-
to de derivada por parte de profesores de matemdtica
en ejercicio y por esta razén la hemos utilizado como
principal referente tedrico.

APOE es un acrénimo de las iniciales de los siguientes
términos: acciones, procesos, objetos y esquemas, que
son las construcciones mentales que, en el marco de
esta teorfa, un sujeto realiza para construir significa-
dos a partir de las situaciones problemas. Una accion
es una transformacién de objetos que el sujeto perci-
be como algo externo. Dicha transformacion se lleva
a cabo como reaccion a una indicacion que da infor-
macion precisa sobre los pasos que se van a realizar.
Cuando una accidn se repite y el individuo reflexiona
sobre ella, ésta puede interiorizarse en un proceso. El
proceso es una transformacion basada en una cons-
truccién interna, ya no dirigida por estimulos exter-
nos al individuo, de forma que éste puede describir
los pasos involucrados en la transformacion e incluso
invertirlos. Los objetos se pueden construir cuando
un sujeto reflexiona sobre las operaciones aplicadas
a un proceso en particular, toma conciencia del pro-
ceso como un todo, realiza aquellas transformaciones
(ya sean acciones o procesos) que pueden actuar sobre
él, y puede construir de hecho esas transformaciones.
Entonces estd pensando en este proceso como un ob-
jeto. En este caso, el proceso se ha encapsulado en
un objeto. Finalmente, una vez construidos, objetos y
procesos pueden ser interconectados de varias formas:
por ejemplo, dos o mds procesos pueden ser coordi-
nados ligandolos mediante una composicién u otras
formas; procesos y objetos se relacionan en virtud
de que los primeros actian sobre los segundos. Una
coleccién de procesos y objetos puede ser organiza-
da en una manera estructurada para formar esquemas
(Asiala et al., 1996; Dubinsky, 1996). Los mecanis-
mos mentales que permiten hacer estas construcciones
son las abstracciones reflexivas (interiorizacion, coor-
dinacion, encapsulacion, generalizacion y reversion).
La propuesta teérica APOE permite delimitar y des-
cribir el camino hacia la construccién, de un concepto
matematico, en la mente de un sujeto. La descripcion
tedrica de los pasos que ha de seguir esta construccion
se llama descomposicion genética.

La teoria APOE se ha aplicado para describir e inter-
pretar el desarrollo de un concepto en la mente de los
estudiantes en el nivel preuniversitario —por ejemplo,
el estudio de Clark y otros (1997) sobre la compren-
sién de los estudiantes de las reglas de derivacidn; y
el estudio Baker y otros (2000) sobre la comprension
de estudiantes de un problema complejo del cdlculo
(gréfico)—. Estas investigaciones han desvelado que la
teoria APOE era insuficiente para analizar sus datos
sobre la comprensidon de los estudiantes cuando los
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conceptos eran considerados como esquemas, pero
que la trfada de Piaget y Garcia (1982) en el desarrollo
de un esquema (intra, inter y trans) era util en la inter-
pretacidn de los niveles de comprensién. El uso de la
triada aporta ventajas, en especial cuando un esquema
puede depender mucho del desarrollo de uno o mds es-
quemas. En tales casos, se ha de estar preparado para
identificar esos esquemas componentes y su multidi-
mensionalidad. Por consiguiente, en la comprension
del desarrollo de un esquema global, se deben identi-
ficar no sélo los esquemas componentes del desarro-
llo en términos de acciones, procesos y objetos, sino
también su coordinacién. Dentro del esquema global,
su coordinacion nos conduce a nuevas estructuras que
se construyen sobre las propiedades de los esquemas
componentes (niveles inter, intra y trans).

En la etapa intra, se construyen relaciones internas del
objeto o fenémeno. Las explicaciones en este nivel son
locales y particulares. Un objeto en el nivel intra no pue-
de ser reconocido por el estudiante como deberia ser y
su forma es similar a la de una generalizacion simple
(Baker et al., 2000). En este nivel el estudiante se con-
centra en una accion repetitiva o una operacién, pero no
tiene la capacidad para relacionar la accion con el siste-
ma de condiciones a través del cual puede extender sus
aplicaciones e incluirlas en un sistema de transformacio-
nes interdependientes.

Posteriormente, en la etapa inter, el individuo construye
relaciones entre los objetos y fendmenos de conocimien-
to. En el nivel infer, los estudiantes usan, comparan y re-
flexionan sobre ideas que ellos tienen aisladas y esto les
lleva a construir relaciones y transformaciones (Baker et
al., 2000). En este nivel los estudiantes pueden estable-
cer relaciones y pueden deducir de una operacion inicial,
una vez la tienen comprendida, otras operaciones que
estan implicadas o que pueden coordinarse con opera-
ciones similares. Este proceso lleva a los estudiantes a
un grupo de sistemas utilizando un método que incluye
nuevas transformaciones.

Y, finalmente, en la etapa trans, las relaciones construi-
das adquieren mayor coherencia y se estructuran las re-
laciones de la etapa anterior. En el nivel frans, el estu-
diante reflexiona sobre estas coordinaciones y relaciones
desarrollando nuevas estructuras. A través de las sintesis
de las transformaciones en el nivel inter, el estudiante
construye y tiene conciencia de que el esquema estd
completo, y puede percibir nuevas propiedades globales
que eran inaccesibles en otros niveles anteriores (Baker
et al., 2000).

En cada etapa de la triada el estudiante reorganiza el
conocimiento adquirido durante la etapa anterior. La
progresion es gradual y no necesariamente lineal. En el
proceso de aprendizaje los individuos desarrollamos di-
ferentes esquemas, y el crecimiento y cambio de cada
esquema puede ser descrito utilizando la triada. Mientras
se desarrolla el conocimiento, las personas construyen
muchos esquemas coexistentes y todos ellos estdn cons-
tantemente cambiando y varfan en los niveles de evo-
lucién. Por tanto, en algunas situaciones problemadticas
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una persona puede necesitar coordinar varios esquemas.
Cada esquema estd constituido por acciones, procesos,
objetos y otros esquemas y sus relaciones. En particular
un esquema puede influir fuertemente en el desarrollo de
uno u otros esquemas. En cada caso, se pueden identifi-
car algunos componentes del esquema y su multidimen-
sionalidad. Por tanto, en la comprension del desarrollo
del esquema en general, uno puede identificar no sélo el
crecimiento de una de las componentes del esquema, sino
también la coordinacion. Entonces, en el esquema general
esta coordinacién lleva a nuevas estructuras que fueron
construidas sobre las propiedades de las componentes de
los esquemas.

2.2. Limitaciones de la teoria APOE

Somos conscientes de ciertas limitaciones que presenta
la teorfa APOE. En concreto hay dos que, en nuestra opi-
nién, son muy relevantes:

1) En la teoria APOE, el constructo «objeto» se con-
sidera como el producto del proceso de reificacion
(encapsulacion en la terminologia de dicha teorfa).
Esta caracterizacion, que proviene bdsicamente de
la tradicidn psicoldgica, es insuficiente para afrontar
la problemadtica ontoldgica que presentan los objetos
matemadticos. Para afrontar esta limitacion resulta util
tener en cuenta la propuesta de caracterizacion de la
emergencia de los objetos matemdticos a partir de las
prdcticas que ofrecen las perspectivas semidticas, en
especial el enfoque ontosemiotico (Godino, Batanero
y Font, 2007).

2) Los constructos de representacion o «medio semio-
tico» no son considerados explicitamente en la teorfa
APOE. En el marco APOE se echa de menos un trata-
miento especifico del papel de las representaciones se-
midticas asociadas a los conceptos matemdticos.

2.3. Ampliaciones semidticas de la teoria APOE

Investigaciones recientes que han ampliado la teoria
APOE con perspectivas semidticas recurren a la teorfa
de los registros semiéticos (TRS) de Duval (Trigueros y
Martinez, 2010) o bien al enfoque ontosemiético (EOS)
(Font et al., 2010).

Con relacion a la TRS, Trigueros y otros (2010) en un
estudio sobre el andlisis de como los alumnos trabajan
con funciones de dos variables, sostiene que,

«En particular, el andlisis de grdficas de funciones, junto con
otras representaciones, es fundamental en la construccion
de relaciones fuertes entre las componentes de un posible
esquema para el concepto de funcién de dos variables. La
descripcion de los tratamientos y las conversiones como ac-
ciones o procesos para llevar a cabo con representaciones
como gréficos o simbolos afiade especificidad y un nuevo
punto de vista de la descripcion y el andlisis utilizando la
teoria APOE. Estos dos marcos conceptuales se pueden uti-
lizar de una manera coherente y complementaria, tanto en
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el andlisis de respuestas de los estudiantes y las estrategias
cuando trabajan en las tareas y para disefiar la ensefianza en
el futuro.» (Trigueros y Martinez, 2010, p. 5).

En este trabajo, tal como propone Trigueros y Martinez
(2010), hemos tenido en cuenta la importancia de los re-
gistros semidticos. En especial, la siguiente manera de
entender el cdlculo de la funcién derivada (Font, 2005,
p. 118).

«(...) se considera que el cdlculo de f’(x) a partir de (x) se
puede interpretar como una practica, en la que a su vez se han
de considerar tres subprocesos:

1) Traducciones y conversiones entre las distintas formas de
representar f{x)

2) El paso de una representacion de f{x) a una forma de re-
presentacion de f’(x)

3) Traducciones y conversiones entre las distintas formas de
representar f~(x)»

Los diferentes tipos de representaciones que intervienen
en estos tres subprocesos son cuatro representaciones de
la funcién y cuatro de su funcién derivada (descripcién
verbal, grdfica, férmula y tabla).

Maids en general, en este trabajo hemos considerado tres
aportaciones del EOS: 1) la reflexion sobre los regis-
tros semioticos realizada en Font (2005); 2) las ideas de
complejidad semidtica, trama de funciones semidticas y
conflicto semidtico (Font y Contreras, 2008); y, 3) la re-
flexién realizada por este marco tedrico sobre la natura-
leza de los objetos matemdticos y su emergencia a partir
de las précticas.

Con relacién al segundo aspecto, el EOS ha puesto de
manifiesto la complejidad semidtica —concretada en tra-
mas de funciones semidticas que deben ser activadas
(Font y Contreras, 2008)— relacionada con el cdlculo de
la derivada en un punto y de la funcion derivada. Seguin
como se gestione dicha complejidad semidtica en el pro-
ceso de instruccidn, se puede facilitar (o no) la aparicién
de conflictos semioticos, entendidos como disparidad o
desajuste entre los contenidos atribuidos a una misma
expresion por el alumno y la institucién. Por ejemplo,
en algunos libros de texto se puede observar un con-
flicto semidtico potencial causado por la introduccién
implicita de la funcién derivada en la definicién de la
derivada en un punto, al usar la notacién incremental

. Ay
=1 =
f(a) A)}Iilo Ax(enx:a)

como primera notacién (Badillo, Font y Azcdrate, 2005;
Font y Contreras, 2008).

La regularidad con la que se manifiestan en los alum-
nos los conflictos semidticos relacionados con la funcién
derivada se considera en el EOS un indicador de un fe-
némeno relevante: la dificultad de comprensién de la no-
cion de «derivada» y la principal variable explicativa que
da este enfoque es la complejidad semidtica, concretada
en una trama de funciones semidticas, asociada a esta
nocion.
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Las nociones de complejidad semidtica, trama de funcio-
nes semioticas y conflicto semidtico nos han sido muy
ttiles para refinar la descomposicién genética de los ma-
croobjetos f(x) y f’(x) utilizada en esta investigacion.

Con relacion al tercer aspecto, el enfoque ontosemio-
tico (Godino, Batanero y Font, 2007) considera que el
proceso por el cual los objetos matemdticos emergen a
partir de las prdcticas es muy complejo y que deben ser
distinguidos, al menos, dos niveles de emergencia. En
un primer nivel, emergen representaciones, definiciones,
proposiciones, procedimientos, problemas y argumen-
tos, mientras que, en un segundo nivel, emerge un ob-
jeto matemadtico, por ejemplo el objeto funcion, que es
considerado como un objeto que puede ser representado
por diferentes representaciones, que puede tener varias
definiciones equivalentes, que tiene propiedades, etc. En
nuestra opinion, esta manera de entender la emergencia
de los objetos matemdticos mejora lo que se dice en la
teoria APOE sobre los objetos.

Nuestra opcion ha sido mantenernos en el marco de la
teoria APOE pero ampliando nuestra manera de entender
los objetos matemadticos que forman los esquemas en la
direccion que sugiere el EOS. En concreto hemos postu-
lado la siguiente hipdtesis: el esquema del concepto de
derivada estd conformado por la coordinacion de varios
objetos matemdticos. Concretamente, en este estudio
nos centraremos en describir el esquema de la deriva-
da como la conexion interna de dos objetos complejos
0 macroobjetos, como son: el macroobjeto derivada en
un punto f’(a) y el macroobjeto funcién derivada f’(x).
Estos dos macroobjetos, a su vez, son el resultado de la
coordinacion, consciente o inconsciente, de tres objetos:
pendiente de la recta (O,), limite de las tasas medias de
variacion (O,) y razén de cambio (O,).

La eleccion de considerar el esquema de la derivada con-
formado por los dos macroobjetos f’(a) y f’(x), los cuales
a su vez son el resultado de la conexion interna de tres
objetos previos (O,, O,y O,), la hicimos basdndonos en la
informacidén que nos proporcionan tres fuentes. En primer
lugar, el andlisis tedrico inicial del concepto de derivada
que nos lleva a la construccidon de la descomposicion ge-
nética del concepto de derivada, la cual toma en cuenta,
entre otras cosas, la historia, la epistemologia del mismo
concepto y la ampliacion ontosemidtica comentada en el
parrafo anterior. En segundo lugar, la informacién que
aportan las diferentes investigaciones en diddctica de la
matematica que se han centrado en el estudio tanto del
aprendizaje como de la ensefianza del concepto de deriva-
da (Azcdrate, 1990), las cuales han revelado la compleji-
dad y riqueza que tiene el concepto y las dificultades que
tiene la comprensién del mismo cuando un sujeto se en-
frenta a la resolucion de problemas rutinarios y no rutina-
rios. Y, finalmente, el andlisis preliminar de las respuestas
que han dado los profesores que participan en este estudio
a los dos instrumentos que diseflamos para analizar su
comprension sobre el concepto de derivada (Anexos 1y
2), que han evidenciado diferentes grados de comprension
de los objetos definidos, dependiendo del contexto en el
que se enuncia el problema y las representaciones semio-
ticas asociadas a dichos problemas.
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2.4. El esquema y los niveles de comprension de los
macroobjetos f’(a) y f’(x) en esta investigacion

La coordinacion de los macroobjetos f’(a) y f’(x) en la
resolucion de problemas rutinarios y no rutinarios enun-
ciados en diferentes contextos nos permite describir el
nivel de comprension del esquema de la derivada que
tienen los sujetos. Para llegar a tener un esquema co-
herente del concepto de derivada se requiere coordinar
dos esquemas previos, uno algebraico y otro grdfico, los
cuales son el resultado de la coordinacion de los macro-
objetos f’(a) y f’(x), que requieren a su vez de la coor-
dinacidn interna de tres objetos: O,, O,y O, (Figura 1).

Figura 1
Coordinacién de los macroobjetos f’(a) y f’(x).

COORDINACION DE OBJETOS PARA CONFORMAR OBJETOS MAS ‘COMPLEJOS EN CADA
UNO DE LOS ESQUEMAS DEFINIDOS: ALGEBRAICO Y GRAFICO

MACRO OBJETO
Funcion derivada ()
MACRO OBJETO /
Derivada enun punto;”(z)

A

Variacion global

En las tablas 1, y 2, presentamos las categorias de cada
uno de estos dos esquemas. Para ello, se ha utiliza-
do la descomposicién genética que hemos construido
para la relacion de los macroobjetos f’(a) y f’(x). Di-
cha descomposicion genética no se detalla en este trabajo
por cuestiones de espacio.

3. METODOLOGIA

En este articulo analizamos la comprensién que mues-
tran cinco profesores de matemdticas de secundaria de
diferentes institutos, publicos y concertados, del Depar-
tamento del Atldntico de Colombia, que aceptaron de
manera voluntaria formar parte de la investigacion sobre
el conocimiento profesional del profesor de matematica.
Estos profesores ensefiaban la derivada en primero y se-
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gundo curso de bachillerato (16-18 afios). Se trata de un
estudio de casos.

Se disefié un instrumento, que hemos denominado cues-
tionario indirecto (ver anexo 1), en el cual se les pedia
a los profesores que trataran de explicitar por escrito, lo
mds detalladamente posible, lo que consideraban que
deberia responder uno de sus estudiantes que hubiera
comprendido el concepto de derivada, como resultado
del proceso de estudio que ellos hubieran impartido. Para
lo cual, previamente, tenfan que resolver los problemas
propuestos. Este formato nos permitié acceder indirecta-
mente, de manera integrada y por separado, a las formas
de conocer el concepto de derivada como objeto mate-
mdtico y como objeto de ensefianza y aprendizaje.

Todos los profesores resolvieron por escrito los proble-
mas propuestos. Para determinar si los datos obtenidos
realmente reflejaban el nivel de comprensién del concep-
to de derivada que tenfan los profesores, realizamos una
triangulacién de datos y les propusimos una entrevista
semiestructurada sobre las respuestas del cuestionario.
En ese ambiente de intercambio, aprovechamos para pre-
sentar un segundo cuestionario, de cinco problemas, en
vifietas (ver anexo 2), con el que pudimos indagar direc-
tamente, aspectos conceptuales de los macroobjetos f(x),
f’(@) y f’(x) que nos permitieran validar y contrastar los
resultados obtenidos en el primer cuestionario (Badillo,
2003).

La seleccidn de las tareas del cuestionario 1 y de las vi-
fietas de la entrevista se realiz6 en dos etapas. En la pri-
mera, se confecciond una lista de tareas cuya resolucién
implicaba la coordinacién de los macroobjetos f’(a) y
f’(x) en contextos algebraicos y graficos. En la segunda,
se reelabor6 la muestra de manera que las tareas fuesen
similares a las que el grupo de profesores proponian a sus
alumnos. Una de las consecuencias de este proceso fue
que algunas tareas que se han considerado relevantes en
otras investigaciones no se contemplaron en los instru-
mentos utilizados —por ejemplo, tareas de construccién
de gréficas a partir de ciertas condiciones que cumple la
funcidn, algunas de las cuales son sobre discontinuida-
des (Garcfa, Llinares y Sdnchez-Matamoros, 2010).

La metodologia implementada para el andlisis de esta
componente del conocimiento profesional fue la si-
guiente:

Primera fase:

Elaboracion del constructo «niveles de comprension de
los esquemas grafico y algebraico de la derivada» (Tablas
1y 2), a partir de la descomposicién genética elaborada
por los autores, la cual tuvo en cuenta descomposiciones
genéticas previas, aportes de la historia y epistemologia
de este concepto y los resultados de una investigacidn
previa (Badillo, 1999).
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Segunda fase:

1. Transcripcion literal de la entrevista sobre la justifi-
cacién del proceso de resolucién de los problemas del
cuestionario, incorporando la respuesta de cada una de
las preguntas del mismo.

2. Transcripcion literal de la entrevista con vifietas.

3. Primera sintesis de la informacion: elaboracién de
unas tablas resumen donde se destacaban los aspectos
mds significativos en las respuestas de los profesores del
concepto de derivada como objeto matemadtico.

4. Construccién de las redes sistémicas (Bliss, Monk y
Ogborn, 1983), de las respuestas de los profesores a cada
uno de los problemas del cuestionario y de las vifietas, a
partir de las categorias de los niveles de comprension del
esquema algebraico y grafico definidos en las tablas 1y 2.

5. Triangulacion de la informacion para construir las 1i-
neas de coherencia del proceso de resolucién (Garbin,
2005; Garbin y Azcdrate, 2002). En total construimos
tres lineas de coherencias, clasificando los problemas de
la siguiente manera:
— Linea de coherencia 1: relacion entre los objetos
pendiente de la recta tangente y razén de cambio en
la construccién del macroobjeto f’(a). Se tuvieron en
cuenta las respuestas de cada profesor a los problemas
3 y 4 del cuestionario, y la parte de la entrevista en la
que el profesor comentaba estos dos problemas y el
problema V de las vifietas.
— Linea de coherencia 2: la relacion grafica entre los
macroobjetos f’(a) y f’(x). Se tuvieron en cuenta las
respuestas de cada profesor a los problemas 1y 2 del
cuestionario, y la parte de la entrevista en la que el
profesor comentaba estos dos problemas y el problema
IV de las vifietas.
— Linea de coherencia 3: la relacién algebraica entre
los macroobjetos f’(a) y f’(x). Se tuvieron en cuenta
las respuestas de cada profesor al problema 5 del cues-
tionario, y la parte de la entrevista en la que el profesor
comentaba este problema y los problemas I, IT y IIT de
las vifietas.

6. Determinacion del nivel de comprensién de cada uno
de los profesores participantes (Tabla 3).

4. RESULTADOS DEL ESTUDIO: NIVELES DE
COMPRENSION DEL ESQUEMA DE LA DERI-
VADA EXHIBIDOS POR LOS PROFESORES

El andlisis particular de los cinco casos nos permite ver
una pluralidad en los niveles de comprensién que tienen
los profesores que participaron en este estudio sobre el
concepto de derivada, tal y como se ilustra en la tabla 3.
Por cuestiones de espacio nos limitaremos a presentar
de manera global la clasificacion de los profesores de la
tabla 3 y justificaremos la caracterizacion de los profe-
sores A 'y B, citando textualmente algunos fragmentos de
las entrevistas, donde justifican las respuestas dadas a los
problemas planteados, que fueron significativos para de-
finir el nivel de comprension del esquema de la derivada.

Asfi, encontramos dos profesores que tienen un nivel in-
tra algebraico-intra grafico (intra-intra) caracterizado
por tener una perspectiva proceso de los macroobjetos
fix), f(a) y f’(x), que no son coordinados en la resolu-
cién de problemas rutinarios y no rutinarios enunciados
en diferentes contextos. Esta perspectiva proceso de los
macroobjetos f’(a) y f’(x) estd determinada a su vez por
la no coordinacién interna de los objetos O, O,y O, que
engloba el macroobjeto f’(a); y por no llegar al proceso
de sintesis de estos tres objetos O, O, y O, en los objetos
0’, 0,y O, que engloba el macroobjeto f’(x). Igual-
mente, en los procesos de resolucién de problemas que
involucran los objetos anteriores, los procesos cogniti-
vos que activan estos profesores son la coordinacion de
acciones externas y de procesos, y la interiorizacién de
estas acciones en procesos.

Tal como se ha dicho, la ubicacion de un profesor en un
determinado nivel de comprension es el resultado de la
triangulacién del andlisis de las tres lineas de coherencia.
Si consideramos el caso del profesor A, y tomamos, por
ejemplo, la informacién que nos proporciona el andlisis
de la linea de coherencia 2 —situaciones de aplicacién de
la comprension gréfica de los macroobjetos f{x), f’(a) y
f’(x)—, vemos que este profesor necesita recurrir a la ex-
presion simbdlica de la funcion para poder hacer traduc-
ciones y relaciones entre diferentes representaciones de
estos tres macroobjetos. Este hecho nos permite inferir
que tiene una perspectiva proceso del concepto de funcién
en la que a partir del objeto expresion simbdlica de f{x)

Tabla 3
Analisis general de los niveles de comprension del concepto de derivada que exhiben los profesores.

Nivel del esquema
algebraico
INTRA INTER TRANS
Nivel del esquema grdfico
INTRA AE C ?
INTER
TRANS ? B
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hace transformaciones mentales dindmicas a este objeto
produciendo nuevos objetos, pero evidencia dificultades en
desarrollar acciones (mentales) sobre el objeto matemadtico
funcion que la transformen globalmente (Dubinsky et al.,
1996). Esta perspectiva proceso del concepto de funcién
tiene mds peso que la propia interpretacion grafica del con-
cepto como y = f(x) a la hora de resolver problemas.

Un indicador de que este profesor necesita recurrir a la
expresion simbolica de la funcion lo tenemos en el si-
guiente segmento de la entrevista realizada sobre la res-
puesta al item a) del problema 1 del cuestionario:

«Calculo la pendiente de la recta L, luego la ecuacion. Obte-
nida la ecuacion calcula f (5) en la ecuacion que debe darle
3 (...) Bueno, yo creo que el alumno lo realizarfa asi, porque
con el proceso comprobaria que f (5) le debe dar 3, tal y
como se ve en el grafico.»

La ubicacion del profesor A en el nivel de comprension
intra-intra se justifica también por otras respuestas. Por
ejemplo, analizando su respuesta a los items b) y ¢) del
mismo problema, consideramos que el profesor A ex-
hibe una perspectiva proceso de f’(a) y de f’(x), donde
para calcular el valor de f’(a) a partir de la informacién
que le proporciona la grafica necesita: (1) encontrar la
expresion simbdlica que representa la funcion, o en su
defecto la expresion simbdlica de la recta tangente; (2)
aplicar técnicas indirectas de derivacion para encontrar
la expresidn simbdlica de f’(x); y (3), sustituir el valor
de x = a en la expresion simbdlica de f’(x) para obtener
el valor de f’(a). Esto nos permite inferir, por un lado,
que el profesor A tiene dificultad para coordinar, tanto
grdfica como algebraicamente, los objetos derivada de
la funcion en un punto y el objeto pendiente de la recta
tangente de la grdfica de la funcién en ese punto; y por
otro lado, que deja como responsabilidad del alumno
la comprensién de los macroobjetos f’(a) y f’(x) como
elemento y clase, lo cual puede ser un indicador de la
dificultad que tiene el profesor para relacionar y coor-
dinar estos macroobjetos.

«En la ecuacidn de la recta tangente hallada calcula dy/dx en
x =5, que representa la derivada de la funcién en el punto de
tangencia, seguramente el alumno deducird que f’(x) = m_,
f’(5) serd la pendiente de la recta L que en este caso da 2/5.
(...) Si, porque el f’(5) como interpretacion es la pendiente de
la recta tangente en ese punto.»

Creemos conveniente decir que, si bien es cierto que a
los profesores A y E los hemos ubicado en este mismo
nivel de comprensidn, en el andlisis particular de cada
uno de los casos se describen sutiles diferencias en los
procesos de resolucion de los problemas; pero encon-
tramos en sus esquemas dificultades y errores comunes,
tales como reducir el macroobjeto f’(x) al macroobjeto
f’(a), e incluso confundir la expresion simbdlica de f’(x)
con la expresion simbdlica de la recta tangente a la curva
en un punto, o bien, la grafica de f’(x) con la grédfica de la
recta tangente a la curva en un punto.

Encontramos un solo profesor en el nivel de compren-
sién inter algebraico-intra grifico (inter-intra). El ni-
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vel inter-intra que tiene el profesor C estd caracteri-
zado por una perspectiva proceso de los macroobjetos
f’ ( a)y f’(x) que, dependiendo del contexto de la situa-
cién, son coordinados en la resolucién de problemas
rutinarios y no rutinarios. Esta perspectiva proceso
de los macroobjetos f’(a) y f’(x) estd determinada a
su vez dependiendo del contexto de la situacidn, por
la coordinacién interna de los objetos O,, O, y O, que
engloba el macroobjeto f’(a); vy, dependlendo del con-
texto del problema, se da el proceso de sintesis de es-
tos tres objetos O, O, y O, en los objetos O’ |, O, y
O’, que engloba el macroobjeto f(x). Igualmente 0s
procesos cognitivos que activa el profesor C en la re-
solucion de problemas relacionados con el concepto de
derivada son la coordinacién de acciones y procesos,
la interiorizacién de estas acciones en procesos; y solo
podriamos hablar de los procesos cognitivos de encap-
sulacion de procesos en objetos y desencapsulacién de
objetos en procesos con relacion a la diferenciacion de
funciones (esquema algebraico), puesto que encontra-
mos que el profesor C hace un uso justificado de las
técnicas de derivacion.

En el nivel de comprension trans algebraico-inter gra-
fico tenemos al profesor D (trans-inter). Este nivel estd
caracterizado por tener una perspectiva objeto de los
macroobjetos f’(a) y f’(x), que son coordinados en la
resolucion de problemas rutinarios y no rutinarios, pero
dependiendo del contexto en que son enunciados. Esta
perspectiva objeto de los macroobjetos f’(a) y f’(x) estd
determinada a su vez por la coordinacion interna de los
objetos O, O, y O,3 que engloba el macroobjeto f’(a); y
porel proceso 'de sintesis de estos tres objetos 0,0,y O,
en los objetos O’ , O, y O, que engloba el macroobjeto
f(x). Igualmente encontramos que el profesor D en los
procesos de resolucion de los problemas planteados ac-
tiva, dependiendo del contexto de la situacion, una serie
de procesos cognitivos complejos como son interioriza-
cion de acciones en procesos, encapsulacion de procesos
en objetos y desencapsulacion de objetos en procesos,
sintesis de procesos en esquemas y coordinacion de ac-
ciones y procesos. Un aspecto clave para haber ubicado
el esquema del profesor D en el nivel inter grifico estd en
las dificultades que hemos detectado en la comprensién
gréfica de las funciones acumulativas y algunas contra-
dicciones entre los razonamientos algebraicos y graficos
aplicados al objeto tasa media de variacion (simultdnea-
mente usaba argumentos del cdlculo diferencial y del
cdlculo integral).

Finalmente, el profesor B tiene un nivel de compren-
sién del esquema de la derivada trans algebraico-trans
gréafico (trans-trans) caracterizado por tener una pers-
pectiva objeto de los macroobjetos f’(a) y f’(x), que son
coordinados en la resolucion de problemas rutinarios y
no rutinarios enunciados en diferentes contextos. Esta
perspectiva objeto de los macroobjetos f’(a) y f’(x) estd
determinada a su vez por la coordinacidén interna de los
objetos O, O, y O, que engloba el macroobjeto f’(a) y
por el proceso de sintesis de estos tres objetos O, 0,y
O, en los objetos O’ |, O’, y O’, que engloba el macro-
Ob_]CtO f(x). Igualmente encontramos que el profesor B
en los procesos de resolucidn de los problemas plantea-
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dos activa una serie de procesos cognitivos complejos
como son: interiorizacidon de acciones en procesos, en-
capsulacién de procesos en objetos y desencapsulacion
de objetos en procesos, sintesis de procesos en esque-
mas y coordinacion de acciones y procesos.

En el caso del profesor B, tomaremos, por ejemplo, la
informacién que nos proporciona el andlisis de la linea
de coherencia 1 —situaciones de aplicacién de la rela-
cién entre los objetos pendiente de la recta tangente y
razon de cambio (O1 y O2 de la figura 1)—; vemos que
este profesor para analizar la derivada en un punto (vi-
sion local) coordina los objetos O,, O, y O,; sintetiza
el macroobjeto derivada en un punto en el macroobjeto
funcion derivada; y coordina estos dos macroobjetos
en el andlisis tanto de la variacién global de la funcién
como en el andlisis de la variacion local de la misma.
Por ejemplo, en las repuestas a los items ¢) y d) del
problema 3-C se aprecia la forma en que el profesor B
coordina los objetos pendiente de la recta tangente y
razon de cambio, y a su vez los relaciona con el macro-
objeto f ’(a).

«Entonces en la pregunta en que me detendria a explicarte
serfa la c), qué es mayor la cantidad de agua que se estaba
consumiendo a las 9 horas o a las 14 horas... Entonces mi-
ramos la inclinacién que tiene la recta tangente a las 9 y la
que tiene a las 14 horas, entonces al trazar estas tangentes
en este instante, vemos que a las 9 horas tiene una mayor
inclinacidn, lo que indica que hay un mayor consumo. Ah,
y en cuanto a la d), bueno, lo mismo la tangente que tenga
mayor inclinacion.»

La ubicacion del profesor B en el nivel de comprensién
trans-trans se justifica también por otras respuestas.
Por ejemplo, analizando su respuesta al item a) del pro-
blema V-v, refleja una coordinacién entre los objetos
pendiente de la recta tangente y el macroobjeto f’(a).
El profesor B, utiliza con propiedad el criterio de la
primera derivada para encontrar los puntos de pendien-
te mdxima, minima y nula. Ademads, relaciona el cre-
cimiento y el decrecimiento de la funcién con el signo
de la derivada primera; sin embargo, no verbaliza la
relacion entre los puntos mdximos o minimos con el
valor nulo de la derivada en ese punto, pero si que los
representa en el registro escrito. A continuacién presen-
tamos un fragmento de la entrevista y los apuntes por
escrito del proceso de resolucion.

«Bueno, primero buscando los puntos donde la tangente
es cero, encontramos varios puntos... Yo los identifico con
la recta tangente, si es horizontal (paralela al eje de las x),
tiene pendiente cero. Ahora un punto donde la tangente a
la recta sea mdxima, espera, creo que aqui (y va sefialando
en el folio que le proporcionamos), porque aqui veo que
la tangente tiene la mdxima inclinacion y ahora, decreci-
miento, aqui va creciendo, crece, decrece y aqui decrece,
0 sea serfa menor, o sea aqui la pendiente es mds incli-
nada, o sea aqui es menos, aqui la pendiente es minima,
porque la pendiente tiene una inclinacién y la curva estd
decreciendo y la inclinacién estd en sentido contrario al
positivo, en sentido contrario, es decir, los valores de la
pendiente son negativos.»
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Figura 2
Registro grafico del proceso de resolucién del profesor B al item a)
del problema V-v.

5. CONSIDERACIONES FINALES

Una de las principales aportaciones de este estudio es
de tipo tedrico y consiste en una caracterizacidn a priori
de los niveles de comprensidn del esquema de la deriva-
da. Dicha caracterizacion se ha conseguido ampliando la
teoria APOE con aportaciones de la perspectiva semioti-
ca. Esto nos ha permitido describir el esquema de la deri-
vada como resultado de la coordinacién de dos esquemas
previos, uno algebraico y otro grdfico, los cuales son el
resultado de la coordinacién de los macroobjetos f’(a) y
f’(x), cada uno de los cuales requiere a su vez de la coor-
dinacidn interna de tres objetos (ver figura 1). Los nive-
les de comprension de los esquemas grafico y algebraico
de la derivada (Tablas 1 y 2) se han construido como
resultado, sobre todo, de la descomposicidn genética del
concepto de derivada, que ha sido complementada por el
andlisis semidtico y por el andlisis de las respuestas de
los profesores que participan en este estudio.

A partir de los datos empiricos analizados, podemos con-
cluir que: (1) en el conjunto de profesores elegidos, sélo
hemos encontrado algunos de los niveles definidos; (2) la
riqueza de los resultados nos lleva a validar algunas de las
categorias tedricas de los niveles de la doble triada, tales
como, intra-intra (profesores A 'y E), inter-intra (profesor
C), trans-inter (profesor D), y trans-trans (profesor B);
(3) ha quedado cuestionada la viabilidad de otras catego-
rias; entre éstas tenemos el nivel intra algebraico-trans
grifico (intra-trans) y los niveles trans algebraico-intra
grafico (trans-intra) e inter algebraico-trans grafico (in-
ter-trans). En efecto, llegamos a la conclusién de que el
nivel de comprension intra algebraico-trans gréfico es
imposible que se dé en la realidad. Es decir, no es cogni-
tivamente viable, puesto que la interpretacion gréfica de
los macroobjetos f’(a) y f’(x) requiere de una complejidad
en el manejo del aparato formal de estos objetos que no se
tiene construida en el nivel intra algebraico. Mientras que
consideramos que el nivel frans algebraico-intra gréifico
es cognitivamente mds factible de encontrar, porque estd
influenciado por la ensefianza tradicional de los concep-
tos matemadticos, en donde prima la algebrizacion de los
conceptos matemadticos en detrimento de la interpretacion
grdfica de los mismos. En lo que respecta a los niveles in-
ter algebraico-inter grafico (inter-inter) e inter algebraico-
trans gréfico (inter-trans), podrian ser encontrados, pero
en nuestra investigacion no surgieron.
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Se ha constatado en la respuesta de alguno de los pro-
fesores, de los niveles intra-intra, la confusion o la no
diferenciacidn entre los macroobjetos f’(a) y f’(x). Dicha
confusion también se observa en muchos de los libros de
texto de matemadtica que usan los profesores que partici-
paron en este estudio (Badillo et al., 2005).

Algunos indicadores de esta confusién son: (1) la dificul-
tad en la comprension gréfica de los macroobjetos f{x),
f(a) y f(x) de algunos profesores (A, E y C); (2) algu-
nos profesores reproducen inconsistencias con relacion a
estos macroobjetos que han sido resefiadas por investiga-
ciones centradas en el aprendizaje de los mismos, tales
como: (a) la confusién de los macroobjetos f’(a) y f(x)
—A, E—; (b) la reduccién de la expresion simbdlica del
macroobjeto f’(x) a la ecuacion de la recta tangente y la
grafica del macroobjeto f’(x) a la grdfica de la recta tan-
gente —A, Ey C—;y, (c) la no justificacion del uso de las
técnicas de derivacidn directas e indirectas (definicion
en término del limite y las reglas de derivacion) —A, E,
CyD-.

Las aproximaciones semidticas nos proporcionan una

primera explicacidn a este fendmeno: la compleja trama
de funciones semidticas que deben activarse para com-
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prender los macroobjetos f’(a) y f’(x) es un factor impor-
tante para justificar las dificultades en la comprensién de
algunos profesores (Font, 2005; Font y Contreras, 2008).
En el caso estudiado, en el que los profesores explican,
simultdneamente, conceptos de fisica y matemadtica, la
complejidad de dicha trama aumenta por la opcidn prio-
ritaria que hacen los profesores del uso de la notacién
incremental en las definiciones de f’(a) y f’(x).

Las categorias tedricas y analiticas adaptadas de la teoria
APOE y los niveles de desarrollo del esquema nos per-
miten explicar por qué algunos profesores pueden con-
vivir con la complejidad semidtica asociada a los macro-
objetos f’(a) y f’(x) y otros tienen dificultad para hacerlo.
El nivel de desarrollo y la coordinacion de los esquemas
algebraico y grdfico son las causas que pueden explicar
la emergencia de este fenomeno.
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ANEXO 1

Evaluacion del concepto derivada.

«Fsta es la evaluacién realizada por un profesor de matemtica de secundaria para examinar el grado de comprensién del concepto de derivada
por parte de sus estudiantes, después de haber terminado la unidad diddctica relacionada con este concepto. Tu colaboracidn consiste en tratar de
explicitar por escrito, lo mds detalladamente posible, lo que consideras que debe responder uno de tus estudiantes después de haber estudiado el
concepto de derivada, para afirmar que éste comprende y maneja el concepto de derivada».

NOMBRE:
CURSO: FECHA:

1. Larecta L es tangente a la grdfica de y = f(x) en el punto (5,3)

a. Encuentra f (5). Explica y justifica cada paso en la solucion.

b. Encuentra f ’(5). Explica y justifica cada paso en la solucion.

y=fx) © (Cudl es el valor de la funcion f (x) en x = 5,08? Sé lo mds exacto posible y explica cémo lo
haces.

2. Compara las gréficas de las dos funciones de la siguiente figura y razona detalladamen-
te si una de ellas es la funcion derivada de la otra. Argumenta la respuesta.

3. El hotel Alps tiene 156 habitaciones. Su consumo de agua caliente es bastante elevado. La funcién Q: t — Q (1), cuya gréfica aparece junto a
ese enunciado, nos da el total de agua caliente consumida desde medianoche (0 horas), hasta las t horas.

a. (Cudl fue el consumo total de agua a lo largo del dia?

b. (Cémo es el consumo de agua caliente entre las 20 y las 24 horas?

c. (Qué es mayor, la cantidad de agua caliente que se estaba consumiendo a las 9 horas o

la que se estaba consumiendo a las 14 horas?
d. ;Cudndo crees que se estaba consumiendo mds agua caliente? Justifica la respuesta.
e. (Cudnta agua se estd consumiendo a las 7:00 y en qué unidades se medird esto?

20

15

10

0] 3 6 9 12 15 18 21 24 t(horas)

4. El siguiente gréfico representa el movimiento de dos coches durante 15 segundos. Haz una descripcion comparada de su movimiento. Para ello:
a. ;Qué crees que ocurre en el punto P de la grafica?

b. (Cémo son las velocidades de los dos coches en el punto P? Justifica tu respuesta. (,,S— COCHE B
c. (Crees que en algtin momento los coches A y B tienen la misma velocidad?
(Por qué? 150 — COCHE A

d. ;Cudndo crees que el coche A tiene mayor velocidad? Justifica tu respuesta.
100

T T T
5 10 5 O

5. Halla la pendiente y la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcion:
f(x) =3x? - 2x en el punto de abscisa 2.
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ANEXO 2

Vifietas para la entrevista.

I I I
(Qué es una derivada? Definelo o (Qué significa que la derivada de la Usando sélo una calculadora, puedes
explicalo como desees funcién y = x? sea la funcién y = 2x? conseguir un método para calcular
Explica y justifica la solucion. el valor aproximado de la derivada

de f(x)=4x,enx =2.
Explica y justifica la solucién.

Si tienes el grafico de la siguiente funcion: }

a. Escoge la funcion derivada que le corresponde entre los gréficos de las funciones representadas a continuacion:

T

1. |:| 1L |:| 111 |:|

b. Justifica la respuesta escogida y por qué la noeleccion de las otras dos opciones.

Observa las siguientes graficas:
Gréfica I: Indica el punto de la grdfica donde la pendiente de la recta tangente es maxima (positiva) y el punto donde es minima (negativa).
Indica también los puntos donde es cero.
Grdfica II: Indica el punto de la grdfica donde la velocidad del mévil es mdxima (positiva) y el punto donde la velocidad del mévil es minima
(negativa). Indica también dénde vale cero.
Grifica III: Indica el punto de la grdfica donde la funcién crece mds deprisa y el punto donde decrece mds rdpidamente. Indica los puntos
donde la tasa instantdnea de variacion es cero.
Nota: Utiliza los siguientes indicadores para sefialar los puntos de las graficas:

— Para valores mayores (de crecimiento mds rdpido) +

— Para valores menores (de decrecimiento mds rapido) —

— Para valores nulos 0

X

i3

i_/\/\
b
ho

4

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2011, 29(2) 205



INVESTIGACION DIDACTICA

Analysis of Mathematics teachers’ level of understanding of the objects f’(a) and f”(x)

BADILLO, EDELMIRA'; AZCARATE, CARMEN' y FONT, VICENC?

! Departament de Didactica de les Matematiques i les Ciéncies Experimentals. Universitat Autonoma de Barcelona
2 Departament de les Ciéncies Experimentals i de la Matematica. Universitat de Barcelona

Edelmira.Badillo@uab.cat
Carmen.Azcarate @uab.cat
viont@ub.edu

Summary

This paper describes the levels of understanding of the
relation between f’(a) and f’(x) among five Mathematics
teachers who were teaching classes to 16-18 year olds
in different schools in Colombia. The analysis is based
on the APOS framework, in this case with the addition
of certain semiotic aspects. The five teachers responded
to an indirect questionnaire about their understanding
of f’(a) and f’(x), and were subsequently interviewed in
relation to a series of vignettes. The specific question ad-
dressed by this study is: What levels of understanding of
the macro-objects f’(a) and f’(x) do these five teachers
have?

One of the main contributions of the study is theoreti-
cal in nature and consists in characterizing a priori the
levels of understanding of the derivative schema. This
characterization was achieved by extending APOS the-
ory through contributions from the semiotic perspec-
tive. This enabled us to describe the derivative schema
as resulting from the coordination of two previous
schemas, one algebraic and the other graphical, which
themselves result from the coordination of the macro-
objects f’(a) and f’(x), each of which requires in turn
the internal coordination of three objects: the slope of
the straight line (O,), the limit of the mean rates of vari-
ation (O,) and the ratio of change (O,). The levels of
understanding of the graphical and algebraic schemas
of the derivative are presented as the result, above all,
of the genetic decomposition of the derivative concept,
which is complemented here by the semiotic analysis
and by the analysis of the responses given by the five
participating teachers.

On the basis of the empirical data analysed we conclude
the following: (1) only some of the defined levels of un-
derstanding were found among these five teachers; (2)
the richness of the results enables us to validate some of
the theoretical categories referring to levels of the dual
triad, for example, intra/intra (teachers A and E), inter/
intra (teacher C), trans/inter (teacher D) and trans/trans
(teacher B); and (3) the viability of other categories re-
mains doubtful, for example, the intra algebraic/trans
graphical (intra/trans) level and the levels frans algebra-
ic/intra graphical (trans/intra) and inter algebraic/trans
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graphical (inter/trans). Indeed, we consider that the intra
algebraic/trans graphical level of understanding is not
possible in reality. In other words, it is not cognitively
viable, since the graphical interpretation of the macro-
objects f’(a) and f’(x) requires a degree of complexity
in handling the formal apparatus of these objects that is
not present in the intra algebraic level. By contrast, we
believe that one is more likely to find the trans algebraic/
intra graphical level of understanding because it is influ-
enced by the traditional teaching of mathematical con-
cepts, in which priority is given to the algebraization of
mathematical concepts, to the detriment of their graphi-
cal interpretation. The inter algebraic/inter graphical
(inter/inter) and inter algebraic/trans graphical (inter/
trans) levels of understanding could, in theory, be found,
although they did not appear in the present analysis.

The responses of some of the teachers at the intra/intra
levels revealed confusion about or a lack of differentia-
tion between the macro-objects f’(a) and f’(x). This con-
fusion can also be observed in many of the Mathematics
textbooks used by the participating teachers (Badillo,
Font & Azcdrate, 2005). Some of the indicators of this
confusion are: (1) the difficulty experienced by some
teachers (A, E and C) as regards the graphical under-
standing of the macro-objects f{x), f’(a) and f’(x); and
(2) some teachers reproduced inconsistencies in relation
to these macro-objects that have been previously high-
lighted by research into how such objects are learnt, spe-
cifically: (a) they confused (teachers A and E) the macro
objects f’(a) and f’(x); (b) they reduced (teachers A, E
and C) the symbolic expression of the macro-object f”(x)
to the equation of the tangential line, and the graph of the
macro-object f’(x) to the graph of the tangential line; and
(c) they failed to justify (teachers A, E, C and D) the use
of direct and indirect derivation techniques (definition in
terms of the limit and the rules of derivation).

The theoretical and analytical categories adapted from
APOS theory, together with the levels of development of
the schema, enable us to explain why some teachers are
able to manage the semiotic complexity associated with
the macro-objects f’(a) and f’(x), while others have dif-
ficulty in doing so. This phenomenon is due to the level
of conceptual development and the coordination of the
algebraic and graphical schemas.
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