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Resumen. Presentamos un estudio que identifica los procesos de visualizacion de estudiantes para maestro, cuando resuelven problemas de
geometria, que requieren una prueba matemdtica, en un entorno de ldpiz y papel. Los resultados muestran la influencia que tienen las figuras iniciales,
que acompaifian a los problemas, y las modificaciones posteriores de estas figuras en el desarrollo de las aprehensiones discursiva y operativa, que
constituyen los vinculos entre los procesos de razonamiento matemdtico y la visualizacion en la resolucion de problemas de geometria en contexto de
ldpiz y papel. Finalmente, identificamos posibles causas de las limitaciones que dificultan el desarrollo de dichas aprehensiones.
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Configural reasoning as coordination of visualisation process

Summary. This study identifies visualisation processes in student primary teachers when they solve geometry problems requiring mathematical
proof, in a pencil-and-paper environment. The results reveal the importance of the initial diagrams that accompany the problems, as well as
subsequent modifications of these diagrams in the development of discursive and operative apprehension, constituting as they do links between
mathematical reasoning processes and the visualisation of geometry-problem solving in a paper-and-pencil context. Finally, we identify the

possible causes of those limitations that hinder the development of such apprehension.

Keywords. Visualisation, apprehension, configural reasoning, problem solving, mathematical proof.

INTRODUCCION

La investigacion sobre la resolucién de problemas
geométricos estd siendo ampliamente desarrollada en
dos agendas de investigacion. Una de ellas se centra
en la prueba y en sus distintos desarrollos (Balacheff,
1988; Harel y Sowder, 1998; Ibaiies, 2001). Estas inves-
tigaciones muestran distintas funciones de las pruebas
que pueden identificarse en la resolucion de problemas
(verificacion, explicacion, iluminacion, sistematizacion,
comprobacién, convencimiento, entre otros tipos). En
esta agenda de investigacion, Soucy y Martin (2006)
indican que trabajar con pruebas en geometria ayuda a
pensar de manera ldgica y a desarrollar argumentos co-
herentes que expliquen por qué un resultado es cierto.
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Sin embargo, las acciones para resolver un problema de
geometria junto a la comprensién de la prueba que reali-
za el alumno y las demandadas por la disciplina matemd-
tica no son necesariamente las mismas.

La otra agenda de investigacion se centra en caracterizar
el desarrollo de los procesos cognitivos que ponen de ma-
nifiesto los estudiantes cuando resuelven problemas de
geometria (Bishop, 1983; Fischbein, 1987; Del Grande,
1990; Hershkowitz, Parzysz y Van Dermolen, 1996; Za-
zkis, Dubinsky y Dautermann, 1996; Duval, 1998; Ko-
leza y Kabani, 2006). En esta agenda de investigacion,
Duval (2007) afirma que debe considerarse el punto de
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vista cognitivo en la ensefianza y el aprendizaje. Desde
esta perspectiva se han planteado una amplia diversidad
de modelos tedricos que han servido para avanzar en el
estudio de estos procesos. En particular, Krutetskii (1976)
identifico distintas habilidades en la resolucién de proble-
mas y clasificé a los individuos en tres tipos: analitico,
geométrico y arménico dependiendo de las habilidades
desarrolladas. En esta direccién, Bishop (1983, 1989)
distingue dos acciones cognitivas (visual processing and
interpreting figural information) que han servido a otros
autores para organizar un modelo integrador para el estu-
dio del papel desempefiado por las imdgenes mentales, las
representaciones externas, y los procesos, y habilidades en
la resolucion de problemas (Gutiérrez, 1996). Esta aproxi-
macién pone de relieve la importancia dada a la relacién
entre lo visual y lo analitico en el estudio de los proce-
sos de resolucion de problemas de geometria (Presmeg,
1986a, 1986b). En esta misma direccidn, Fishbein (1993)
desarrolla la teorfa de los conceptos figurales resaltando
algunas acciones cognitivas que amplian el modelo de
Presmeg de la relacién entre lo visual y lo analitico. Por
otra parte, Zazkis, Dubinsky y Dautermann (1996) propo-
nen un modelo analizador/visualizador (A/V) construido
sobre la coordinacién de estos procesos, asumiendo que es
importante comprender cémo se combinan los enfoques
visuales y los enfoques analiticos en la resolucion de pro-
blemas matemadticos. Desde este punto de vista se asume
que la coordinacion entre lo visual y lo analitico puede ser
relevante para el desarrollo de las pruebas matemadticas.

En esta linea apuntada, hemos empezado a desarrollar un
modelo que pueda explicar la coordinacién de los proce-
sos cognitivos considerados, en este caso procesos de vi-
sualizacion, que desemboca, a su vez, en un proceso de ra-
zonamiento que hemos llamado razonamiento configural.

Segtin el Diccionario de la Real Academia Espafiola de
la Lengua, coordinacion es el acto o efecto de concertar
medios, esfuerzos, etc. para una acciéon comun. En nuestro
trabajo, entendemos la coordinaciéon como la interaccion
de procesos cognitivos —entendida como concertacion de
medios— para la resolucién de problemas geométricos.

En nuestras investigaciones (Torregrosa y Quesada,
2007, 2008) se constatd que hay alumnos que logran
realizar esa coordinacién para desarrollar pruebas ma-
temdticas. Sin embargo, se generan cuestiones sobre las
causas por las que otros estudiantes no consiguen reali-
zar dicha coordinacion.

El objetivo del estudio presentado en este articulo es
identificar posibles causas por las que la coordinacién
no se da o se interrumpe en el proceso de resolucion de
problemas.

Para ello, describimos los procesos cognitivos de visua-
lizacién y razonamiento generados por los estudiantes
durante la resoluciéon de problemas geométricos y, de
manera especifica, nos centramos en:

— Caracterizar la coordinacion entre los procesos de visua-

lizacion y el razonamiento en la resolucion de problemas
de geometria que demandan una prueba deductiva y
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— Desarrollar posibles explicaciones que permitan com-
prender las acciones realizadas por los alumnos y las
dificultades que parecen encontrar cuando resuelven
problemas de geometria que demandan una prueba en
contexto de ldpiz y papel.

Es decir, el objetivo de esta investigacidn es identificar en
las respuestas de los alumnos, a partir de los andlisis reali-
zados a la luz del modelo razonamiento configural, posi-
bles causas que expliquen la ausencia o interrupcién de la
coordinacion de procesos. Esta informacién nos permitird
aportar datos que pueden ayudar a identificar caracteris-
ticas ttiles para la interpretacion de las acciones de los
estudiantes cuando resuelven problemas de geometria.

MARCO TEORICO: VISUALIZACION Y RAZO-
NAMIENTO

La literatura muestra que conceptos como Vvision, capaci-
dad espacial, razonamiento geométrico, pensamiento es-
pacial, vision espacial... son en si una dificultad afiadida
a la bisqueda de una definicion de visualizacion, ya que
distintos nombres hacen referencia al mismo concepto o,
por el contrario, el mismo nombre hace referencia a dife-
rentes conceptos (Bishop, 1983; Presmeg, 2006). No es
extrafio que en las investigaciones actuales sobre la reso-
lucion de problemas con «papel y 1dpiz» o con software de
geometria dindmica aparezcan con frecuencia expresiones
en las que interviene la palabra visualizacién o similares,
y que tiene diferentes significados dependiendo del autor.
Segin Hershkowitz (1990) «la visualizacion, general-
mente, se refiere a la habilidad de representar, transfor-
mar, generar, comunicar, documentar y reflexionar sobre
la informacién visual». Para Zimmermann y Cunningham
(1991) «Visualizacion es el proceso de formar imdgenes
(mentalmente, con ldpiz y papel o con la ayuda de tecno-
logfa) y usar tales imdgenes para el descubrimiento y el
conocimiento matemdtico». Los términos utilizados para
definir la visualizacién se han concretado, empezando a
entenderla como acto por el cual un individuo establece
una fuerte conexidn entre una construccion interna y algo
cuyo acceso es adquirido a través de los sentidos (Zazkis,
Dubinsky y Dautermann, 1996). Con relacidn a este pro-
ceso de conexion, Hershkowitz, Parzysz y Van Dermolen
(1996) indican: «se entiende visualizacién como la trans-
ferencia de objetos, conceptos, fendmenos, procesos y sus
representaciones a algtin tipo de representacion visual o
viceversa. Esto incluye también la transferencia de un tipo
de representacion visual a otra». Esta transferencia es la
que consideramos relevante para describir los distintos
procesos cognitivos derivados de la visualizacion.

Ya sea desde el punto de vista matemadtico, en relacién
con el desarrollo de la prueba, o desde el punto de vista
cognitivo, el alumno debe coordinar los distintos proce-
sos y los distintos registros de representacion para orde-
nar y construir pruebas en la resolucion de problemas.
Este proceso de coordinacidn es caracterizado por Duval
(1993) mediante tres actividades relacionadas con la se-
miosis (o sea, aprehensién o produccion de una represen-
tacion semidtica):
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— La identificacion de una representacion.

—El tratamiento de una representacion que es la transfor-
macién de la representacion dentro del mismo registro
donde ha sido formada.

—La conversion que consiste en la transformacion de una
representacion en un registro a otra representacion reali-
zada en otro registro.

Estas tres actividades son inherentes al desarrollo
de pruebas matemadticas en la resoluciéon de proble-
mas geométricos y deben ser tenidas en cuenta para
la comprension y el andlisis de las acciones que se
realizan cuando se genera una prueba. En particular,
el registro grdfico en el que se sitdan las distintas con-
figuraciones de puntos en geometria no siempre ayuda
al desarrollo de la prueba. Las dificultades que pueden
surgir hacen referencia a cdmo el individuo percibe
las configuraciones, y cdmo éstas poseen factores que
pueden despertar o inhibir en el alumno la manera en
que son percibidas y la capacidad de anclar determi-
nadas propiedades geométricas a la configuracion.
Mesquita (1989), Padilla (1990) y Duval (1998), entre
otros, describen en sus investigaciones factores que
influyen en la manera en que es identificada y trans-
formada la configuracién en los procesos de probar.
Algunos de estos factores son:

— La convexidad de las subconfiguraciones relevantes.
Segtin Mesquita (1989), en una figura es mds dificil des-
tacar una subconfiguracion no convexa que una subcon-
figuracién convexa, ya que la no convexidad no respeta
la ley gestdltica de simplicidad del contorno.

— La complementariedad de las subconfiguraciones cons-
tituyentes. La idea de que las subconfiguraciones deben
ser identificadas como partes que se complementan para
formar una configuracion mds compleja no es un proceso
intuitivo fécil de detectar.

— La existencia de subconfiguraciones visualmente pre-
dominantes, como dreas sombreadas o lineas mds grue-
sas en la configuracion inicial, que obstaculizan la iden-
tificacion de la subconfiguracion relevante.

— La congruencia semdntica que se da cuando las sub-
configuraciones que la figura «muestra» son las mismas
a las que el enunciado refiere.

Por otra parte, Duval (1998) define los procesos de vi-
sualizacion considerando los diferentes tipos de aprehen-
siones, entendiendo por aprehensidn el acto por el que se
capta la forma de las cosas sin hacer juicio de ellas o sin
afirmar ni negar. El estudio del papel de las aprehensio-
nes en los procesos de prueba ha permitido caracterizar-
las de la siguiente manera:

— La aprehension perceptiva se caracteriza por ser la
identificacién simple de una configuracion. Es la prime-
ra en aparecer en el desarrollo cognitivo del aprendiz y
es la accién mds intuitiva y evidente de todas las que se
van a describir.
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— La aprehension discursiva es la accién por la que se
produce una asociacion de la configuracién identificada
con afirmaciones matematicas (es decir: definiciones,
teoremas, axiomas...). Esta asociacion puede realizarse
de dos maneras segun la direccion de transferencia rea-
lizada, ya sea desde el discurso hacia la configuracion o
viceversa (cambio de anclaje). Véase ejemplo en el apar-
tado Andlisis.

— La aprehension operativa viene determinada por
realizar alguna modificacion (fisica o mental) sobre
la configuracién inicial, pudiendo extraer, introducir o
manipular las distintas subconfiguraciones. Dependien-
do de la modificacién producida, podemos distinguir
dos tipos: la aprehensién operativa de cambio figural
en donde a la configuracion inicial se le aladen nuevos
elementos geométricos (nuevas subconfiguraciones), y
la aprehension operativa de reconfiguracion en la que
las subconfiguraciones iniciales son manipuladas como
las piezas de un puzle. Véase ejemplo en el apartado
Andlisis.

Identificar y caracterizar las distintas aprehensiones que
los estudiantes generan cuando estdn resolviendo proble-
mas de probar en geometria puede facilitar el andlisis de
las respuestas dadas y poner de manifiesto las acciones
que desarrollan. Por otra parte, aunque la visualizacién
es de gran importancia para la resolucion de problemas
en geometria, entendemos que los procesos de visualiza-
cion estdn relacionados con los procesos de razonamien-
to, lo que ha hecho que la mayorifa de las investigaciones
de corte psicoldgico estén interesadas en observar los
procesos de razonamiento (Gutiérrez, 1998). Nosotros
entendemos razonamiento, en un sentido amplio, como
cualquier procedimiento que nos permita desprender
nueva informacién de informaciones previas, sean éstas
proporcionadas por el problema o derivadas del conoci-
miento previo. En este sentido, el razonamiento configu-
ral es un tipo de razonamiento caracterizado por la coor-
dinacion entre la aprehension discursiva y la aprehensién
operativa. Esta coordinacion debe ser comprendida como
el conjunto de acciones que realiza el resolutor para ra-
zonar en geometria y debe distinguirse de las acciones
que realiza en los procesos de comunicacidn. Es decir, el
razonamiento configural es el desarrollo de las aprehen-
siones (aprehensién discursiva/aprehension operativa)
realizadas y coordinadas por el estudiante cuando estd
resolviendo un problema de geometria. En el estudio de
Elia, Gagatsis, Deliyianni, Monoyiou y Michael (2009)
se indaga sobre el papel de la modificacién de las figuras
geométricas, es decir, de la aprehension operativa segin
Duval (1995), en los procesos de resolucién de proble-
mas de alumnos de educacion primaria.

En nuestra investigacion, la resolucién de un problema
de geometria de probar exige relacionar la configura-
cidn inicial y las posibles modificaciones de ésta con
las afirmaciones matemadticas pertinentes, lo que per-
mite identificar el razonamiento configural involucra-
do. Desde este punto de vista, la investigacion se centra
en la identificacidn y caracterizacion del razonamiento
configural que puede ayudarnos a comprender mejor
los procesos que permiten el desarrollo de la prueba.
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Metodologia
Participantes e instrumentos

Los participantes en el estudio son 55 estudiantes para
maestro que resolvieron 8 problemas geométricos en un
entorno de 1dpiz y papel. Se han seleccionado 3 de estos
problemas en los que era necesario modificar y/o cons-
truir la configuracién inicial para determinar cudles son
las subconfiguraciones relevantes para resolver el pro-
blema y qué afirmaciones matemdticas permiten desarro-
llar la prueba. La eleccidn de los problemas se realizo te-
niendo en cuenta la presencia o no de una configuracién
en el enunciado, el nimero de afirmaciones matematicas
(o numero de pasos de inferencia) necesarias para resol-
verlo y la demanda de una prueba deductiva. Los proble-
mas propuestos demandan al resolutor encadenar distin-
tos pasos de inferencia en un proceso deductivo, con el
fin de encontrar la solucidn al problema. En este articulo
hemos elegido las respuestas que representan mejor el
ejemplo que se quiere mostrar, maxime cuando el objeti-
vo de nuestro estudio es cualitativo y tiene una intencién
descriptiva de las conductas identificadas.

Para ello, la resolucion del problema se apoya en po-
sibles modificaciones de las configuraciones iniciales
(aprehension operativa) que el participante debe asociar
con afirmaciones matematicas (aprehension discursiva)
para generar el proceso deductivo. Los problemas utili-
zados son los siguientes:

P2. Dada la figura, con CE = CB y E = B, probar que

D=A.

A B

P6. En un plano, la recta L es mediatriz de QT. Sea P un
punto del mismo semiplano, de recta borde L, que Q.
La recta PT corta a L en el punto R. Probar que d(P,T) =
d(PR) + d(R,Q).

P8. En la figura, DEBF es un paralelogramo y AE = CF.
Probar que ABCD es un paralelogramo.

Los estudiantes respondieron a estos problemas du-
rante dos horas, como parte de una prueba para la eva-
luacién de un médulo de geometria euclidea centrado
en desarrollar aspectos de la visualizacion y la idea
de probar.

Analisis

El andlisis se ha centrado en identificar evidencias de la
forma en que interactian los procesos de visualizacién
durante la resolucion de los problemas. Para ello hemos
seguido un proceso de andlisis en tres fases:

— Fase 1. Se transcribe el protocolo de resolucion en una
tabla con dos columnas dividiendo el protocolo en frag-
mentos.

— Fase 2. En cada protocolo se identifican los tipos de
aprehensiones.

— Fase 3. Intentamos dar cuenta de cdmo se desarrolla el
proceso configural, entendido como la manera en la que
los estudiantes coordinan la aprehension discursiva y la
aprehension operativa.

Para realizar este andlisis cada respuesta se dividié en
fragmentos que proporcionaban informacion sobre el ra-
zonamiento configural seguido por los estudiantes. Estos
fragmentos se numeraron para facilitar el andlisis y su
localizacion. Mostramos el proceso de andlisis seguido a
partir de una de las respuestas al problema P2:

Respuesta del alumno 2 al problema P2.
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Esta respuesta se divide en los fragmentos que aparecen
en la tabla 1. Cada uno de los fragmentos considerados
se interpreta como un componente de un paso de inferen-
cia en un discurso, es decir una hipétesis, una afirmacién
matemadtica o su conclusion. La tabla 1 muestra en la co-
lumna de la izquierda la transcripcion y la divisién del
protocolo en fragmentos, y en la columna de la derecha
la interpretacion dada.

Una vez transcrita la respuesta del problema de esta ma-
nera, los fragmentos se analizan desde el punto de vista
del proceso de visualizacién identificando para ello las
diferentes aprehensiones que se dan en el proceso de
resolucion. Asf, en los fragmentos 2), 3) y 4) podemos
observar una aprehensién discursiva. Las marcas reali-
zadas sobre la configuracion inicial son evidencias de
esta aprehension discursiva, ya que el alumno asocia las
hipétesis del enunciado con los elementos geométricos
(segmentos y dngulos) de la configuracion inicial, pasan-
do de un anclaje discursivo (el enunciado) a un anclaje
visual (la configuracién inicial). En el fragmento 5) el

alumno considera dos tridngulos DCE y ACB como sub-
configuraciones de la configuracion inicial. Esta accién
se entiende como evidencia de una aprehensién opera-
tiva ya que identifica las subconfiguraciones de cada
tridngulo por separado (aunque sea mentalmente). Es
decir, como si moviera ambas subconfiguraciones y las
situara en un mismo nivel donde verifica las condicio-
nes de la afirmacién 1 (criterio A-L-A de congruencia
de tridngulos).

En la segunda fase del andlisis tratamos de identificar
si ha existido coordinacion entre los tipos de apre-
hensién y cdmo se ha producido. Asi, en el fragmento
(1) observamos la configuracién inicial en la que el

alumno afiade unas marcas de congruencia de dngulos
y segmentos destacados en 2), 3) y 4). Esta manera
de proceder se entiende como la realizacion de tres
aprehensiones discursivas, al asociar la congruencia
de dngulos y segmentos a la configuracion inicial,
evidenciadas mediante las distintas marcas. En 5), el
resolutor considera dos tridngulos que son dos con-
figuraciones que constituyen la configuracion inicial
(aprehensidn operativa). A estos tridngulos les asocia
el axioma de congruencia A-L-A (fragmento 9), con
lo que de nuevo esta forma de proceder es evidencia
de una aprehensién discursiva. Ademds, el alumno
verifica las hipdtesis necesarias para poder utilizar la
afirmacion A-L-A (fragmentos 6), 7) y 8) y mediante
la tesis de la afirmacién (fragmento 10) obtiene la con-
clusién del problema.

La solucién viene derivada de la coordinacion entre la
asociacién de afirmaciones matemadticas (en este caso
el axioma de congruencias de tridngulos Angulo-Lado-
Angulo) y la manipulacién de la conﬁguracmn inicial,

en la que se identifican los tridngulos DCE y ACB, pro-
bando que son congruentes, para llegar a la tesis pedida
por el problema. Esta coordinacién se convierte en
clave en el proceso de prueba generado por el estu-
diante.

El resultado de este proceso de andlisis siguiendo estas
tres fases (transcripcion en forma de tabla, identificacidn
de diferentes tipos de aprehensiones e identificacién de
posible coordinacion entre las aprehensiones) nos permi-
ti6 identificar diferentes caracteristicas de los procesos
de coordinacion que llevaban a diferentes desenlaces.
Las caracteristicas de estos desenlaces se describen en la
siguiente seccidn.

Tabla 1

TRASCRIPCION DE LA RESPUESTA Y DIVISION EN
FRAGMENTOS

DESCRIPCIONES Y COMENTARIOS ANALITICOS
PARA INDICAR PASOS DE INFERENCIA

D

2)CEECB
IHE=
4D = A”

5) 1) Considero DCE y ACB y tengo:

6) gE = CB por hipétesis

7) E = B por hipétesis

8) DCE = ACB por ser opuestos por el vértice
9) Por axigma A-L-A

10)— DCE = ACB

1) — A=D

1) Figura con marcas.

2) y 3) Hipétesis dadas por el problema.

4) Tesis: hecho que debe ser probado.

5) Identifica dos subconfiguraciones en la configuracion dada: los
tridngulos DCE y ACB

6) Asocia las hipdtesis dadas por el problema a las dos
configuraciones identificada en 5)

7) Asocia las hipétesis dadas por el problema a las dos
configuraciones identificadas.

8) Asocia hecho geométrico a una subconfiguracion.

9) Asocia el criterio A-L-A a la subconfiguracion identificada con los
hechos geométricos

10) que le permite concluir una tesis

11) Consecuencia de la tesis anterior y conclusion del problema.
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RESULTADOS

El andlisis realizado nos ha permitido identificar tres cla-
ses de desenlace en relacién con la coordinacién entre
la aprehension discursiva y la aprehension operativa en
la resolucién de problemas que demandan una prueba.
Estos tres desenlaces son:

— Truncamiento. Cuando la coordinacién proporciona la
«idea» para resolver deductivamente el problema. Es de-
cir, el razonamiento configural se interrumpe cuando se
obtiene la «idea» que resuelve el problema (la prueba). A
partir de esa idea se genera el discurso deductivo.

— Conjetura sin demostracion. Cuando el razonamien-
to configural permite al estudiante dar una respuesta al
problema aceptando las conjeturas mediante percepcion
simple y expresando la solucién mediante el lenguaje
natural y no validando las relaciones ni afirmaciones
usadas.

— Bucle. Proceso en el que se ha llegado a una situacién
de bloqueo que no permite el avance hacia la solucién y
por tanto un estancamiento del razonamiento producido.

A continuacion mostramos caracteristicas de estos tres

desenlaces mediante el analisis de las soluciones dadas
por varios alumnos a los problemas 6 y 8.

Truncamiento

Para describir las caracteristicas del truncamiento utili-
zaremos una repuesta dada al problema 8. Inicialmente
se muestra la reproduccion de las notas realizadas por
el alumno, escritas a ldpiz, alrededor del enunciado del
problema, donde se puede observar que el sentido de la
escritura no es el habitual de izquierda a derecha. Aqufi
se pone de manifiesto un esbozo de razonamiento confi-
gural impreciso, hasta que el alumno consigue la «idea»
que resuelve el problema (logra probar la congruencia
de dos lados opuestos del cuadrildtero ABCD, cuando
escribe DA = CB). Interrumpe su razonamiento y genera
un discurso deductivo, donde ya se puede identificar la
coordinacion caracteristica del razonamiento configural,
para lograr la prueba solicitada.

Llegados a este punto se produce el truncamiento del
razonamiento configural; el alumno escribe con boli-
grafo: Solucion. Seguidamente genera el discurso cuya
transcripcion se ha analizado en la tabla 2 de la pdgina
siguiente.

paralclograimo.
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Tabla 2

TRANSCRIPCION DE LA RESPUESTA
Y DIVISION EN FRAGMENTOS

DESCRIPCIONES Y COMENTARIOS ANALITICOS
PARA INDICAR PASOS DE INFERENCIA

1) En un paralelogramo, las diagonales se bisecan
2) — GD = GB y EG = GF del DEBE.
3) Aplicando: dngylos opuestos por el vértice son congruentes
4) — DGA = CGB (Figura 3)
D

A A
5) Considerando los dos tridngulos ADG y GCB  (Figura 4)

e’

6) mGA = mAE + mEG

7) Por hipétesis AE = CF

8) mGC = mGF + mFC

9) Por lo tanto mGA = mGC

10) Como GA = GC,

11) DGA =CGB , 12)GD =GB

13) Aplicando LAL

14) Los 2 tridngulos son congruentes. Por lo tanto

D=C

15) Haciendo lo mismo con los tridngulos ..DGC y .". BGA (Figura 5)

{ \
{

[vad

J— JE— R A A .
16) DG =GB, 17) GA = GC, 18) DGC = AGB . Angulos opuestos
por el vértice son congruentes

19) LAL

20) — Obtenemos DC = AB

21) Asi tenemos dos pares de lados opuestos = del paralelogramo
OADCB.

22) Para comprobar que tienen los dngulos iguales dos a dos;

23) Comparando los 2 tridngulos (Figura 6);
C

\o

A =

1 wY

24) DC = AB, 25) DA = CB, 26) AC lado comiin
27) LLL

A A A
28A) Son congruentes por lo que CAB = DCA , CBA =
DAC = ACB.

1) Afirmacién 1: En un paralelogramo, las diagonales se bisecan.

2) Tesis de la afirmacidn 1.

3) Afirmacion 2: Los dngulos opuestos por el vértice son congruentes.
4) Aplica la afirmacion 2 a la configuracion inicial obteniendo un hecho
geométrico.

5) Figura 4. Identificacién de dos subconfiguraciones.

6), 7) y 8) Asocia los datos que posee a la configuracion identificada y
aplica la propiedad de la adicidon de segmentos.

9) Infiere la afirmacion 3.

10), 11), 12) y 13) Asocia los datos que posee a la configuracion
identificada y aplica el axioma congruencia Lado-Angulo-Lado a la
figura 4.

14) Infiere la afirmacién 4, lo que le permite concluir un hecho
geométrico (afirmacion 5).

15) Identifica subconfiguraciones relevantes para el objetivo propuesto
(figura 5).

16), 17) y 18) Asocia a las subconfiguraciones datos inferidos desde el
enunciado del problema (afirmacion 1), hechos obtenidos con anterioridad
(afirmacion 3), y hechos geométricos generales. Esto permite tener una
figura (configuracion con hechos geométricos vinculados).

19) Asocia a la figura 5 el criterio de congruencia de tridngulos LAL.
20) Infiere un hecho geométrico (afirmacion 4).
21) Realiza una constatacion de lo que ha obtenido.

22) Genera una nueva hipétesis (hecho geométrico a ser probado,
Propiedad de los paralelogramos).

23) Realiza una nueva configuracién para resaltar los elementos que
pueden ser considerados (figura 6). Genera una cuestién vinculada a
la figura 6, lo que le permite fijar la atencién en una subconfiguracion
de la figura 6.

24), 25), 26) Asocia los hechos geométricos a la subconfiguracion.
27) Asocia a la figura (configuracion geométrica mds los hechos
geométricos) la congruencia de tridngulos Lado-Lado-Lado.

28) El hecho derivado de la aplicacién del criterio de congruencia le
permite inferir tres nuevos hechos geométricos.

Tesis de la afirmacion 7 y confirmacion de la propiedad que se quiere
comprobar (afirmacién 6).
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En el fragmento 1) el alumno enuncia un hecho geométrico
(afirmacién 1) que asocia en 2) a la configuracion inicial
mediante una aprehension discursiva con cambio de anclaje
de discursivo (a partir del enunciado) a visual (marcas en
los segmentos correspondientes del dibujo). En 3) realiza
otra aprehension discursiva asociando la afirmacién 2 a la
configuracion inicial permitiendo inferir el hecho geométri-

co 4. En 5) identifica dos tridngulos, A]SG y GCAIB , aislan-
dolos y separdndolos en la figura 4. Esta accion caracteriza
lo que llamamos aprehension operativa de reconfiguracion
(mueve las subconfiguraciones como si fueran piezas de un
puzle). En 6), 7) y 8) aplica la propiedad de la adicion de
segmentos. De nuevo hay evidencia de una aprehension
discursiva, pero el cambio de anclaje ahora es de visual a
discursivo, lo que le permite concluir en 9) un nuevo hecho
geométrico (que GA = GC).

En 10), 11), 12) y 13 asocia los datos que posee a la confi-
guracion identificada y aplica el axioma congruencia Lado-
Angulo-Lado a la figura 4, concluyendo en 14) que los dos
tridngulos son congruentes, por lo que AD = CB. Nueva-
mente se observan las asociaciones entre las afirmaciones
matemadticas y los elementos geométricos correspondientes,
que tienen que ser identificados previamente de manera in-
dividual. Es decir, en 10) afirma: «como GA = GC», enton-
ces tiene que identificar de manera aislada los segmentos
GA en un tridngulo y GB en el otro (lo que constituye una
aprehension operativa de reconfiguracién) marcdndolos
con los mismos signos (lo que es evidencia de la asocia-
cion entre la propiedad de ser congruentes y los elementos
geométricos que verifican dicha propiedad), realizando una
aprehension discursiva con cambio de anclaje de discursi-
vo a visual. En 15) el alumno dice: «haciendo lo mismo
con ...». Esta frase nos permite afirmar que la «idea» que
le ha llevado a la prueba solicitada ha sido conseguir de-
mostrar que dos lados opuestos del cuadrildtero ABCD
son congruentes. En ese momento, el alumno interrumpe
su razonamiento configural (evidenciado imprecisamente a
través de sus notas escritas con ldpiz) y genera el discurso
deductivo que estamos analizando.

Ahora, a partir del fragmento 15), el alumno trata de pro-
bar la congruencia de los otros dos lados del cuadrildtero
ABCD. Para ello, vuelve a aislar (aprehension operativa
de reconfiguracion) dos tridngulos, ..DGCy ..BGA, en
la figura 5. En 16), 17) y 18) verifica las hipdtesis del cri-
terio de congruencia L-A-L, mediante la asociacién (rea-
lizando aprehensiones discursivas) de las afirmaciones
matemdticas con los elementos geométricos pertinentes
que debe identificar y aislar, aunque sea mentalmente,
de manera individual (realizando aprehensiones operati-
vas). En 20) concluye que el otro par de lados opuestos
del cuadrildtero ABCD también son congruentes. En 21)
asocia al cuadrildtero ABCD, del que ya conoce que tiene
los dos pares de lados opuestos congruentes, un teorema
de caracterizacidn de los paralelogramos. Esta asociacién
es una aprehension discursiva con cambio de anclaje de
visual a discursivo. Con ello concluye que ABCD es un
paralelogramo. A partir de 22) el alumno afirma: «para
comprobar que tiene los dngulos iguales dos a dos», en-
tonces dibuja la figura 6 que le sirve para demostrar que
ABCD cumple la propiedad de los paralelogramos que
dice que los dngulos opuestos son congruentes.
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Nuevamente se observa la identificacién de subconfigu-
raciones que aisla (aprehension operativa de reconfigu-
racion) el paralelogramo ABCD y la diagonal AC. Aso-
cia afirmaciones matemdticas (las hipétesis del criterio
L-L-L de congruencia) con los elementos geométricos
(los lados del paralelogramo) adecuados —realizando
aprehensiones discursivas— que deben ser identificados
y aislados previamente, aunque sea mentalmente, me-
diante las correspondientes aprehensiones operativas.

La configuracién inicial del problema aporta informacién
al resolutor facilitando su visién conjunta. En este sentido,
las acciones que realiza sobre la configuracién inicial —ex-
trayendo los pares de tridngulos ADG-GCB, DGC-AGB,
ADC-CBA-, las distintas marcas que realiza sobre ella,
la asociacidén del teorema de caracterizacion de paralelo-
gramos junto con las propiedades aditivas de segmentos
y los axiomas Lado-Angulo-Lado y Lado-Lado-Lado,
nos permiten identificar evidencias de una interaccién
entre las asociaciones de las afirmaciones matemadticas
mencionadas y las configuraciones obtenidas mediante la
modificacién de la configuracion inicial. Esta manera de
proceder evidencia una coordinacidn entre las aprehensio-
nes operativas y las aprehensiones discursivas. Esta coor-
dinacién es un ejemplo de razonamiento configural que se
demuestra clave en el proceso de articular las propiedades
geométricas con los aspectos de la configuracion identifi-
cados como relevantes por el estudiante. La figura 7 nos
sirve para mostrar graficamente las caracteristicas de esta
manera de proceder que se apoya en la coordinacién de los
procesos de visualizacion: aprehension operativa y apre-
hension discursiva. Esta coordinacion permite al resolutor
obtener las ideas claves y, con éstas, generar un discurso
tedrico. En la figura 7, la aplicacion de la afirmacion 3
indica el momento en que se produce el truncamiento del
proceso empezandose a generar un discurso tedrico.

Figura 7
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Conjetura sin demostracion

El proceso de resolucién que hemos denominado Conje-
tura sin demostracion se da cuando el razonamiento con-
figural permite dar al estudiante una respuesta al proble-
ma aceptando las conjeturas mediante percepcion simple

y expresando la solucién mediante el lenguaje natural y
no siendo validadas. Las caracteristicas de esta manera
de proceder las ejemplificamos a través de una respuesta
dada al problema P6.

La respuesta se analiza en la tabla 3 siguiente.

Tabla 3

TRANSCRIPCION DE LA RESPUESTA
Y DIVISION EN FRAGMENTOS

PASOS DE INFERENCIA

D

Figura 8
2) QS =ST — Ya que, al estar cortada por la mediatriz, la corta en

dos partes iguales.
3) Por lo tanto deducimos que QR = RT

4)

_ A
5) Para demostrar PR = RT — PRU =RST

por lados opuestos a angulos congruentes,

A A
8)PXU =TYS

9) LAL, por lo que PRU =RST — PR =RT

10) Por lo que RT = RQ

11) mPT =mPR + mRT, mPT =mPR + mRQ. Yaque RT =RQ.

1) Figura 8.

2) Afirmacion 1: Definicién de mediatriz como lugar geométrico.

3) La deduccién del hecho geométrico QR = RT puede suponerse que
se ha realizado asumiendo que el punto R, al estar en la mediatriz de
QT, equidista de los extremos del segmento QS = ST y QR =RT,
4) Figura 9.

5) Conjetura un hecho PR =RT , que si se da le permite derivar otro
hecho PRU =RST . Ello se apoya en la identificacion de un punto
U sobre la mediatriz que cumple ciertas condiciones. La configuracién
creada le permite identificar dos trigngulos PRU y RST  como
subconfiguraciones de la configuracion dada.

(En este caso hay que indicar que la conjetura realizada es falsa al no
tenerse en cuenta que el punto P puede ser cualquiera).

6) Asume una condicién que cumple el punto U introducido en la
configuracion inicial.

7) En la nueva configuracion creada, identifica un hecho geométrico
general, que nos indica que ha construido una recta paralela a QT y
que pasa por P.

8) Es la indicacion del hecho usado en el apartado anterior (dngulos
opuestos por el vértice).

Ante la configuracién construida asume hechos geométricos que no
son verdad al confiar en la informacion procedente de la percepcion de
la configuracion geométrica construida.

9) Aplica el criterio de congruencia L-A-L a la configuracion realizada
y ,a los hechos geométricos asumidos, lo que le permite concluir
PRU =RST (afirmacidn 2).

10) De la afirmacion 2 deriva un hecho geométrico (Se deduce de 9).

11) Afirmacion 3: propiedad aditiva de segmentos, para obtener la
tesis del problema.
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En 1), en la construccion de la figura 8 el resolutor asocia
la definicién de mediatriz a la configuracién inicial, por lo
que, al representar la mediatriz del segmento QT, gene-
ra una aprehension discursiva con cambio de anclaje de
discursivo a visual. También dibuja el segmento QR que
no viene dado, directamente, en el enunciado del pro-
blema, lo que constituye una aprehension operativa de
cambio figural. En 2), cuando toma S como punto medio
de QT, hay una aprehension discursiva con cambio de
anclaje de visual a discursivo, si bien no etiqueta el pun-
to. En 3) se produce una aprehension discursiva puesto
que asocia a la configuracion inicial la definicién de la
mediatriz: lugar geométrico de los puntos que equidis-
tan de los extremos del segmento QT. Luego. En 4), el
alumno introduce nuevas subconfiguraciones, como el
segmento PU vy los dngulos x e y —figura 9— que no son
elementos geométricos dados en el enunciado del pro-
blema. Estas acciones se consideran evidencias de una
aprehension operativa. A partir de esta nueva configu-
racion y debido a la situacion «adecuada» del punto, p,

el risolutor «acepta« en 5) que los dos tridngulos PRU

y RSTtienen que ser congruentes. La predominancia vi-
sual de ambos tridngulos en la configuracion elaborada
por el alumno es evidente, ya que el razonamiento que
sigue no es vdlido para la prueba pedida, pero sigue esa
linea de pensamiento que distrae su atencion y le dificul-
ta la identificacion de la subconfiguracién realmente ttil
para la solucién del problema.

En 6), 7) y 8) el alumno verifica las hipdtesis del criterio
Lado-Angulo-Lado, realizando aprehensiones operativas,
pues aisla, aunque sea mentalmente, esta configuracién
de los dos tridngulos y los pares de elementos geométri-
cos correspondientes (pares de lados y dngulos en ambos
tridngulos). Pero en la verificacion de las condiciones uti-
liza una afirmacién que no es cierta (Los lados opuestos a
angulos congruentes son congruentes «en un tridngulo»,
pero no en dos tridngulos diferentes, como afirma el es-
tudiante), lo que implica que la configuracién realizada
le aporta a partir de este momento unas condiciones im-
puestas por la colocacién del punto P. También indica que
RU = RS, lo que es consecuencia también de la situacion
adecuada que ha dado al punto P. En 9), asocia el criterio
L-A-L a la subconfiguracion formada por los dos tridngu-
los y concluye que son congruentes, realizando una apre-
hensién discursiva con cambio de anclaje de discursivo
a visual. Deduce que PR = RT , que no vuelve a utilizar
mds y, ademds, no tiene por qué ser cierta. Es decir, su
validez estd determinada por la posiciéon del punto P.

En 10) afirma: «Por lo que RT =RQ », como si este
resultado siguiera 16gicamente del fragmento 9), cuan-
do en realidad es un resultado conocido desde el frag-
mento 3). Esta forma de proceder parece indicar que no
coordina las aprehensiones realizadas. Todo el discurso
realizado tiene «apariencia» de razonamiento deductivo
pero, en realidad, se trata de aprehensiones realizadas
una detrds de otra, determinadas por la construccién
de una configuracion que no respeta las condiciones de
generalidad indicadas por el enunciado del problema.
A continuacion, recupera en 10) un resultado conocido
desde el punto 3) que asocia (aprehension discursiva) a
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la subconfiguracién relevante (los segmentos RT y RQ,
que debe aislar, aunque sea mentalmente, mediante una
aprehension operativa) y da una respuesta al problema
en 11) a partir de la asociacién (aprehension discursiva)
del concepto de suma de segmentos a la configuracién
adecuada (aprehension operativa).

Este tipo de discurso vinculado a una informacién pro-
cedente de la configuracion creada, y la no coordinacién
adecuada de las aprehensiones realizadas por el alumno,
caracterizan un determinado perfil de resolutor. En este
caso, el alumno dibuja el punto Py la situacién del punto
«cualquiera» P en ese lugar tan «adecuado» tiene conse-
cuencias en la solucién que presenta el alumno, ya que le
hace asumir que PU y QS son congruentes, con lo que
elabora una subconfiguracién que le desvia la atencion.
Esto es un ejemplo de subconfiguracion visualmente pre-
dominante: dificulta la identificacion de la configuracién
relevante para la solucion del problema (Mesquita, 1989).
En la figura 10 se representa de manera simplificada la
coordinacion de las aprehensiones discursivas y operati-
vas realizadas por el alumno, pero que en este caso no le
permiten generar un discurso tedrico correcto.

Figura 10

; ;n dssann]laun;

dizeurso tedrico
cotrecto
N t““—— Afirmacion 2
) i Afirmacion 3 )
Ay a -
¥ i —'_'_'_'_'___,—'—'—"

Bucle

Un tercer perfil de resolutor viene caracterizado por un
proceso en el que se llega a una situacién de bloqueo
que no permite el avance hacia la solucion y por tanto un
estancamiento del razonamiento producido. A esta forma
de proceder la hemos denominado bucle. Las caracteris-
ticas de esta manera de proceder se muestran mediante
otra respuesta al problema 8, siendo un ejemplo de cémo
dificultades en las aprehensiones impiden el avance del
proceso de razonamiento. La transcripcién del proceso
de resolucion se describe en la siguiente tabla 4.
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Tabla 4

TRANSCRIPCION DE LA RESPUESTA
Y DIVISION EN FRAGMENTOS

PASOS DE INFERENCIA

D

2) ;O ABCD es un paralelogramo?

3) Tenemos el 00 DFEB. Por ser paralelogramo los lados opuestos son
congruentes, luego

4)DE =FB ADF =EB X X

5) Tomemos los tridngulos EDF y FEB

6) DE = FB (por ser EDFB paralelogramo)

7) BE = DF (por ser EDFB paralelogramo)

8) EF = EF (lado comtin)

9) Aplicamos L-L-L \ N

10) EDF = EFB de aqui DEF = EFB

1) Figura 11.

2) Tesis del problema a demostrar.
3) Afirmacién 1: lados opuestos de un paralelogramo son congruentes.

4) Conclusion de la afirmacion 1. . .

5) Identifica la subconfiguracién EDF y FEB .

6) Hipdtesis de la afirmacion 2: Axioma L-L-L de congruencia.
7) Hipétesis de la afirmacion 2.

8) Hipdtesis de la afirmacion 2.

9) Afirmacidn 2.

10) Tesis de la afirmacidn 2.

En la figura 11 se observa que, a diferencia del proceso
que hemos denominado «conjeturas sin demostracion»,
las asociaciones realizadas (aprehensiones discursivas),
que se evidencian por las marcas en el dibujo, se redu-
cen al minimo. Ademds, las Unicas marcas que se ob-
servan no son relevantes para la solucién del problema.
En 3), el alumno realiza una aprehensién discursiva al
asociar una caracteristica de los paralelogramos con los
elementos geométricos (lados opuestos) del dibujo. El
cambio de anclaje es de discursivo a visual. En 5) iden-
tifica una subconfiguracion, el paralelogramo EBFD,

pero constituido por los dos tridngulos EDF y FEB. Esta
accion es una aprehension operativa de reconfiguracién
ya que divide, aunque sea mentalmente, el paralelogra-
mo en dos subconfiguraciones constituyentes (los dos
tridngulos). En 6), 7) y 8) verifica las hipétesis de la
afirmacion 2 (L-L-L) y concluye en 9) que los tridngu-
los considerados son congruentes. Como consecuencia
deduce la congruencia de los dngulos DEF y EFB y no
escribe nada mas.

Al igual que en los protocolos anteriores, podemos
observar que en 6), 7) y 8) el alumno realiza apre-
hensiones discursivas cuando asocia las hipétesis del
criterio L-L-L a los elementos geométricos correspon-
dientes. Ademds, estos elementos geométricos deben
ser identificados y aislados, aunque sea mentalmente,
mediante aprehensiones operativas. En otras palabras,
este alumno ha realizado aprehensiones discursivas y
operativas, pero no ha sido capaz de coordinarlas para
avanzar hacia la solucion del problema. El hecho de
hacer una deduccion mds o menos ltil y no ser capaz
de continuar indica que ha llegado a lo que hemos de-
nominado «situaciéon de bloqueo» que no le permite
seguir su razonamiento configural. Esta situacion po-
dria haberse superado de varias formas, por ejemplo

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2010, 28(3)

identificando otras subconfiguraciones relevantes que
podrian provocar nuevas asociaciones que ayudaran a
llegar a la solucion, pero el alumno ya no afade nada
mads. En la figura 12 se representa esquemadticamente
el razonamiento configural observado en el protocolo.
En el esquema, la linea gruesa horizontal en negrita
indica el momento en el que el alumno entra en la si-
tuacion de bloqueo.

Figura 12
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DISCUSION Y CONCLUSION

En los tres desenlaces del razonamiento configural que
hemos identificado, se observa que los alumnos realizan
aprehensiones discursivas y operativas. Sin embargo, el
alumno no siempre consigue generar la prueba pedida.
Para tratar de explicar este hecho, el punto de partida ha
consistido en estudiar la coordinacién entre dichas apre-
hensiones como un factor clave en el desarrollo del ra-
zonamiento configural. La manera en que se analiza esta
interaccién estd determinada por las acciones realizadas
por el alumno, que se ponen de manifiesto a lo largo del
registro escrito de su respuesta. Consideramos que la re-
lacién mostrada en el registro escrito entre uno y otro
tipo de aprehensién proporciona informacién suficiente
para valorar esta coordinacién. En el caso mostrado para
el truncamiento es posible seguir la coordinacion entre
las diferentes aprehensiones (el razonamiento configu-
ral) realizado por el alumno. Sin embargo, en los otros
dos casos, conjetura sin demostracion y bucle, la coor-
dinacion entre las aprehensiones operativas y discursivas
ya no se aprecia con claridad, faltando en algunos casos.
Se trata entonces de buscar causas que expliquen las dis-
funciones observadas cuando el alumno debe realizar las
coordinaciones adecuadas entre los diferentes tipos de
aprehensiones.

El proceso de resolucion del problema, y por tanto la ge-
neracion de una prueba adecuada, se puede considerar
como el resultado de realizar un tipo de aprehensidn, por
ejemplo operativa, que provoca la realizacion del otro
tipo de aprehension, discursiva, y que la misma secuen-
cia debe repetirse de manera coordinada. Por tanto, las
causas que parecen favorecer/limitar el desarrollo de la
coordinacion en este tipo de problemas pueden ser de
tres tipos:

— Causas que obstaculizan la realizacién de aprehensio-
nes operativas.

— Causas que expliquen la ausencia de aprehensiones
discursivas.

— Causas que evidencien la falta de coordinacion entre
ambos tipos de aprehension.

Entre las causas que obstaculizan la realizacién de apre-
hensiones operativas en el protocolo correspondiente a
conjetura sin demostracion, la colocacién del punto P en
un lugar tan particular ha provocado la distraccién del
alumno y ha desviado su atencién hacia subconfiguracio-
nes no relevantes. Este es un ejemplo de cémo una con-
figuracién visualmente predominante (Mesquita,1989;
Padilla, 1990; Duval, 1998), obstaculiza la identificacion
de la subconfiguracién relevante para la solucion del
problema y por tanto impide la generacion de la coor-
dinacion adecuada. En la caracterizacién de la conduc-
ta que hemos denominado conjetura sin demostracion,
aunque existen aprehension operativa y aprehension dis-
cursiva, el resolutor tiene dificultades para coordinarlas
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no generando una prueba matemdtica correcta. La causa
suele ser un conocimiento deficiente de las relaciones 16-
gicas. Por ejemplo, cuando el resolutor en el protocolo
que hemos usado como ejemplo afirma, en el fragmento
10): «Por lo que...» presentando como consecuencia un
hecho que conoce desde el inicio. Este es un ejemplo
de no congruencia semdntica (Mesquita,1989; Padilla,
1990; Duval, 1998).

En la caracterizacion que hemos denominado bucle, se
muestran las dificultades para la identificacién y manipu-
lacidn de las subconfiguraciones iniciales que, junto al des-
conocimiento de afirmaciones matemadticas (conocimien-
to geométrico), justifican la no realizacion de marcas en el
dibujo ni las asociaciones necesarias para avanzar hacia la
solucion. Este tipo de comportamiento destaca la impor-
tancia del conocimiento basico de los hechos geométricos
en el desarrollo de las diferentes aprehensiones que consti-
tuyen el razonamiento configural. Aqui el alumno muestra
dificultades para identificar las configuraciones relevantes
o las subconfiguraciones constituyentes (Mesquita,1989;
Padilla, 1990; Duval, 1998).

Finalmente, la prueba deductiva se nutre en parte de las
afirmaciones matemadticas, de las modificaciones que se
realizan sobre la configuracién del problema y de la ca-
pacidad del participante para coordinar estas acciones.
Pero como hemos observado, algunos resolutores tienen
dificultades para desarrollar estas acciones correctamen-
te. Como hemos destacado, estas dificultades pueden ser
debidas a los factores que favorecen o inhiben la visuali-
zacion de las distintas configuraciones y al conocimiento
de los hechos geométricos pertinentes. Debido a estas
dificultades, el proceso configural, entendido como la
coordinacion entre la aprehension operativa y la apre-
hension discursiva, puede no desembocar en la solucién
deseada. En este contexto, la falta de coordinacion pare-
ce explicar las situaciones de bloqueo que los estudian-
tes experimentan, en ocasiones, cuando tratan de probar
cuestiones geométricas. La caracterizacion derivada de
nuestros resultados complementa el modelo V/A de Zas-
kis y sus colaboradores (1996), para explicar los distin-
tos desenlaces que hemos observado en nuestros datos,
permitiéndonos adaptar la idea de coordinacién entre
distintas aprehensiones que intervienen en la resolucién
de problemas. En este sentido, la caracterizacion que he-
mos obtenido del razonamiento configural, a partir del
marco propuesto por Duval, aporta instrumentos para ex-
plicar los distintos desenlaces que se dan en el desarrollo
de la prueba matemadtica en geometria, en un entorno de
lapiz y papel. Consideramos que esta caracterizacion es
un paso mds hacia el reconocimiento y la comprensién
de las interacciones entre lo visual y lo analitico en la
resolucién de problemas de geometria. De esta manera,
la caracterizacién obtenida de los tres tipos de desenlaces
y las causas que los pueden provocar nos ayudan a com-
prender qué acciones desarrolla el alumno, cémo razona
y qué dificultades obstaculizan el proceso de coordina-
cion y, por tanto, el posible desarrollo de la prueba en
problemas de geometria, en contexto de ldpiz y papel.
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Summary

The aim of this research is to improve our understanding
and description of pupils’ behaviour when they attempt
to solve geometry problems requiring a deductive proof,
in a pencil-and-paper environment. We have taken as
our starting-point the Theoretical Framework proposed
by Duval (1998) regarding Visualisation and Reasoning
processes.

This study identifies visualisation processes in preservice
Primary teachers when they solve geometry problems
requiring mathematical proof, in a pencil-and-paper
environment.

The data for this research consist of the answers given
by 55 Primary trainee teachers to a set of 8 geometry
problems in a pencil-and-paper environment. The
analysis was carried out in two stages. In the first stage
we tried to discover what actions of the Configural
Reasoning model (Torregrosa & Quesada, 2008) had
not been carried out correctly. In the second stage of the
analysis we tried to identify the causes of deficiencies in
the actions the student was expected to carry out.

The analyses obtained enabled us to identify certain
regularities which describe Configural Reasoning as
a kind of reasoning which does not appear in Duval’s
work. Configural Reasoning is the process which the
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pupil uses when coordinating discursive and operative
apprehensions in order to solve a problem or generate
a mathematical proof. From this viewpoint, we can
distinguish three possible outcomes when a geometry
problem is approached: truncation, unproven conjecture
and closed loop.

The existence of these three outcomes in problem-
solving raises questions regarding the causes (pupils’
acts or omissions) which can provoke the mental-
block situations which some pupil experience. More
specifically, the question lies in determining what factors
enhance or reduce the actions involved in Configural
Reasoning: Operative and Discursive Apprehension and
the coordination between them.

The results reveal the importance of the initial diagrams
that accompany the problems, as well as subsequent
modifications of these diagrams in the development of
discursive and operative apprehension.

We have provided examples of a patent lack of the skills
required both in using the two kinds of Apprehension
and in coordinating them. The analyses reveal how
visual predominance tends to inhibit the visualisation
of the configuration which is relevant in arriving to the
required proof or solution. This factor is also responsible,
sometimes to a high degree, for the inoperation of the
Operative Apprehensions.
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