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Resumen. El objetivo de esta investigacion fue caracterizar el proceso de construccion del concepto de muiltiplo comiin de dos nimeros naturales
como parte del esquema de divisibilidad en estudiantes de educacién secundaria. A partir de un andlisis cualitativo de entrevistas clinicas en
las que los estudiantes resolvian y justificaban su proceso de resolucién de un problema, identificamos dos momentos cognitivos en el proceso
constructivo del concepto de multiplo comin generado durante la resolucion del problema. Estos momentos fueron caracterizados teniendo en
cuenta cdmo los estudiantes generaban casos particulares y coordinaban o no la informacion procedente de éstos. Esta caracterizacion proporciona
informacidn sobre cémo los estudiantes empiezan a concebir que un niimero pueda adoptar diferentes papeles en las relaciones multiplicativas del
esquema de divisibilidad como parte constituyente del aprendizaje de los nimeros.

Palabras clave. Divisibilidad, multiplo de un nimero, mdltiplo comun de dos nimeros, abstraccion reflexiva, construccién del conocimiento
matematico.

Construction of the common multiple concept in the domain of whole numbers

Summary. The purpose of this research was to characterize the construction process of common multiple of two whole numbers as a part of
divisibility scheme in Secondary School students. From the analysis of clinical interviews with Secondary School students when solving a word-
problem and justifying their decisions, we identify two cognitive moments in the constructive process generated in some cases in the context
of problem solving. These cognitive moments were characterized regarding how students generated particular cases and were or were not able
to coordinate the information arising from them. The characterization provides us with information about the way in which students begin to
conceive that a number can play different roles in the divisibility scheme.

Keywords. Divisibility, multiple of a number, common multiple of two numbers, reflective abstraction, construction of mathematical
knowledge.

INTRODUCCION

Los conceptos de muiltiplo, divisor, factor y los procedimien-
tos de descomposicion de un nimero natural en factores pri-
mos son fundamentales para la comprension de la estructura
multiplicativa de los nimeros naturales y en particular de la
divisibilidad. La estructura multiplicativa puede considerarse
como el conjunto de todas las relaciones a x b = ¢ que tam-
bién se pueden expresar como ¢ : b = a, y complementadas
poraxbxc=dyaxb=d:c.Lacomprension de la estruc-
tura multiplicativa incluye experiencia con y conocimiento
sobre propiedades tales como conmutatividad, asociatividad,
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distributividad, equivalenciade a x b=cy c:a=b, y otras
propiedades de este tipo (Freundenthal, 1983; Greer, 1994;
Harel y Confrey, 1994).

En este contexto, la comprension de las ideas de divisor,
muiltiplo y las relaciones «ser divisor de» y «ser miltiplo
de» se constituye en un aspecto importante del esquema
de divisibilidad en el dominio de los nimeros naturales
(Sierra, Gonzdlez, Garcia y Gonzdlez, 1989) y de la re-
lacién con su estructura multiplicativa (Vergnaud, 1996;
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Zazkis, 2000). Este hecho, unido a la importancia de la
estructura multiplicativa en el desarrollo de otros con-
ceptos matemadticos como la idea de fraccion (Empson,
Junk, Dominguez y Turner, 2005) o de razén (Ramful
y Olive, 2008), ha dado lugar a investigaciones cuyos
objetivos han sido caracterizar la comprensidn de dichos
conceptos y determinar como se desarrollan (Campbell y
Zazkis, 2002; Zazkis y Campbell, 2006).

La caracterizacién de la comprension de las ideas de la
teorfa de nimeros ha sido investigada desde diferentes
perspectivas, poniéndose de manifiesto que dicha com-
prension estd estrechamente ligada a la construccién de
conexiones entre la multiplicacion, la division, la factori-
zacion y la descomposicion en factores primos, de tal for-
ma que establecer estas conexiones permite a los estudian-
tes analizar las relaciones multiplicativas entre diferentes
ndmeros (Verschaffel, Greer y Torbeyns, 2006; Zazkis y
Campbell, 1996; Zazkis, 1998 y 2008). Por ejemplo, en
niveles de secundaria y superiores, se ha estudiado cémo
las representaciones decimal y factorial de un mismo nu-
mero (235 = 5 x 47) focalizan la atencion de los estudian-
tes en unas propiedades pero no en otras, permitiéndoles
identificar con mayor o menor claridad las relaciones «ser
muiltiplo de» y «ser divisor de» entre dos nimeros natura-
les, y por tanto influyendo en la manera en que compren-
den las ideas «ser muiltiplo de» y «ser divisor de», y sus
relaciones (Brown, 2002; Zazkis y Liljedahl, 2004; Zazkis
y Gadowsky, 2001).

El desarrollo de las ideas de divisibilidad fue estudiado
por Bodi{ y sus colaboradores (Bodi, 2006; Bod{, Valls y
Llinares, 2005 y 2007) identificando niveles de desarro-
llo del esquema de divisibilidad caracterizados por: a) el
uso que los estudiantes hacian de los diferentes modos
de representacion (representacion candnica decimal y re-
presentacidn factorial) y la asuncion de la unicidad de la
descomposicion en factores primos en la identificacion de
las relaciones «ser multiplo de» y «ser divisor de»; b) la
coordinacion de diferentes criterios de divisibilidad que
permiten establecer cudndo un nimero es divisible por
otro dado y la asuncién de la equivalencia entre «a es divi-
sor de b» y «b es multiplo de a»; y (c) el uso de la idea de
mdximo comun divisor y minimo comuin multiplo de dos
ndmeros en la resolucion de situaciones contextualizadas.

Globalmente, estas investigaciones estdn mostrando que la
comprension de la idea de ser muiltiplo puede llegar a ser
clave en la comprensién de la equivalencia de las expre-
siones «a es divisor de b» y «b es multiplo de a». Esto es
debido a la necesidad de que los estudiantes comprendan
los diferentes papeles que puede desempefiar un mismo
nimero en estas relaciones. Para indagar en esta cuestion,
Brown, Thomas y Tolias (2002) estudiaron la compren-
sién de la divisibilidad de un grupo de estudiantes para
maestros y en particular la idea de multiplo comin. Iden-
tificaron tres posibles aproximaciones: la interseccion de
dos conjuntos de multiplos, crear mdltiplos de uno de los
ndmeros y dividir por el otro, y utilizar la descomposicién
en factores primos viendo que una descomposicion estd
incluida en la otra. Aunque estas investigaciones se han
centrado en como los estudiantes manejaban el algoritmo
de cdlculo del minimo comun multiplo de dos nimeros a

262

partir de la descomposicién en factores primos (Brown et
al., 2002), sus resultados no aportan informacion sobre la
manera en la que los estudiantes llegan a construir el signi-
ficado de muiltiplo comun, por lo que es necesario obtener
informacién sobre el proceso de construccién del signi-
ficado de mudltiplo comtin y de minimo comun muiltiplo.
Con este articulo pretendemos clarificar algunos aspectos
del proceso de construccion que tiene lugar cuando los es-
tudiantes de secundaria resuelven una situacién problema-
tica en la que intervienen estos conceptos.

MARCO TEORICO

Las teorfas cognitivas que se basan en la abstraccidn re-
flexiva de Piaget pueden ayudarnos a explicar como se
produce la construccién de las ideas matemadticas (Dor-
fler, 2002; Dubinsky, 1991). Desde una perspectiva pia-
getiana, el desarrollo de un nuevo concepto matemadtico
es un proceso que conlleva la construccidn de estructuras
cognitivas a partir de estructuras previamente disponi-
bles. El mecanismo por el cual se lleva a cabo esta cons-
truccion es la abstraccion reflexiva (Piaget, 2001). Piaget
afirma que la abstraccion reflexiva es «reflexiva» en dos
sentidos complementarios: «Primero, se transpone a un
plano superior lo que se toma de un plano inferior (por
ejemplo, al conceptualizar una accion). Llamamos a di-
cha transferencia o proyeccion un réfléchissement. Se-
gundo, se debe por tanto reconstruir en el nuevo nivel B
lo que se ha tomado del nivel previo A, o establecer una
relacion entre los elementos extraidos de Ay aquellos to-
davia situados en B. Esta reorganizacion que es forzada
por la proyeccion serd llamada reflexion (réflexion) en el
sentido estricto» (Piaget, 2001, p. 30).

Esta descripcion se apoya en la existencia de dos tipos de
acciones mentales: la «transferencia a un nivel de cogni-
cién superior» (proyeccion) y la «reconstruccion» (re-
flexion) en el sentido de establecer relaciones con otras
ideas a través de la identificacion de regularidades desde
un conjunto de registros tomados como ejemplos de los
resultados de las acciones cognitivas (Sriraman, 2004).
Por ejemplo, un estudiante puede partir de su conocimien-
to sobre la idea de multiplo para pensar en un conjunto de
multiplos de un nimero a y pensar en un conjunto de mul-
tiplos de b, pero para llegar a la idea de multiplo comun,
es necesario considerar simultdneamente ambos conjuntos
de mudltiplos y los nimeros que cumplen al mismo tiempo
las dos condiciones. Ver un nimero cumpliendo las dos
condiciones al mismo tiempo puede considerarse una
«transposicion a un plano superior», pues se comienza a
pensar sobre estos nimeros mas alld de lo que ya se cono-
ce. Una vez reconocida la posibilidad de que un nimero
cumpla las dos condiciones (ser multiplo de «a» y de «b» a
la vez), el estudiante puede iniciar una «reconstruccion» al
establecer relaciones con otras ideas (por ejemplo, la ma-
nera de identificar esta caracteristica cuando los nimeros
estan descompuestos en producto de factores primos). En
estos momentos es una cuestion pendiente analizar el pro-
ceso por el cual los estudiantes llegan a desarrollar estas
relaciones que conllevan la construccion del significado
de muiltiplo comtin. Esta situacion plantea dos cuestiones
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metodoldgicas: a) cémo dar cuenta de que los estudiantes
han «transferido a un plano superior» la idea de multiplo
de un nimero y caracterizar los mecanismos que llevan a
dicha transferencia; y (b) como dar cuenta de la «recons-
truccion» de la idea de mudiltiplo en este otro nivel de cog-
nicion superior.

Una aproximacion tedrica para realizar la caracteriza-
cion de estos mecanismos cognitivos derivados de la
idea de la abstraccion reflexiva es la propuesta por Si-
mon y sus colaboradores (Simon, Tzur, Heinz y Kinzel,
2004). Estos autores distinguen dos fases del proceso de
construccion: la fase de participacion y la fase de antici-
pacion. Los resultados de los estudios realizados usando
esta aproximacion (Tzur, 2003; Tzur, 2004; Tzur, 2007)
muestran la solidez del marco en el caso del concepto de
fraccion unitaria y de la relacion de orden inverso en-
tre estas fracciones, proporcionando una caracterizacién
muy detallada del proceso constructivo de estos concep-
tos a partir de las evidencias empiricas de la distincion
entre fases. Es por esta razén por la que escogimos éste
como marco tedrico para nuestra investigacion.

La fase de participacion se caracteriza porque,

«el estudiante no tiene todavia la comprension del
elemento (matemdtico) que es pertinente usar para
resolver la situacion planteada. En esta fase el estu-
diante puede realizar diferentes actividades cognitivas
y comparar el efecto producido con lo que pretende
conseguir, razonando por qué ciertos efectos siguen a
su actividad» (Tzur, 2007, p. 277).

Por otra parte, en la fase de anticipacidn,

«el estudiante puede evocar y utilizar el concepto ade-
cuadamente para resolver una situacion problemditi-
ca» (Tzur, 2007, p. 278).

En la fase de participacion, la capacidad del estudian-
te de razonar sobre la relacion entre la actividad men-
tal realizada y los efectos producidos en términos de lo
que pretendia conseguir en la resolucién del problema
(el objetivo) es denominada reflexion sobre la relacion
actividad-efecto. Tzur (2007) caracteriza este mecanis-
mo de la siguiente manera:

«Elmecanismo de reflexion sobre la relacion actividad-
efecto consiste en dos tipos de comparaciones: entre el
objetivo del estudiante y los efectos de la actividad, lo
que le lleva a realizar (mentalmente) una clasificacion
de los registros actividad-efecto; y ademds a realizar
una clasificacion entre las diferentes situaciones en las
que tales registros estdn involucrados, permitiéndole
poder llegar a abstraer una regularidad anticipada y
razonada (el concepto)» (Tzur, 2007, p. 276).

El primer tipo de comparacién (entre los efectos de sus
actividades y el objetivo que pretenden alcanzar) explica
la «transposicién» a la que hace referencia Piaget. Se pro-
ducirfa cuando el estudiante relaciona las actividades rea-
lizadas con sus efectos identificando las que le acercan a
su objetivo. Esta perspectiva asume que este proceso se re-
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pite en las diferentes situaciones de resolucion de proble-
mas en las que interviene el concepto matemadtico, gene-
randose las relaciones con otras ideas (la «reconstrucciéon»
o reorganizacion que Piaget denomind «reflexion») que
permitirdn al estudiante anticipar los efectos de sus activi-
dades antes de llevarlas a cabo. La nocidn de anticipacién
ha sido usada por Steffe (1994) y Empson y Turner (2006)
como clave en la construccion del esquema multiplicativo,
y asumimos que la capacidad de anticipar en el contexto
de resolucién de problemas puede ayudarnos a identificar
la construccidn del concepto de multiplo comiin de dos
nimeros entendido como un nuevo concepto matematico
en la estructura multiplicativa de los nimeros naturales.
Asf, desde este marco tedrico de referencia y en el dm-
bito de las investigaciones centradas en la comprension
de los diferentes elementos de la teorfa de nimeros, nos
planteamos el siguiente objetivo: caracterizar el proceso
de construccién del concepto miiltiplo comtin y minimo
comun multiplo de dos nimeros como una manifestacién
del proceso de abstraccion reflexiva de los estudiantes.

Este objetivo se apoya en la hipdtesis de que el mecanis-
mo reflexion sobre la relacion actividad-efecto, como una
particularizacion de la idea de la abstraccion reflexiva,
puede aportar informacién sobre los procesos construc-
tivos que tienen lugar durante la resolucién de problemas
en fase de participacién cuando el estudiante no reconoce
el concepto matemadtico como una herramienta pertinente
para su resolucidn. En este sentido, esta investigacidn pre-
tende aportar informacidn detallada sobre cémo se genera
en estudiantes de secundaria el proceso de abstraccion del
concepto de miltiplo comtin y minimo comun multiplo de
dos 0 mds nimeros como un componente de la estructura
multiplicativa de los niimeros naturales.

METODOLOGIA

Participantes y contexto

Los participantes en esta investigacién fueron 71 estu-
diantes (38 chicos y 33 chicas) de dltimo curso de Educa-
cioén Secundaria Obligatoria (15-16 afios). Los contenidos
de divisibilidad en el curriculo de la educacién secundaria
incluyen las ideas de multiplo y divisor, nimeros primos y
nimeros compuestos, criterios de divisibilidad, relaciones
entre «ser multiplo de» y «ser divisor de», descomposi-
cion de un mimero natural en factores primos y cdlculo del
mdximo comtun divisor y del mfnimo comun multiplo de
dos o0 mds nimeros y aplicaciones de la divisibilidad a la
resolucion de problemas en contexto. Los estudiantes que
participaron en esta investigacion estaban en la parte final
de la educacién secundaria, por lo que debian conocer en
alguna medida estos contenidos matematicos.

Instrumentos de recogida de datos: disefio y apli-
cacion

Los datos proceden de dos fuentes: 1) la respuesta escrita
de los estudiantes a un problema cuya estructura matema-
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tica se organizaba alrededor de la idea de muiltiplo comtn
(Figura 1); y 2) la transcripcion de una entrevista clinica
posterior a la resolucién del problema en la que se pedia a
los estudiantes que justificaran las decisiones tomadas y la
manera en la que habian resuelto el problema.

El contexto de la resolucién del problema permite indagar
sobre como los estudiantes estdn comprendiendo los con-
ceptos matemadticos implicados en su resolucion, al mismo
tiempo que constituye un espacio en el que los estudiantes
pueden generar procesos de construccion de los concep-
tos. Desde esta hipdtesis, la entrevista clinica permite que
indaguemos sobre los procesos de construccion que tienen
lugar en la fase de participacién en aquellos casos en los
que los estudiantes no han identificado o no han construi-
do previamente la idea de muiltiplo comun (aunque sean
capaces de realizar ejercicios rutinarios de cédlculo).

El problema

Brown y otros (2002) advirtieron que en algunas si-
tuaciones problemadticas los estudiantes no reconocian
la implicacion del minimo comtn multiplo si no se les
mencionaba explicitamente la expresiéon «minimo co-
mun multiplo». Este hecho parece indicar que el uso de
un problema de contexto con dicha estructura implici-
ta puede ser un buen instrumento para estudiar como se
conocen y como se generan los procesos de construc-
cion de los conceptos de multiplo, miltiplo comtn de
varios nimeros y el minimo del conjunto de multiplos
comunes, haciendo uso de conocimientos previos sobre
la estructura multiplicativa en el dominio de los nimeros
naturales.

Teniendo en cuenta esta caracteristica, se diseii6 el pro-
blema «La pista de baile» (Figura 1), que es una situacion
estructurada por la idea de multiplo, multiplos comunes
a varios nimeros y minimo comun multiplo, y en la que
el estudiante tiene que tomar una decision.

Figura 1
Problema «La pista de baile».

«Un fabricante de baldosas ha donado a la Comision de Fiestas
cierta cantidad de baldosas de 30 cm de largo y 33 cm de ancho.
La Comision decide hacer una pista de baile cuadrada en el recin-
to ferial, pero necesita que les digas:

—Cudl es el lado del menor cuadrado que se puede construir con
este tipo de baldosas, sin necesidad de cortarlas, y

—Qué otros tamariios podria tener la pista cuadrada para embaldo-
sarla usando solo baldosas enteras de este tamario. ;Por qué?
Resuélvelo y explica qué has hecho para responder a la Comi-
sion».

Tzur (2007) indica que para distinguir entre comportamien-
tos de la fase de anticipacidn y comportamientos de la fase
de participacion es necesario hacer uso de tareas en las que
no se proporcione ningtin tipo de indicacién. El comporta-
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miento de los estudiantes ante este tipo de problemas ayuda
a diferenciar los casos en los que los estudiantes evocan el
concepto matemadtico que es pertinente para resolver esta
situacion de aquellos casos en los que los estudiantes no
evocan dicho concepto. Es en este segundo caso en el que la
resolucion del problema se afronta estableciendo conexio-
nes con sus conocimientos previos y construyendo a partir
de ellos nuevas estructuras. Por tanto, el estudiante puede
generar comportamientos a través de los cuales nosotros
como investigadores podamos realizar inferencias sobre la
manera en la que se construye el concepto matematico. El
problema «La pista de baile» cumple las condiciones exigi-
das por Tzur (2007) al no incluir ningtin tipo de indicacion,
de forma que si un estudiante no reconoce el concepto de
minimo comin multiplo como instrumento para la resolu-
cién del problema (fase de anticipacion), se puede esperar
que inicie un proceso de construccién del concepto a partir
de determinadas acciones cognitivas que le lleven a la abs-
traccion de una idea matemadtica que le permita resolverlo
(fase de participacion).

La idea de muiltiplo comtin de dos nimeros interviene
en este problema a partir de las cantidades fijas dadas
por las dimensiones de las baldosas (30 x 33) y como
cantidades variables tenemos las posibles dimensiones
de pista construida con dichas baldosas. La idea de mul-
tiplo comun aparece al establecer la relacion entre la lon-
gitud de los lados de la baldosa y la longitud del lado de
la pista cuadrada construida teniendo en cuenta que las
baldosas son indivisibles. De esta manera el concepto de
minimo comtin multiplo de 30 y 33 permite buscar las
dimensiones de la menor pista cuadrada que se puede
construir. Es necesario tener en cuenta dos relaciones
multiplicativas en la resolucién de este problema:

— Con baldosas rectangulares de dimensiones a x b pue-
de formarse un cuadrado (I x ) cuyo lado tendrd una
longitud mdltiplo cominde ay b (I =nxa =kxb).

— A partir de un cuadrado de lado ¢ se pueden formar
cuadrados mayores cuyos lados tendrdn longitudes que
serdn multiplos de ¢ (2¢, 3¢, 4c...) y, por tanto, multiplos
comunes de a y b.

La consideracién de estas relaciones permite aplicar la
comprension de la idea de muiltiplo para resolver la situa-
cion justificandola adecuadamente. De esta manera, estas
caracteristicas pueden generar procesos de resolucion en
los que podamos identificar rasgos en los comportamien-
tos de los estudiantes que nos permitan reconocer el pro-
ceso de construccidn del significado de la idea de mdltiplo
comtin durante el proceso de resolucién del problema.

La entrevista

Las 71 entrevistas se realizaron tras la resolucién del
problema por parte de los estudiantes. Fueron entrevistas
semiestructuradas con el objetivo de indagar sobre los
procesos de construccion generados durante la resolucién
del problema. Para ello se contaba con un guién previo
en el que se tuvo en cuenta como han sido caracterizadas
las fases de participacién y anticipacion en la literatura
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y la informacidn sobre la comprension de la estructura
multiplicativa (Zazkis, 2000). Algunas de las cuestiones
iniciales del guion se recogen en la figura 2.

Figura 2
Cuestiones iniciales.

— Explica como has resuelto el problema.

— ¢En qué te has fijado para tomar una decision?

— ¢Como sabes cudl es la menor pista que se puede construir?

— ;Como se pueden encontrar otras dimensiones de pistas cua-
dradas construidas con esas baldosas?

— Si el fabricante estd dispuesto a donar una cantidad de baldo-
sas superior a 2.000 pero inferior a 5.000, ;cudl debe ser la
longitud mdxima de la pista de baile?

A partir de este guion inicial la entrevista podfa derivar
hacia aspectos diferentes en funcién de las respuestas pro-
porcionadas por los estudiantes. Desde este punto de vista,
no siempre se realizaban las mismas preguntas a los estu-
diantes, sino que se adaptaban al proceso de resolucién
que habfan llevado a cabo. Durante la entrevista los estu-
diantes disponfan de sus cuestionarios, ya resueltos, para
trabajar sobre ellos y de ldpiz y papel por si necesitaban
utilizarlos. Todas las entrevistas fueron grabadas en audio
y posteriormente transcritas para facilitar su andlisis.

Analisis

En primer lugar, se realizé un andlisis descriptivo conjun-
to de las resoluciones del problema y sus fragmentos de
entrevista asociados. Para ello se realizé una narrativa que
consistia en una descripcién en la que se intentaba unificar
la informacion procedente de ambas fuentes de datos. En
una primera etapa de andlisis usamos la distincién entre
fase de participacion y fase de anticipacion para catego-
rizar las distintas aproximaciones a la resolucion del pro-
blema segin los conocimientos previos que parecia que
los estudiantes ponian en juego (Llinares y Roig, 2008).
Esta primera categorizacion nos permitio, a su vez, adver-
tir la existencia de diferentes grados de sofisticacidn en
los procesos de la fase de participacion. Esta situacion nos
llevé a realizar un segundo andlisis centrado sélo en los
estudiantes que se consideraba que estaban en la fase de
participacion del proceso de construccion (es decir, aque-
llos estudiantes que no reconocian inicialmente la idea de
multiplo comun para resolver el problema).

En esta segunda etapa de andlisis usamos como referen-
cia el mecanismo reflexion sobre la relacion actividad-
efecto (Simon et al., 2004) y por tanto el foco se centrd
en las acciones realizadas por los estudiantes y cémo los
efectos de estas acciones eran evaluadas por los estu-
diantes para determinar si les permitfan resolver el pro-
blema planteado. Con este foco de atencién pudimos
identificar dos momentos cognitivos diferentes dentro
de la fase de participacién caracterizados por la mane-
ra en la que los estudiantes establecian relaciones entre
los diferentes elementos matemadticos a partir del uso de
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casos particulares siguiendo o no un proceso guiado por
un objetivo previamente establecido. Para realizar este
andlisis seguimos las indicaciones de Clement (2000) en
el sentido de que para generar un modelo explicativo del
comportamiento de los estudiantes, es necesario seguir
un proceso ciclico partiendo de la identificacién de cier-
tos comportamientos y realizando inferencias sobre los
posibles mecanismos cognitivos que los apoyan, tenien-
do en cuenta los resultados de las investigaciones previas
y las caracteristicas del marco tedrico de referencia. Es-
tas inferencias son luego comprobadas o rebatidas desde
andlisis sucesivos.

Siguiendo este proceso identificamos los dos momentos
cognitivos a partir de la manera en la que los estudian-
tes manejaban las dos condiciones del problema, «no se
pueden cortar baldosas» y «la pista tiene que ser cuadra-
da», para generar un proceso que les permitia identificar
0 no la idea de multiplo comun de la que previamente
no disponia. En este sentido, los momentos cognitivos
identificados son manifestaciones del proceso construc-
tivo del minimo comun multiplo llevado a cabo por los
estudiantes durante el proceso de resolucion.

RESULTADOS

De los 71 estudiantes, 43 no resolvieron el problema, o
bien mostraron dificultades que les impedian iniciar un
proceso de resolucién. Algunas de estas dificultades se
manifestaban cuando el estudiante consideraba que una
de las dos condiciones era imposible (bien la condicién
«sin cortar baldosas», o bien la condicidn «pista cuadra-
da») lo que les llevaba a dar como respuesta que «seria
imposible», o indicaban que seria necesario conocer al-
glin dato mds. Por otra parte, de los 28 estudiantes res-
tantes, 15 reconocieron la idea de minimo comun multi-
plo y la usaron para resolver el problema, mientras que
13 mostraron procesos de generacion y coordinacion de
informacidn relativa a la idea de multiplo comun durante
la resolucion al no haber reconocido previamente la idea
de minimo comtuin multiplo o no tener las destrezas pro-
cedimentales necesarias. En esta seccién describiremos
el comportamiento de los estudiantes que si reconocian
la idea de muiltiplo comtn (fase de anticipacion) y el
comportamiento de los estudiantes que no la reconocian
inicialmente (fase de participacion) pero desarrollaban
procesos matemadticos de generacion de informacion e
inferencias que nos permitieron caracterizar el proceso
de construccién del concepto de miiltiplo comuin genera-
do durante la resolucion del problema.

Fase de anticipacién: reconociendo y usando un
concepto previamente construido

El proceso de resolucion del estudiante E12 (Figura 3) es
un ejemplo prototipico de aquellos que reconocen la idea
de minimo comtin miltiplo como clave para la resolucién
del problema y la usan correctamente. Para la resolucién
del problema, E12 descompone los nimeros 30 y 33 en
factores, calcula el minimo comun multiplo (330) y lo da
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como solucion («el lado del menor cuadrado es 330 cm»).
Ademds, halla el nimero de baldosas que hard falta en
total para cubrir la pista cuadrada (110). También, para
buscar otras posibles medidas para el lado de la pista cua-
drada considera como soluciones diferentes muiiltiplos del
minimo comun multiplo anteriormente calculado («todos
los multiplos de 330 (660, 990...)»). E12 justifica esta de-
cision explicando que la menor pista cuadrada puede con-
siderarse como «una unica baldosa de 330 por 330 cm» a
partir de la cual resultarfa facil construir nuevas pistas cua-
dradas. Ademds, considera que las nuevas pistas seguirian
cumpliendo la condicidn «sin cortar baldosas», ya que «al
“poner” mds baldosas iguales seguirfa siendo divisible».
Esto pone de manifiesto que la comprension que ha al-
canzado del concepto minimo comtn muiltiplo le permite
buscar nuevos muiltiplos comunes de 30 y 33 a partir del
minimo comun multiplo calculando sus multiplos.

Figura 3
Respuesta de E12 en el cuestionario.

Resuélvelo y Explica qué has hecho para responder a la Comision.
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Esta manera de proceder pone de manifiesto una com-
prensién de la idea de mudltiplo comuin y de minimo
comun multiplo que corresponde a la Fase de Antici-
pacién ya que el estudiante fue capaz de evocar y uti-
lizar el concepto matematico para resolver la situacion
planteada.

Fase de Participacion: Construccion durante el
proceso de resolucion de problemas

El comportamiento de los 13 estudiantes que no recono-
cian la idea de miiltiplo comtin nos permitié identificar
como se generaban y usaban casos particulares a partir
de los cuales buscaban informacion para poder resolver
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el problema. La manera en la que los estudiantes coor-
dinaban o no dicha informacion determina el proceso de
construccion del significado de muiltiplo comun de dos
nimeros. Generar casos particulares e intentar coordinar
la informacién a partir de ellos puede ser considerado
una manera de buscar relaciones entre su conocimien-
to previo sobre la estructura multiplicativa y las condi-
ciones del problema planteado. Esta forma de actuar es
caracteristica del proceso de construccidn que se genera
en la fase de participacion. Sin embargo, en las 13 res-
puestas consideradas en la fase de participacién se iden-
tificaron comportamientos cualitativamente distintos que
proporcionan informacién sobre el proceso constructivo
generado durante el proceso de resolucion del problema.
Tres estudiantes de este grupo realizaron una busqueda
desorganizada que no les permitia avanzar en el proceso
de resolucion, mientras que los otros 10 mostraron un
proceso guiado que ponia de manifiesto la aplicacion de
una estructura cognitiva para orientar la busqueda.

El momento cognitivo en el que los estudiantes generan
casos particulares para obtener informacién fue denomi-
nado proyeccion, pues consideramos que se corresponde
con la generacién de informacion guiada que permite la
«transposicién a un plano superior» a la que hace refe-
rencia Piaget. El momento cognitivo en el que los estu-
diantes son capaces de estructurar la bisqueda de nuevos
casos particulares fue denominado anticipacion local
pues consideramos, siguiendo la descripcion de la fase de
participacién de Tzur (2007), que es una manifestacion
de que una nueva estructura que previamente no existia
entra en juego en la resolucidn de la tarea permitiendo
razonar por qué los nuevos casos considerados son cada
vez mas cercanos a la solucion, evidenciandose el meca-
nismo cognitivo de transposicion a un plano superior del
conocimiento. Esta anticipacion es «local» en el sentido
de que la capacidad de anticipar se genera en el contex-
to de la resolucion de la tarea particular. Consideramos
que, para que se produzca la transicidn entre ambos mo-
mentos cognitivos, debe haber una reconstruccion de las
estructuras cognitivas previas de los estudiantes basadas
en el reconocimiento de algunas caracteristicas de la es-
tructura multiplicativa de la situacién, dando lugar a una
nueva estructura (el multiplo comtin) y por tanto esta
transicion se ha denominado reflexion en el sentido de
Piaget. Las caracteristicas de estas dos formas de com-
portarse se describen a continuacion.

Generando informacion sin coordinacion

En algunos casos la generacién de casos particulares por
parte del estudiante no resulto ser suficiente para la emer-
gencia del significado de miltiplo comiin. Este hecho pone
de manifiesto que es necesario que el estudiante adopte
una perspectiva diferente ante el conjunto de datos genera-
do que le permita llegar a construir el significado de mul-
tiplo comtin. El proceso de resolucion llevado a cabo por
el estudiante E33 es un ejemplo de este comportamiento
en el que no se consigue coordinar la informacion desde
los casos particulares. Este estudiante inicia el proceso de
resolucion del problema buscando posibles valores para la
longitud de los lados con la ayuda de la calculadora.
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88A: Yo... intenté probando, haciendo pruebas en la calcu-

ladora.

89E: [...] {Qué era lo que probabas?

90A: Espérate que lo lea y te lo digo.

91E: Si.

92A: [...] Pues ir multiplicando el nimero de baldosas
[...] para que esto y esto al final te diera [...], te diera
mds 0 menos... que te diera casi las mismas cifras.
[...]

98A: Iba probando en la calculadora.

99E: En la calculadora y no lo encontraste.

100A: Por eso. Creo que para que... porque si quiero hacer
algo cuadrado y te dan unas baldosas rectangulares
pues no sé, es un poco dificil.

101E: (Si? ;Pero se podria o no se podria?

102A: [...] Yo creo que no se podria hacer un terreno cua-

drado con baldosas rectangulares. Hombre, se podria
hacer, como te he dicho, cortando. Pero... yo tampo-
co sé mucho de esto.

La busqueda de multiplos de 30 y 33 se realiza con el ob-
jetivo de intentar encontrar medidas iguales, es decir, con
el objetivo de cumplir la condicién «pista cuadrada». Sin
embargo, E33 no supo coordinar la informacién proce-
dente de estos casos particulares. Esta manera de proceder
puede ser considerada como un precursor del hecho de re-
conocer que para cumplir la condicién «sin cortar baldo-
sas» el lado del cuadrado debe ser un muiltiplo de las dos
longitudes de la baldosa. Asf, se inicia una bisqueda entre
los multiplos de 30 y los muiltiplos de 33 intentando cum-
plir la condicidn «pista cuadrada» de la siguiente manera:

— Colocando cierto nimero de baldosas a cada lado se
tiene Lado A1 < Lado Bl — No es un cuadrado.

— Colocando cierto nimero de baldosa a cada lado se
tiene Lado A2 < Lado B2 — No es un cuadrado.

Los casos particulares generados y usados por E33 pueden
considerarse como un conjunto de registros. El estudiante
realiza una serie de acciones (calcular muiltiplos) que tie-
nen unos determinados efectos (nunca aparecen dos multi-
plos iguales). A partir de los casos particulares, estos estu-
diantes van creando un conjunto de relaciones de la forma
«Lado A, < Lado B al comparar los lados resultantes
de la pista. Este proceso crea un conjunto de relaciones
que son valoradas por el estudiante en funcién de la infor-
macioén que pretende recabar. En las lineas 98-102 de la
entrevista se pone de manifiesto como E33 realiza la com-
paracidn entre las actividades realizadas y los efectos pro-
ducidos generando un conjunto de informacién que debe
manejar. La manera en la que se maneja esta informacién
es clave para el progreso del proceso de construccion.

De esta manera, no encontrar al azar dos medidas que co-
incidan lleva a E33 a concluir que serfa imposible cons-
truir la pista requerida por el problema. Esta conclusién
puede ser interpretada como una evidencia de que la infor-
macion procedente de los casos particulares no permite al
estudiante reconocer la estructura general de la situacién
problemidtica planteada (la idea de multiplo comtin).
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Realizando una biisqueda guiada de casos particulares

Los otros 10 estudiantes situados en fase de participa-
cion consiguieron coordinar la informacién procedente
de los casos particulares e identificar una regularidad que
es usada para resolver el problema. Esta regularidad es el
significado de la idea de muiltiplo comun que empieza a
generarse. Esto se manifestaba con la realizacién de una
busqueda guiada de nuevos casos particulares cada vez
mds cercanos a la solucion.

Un ejemplo de busqueda guiada lo encontramos en el
proceso de resolucion de E19. En este caso, el estu-
diante encuentra un multiplo comtn a 30 y 33, el 1320,
y parte de €l para buscar un tamafio menor. E19 inicia
su proceso de resolucion calculando mudltiplos de 33 y
comprobando si son también muiltiplos de 30.

Figura 4
Respuesta de E19 en el cuestionario.

Resuélvelo y Explica qué has hecho para responder a la Comision.
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83E:
84A:

(Y qué es lo que estabas calculando? Al poner 33 por 15.
Pues... o sea, de las baldosas el alto que son 33 por
15 baldosas y me da 495 y lo dividi entre 30 que es
el otro lado de las baldosas y me daba 16’5 y dije no,
porque eso es para partirlo.

La busqueda del multiplo comtin se realiza mediante un
proceso de ensayo y error como pone de manifiesto en el
cuestionario cuando dice «El n°. 40 me ha salido a voleo
[de manera arbitraria, sin criterio] y he dado en el clavo,
ha sido un poco churra [casualidad, suerte]» (Figura 4).

86A: Y luego pues ya lo dibujé y vi que... entonces tenia
que... tenfa que dar los mismos metros, ;jno? arriba y
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abajo. Pero luego pensé, bueno pero un divisor pues
puede ser 20 y luego pensé pues un divisor de 20 y
de 22, pues puede ser 11 y 10 y entonces al final me
quedé con el 11 y el 10 que es el mds pequefio.

87E: Muy bien. O sea, que primero calculaste unas posi-
bles dimensiones de la pista que serfan seguin lo que
pone aqui 40 baldosas por 44 baldosas.

88A: Si.

89E: Luego fuiste buscando divisores de esos nimeros.

90A: [...] Eso es porque te decia ;qué otros tamafios po-

drfa tener la pista cuadrada?

En su respuesta escrita aparecen otros tamarfios de la pista: 88
x 80 baldosas, 22 x 20 baldosas y 11 x 10 baldosas, indican-
do que este tltimo seria el que corresponderia a la pista de
menor lado posible. Segtin se indica en la entrevista, estos ca-
sos los dio como respuesta a la cuestion «; Qué otros tamafos
podria tener la pista cuadrada para embaldosarla usando sélo
baldosas enteras de este tamafio?». Estos cdlculos se obtienen
a partir de la medida inicial 44 x 40 multiplicando o dividien-
do ambos nimeros por una misma cantidad.

95E: Muy bien hiciste este el 88, 80

96A:  80.

97E: (Y lo sacaste a partir de...?

98A: Aqui, lo multipliqué por dos.

99E:  El de 40 por 44 lo multiplicaste por 2.

100A: Claro.

101E: Entonces para llegar a éste, al 10 por 11, ;lo que hi-
ciste fue?

102A: De 44 y 40 pens€ en un divisor y 20... 22y 20. Y de
22 y 20 pensé en otro divisor y era 11 y 10 y luego
asi probando también, aunque aqui no estd, lo probé
de 11 y 10 y no me daba menos.

103E: No, no podias sacar otro menor.

Aunque no hace mencién explicita de la regularidad que
organiza su busqueda (la idea de minimo comin multi-
plo), parece ser que advierte que al multiplicar obtiene ta-
mafios mayores que el inicial y al dividir obtiene tamafios
menores. Esto le lleva a dividir 44 y 40 entre 2, y luego a
dividir 22 y 20 entre dos, llegando as{ al menor lado posi-
ble de la pista. Para explicar por qué considera que el caso
11 x 10 es el menor, indica que no encontrd la forma de
seguir dividiendo («lo probé de 11 y 10 y no me daba me-
nos», linea 102), es decir, no encontrd un divisor comun
que permitiese seguir reduciendo el tamafo.

La transicion desde la construccion de un conjunto de ca-
sos particulares a la biisqueda guiada

En el transcurso de las entrevistas, algunos de los estu-
diantes que inicialmente mostraban un comportamiento
basado en la simple construccion de un conjunto de casos
particulares conseguian coordinar la informacién y co-
menzaban a realizar una busqueda guiada. Esta coordi-
nacion de la informacion es lo que caracteriza el proceso
de construccion del conocimiento basado en la abstrac-
cion reflexiva. Para ejemplificar esta coordinacion utili-
zamos la entrevista del estudiante E06. Este estudiante
no resolvié el problema al completar el cuestionario por
desconocer el significado de la palabra baldosa. Durante
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la entrevista se le explicé el significado de dicha palabra,
lo que le permitié empezar la resolucion del problema.
EO06 inici6 su proceso de resolucion con el cdlculo de al-
gunos casos particulares en los que «colocaba» el mismo
nimero de baldosas a cada lado de la pista.

120E: Entonces te dan las medidas de los azulejos que tie-
nes.
[...] De ancho serfa ésta y esto serfa de largo. Una pis-
ta de baile cuadrada... Pero cuadrada y la cual el lado...
Aqui habria que contar. Si quieren hacer una pista cua-
drada, habrd que calcular. Como tenemos ancho 33,
nos darfa por ejemplo 6. Yo hago mis cdlculos.
Si. Calcula, calcula.
33 por ejemplo... El nimero 3 es miiltiplo... Esto...
Ahora que estoy pensando... No sé como calcular
esto.
(Qué estds intentando hacer?
Intento calcular para que me de un nimero fijo, para
sacar el cuadrado [...] Serfa hacer en tabla.

121A:

122E:
123A:

124E:
125A:

EO06 se plantea como objetivo realizar ciertos cdlculos para
encontrar «un nimero fijo» (linea 125). El hecho de que se
proponga hacer una tabla (linea 125) indica que su idea es
organizar los diferentes casos particulares.

131A: Podemos decir que una pista serfa una de... [...]. No
s€, 6 cuadrados de éstos [refiriéndose a las baldosas].
Poner aqui [horizontal] como 100 da y aqui [vertical]
lo mismo. No sé estoy pensando.

Si, piensa, piensa. Tdmate el tiempo que quieras.
[...] Yo harfa las cuentas por hacer, como multipli-
cando por algunos nimeros [...] Aunque todavia
puede ser mds fécil para algunas personas.

(Como dirfas que seria mds fdcil?

No sé, si hubiera alguna féormula para esto. Y siigual-
mente puede ser que hay, pero no s€ [...] Tenemos
que hacer una pista igual de grande. Como tenemos
un cuadradito aqui de éstos [refiriéndose a una bal-
dosa]... Una pista igual de 300 por ejemplo, 330... Es
que eso no es un cuadrado.

132E:
133A:

134E:
135A:

No llega a realizar la tabla pero si empieza a considerar ca-
sos en los que va «colocando» diferente nimero de baldo-
sas. Esta forma de proceder puede ser considerada como un
primer paso para realizar una biisqueda guiada. Cuando E06
hace referencia al caso en el que se colocarfan 100 baldosas
(Iinea 131), se puede interpretar que E06 estd considerando
el mismo nimero de baldosas en ambos lados de la pista.
Siguiendo esta estrategia, EO6 intenta colocar 10 baldosas a
cada lado de la pista y calcula sus dimensiones obteniendo
300 cm para un lado y 330 cm para el otro (linea 135). De
esta manera EO6 empieza a construir un conjunto de regis-
tros desde el que obtiene informacién que le indica que en
ninguno de los casos considerados se obtiene un cuadra-
do. Sin embargo, ante la imposibilidad de construir asi una
pista cuadrada no se limita a concluir, como sucedia en el
caso del estudiante E33, que serfa imposible. EO6 empieza
a coordinar la informacién que le proporciona este conjunto
de casos particulares advirtiendo que, como 33 es mayor
que 30, deberd poner menos baldosas en el lado de la pista
formado con el lado mayor de la baldosa y mds baldosas en
el otro lado de la pista.
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136E: Claro, eso no es un cuadrado. Pero la pista tiene que
ser cuadrada.

Serfa de ancho menos y de largo mds cuadrados.
Pienso yo, para que quede...

(Y no se podria hacer una pista cuadrada?

Si, si. Pero quiero decir que de ancho...

jAh, que tendria que haber mas!

S1, como haber mds cuadrados [baldosas] de ancho y
de largo menos.

137A:

138E:
139A:
140E:
141A:

La comparacion entre las longitudes obtenidas en los ca-
sos particulares junto a la consideracién de la condicion
«pista cuadrada», le lleva a advertir que es necesario
colocar distinto nimero de baldosas a cada lado (33 - a
=30 b con a # b) por lo que una de las cantidades debe
ser mayor que la otra (33 - a =30 b con a < b). De esta
manera, la informacion procedente de los casos particu-
lares es coordinada para empezar a ajustar la bisqueda
de casos particulares al objetivo pretendido.

145E: Podemos decir que si multiplicamos esto por 10 [...]
nos da 330 y si multiplicamos esto nos da 300 jNo!
300 y 330 [...] pero como yo pienso que esto tiene
que ser mds [...] He multiplicado [...] 33 por 10 que
nos daria 330

146A: Si.

147E: Y entonces, como yo pensé que tiene que haber mds
baldosas de largo que de ancho, multipliqué por un
nimero mds que es 11 por 30, y me dio lo mismo,
330. La pista serfade 10 y 11.

E06 parte de una busqueda de medidas particulares para
los lados de la pista y llega a encontrar el valor 330 como
solucion cuando afirma «que tiene que haber mds baldosas
de largo que de ancho» (linea 147) y por eso multiplicé 30
por un nimero mayor. Aplicar esta relacién para ajustar
sus cdlculos le lleva a pasar de multiplicar 30 por 10 a
multiplicar 30 por 11. Esta forma de proceder indica que
la busqueda es guiada en el sentido de que no se realiza
de forma arbitraria sino que se aplica considerando una
estructura que le permite ir aproximdndose a la solucidn.

De esta manera, las relaciones claves que el estudiante ne-
cesita construir durante la resolucion del problema para
poder usar la idea de muiltiplo en esta situacién pasa por
advertir que es necesario poner distinto nimero de baldo-
sas a cada lado de la pista para poder construir un cuadra-
do desde una baldosa rectangular y observar la relacién
inversa entre el nimero de baldosas a colocar en cada
lado y la longitud del lado de las baldosas. En algunos de
los protocolos analizados los estudiantes coordinaban la
informacién desde un andlisis cualitativo de la situacion.
Una descripcion detallada de este tipo de comportamiento
puede encontrarse en Roig (2008) poniéndose de mani-
fiesto que también en estos casos la clave estaba en la co-
ordinacion como punto de apoyo de la busqueda guiada.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

La distincion tedrica entre fase de participacidn y fase
de anticipacion, junto al mecanismo reflexion sobre la
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relacion actividad-efecto han sido usados para describir
como se desarrolla el proceso de construccién del con-
cepto de multiplo comun. Esta descripcion nos ha per-
mitido identificar dos momentos en la fase de participa-
cion (proyeccion y anticipacién local) y el mecanismo
de transicion entre ambos aportando informacién sobre
como se generan los procesos de abstraccion de la idea
de mudltiplo comun durante la resolucion del problema.

Los resultados obtenidos indican que, cuando los estu-
diantes no reconocian la idea de minimo comun multiplo
como instrumento para la resolucién del problema, al-
gunos de ellos generaban un proceso de resolucién en el
que se podia identificar el uso de sus conocimientos pre-
vios sobre la estructura multiplicativa de los naturales y,
en algunos casos, la construccién de la idea de muiltiplo
comun y minimo comin multiplo a través de la coordi-
nacion de la informacidn.

La manera en la que se ha manifestado el uso de los co-
nocimientos previos ha sido mediante la generacion de un
conjunto de casos particulares y la realizacién de una serie
de acciones sobre ellos o la interpretacion cualitativa de
manera global de la situacion. Por una parte, el uso de ca-
sos particulares es un intento de obtener informacion ge-
neral sobre la situacidn a partir de lo que ya se conoce. Por
otra parte, estdn los estudiantes a los que la interpretacion
cualitativa global de la situacion les permite identificar re-
laciones relevantes que les ayudan a generar la bisqueda
guiada que ha caracterizado el proceso de coordinacion de
la informacidn. Las dos situaciones descritas concuerdan
con el fendmeno «reduccion de la abstraccion» identifi-
cado por Hazzan y Zazkis (2005). Desde esta perspectiva
algunos procesos mentales de los estudiantes pueden ser
atribuidos a una tendencia a convertir una idea poco fami-
liar (en este caso, la situacion planteada por el problema)
en algo mds familiar (en este caso, la concrecion de la si-
tuacion en ciertos casos particulares).

Para los estudiantes que generaban casos particulares,
esto les permitid llevar a cabo comparaciones entre dis-
tintos multiplos de cada uno de los lados de la baldosa
buscando un valor que coincida, es decir, buscando un
multiplo comun. Esta busqueda lleva a clasificar men-
talmente los casos particulares y a establecer relaciones
entre ellos. Sin embargo, los datos ponen de manifiesto
que la simple generacién de casos particulares no es su-
ficiente para construir la idea de multiplo comuin. Hemos
mostrado protocolos en los que se realizaba una busque-
da de casos particulares sin llegar a obtener informa-
cion general sobre la situacidén problemdtica (momento
de proyeccién) y casos en los que la buisqueda inicial
se transformaba en una busqueda estructurada que per-
mitfa aproximarse a la obtencion de un multiplo comun
(momento de anticipacién local). La forma en que los
estudiantes coordinaban la informacién procedente de
los casos particulares marco la diferencia entre un com-
portamiento y otro.

El momento de proyeccién se caracteriza por la genera-
cién de informacion y la incapacidad para ver dicha infor-
macion desde una perspectiva diferente que le permitiera
focalizarse en la estructura de los casos particulares. Asi,
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en este primer momento los estudiantes comparaban casos
particulares que respondian a la relacién 33 - a =30 - q,
colocando el mismo ndmero de baldosas a cada lado de la
pista y concluyendo que es imposible construir una pista
cuadrada con baldosas de este tipo. En este sentido, los es-
tudiantes en la fase de proyeccion se centran en el proceso
de multiplicar mds que en la estructura formada por los
dos conjuntos de muiltiplos generados. Esta caracteristica
se recoge en la columna izquierda de la figura 5.

Para que se inicie la transicion del momento de proyec-
cion al momento de anticipacidn local, es necesario que
el estudiante cambie el foco de atencion al observar el
conjunto de casos particulares para obtener informacién
sobre la estructura general del conjunto de datos. Este
cambio de foco concuerda con el identificado por Dérfler
(2002) y parece ser el desencadenante de la coordinacion
de la informacion que permite identificar ciertas relacio-
nes que son usadas para estructurar la busqueda guiada
de nuevos casos particulares.

Figura 5
Proceso de abstraccién durante la resolucién del problema.
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La busqueda guiada que caracteriza el momento de anti-
cipacidn local de la fase de participacion sélo se produce
si hay una coordinacién adecuada de informacién (Figura
5) que permite estructurar las acciones que se realizan. La
coordinacién de la informacién permite hacer emerger la
idea de multiplo comtin durante la resolucién de problemas
y caracteriza la transicion entre el momento de proyeccién y
el momento de anticipacién local como una manifestacién
del proceso de abstraccion reflexiva. Lo que nuestra inves-
tigacién ha mostrado es que la forma en que los estudiantes
usan los casos particulares y la interpretacion cualitativa de
las relaciones multiplicativas entre las cantidades en la si-
tuacidn para obtener informacién determina su proceso de
construccion de la idea de muiltiplo.

Esta descripcion de los procesos seguidos por los estu-
diantes permite identificar algunos aspectos comunes a
lo descrito por Cafiadas, Deulofeu, Figueiras, Reid y Ye-
vdokimov (2008) en lo que se refiere a los pasos para la
induccion empirica a partir de un niimero finito de casos.
Sin embargo, nuestro problema es de naturaleza distinta
a los problemas de generalizacion de patrones numéri-
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cos. La solucién del problema no consiste en identificar
un patrdn, realizar una conjetura y justificarla (Cafiadas
et al., 2008), sino en identificar una estructura general
que permita encontrar un caso particular que cumpla las
condiciones del problema. Esto nos ha permitido estable-
cer diferentes momentos dentro del proceso de abstrac-
cion del concepto minimo comtuin multiplo.

Otro resultado aportado por nuestra investigacion es la apli-
cacion de la distincidn entre fase de anticipacion y fase de
participacién propuesta por Tzur y Simon (2004) al concepto
minimo comtn multiplo. En este sentido, la distincién entre
fases nos ha permitido distinguir diferentes comportamien-
tos de los estudiantes al resolver problemas destacando el
bajo porcentaje de estudiantes (21,1%) que mostraron una
comprension del concepto de minimo comtin muiltiplo que
les permita evocarlo y utilizarlo para resolver el problema.
Sin embargo, el hecho de que tan pocos estudiantes de 15-16
afios reconocieran el minimo comuin multiplo como estruc-
tura de la situacion aporta nuevas evidencias de la dicotomia
identificada por Brown y otros (2002) entre el método de la
descomposicion factorial y la comprension del concepto mi-
nimo comun multiplo de dos 0 mds nimeros. Estos autores
consideran que el algoritmo no se construye a través de una
aplicacion consciente de la comprension previa de la estruc-
tura multiplicativa, sino como un procedimiento memoriza-
do que asocian al concepto minimo comtin multiplo. No es
de extrafiar, por tanto, que los estudiantes no reconozcan su
utilidad en nuestra situacion problemdtica, pues asocian la
idea de minimo comun muiltiplo a un procedimiento y no a
su significado, lo cual segtin Monaghan y Ozmatar (2006)
serfa un indicador de la no consolidacién del concepto.

Los resultados de esta investigacién aportan informacién
sobre la construccidn del significado de la idea de multiplo
comtin como parte del conocimiento de los estudiantes del
esquema de divisibilidad y la estructura multiplicativa en
el dominio de los naturales. Si consideramos el aprendi-
zaje de un nuevo concepto matemdtico como un proceso
que conlleva la construccion de nuevas estructuras cogni-
tivas a partir de las estructuras previamente disponibles,
es necesario proporcionar a los estudiantes experiencias
que les permitan modificar dichas estructuras. Segtin
Steffe (1994) el disefio de secuencias de problemas que
cumplan esta condicién debe estar basado en un conoci-
miento detallado de los conocimientos que inicialmente
son accesibles para el estudiante asi como de los meca-
nismos cognitivos asociados a la construccion de los nue-
vos conceptos. De esta forma, los resultados de nuestra
investigacion pueden ser usados como base para el disefio
de secuencias de enseflanza en futuras investigaciones que
sirvan para formular nuevos modos de proceder para los
profesores. En este sentido son necesarias nuevas investi-
gaciones que amplien el campo de problemas propuestos
y que centren la atencion en la relacién entre el algoritmo
de cdlculo del minimo comuin multiplo basado en la des-
composicion factorial de los nimeros y el significado de
la idea de multiplo. Estas nuevas investigaciones deberian
aportar informacion y complementar nuestro conocimien-
to sobre cdmo los estudiantes de educacion secundaria
llegan a comprender la idea de multiplo comtn de varios
nimeros como un elemento integrante del esquema de la
divisibilidad en el dominio de los nimeros naturales.
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Summary

Understanding the concepts of divisor and multiple, and
the relations “to be a divisor of” and “to be a multiple
of”, is an important aspect of the divisibility scheme of
whole numbers. Taking into account this fact, research
has focused on characterizing this understanding and
determining its development. In this context, the aim of
this paper is to clarify some aspects of the construction
process that takes place when Secondary School students
solve a word problem related with the concepts of
common multiple and lowest common multiple.

From a piagetian point of view, the development of a new
concept is a process that entails the construction of new
cognitive structures from previously available structures.
The mechanism that carries out this construction is
the Reflexive Abstraction (Piaget, 2001). A theoretical
approach that characterizes this mechanism is the
Reflexion on Activity-Effect Relationship proposed by
Simon and colleagues (Simon, Tzur, Heinz y Kinzel,
2004). They claim that the abstraction from a set of
activity-effect relationships allows the learner to anticipate
the effects of new activities without carrying them out. In
this process, Tzur & Simon (2004) distinguish two stages,
a Participatory Stage and an Anticipatory Stage. In the
Participatory Stage, the learner sorts the activity-effect
records out, compares, relates, searches and coordinates
information to identify a regularity. Then, the information
is used to anticipate the effects of new activities without
carrying them out. But this knowledge is only available
in the context of the activity through which it has been
developed. In the Anticipatory Stage, the learner is able to
recognise the involvement of the conception (the regularity
in the set of activity-effect relationships) and to use it
independently from the context or problem situation. From
this theoretical framework, the purpose of this research
is to provide information about how Secondary School
students generate the abstraction of common multiple and
lowest common multiple concepts.

The participants were 71 Secondary School students in
the last year of compulsory education (15-16 years old).
The data came from two sources: (1) students’ written
solutions to a word problem which mathematical structure
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was organized around the idea of common multiple and,
(2) the transcriptions of clinical interviews carried out
after the written solutions. During the interviews the
students were asked to justify their solutions and their
decisions. We made a descriptive analysis of the written
solutions and the associated interviews. Firstly we used
the distinction between Participatory and Anticipatory
Stages in order to categorize the different students’
approaches in the resolution of the word problem. We
took into account the previous knowledge used by the
students. This categorization allows us to notice the
existence of considerable differences in the Participatory
Stage solutions. This situation leads us to asecond analysis
focused on these solutions. For this second analysis we
used the Reflexion on Activity-Effect Relationship in
order to identify the students’ actions and how these
actions were evaluated by them. From this process, we
identified two cognitive moments in the constructive
process of the Participatory Stage. This distinction focus
on how students established relations between different
mathematical elements when using particular cases and if
they were or were not able to coordinate the information
arising from them.

The results show that when the students couldn’t
recognize the common multiple as an instrument to solve
the problem, some of them used their previous knowledge
about the multiplicative structure of whole numbers, and
in some cases they coordinated information to construct
the common multiple and lowest common multiple.
The use of previous knowledge has been manifested
by the generation and use of a set of particular cases
and the realization of a set of actions from them. The
use of particular cases is an attempt to obtain general
information about the established situation. This allows
students to compare different multiples of two numbers
looking for a common multiple. With this search students
could classify the particular cases by establishing
relations between them. Furthermore, students could
not obtain general information (projection moment) or
could transform the search in a structured one. This last
point approximated them to the common multiple (local
anticipation moment). The way in which the students
coordinated the information provided by the particular
cases was the difference between these behaviours.
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