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Resumen. Diversas investigaciones han dado cuenta de las dificultades que tienen los estudiantes en torno a la demostracion matematica. En este
articulo se analiza la actuacion de una estudiante de nuevo ingreso de una licenciatura en matemadticas que formo parte de un estudio exploratorio
en el que se trataba de estudiar las producciones de los alumnos en torno a este tema. A partir de un problema inicial, que fue posteriormente
modificado, se analizan sus respuestas con el fin de aproximarnos a su desempefio y avance. Para describir y analizar las respuestas de esta
alumna, se han utilizado como herramienta de andlisis los esquemas de Toulmin.
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The Logical Implication in the Process of Mathematical Proof: A Case Study

Summary. Several research studies in mathematics education have reported the difficulties that the students have with mathematical proof. In this
paper, the productions of Nancy, a student beginning undergraduate courses in mathematics are analyzed. She formed part of an exploratory study
on students’ productions about this. From an initial problem that was later modified, their answers were analyzed for the purpose of approximating
their performance and advances. In order to describe and to analyze this student’s answers, Toulmin’s schemes have been used as an analysis
tool.

Keywords. Proof, logic, case study.

1. INTRODUCCION

En las dltimas décadas muchos investigadores en Educacién
Matemdtica se han interesado en los procesos cognitivos
que intervienen en la demostracion, asi como en las dificul-
tades que tienen los estudiantes (Tall, 1991). Esta cuestién
ha motivado tesis doctorales (Moore, 1990; Goetting, 1995;
Ibadies, 2001; Pedemonte, 2002), investigaciones y diver-
sas contribuciones que nos hablan de la compleja y dificil

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2009, 28(1), 73-84

transicion hacia el pensamiento deductivo. Inicialmente re-
visaremos algunas investigaciones previas que nos van a
dar la clave sobre las dificultades a las que se enfrentan los
alumnos cuando tienen que realizar una demostracion para
posteriormente sacar a la luz algunas de esas dificultades y
poder realizar una descripcion detallada de algunos de los
elementos que utilizan en su razonamiento.
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1.1. La nocion de demostracion

Generalmente, los estudiantes suelen tener muchas difi-
cultades para reconocer una demostracion matemdtica.
Para algunos, una demostracion es vdlida en funcién de
su apariencia, es decir, si tiene un formato tradicional
como el de las pruebas de dos columnas utilizadas en la
educacion secundaria para la enseflanza de la geometria
(Harel y Sowder, 1998); otros juzgan los argumentos
matematicos seglin ciertos aspectos empiricos en lugar
de utilizar criterios logicos (Finlow-Bates, Lerman y
Morgan, 1993). Ademds, se suelen centrar mds en el
significado de la proposicién, mientras que les resul-
ta mds dificil fijarse en los aspectos relativos al esta-
do (hipdtesis, conclusién, etc.). Como consecuencia,
consideran muchas proposiciones matemdticas triviales
porque las juzgan en términos de su valor epistémico
(grado de verdad) en lugar de juzgarlas por su valor
l6gico (Harel, 2006).

Para Dreyfus (1999) la dificultad que tienen los alumnos
para comprender la nocién de demostracion e identificar-
lareside en que, en los libros de texto, ciertos argumentos
mds o menos formales se suelen acompafar de algunas
justificaciones visuales o intuitivas, de ejemplos genéri-
cos o inducciones ingenuas que invitan al estudiante a
considerar estas formas de exposicién como una demos-
tracion. Incluso, algunos argumentos formales con fre-
cuencia solo lo son en apariencia, y como sefialan Ibafies
y Ortega (2004) en esos mismos libros hay una ausencia
de intencionalidad didéctica en torno a la demostracion.
Raras veces se da a los estudiantes alguna indicacién
acerca de si en las matemdticas se distinguen diferen-
tes formas de argumentacién y si son todas igualmente
aceptables. Dado que los libros de texto constituyen un
recurso importante en la formacién de los estudiantes,
su comportamiento matematico se va a ir construyendo
bajo esta influencia, lo que no va a permitir que los es-
tudiantes distingan entre lo que es una explicacién de lo
que se considera una demostracion.

Ademds, en un aula, entre el profesor y los estudiantes
se constituyen de manera interactiva aunque no expli-
cita ciertas normas sociomatemdticas (Yackel y Cobb,
1996, p. 461) que determinan la actividad que se rea-
liza diariamente y, en concreto, las que regulan la ar-
gumentacién matemadtica de aqui surgen, por ejemplo,
las creencias que tienen los alumnos acerca de cudndo
una explicacion matemdtica se puede considerar acep-
table o qué se entiende por justificacion. Otro de estos
acuerdos se refiere a la construccién de un aparato 16-
gico y lingiifstico suficiente para abordar los problemas
matematicos, asi como a los elementos (visuales, anali-
ticos, célculos, ejemplos, relacion entre respuesta y cdl-
culo, analogfas, reglas de inferencia, tablas de verdad,
técnicas, aproximacion intuitiva, estructuras, definicio-
nes dadas y proposiciones demostradas, propiedades,
manejo conceptual, etc.) que serdn aceptados dentro
de una demostracidn, justificacién o explicacion. Sin
embargo, tanto los autores de libros de texto como los
profesores pocas veces establecen estas normas, y sus
indicaciones, a menudo, confunden mds que ayudan a
los estudiantes.
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En lo que a claridad conceptual se refiere, usualmente los
profesores de matemdticas del nivel universitario consi-
deran que los alumnos deben ser capaces de manejar co-
rrectamente los conceptos y las definiciones asi como sus
propiedades. Sin embargo, en la realidad, los alumnos pre-
sentan muchas dificultades (Selden y Selden, 1995) para
utilizarlos correctamente. Moore (1994), en su trabajo con
estudiantes universitarios en relacion con la demostracion
formal, determiné que algunas fuentes de las dificultades
que tienen los estudiantes para realizar demostraciones
son: la falta de habilidad para formular postulados, el poco
entendimiento intuitivo de los conceptos involucrados en
la demostracidn, las imdgenes inadecuadas que poseen de
los conceptos, y la ausencia de entrenamiento para generar
y usar sus propios ejemplos (p. 251).

1.2. Verificacion frente a demostracion

Los ejemplos y contraejemplos juegan un rol importante
al producir demostraciones; asf, para algunos investiga-
dores las justificaciones inductivas conducen al alumno
por un camino de razonamiento hacia demostraciones
formales. Watson y Mason (2005) establecen que el uso
de ejemplos ayuda al estudiante a una posterior generali-
zacion; definen ejemplo como «... algo a partir de lo cual
un estudiante podria generalizar» (p. 3) y el proceso de
“ejemplificacion” como «... cualquier situacién en la cual
se ofrece algo especifico para representar una clase gene-
ral con la cual el estudiante debe familiarizarse, un caso
particular de una generalidad» (pp. 3-4). Pero los ejemplos
matemdticos siempre van mds alld de su propia particula-
ridad; el proceso de generacién de ejemplos es, de hecho,
el anverso de la generalizacion y se considera que «...
es la bisqueda de ejemplos y no el producto final lo
que promueve el aprendizaje. Por ello, es importan-
te que, desde el principio, los estudiantes establezcan
una dindmica entre ejemplificacion y generalizacion»
(Watson y Mason, 2005 p.100). También introducen la
idea de espacios de ejemplos como «... los ejemplos que
los estudiantes producen, que provienen de un pequefio
fondo de ideas y que simplemente aparecen en respues-
ta a tareas particulares en situaciones particulares» (p. 9).
Ademads aclaran que «...los ejemplos, por lo general, no
son aislados; mds bien son percibidos como casos de una
clase de ejemplos potenciales. Como tales, constituyen
lo que llamamos un espacio de ejemplo. En términos de
las observaciones realizadas hasta ahora, los principiantes
experimentan el acceso a un espacio de ejemplos como
respuesta a una situacion... Los espacios de ejemplos no
son solamente listas; tienen una estructura interna, idio-
sincrdtica... y es por esta estructura por la que los ejemplos
se producen. Su contenido y estructuras son individuales
y circunstanciales; a los espacios estructurados de modo
similar se puede acceder de diferentes formas» (p. 51).

Muchos estudiantes se enfrentan a las demostraciones
como si se trataran de simples verificaciones, por lo que
se limitan a comprobarlas usando ejemplos concretos.
Esta actitud puede ser debida a los nuevos disefios de
planes de estudios (Hoyles, 1997) que intentan remediar
algunos de los problemas usuales en la ensefianza de las
matematicas haciéndola mds cercana a los alumnos, pero
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son deficientes en otros aspectos como el relativo a la
demostracion, puesto que esto supone un mayor grado
de abstraccidn; as{, aun cuando pueda parecer que los es-
tudiantes entienden una prueba de una proposicion mate-
madtica, siguen sintiendo la necesidad de una verificacion
(Fishbein y Kedem, 1982 y Vinner, 1983). Al respecto,
Healy y Hoyles (2000) sostienen que los alumnos ne-
cesitan realizar ensayos de verificaciéon —después de la
demostracion— porque la demostracion no les convence.
Mas alld del hecho de que una prueba formal confiere
validez general a un enunciado matemadtico, para con-
firmar esa validez son necesarios controles posteriores
(Fischbein, 1982). Para Mariotti (1998) la discrepancia
entre la verificacion empirica, tipica del comportamiento
ordinario, y el razonamiento deductivo, tipico del com-
portamiento tedrico, es una fuente de dificultades, un
obstdculo para la comprension del significado de la prue-
ba. En la practica educativa, es comun confundir esos
dos puntos de vista y, como consecuencia, desorientar a
los estudiantes quienes ven que los «ejemplos» juegan
un rol fundamental a la hora de establecer axiomas y
«descubrir» teoremas, pero que estdn prohibidos cuando
se les pide que prueben un enunciado: uno o unos cuan-
tos ejemplos no son aceptables como «pruebax.

Muchos estudiantes creen que mostrar que un teorema
general es vdlido con un ejemplo especifico, o quizds con
varios ejemplos, es suficiente como demostracién (We-
ber, 2001). Los profesores con sus actuaciones refuerzan
esta idea al omitir las pruebas de los teoremas y, en su
lugar, ofrecer ejemplos a modo de justificacion (Harel y
Sowder, 1998 y Goetting, 1995) y asi, aun sin ser cons-
cientes de ello, pueden estar trasmitiendo que bastan las
pruebas empiricas para establecer la verdad de proposi-
ciones matematicas.

En relacion con las conjeturas relativas a la generali-
zacion o el establecimiento de un contraejemplo, si las
pruebas se realizan a partir de datos concretos las estra-
tegias que utilizan los estudiantes son principalmente
empiricas (Coe y Ruthven, 1994), sustituyendo el argu-
mento deductivo por una comprobacidn suficientemente
diversa de casos. En cambio, en torno a los contraejem-
plos, una dificultad evidente en los estudiantes es el he-
cho de que, mientras que un gran nimero de ejemplos no
logra demostrar una proposicién, un solo ejemplo puede
invalidar un teorema. En los estudios que realiz6 Wason
(1966), observé que los sujetos mostraban el sesgo de
la confirmacion, es decir, el principal error que tienen
los estudiantes es que intentan encontrar una evidencia que
confirme la regla en lugar de buscar una evidencia que la
falsee. Por otra parte, en los estudios realizados por Le-
hrer y Romberg (1999), la dificultad para encontrar un
contraejemplo es tomada por los alumnos como una ve-
rificacién de la proposicion.

1.3. Ausencia de conocimientos
Otro de los aspectos que se han reflejado en diversas in-
vestigaciones y que es causa de los problemas que tienen

los alumnos en torno a la demostracién es que muestran
un aparato 16gico y lingiifstico deficiente. Por ejemplo,
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en relaciéon con el tratamiento de implicaciones y los
errores 16gicos que cometen los alumnos, Wason (1966)
mostré que la mayoria usa en las demostraciones el mo-
dus ponens (de p—q y p podemos deducir ¢), muy pocos
utilizan el modus tollens (de p—>q y —g deducimos —p),
y gran parte de ellos cometen errores de afirmacién del
consecuente y negacidn del antecedente. Para dar una ex-
plicacién de por qué los alumnos cometen estos errores,
Epp (2003) sugiere que puede ser la diferencia existente
entre el lenguaje cotidiano y el matemadtico, asi como la
interpretacion que tienen las proposiciones en el dmbito
exclusivamente matematico; asi, por ejemplo, menciona:
«el error de la reciproca» (de si p entonces q y g, deducen
p), ladificultad para aceptar que p sélo si g es 16gicamen-
te equivalente a si p entonces g, la dificultad en la inter-
pretacion de proposiciones cuantificadas, los errores al
tratar de negar afirmaciones del tipo si-entonces. El len-
guaje cotidiano contiene muchas y diferentes variedades
de enunciados si-entonces distintas de las estrictamente
matemadticas, como las que se refieren a relaciones cau-
sales, relaciones temporales, situaciones falsas, etc., 1o
que da lugar a algunas de las dificultades que tienen los
alumnos. Cuando los alumnos trabajan en un ambiente
matemadtico formal, las maneras informales de expresar
las negaciones de enunciados que contienen «y» y «o»
también pueden engafiarlos. Asi, Dorier y otros (2000),
después de varios diagndsticos realizados entre 1987 y
1994 para determinar las dificultades de los estudiantes
en el aprendizaje del Algebra Lineal, concluyen que la
ausencia de conocimientos previos en logica y teoria ele-
mental de conjuntos contribuye a los errores que come-
ten los alumnos en Algebra Lineal. Entre las dificultades
observadas en los alumnos también mencionan el mal
uso de las implicaciones matemdticas por la confusién
entre hipdtesis y conclusion que también fue detectada
en un estudio posterior por Ibafies y Ortega (2002).

Otra fuente de dificultades reside en que la instruccion ha-
bitual en matemadticas no ofrece oportunidades para que
los alumnos se expresen verbalmente, por lo que muestran
importantes deficiencias al intentar exponer verbalmente
una idea o al plasmar por escrito una demostracion. Ade-
mds, en general han sido instruidos para exponer sus ra-
zonamientos de manera concisa, lo que les conduce a dar
solo una version abreviada de sus ideas. Aunque hay una
tendencia mundial que recomienda incluir en la instruc-
cién actividades para habilitar y animar a los estudiantes
de matematicas de todos los niveles a plasmar las expli-
caciones correspondientes a sus respuestas, en realidad
esto sOlo se realiza en contadas ocasiones. Asi, muchos
estudiantes llegan a la universidad sin haber escrito nunca
una oracion completa en un curso de matemdticas. En este
sentido, para Dreyfus (1999) dar un argumento o una ex-
plicacién es una empresa muy dificil, porque los alumnos,
cuando acceden al nivel universitario, carecen de la clari-
dad conceptual necesaria para usar los conceptos relevan-
tes en un argumento matemdtico, y, ademds, han tenido
pocas oportunidades de aprender las caracteristicas de una
explicacién matemadtica. Incluso las pruebas mads triviales
son grandes desafios para los estudiantes de matematicas
superiores que no sélo tienen dificultades para producir-
las, sino también para reconocerlas como demostraciones
(Moore, 1994; Ibafies y Ortega, 2002).

75



INVESTIGACION DIDACTICA

Para Thompson (1996) y Goetting (1995) las pruebas
mads dificiles, incluso para estudiantes de los cursos
avanzados de matemadticas, son la prueba por contradic-
cién y la prueba por contraposicion, porque gran parte
del tiempo se estd trabajando con afirmaciones que son
falsas, y si no se estd atento a la situacidn, esto puede
provocar una gran confusién de ideas. Por su parte, We-
ber (2001) seiiala que las dificultades de los estudiantes
universitarios con la demostracidn se deben a la ausencia
de conocimiento estratégico, es decir, conocimiento de
técnicas de demostracion, de cdmo elegir los hechos y
los teoremas que se deben aplicar o de cudndo utilizar o
no un conocimiento sintdctico (como opuesto a conoci-
miento conceptual o semdntico) basado exclusivamente
en la manipulacién simbdlica y el uso de procedimientos
matematicos.

2. DESCRIPCION DE ESTA CONTRIBUCION

Este articulo se deriva de un estudio exploratorio realiza-
do con tres grupos de alumnos de la Licenciatura en Ma-
temadticas Aplicadas de la Universidad Judrez del Estado
de Durango (México). El objetivo principal del estudio
fue realizar un andlisis de las creencias, concepciones y
obstdculos de los estudiantes en relacion con la demos-
tracién. Los datos se obtuvieron a través de los exdme-
nes finales y de los cuadernos de clase de los alumnos.
Ademas, se llevaron a cabo entrevistas semiestructuradas
en las que los alumnos debfan reflexionar acerca de la so-
lucién dada a los ejercicios propuestos con el fin de que,
posteriormente, pudiéramos describir su actuacion en tor-
no a la demostraciéon matemdtica. En las respuestas de los
alumnos se detectaron inconsistencias como: falacias pro-
venientes de falsas simetrfas, manejo indistinto de impli-
cacién y su reciproco o de p—q y -p——¢q, ademds de que
para muchos de los estudiantes un solo ejemplo bastaba
para determinar la verdad o falsedad de una proposicion.
Se encontraron también dificultades relativas al uso de de-
finiciones, imprecision del lenguaje o en la utilizacién de
las tablas de verdad para establecer la equivalencia logica
ya que, aun cuando presentaban un buen manejo de ellas,
confiaban mds en ejemplos particulares.

Aunque el estudio exploratorio se lleva a cabo en tres
grupos, en este articulo nos centramos unicamente en
uno: concretamente, se describe y se analiza la actuacién
de una alumna, Nancy, en torno a un problema plantea-
do a su grupo durante un examen que posteriormente
fue objeto de dos entrevistas. En el andlisis realizado
nos apoyamos en los esquemas propuestos por Toulmin
(1958) que se describen a continuacién.

2.1. Analisis de datos

El modelo de Toulmin (1958) establece las reglas que
se precisan en cualquier disciplina o espacio abierto a
la discusién para construir una argumentacion. Toulmin
crea este modelo en el marco de los discursos sociales,
para lo cual considera que un argumento es una estructu-
ra compleja de datos organizados en un proceso que par-
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te de una evidencia o de ciertos datos y llega al estable-
cimiento de una proposicion. El proceso de la evidencia
a la proposicion debe contener ciertos elementos necesa-
rios que nos van a permitir decidir si la linea argumental
resulta convincente. Vamos a utilizar este modelo para
analizar y documentar los progresos de los estudiantes al
enfrentarse a un problema relacionado con la demostra-
cion matemdtica. El modelo de Toulmin para el andlisis
de argumentos considera seis componentes bdsicas o ca-
tegorias, cada una de las cuales juega un papel diferente
en el argumento. Los datos o bases (B) son los funda-
mentos sobre los cuales descansa el argumento. La pro-
posicion o pretension (P) es el enunciado del que el ar-
gumentador desea convencer a su audiencia. La garantia
o justificacion (J) establece la conexién entre los datos
y la conclusion, por ejemplo, mencionar una regla, una
definicion o utilizar una analogfa. Tres categorias mds
entran en juego en este modelo: el respaldo (R) que sirve
de sostén a la garantia y su funcion es la de presentar una
mayor evidencia; el cualificador modal (C) que es un
enunciado que indica el grado de fuerza o de probabilidad
de la proposicion o asercién; y por ultimo, la objecion o
posibles refutaciones (O) que es una excepcion poten-
cial para la proposicion o conclusion, es decir, nos habla
de las posibles reservas que se pueden formular y sefia-
lan las circunstancias en que las justificaciones no son
ciertas. En resumen, el modelo funciona de la siguiente
manera: a partir de cierta base, se formula una proposi-
cién. La garantia o justificacién conecta los datos con la
proposicion, el respaldo ofrece un cimiento tedrico y el
cualificador modal indica el modo en el que se interpreta
la proposicion como verdadera, contingente o probable.
Finalmente, se presentan sus posibles objeciones. Cabe
mencionar que este modelo es aplicable a todo tipo de
argumentaciones y en particular a esquemas de prueba
tanto intuitivos y transformacionales como axiomadticos.
En este sentido, Inglis y otros (2007) analizan diferentes
argumentaciones matemdticas que incluyen razonamien-
to informal y formal. En suma, el modelo de Toulmin se
ha utilizado en diversas investigaciones para:

1) Analizar y documentar los progresos del aprendizaje
en el aula: Yackel (2001), Yackel y Rasmussen (2002),
Krummbheuer (1995).

2) Crear un contexto que permita utilizar la argumenta-
cidén en el aula: Sarda y Sanmarti (2000).

3) Comparar y analizar desde un punto de vista cognitivo
diferentes estructuras relativas a la argumentacion y la
demostracion: Pedemonte (2005, 2007).

4) Producir textos argumentativos y crear ensayos y arti-
culos de investigacion en educacién: Rodriguez (2004).

5) Para analizar los distintos tipos de persuasion en la
evaluacién de argumentos en matemadticas por parte de
estudiantes y matematicos, destacando el papel del cua-
lificador modal y las objeciones: Inglis y Mejia-Ramos
(2005), Inglis y otros (2007).

Nosotros lo utilizaremos para analizar el comportamiento
y las dificultades que afronta una estudiante al construir
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una demostracion; queremos estudiar los aspectos cog-
nitivos que entran en juego durante dicha construccién y
evidenciar las dificultades afrontadas por los alumnos a
lo largo de los diferentes momentos de la prueba.

2.2. Nancy intentando demostrar

Cuando se inicia esta investigacion, noviembre de
2006, Nancy es una alumna del primer semestre de la
licenciatura en Matemadticas Aplicadas de la UJED.
Cursa las materias bdsicas de Cdlculo Diferencial e In-
tegral I, Geometria Analitica I, Algebra Superior I, L6-
gica Matemadtica y las complementarias de Filosofia
de las Matemadticas e Inglés. Es una alumna que mues-
tra una gran dedicacién y un buen avance académico.
Este estudio tiene lugar en relacién con la materia de
I6gica matemadtica.

Se realizaron tres aproximaciones para la recogida de da-
tos: la primera con todo el grupo (14 estudiantes) y las
siguientes s6lo con cuatro estudiantes, entre ellos Nancy,
una estudiante que en apariencia tenfa un buen manejo
de los contenidos de la materia de Logica Matemadtica
(opinién de profesores, desempefio en el aula, produc-
ciones y exdmenes) y que, sin embargo, mostr6 algunas
dificultades con la demostraciéon manteniendo sus incon-
sistencias y errores a lo largo de los diferentes momentos
de este estudio. Las aproximaciones mencionadas se des-
criben a continuacién y las identificaremos como primer,
segundo y tercer momento.

2.2.1. Primer momento

La primera aproximacion se realiza a través de un exa-
men diseflado en coordinacion con la profesora de su
grupo de clase que constaba de 13 ejercicios y tenia
como finalidad evaluar los contenidos estudiados has-
ta el momento (en el cuarto mes). En este articulo nos
centramos s6lo en uno de esos ejercicios'. Se trata de un
problema que se prestaba a un simple manejo numérico
y en el que, para nuestra sorpresa, predominaron solu-
ciones basadas en la verificacién de casos particulares,
mientras que para otros ejercicios se utilizaron argu-
mentos logicos vdlidos.

Ejercicio 1. Primer momento
Oscar y Soffa piensan en el par de niimeros 3 y 11. Ambos notan que la
SUMA 3+11 es PAR y el PRODUCTO es IMPAR.
Oscar dice: Si la SUMA de dos nimeros dados es PAR, su PRODUC-
TO es IMPAR.
Soffa dice: Si el PRODUCTO de dos nimeros es IMPAR, su SUMA
es PAR.

a) Las afirmaciones de Oscar y Sofia ;dicen los mismo?

b) El PRODUCTO de dos niimeros es 1271. Suponga que Soffa estd
en lo correcto. ;Cudl de las siguientes opciones es correcta? Mar-
que una de ellas.

— Puedes asegurar que la SUMA de los dos nimeros es PAR.
— Puedes asegurar que la SUMA de los dos nimeros es IMPAR.
— No estds seguro de que la SUMA es IMPAR o PAR hasta que
conoces los nimeros dados.
¢) ¢Es la afirmacién de Oscar cierta? Justifique su respuesta.
d) ¢Es la afirmacion de Soffa correcta? Justifique su respuesta.
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Nancy realiza la traduccién de la situacion de partida al
lenguaje 16gico (Figura 1) y, a partir de lo estudiado en
su clase de légica, asigna valores de verdad a S, P, S—P
y a P—=Sy concluye, en la parte a) del ejercicio, que Os-
car y Soffa no dicen lo mismo.

Para la parte b) ni tiene en cuenta el dato que se le da
(prueba con las parejas de mimeros (3,5) y (2,2)) ni uti-
liza como parte de su argumentacion la afirmacion de
Sofia; se estd centrando sé6lo en lo que hay que probar
sin tener en cuenta las hipétesis. Su respuesta a esta parte
fue incorrecta, ya que selecciond la tercera opcién: no
estds seguro de que la SUMA es IMPAR o PAR hasta que
conoces los niimeros dados.

En la parte c), explora casos particulares con las pare-
jas de nimeros (7,3), (5,5) y (17,1), primero los mul-
tiplica y después los suma y falla determinando que
es vdlida la afirmacién de Oscar. En esta parte, cabe
destacar que selecciona para sus casos exclusivamente
parejas de nimeros impares y el orden en que realiza
las operaciones no es el esperado de acuerdo con la
afirmacion de Oscar (estd confundiendo antecedente
y consecuente).

Para el apartado d), nuevamente intenta comprobarlo con
casos particulares (3,5) y (2,4) siguiendo el mismo pa-
trén que en los incisos anteriores de realizar la verifica-
cién de las operaciones en el orden inverso al esperado,
es decir, suma primero y después multiplica.

Figura 1
Actuacién de Nancy en el primer momento.
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Para analizar las respuestas de Nancy, utilizamos el
esquema de la figura 2 en el cual se muestra cémo a
partir de los datos presentes en la base o hipotesis B
se llega al enunciado P, utilizando las argumentacio-
nes que aparecen en la justificacion J, que a su vez
se sostiene en un respaldo R. Finalmente, aparece un
cualificador modal C, que nos indica el grado de fuer-
za 0 convencimiento que muestra Nancy al indicar si
el resultado es o no cierto. En primer lugar, se presenta
la respuesta dada al item a), a continuacion la del {tem
b) y, en dltimo lugar, como d) es reciproco de c), se
utiliza un dnico gréfico intercambiando By P, indicadn-
dose esta circunstancia mediante el cambio de sentido
de las flechas.
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Figura 2
Analisis del primer momento.
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Ejercicio 1: Segundo momento
1. Demuestre la verdad o falsedad de los siguientes argumentos:
a) Si la SUMA de dos nimeros dados es PAR, su PRODUCTO es
IMPAR.
b) Si el PRODUCTO de dos nidmeros es IMPAR, su SUMA es
PAR.

La traduccion de Nancy de las proposiciones anteriores
al lenguaje 16gico (Figura 3), correcta en el momento
anterior, cambia ahora a una forma mds compleja total-
mente innecesaria. Podemos destacar que comprende las
tablas de verdad y las utiliza correctamente, pero conti-
nua requiriendo la confirmacién mediante el uso de ca-
sos particulares y para ello utiliza las parejas (7,7), (5,3)
y (4,8). Cuando comprueba con la pareja (4,8) el apartado
a), después de asignar los correspondientes valores de ver-
dad, encuentra que la conclusion es falsa, mientras que
para el apartado b) comprueba que es verdadero, pero lo
descarta en virtud de que el antecedente es falso, es de-
cir, el producto de (4,8) no es impar. Asi, aunque en la
tabla de verdad encierra los casos en que la implicacién
es verdadera, en la conclusién sefiala que «...son falsos
si se usan niimeros pares». Concluye que «si se prueba
con niimeros impares, los argumentos son verdaderos y
son falsos si se usan niumeros pares».

Figura 3
Actuacién de Nancy en el segundo momento.

Podemos observar que concluye con éxito que 1y 2 son
afirmaciones diferentes a través del uso de tablas de ver-
dad. Sin embargo, esta informacion no la vincula con las
siguientes tres cuestiones y falla en las implicaciones
verificando a través de ejemplos primero consecuente y
después antecedente, ademds de no tomar en cuenta las
bases o hipdtesis dadas, como se ha indicado respecto
del apartado b), y como se puede ver en el d) cuando
menciona que (2,4) tienen suma y producto par, parece
no darse cuenta de que, en funcién de la hipétesis, sélo
interesan las parejas con producto par.

2.2.2 Segundo momento

De los alumnos que contestaron al cuestionario se des-
cartaron algunos porque sus respuestas eran demasiado
cortas y no permitian analizar sus producciones quedando
solo siete. Entre ellos sélo cuatro mostraron interés por
revisar sus respuestas participando, dos meses después,
en el segundo momento de manera voluntaria, realizando
otro examen en el que también se incluyd el ejercicio an-
tes mencionado pero varidndolo con la intencién de que
el alumno nos proporcionara mds elementos acerca de su
primera actuacion frente al problema. El ejercicio queda
con la siguiente apariencia.
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Figura 4
Analisis del segundo momento.
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En la figura 4, ademds de los elementos que se incluye-
ron en la figura 2, entra en juego O que hace referencia
a las objeciones que tiene Nancy para que sea verdadera
la proposicién. Se puede apreciar que en la parte a) no
reconoce el papel condicional de la hipétesis y, para ella,
(4,8) no es un contracjemplo que determine la falsedad
del argumento. Para la parte b) la justificacién es correc-
ta, pero se sigue respaldando en casos particulares.

2.2.3. Tercer momento

Al dfa siguiente de la aplicacion del segundo instrumento
(segundo momento), se mantuvo un didlogo por separado
con cada uno de los estudiantes, en particular con Nancy.
En dicho didlogo se le pedia que explicara el porqué de sus
respuestas en los exdmenes Yy, asf, se enfrent6 progresiva-
mente con las incoherencias de sus decisiones, lo que nos
permitié entender cémo estaba procesando la solucion, y
el porqué de sus errores. Cuando se le pregunta por la jus-
tificacion ofrecida, se remite a los ejemplos «creo que los
argumentos son falsos con niimeros pares porque en el
primero con dos pares no me da producto impar como con
2y2/[...] yenel segundo con 4y con 8 no cumple con lo
primero que debe cumplir (producto impar)». Cuando se
le indicé que mediante un ejemplo no probaba la verdad
de un argumento, sefialé «no, pero se puede hacer general
con alguna de las formulas, en otra clase hice un progra-
ma que trataba de estas formulas para niimeros pares e
impares, st...eso puedo hacer, usarlas para que sea mds
general, pero los pares no dan [...]». En esta fase se le dio
tiempo suficiente para que justificara con mds detalle la
solucion; en las figuras 5 y 6 se puede apreciar un cambio
en el lenguaje y la técnica utilizada.

Figura 5
Parte de la actuacién de Nancy en el tercer momento.
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En este momento expresa sus argumentaciones mediante
frases completas y con casos genéricos expresados me-
diante férmulas, dejando atrds el uso de simbolos no ex-
plicados o la referencia a ejemplos particulares.

Figura 6
Parte de la actuacién de Nancy en el tercer momento.

ﬂ--ﬂn---w e — prE——— )
[ | 1 i ' 1 | =k
e - | B A t B B s o N
(Tr‘."\ p | (oS gl a1 N b tadd
Ll P25 ) 2l A xrap BTN EPACES) g
L il d ol {dptiao | | | a7 &
'C'(?‘-‘n .{j- ﬂ’,iﬂ-cﬁ-xfcq
T »x-;r.’f"-,ruj D aempsDoes o] 20t sd+2 ~I+T"—-.=
l___l bl | ,2Lr,v~.n+er+w“‘. Lol Doy 4 2, 1=
b [ N T e Y .._'.I/L4f+m+1’)
WEE oy il S sty e o
:.”_:'__” Y .r_,_.y.»—r\-i-". -__\'_n__. 9 | |
& 2n) £ 3 ._t.f kit |
L | /4(”"‘!-}"\(} ek & .?Z"/—\‘-\.r}"’! sl
| [ S S S T O A G D 0 W S TS SR S P

| 1 4 sgyrpl i lodiaf doden

L =

Lara el (_p“x -l t i e |
Janda el Lo prodc 5 foma i sUvng | breseilg:
[ ok U Ll e crertodag, | ol wenn lnd we tem bl |
G L dognt

R N N S e RS

H_.Ls-)r-..,-.-.li

[ Z Lok o el Sarina ot

AT ErD

|
L T s

ip}"' - o, Jal renla go e Ao sl dendonteal
Lsg _|_L_.._'__|_1,_l ke .'1:-1_1.I.|_|_|___|_._-_._ £E el
L_-.‘Wf:l = | . e bmdadiad o Lados 4
j'[ bl F“%Mf")"hfrol e N7 R R
Igerss Lo barid Ja reala nojse Clopspa Bl Lo Lo
l :-_J_!_i_l._:l_l_l_.!_Jh sl oy |podeiopgnd gon] | | CEES |

i g o L i 8 o] o

¥ i i =
G‘)?L"‘) oS r") N o/ B T Ry - S | lﬂ‘sﬂ n/}_-y‘v‘r‘-f.-"[:
e @ bya Lelyel

B . S N e e

En el apartado b), ademds de ciertos errores algebrai-
cos, se puede observar que para los casos 1 y 3, Nancy
no tiene en cuenta el papel condicional de la hipdtesis,
es decir, que tiene que partir de nimeros cuyo producto
sea impar, o bien tener en cuenta que una implicacion,
P®Q, es verdadera cuando P es falsa sin importar el
valor de verdad de Q. Sin embargo, en el momento
anterior habia realizado una tabla de verdad de la im-
plicacién correcta, lo que nos lleva a concluir que no
establece conexiones entre el razonamiento 16gico uti-
lizado para establecer la verdad de la implicacién y su
correspondiente tabla.

En la justificacién de que no es vdlida la primera im-
plicacién, no reconoce que basta con que falle el caso
1 puesto que cumple B pero falla en Py, en la segunda
implicacion, no reconoce el papel condicional de B, es
decir, que es suficiente que el caso 2 sea verdadero para
que la implicacién resulte cierta, pues tanto en el caso
1 como en el 3 no cumple con la hipétesis B. En este
tercer momento podemos apreciar que la técnica cambia
de casos particulares a casos genéricos y utiliza féormulas
para nombrar, de manera general, a los nimeros pares e
impares.
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Figura 7
Analisis del tercer momento.
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3. ANALISIS Y CONCLUSIONES DE LAS PRO-
DUCCIONES

Para finalizar, en la figura 8 se resumen los tres momen-
tos descritos anteriormente para analizar la evolucién de
las justiﬁcaciones utilizadas por Nancy. Las justificacio-
nes (J,,J,J,,J,) corresponden al primer momento, (J,,J )
al segunczlo y (J J,) al tercero. La lectura del graﬁco se
refiere tanto a la 1mphca010n directa (J,,J,J,,J.) como a
su reciproca (J ,J, J 4,J J 8)-

25’
3,

Figura 8
Resumen de los tres momentos.

J7: La implicacién es falsa. Porque se tienen 3 casos: 1) los sumandos pares, arrojan suma
y producto par, 2) los sumandes impares, dan suma par v producto impar ¥ 3) con par e
impar tenemos suma umpar ¥ producto par, como no se cumple en los tres casos O es
valido

Js:Con impares la proposicién es verdadera v es falsa con pares. Por ejemplo con (7.7 v
(5,3) es verdadera y con (4,8) es falsa.

Jz: La implicacién es verdadera porque con (7,3), (5,5) v (17,1}, el producto es impar y la
suma par.

A

a+h par J1: La implicacién y su reciproca son diferentes,

porque las tablas de verdad no ceinciden.

a*h impar

<
<

J5: La implicacion es falsa, porque (3,5) tiene suma par ¥ producte impar. Pero (2,4) tiene
suma y products par.

J4 Mo estas seguro de cémo es la suma hasta conocer los sumandos. Porque (3,5) tiene suma
par v producto impar y (2,2) tiene suma y producto par

Js: Come en Js pere con (7,7) 7 (5,3) la implicacidn es verdadera v con (4,8) es también
verdadera, porque el antecedente es falso ¥ el consecuente verdadero

Jg: La implicacién es falsa. Porque se tienen 3 casos: 1) los factores pares, arrcjan producto y
suma par, 2) los factores unpares, dan producto impar ¥ suma par v 3) con par e impar
tenemeos producto par y suma impar, como no se cumple en los tres casos no es valido
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Veamos ahora qué justificaciones son correctas, cudles no
lo son, qué imprecisiones comete y, finalmente, daremos
una posible explicacion de la argumentacién utilizada.

En J, la justificacion es correcta y el manejo de tablas
de verdad que Nancy muestra en su actuacién es correc-
to, en particular en relacion con la implicacion. Esto se
aprecia en el primer momento cuando tiene claro que
p—>q y q—>p tienen tablas de verdad diferentes y contes-
ta correctamente el primer item. Sin embargo, parece que
para contestar otros items, las tablas de verdad pierden
sentido y siente la necesidad de realizar comprobaciones
con casos particulares. En (J, J,) las justificaciones son
erroneas y el patrén que utifiza es verificar primero el
consecuente y después el antecedente con casos parti-
culares, y en J, ademds no tiene en cuenta la hipdtesis
de forma similar a la descrita por Hoyles y Kiichemann
(2002). Podemos decir que se observa en ella la falacia
de afirmacion del consecuente, es decir, si hay que de-
mostrar que p—>gq, se utiliza como argumento que de la
verdad de g se deduce p.

Por otra parte, en (J, J) las justificaciones dadas son
acertadas pero imprecisas, pues en J, no menciona que
basta un contraejemplo, en ese caso el (4,8), para deter-
minar la falsedad de la implicacién. No hay una com-
prension de que como esa afirmacién se estd haciendo
para todos los pares de nimeros enteros que cumplan
que su suma es par, y tal afirmacién es universal, un
solo contracjemplo servird para mostrar la falsedad del
enunciado. En otras palabras, Nancy deberia tener cono-
cimiento de que la negacion de una declaracion universal
es existencial. Sin embargo, para ella la existencia de un
grupo de excepciones no determina la falsedad o verdad
de una implicacién. Otra imprecision en J es determinar
la verdad de la reciproca basdndose en casos particulares.
Tanto en (J,, J) como en J, las tablas de verdad cumplen
un papel crucial.

En cuanto a la verificacién por medio de la comproba-
cion en casos particulares de las propiedades enunciadas,
podemos destacar que, si bien en (J,, J, J,) no se pide
demostrar y pueden dar una respuesta a partlr de verifica-
ciones empiricas, este tipo de justificaciones siguen apa-
reciendo en (J;,J ) aunque se pida «demostrar», es decir,
Nancy no es consciente de que la comprobacion de las
proposiciones para un nimero finito de casos no bastard
para establecer la verdad general. Ademds, al igual que
en otras investigaciones (Healy y Hoyles, 2000; Fishbein
y Kedem, 1982 y Vinner, 1983) ya citadas en la introduc-
cion, se comprueba la ausencia del dominio del lenguaje
«cientifico» de los alumnos relacionado con el binomio
teorema-demostracion, necesitan basar sus comproba-
ciones en su experiencia y para ello utilizan ejemplos
concretos con los que puedan verificar las propiedades.
Sin embargo, estas comprobaciones o ejemplos aparen-
temente aislados, conducen a Nancy a construir ejemplos
genéricos en el segundo momento, cuando se inclina ya
por pares e impares que la ayudan a una posterior genera-
lizacion en el tercer momento, en el que piensa en como
construir todos los casos posibles. Aunque no se concrete
la demostracidn, sf es notable cémo va enriqueciendo su
espacio de ejemplos (Watson y Mason, 2005), que pre-
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senta una estructura interna idiosincrdsica que hace que
surjan los ejemplos apropiados para utilizar finalmente
en el tercer momento las justificaciones (J., J,).

En relacion con estas ltimas justificaciones (1., J 8), se
aprecia un avance significativo en el uso del lenguaje,
puesto que usa el andlisis por medio de casos genéricos
y hay una ausencia del recurso a casos particulares. Aqui
considera nimeros pares e impares genéricos; asi escribe
los pares como 2x y los impares como 2x+ 1. A partir de
esto, forma todas las parejas posibles considerando las
combinaciones de nimeros pares/impares para después
operar en cada caso y observar los resultados. El avan-
ce percibido es quizd atribuible a que en la entrevista se
le solicita que explique sus respuestas para convencer
a quien la entrevista, estableciendo con esto, de mane-
ra implicita, normas sociomatemadticas (Yackel y Cobb,
1996) entre las dos partes que la conducen a incorporar
nuevos elementos que resulten «convincentes».

No obstante, aunque en J ; da una respuesta correcta, su
justificacién es imprecisa, pues no tiene en cuenta que
el caso 3 no interesa por no cumplir con la hipdtesis de
partida. Esta misma imprecision se aprecia en J,que, en
este caso, ademds, es incorrecta. En el diagrama corres-
pondiente podemos ver que Nancy no comprende que
la afirmacién se hace sobre cada par de enteros cuyo
producto sea par, es decir, ignora el papel condicional
de la hipdtesis y su razonamiento se basa en que, al no
cumplirse que el producto sea par en el caso (1,3), el ar-
gumento Si el producto de dos niimeros es par entonces
su suma es impar no es vdlido. En este caso no se estd
dando cuenta de que tnicamente nos interesa el caso 2
que si cumple con la hipétesis.
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En cuanto a los respaldos R en los que Nancy sustenta
las justificaciones, vale la pena mencionar que son bdsica-
mente ejemplos particulares, ejemplos genéricos y tablas
de verdad. Y respecto a las objeciones O para que se cum-
plan los enunciados, s6lo se utilizan durante el segundo y
tercer momento siendo ejemplos genéricos: nimeros pa-
res en el segundo momento y productos pares en el apar-
tado b) del tercer momento. Sin embargo, las objeciones
las pone pensando en que, en el segundo momento, no
se verifica en el apartado a) el consecuente y en el apar-
tado b) el antecedente y en el tercer momento de igual
manera en el apartado b) que no se verifica el antecedente.
Lo anterior nos hace nuevamente pensar que no admite el
papel condicional de la hipétesis, lo que viene a confirmar
que una de las dificultades observadas en los alumnos es
el mal uso de las implicaciones matemadticas por la con-
fusion entre hipétesis y conclusién (Dorier et al., 2000;
Ibafies y Ortega, 2002). En cuanto a esto, Harel (2006)
considera que esta dificultad se debe principalmente a que
los estudiantes se precipitan y se centran en el contenido y
no lo distinguen del estado que pareciera trivial.

Finalmente, se puede apreciar que la ldgica y la demos-
tracion se conciben de manera separada; para evitar esto,
la ensefanza deberia instruir acerca de la demostracién
como forma de validacién y acerca de la utilidad del len-
guaje como necesidad para desarrollar y comunicar una
demostracion.

NOTA

1. Este problema fue utilizado en un estudio por Hoyles y Kiichemann
(2002).
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Summary

Several research studies in mathematics education
have reported the difficulties that students have with
mathematical proof. Some of these difficulties are related
to the recognition of what a mathematical proof is, the
way proofs are shown in textbooks where the arguments
are often accompanied by visual or intuitive justifications,
generic examples or naive inductions that invite the
students to consider these as proofs (Dreyfus, 1999) or
sociomathematical norms (Yackel & Cobb, 1996, pp.
461) that establish the mathematical argumentation that
is made in the classroom and create the students’ beliefs
about when a mathematical explanation can be considered
acceptable or what is meant by a justification.

In addition, students have many difficulties correctly
handling the concepts and their definitions and properties.
They do not understand the role of examples and
counterexamples when developing proofs well enough.
They show a weak linguistic and logical apparatus.
They are not accustomed to verbally expressing ideas
themselves in a context that is purely mathematical and
have significant shortcomings when trying to write a
proof.

In this paper, the productions of Nancy, a student
beginning undergraduate courses in mathematics, are
analyzed. She formed part of an exploratory study
analyzing the answers to various problems for the purpose
of approximating to her performance and advances. In
order to describe and to analyze this students’ answers
Toulmin’s schemes have been used as an analysis tool. In
this article, we focus only on one of the exercises. This
was a logical implication problem that can be answered
with a simple numerical argument but, in reality, the
solutions that prevailed were based on proving with
particular cases.

This study was conducted in three stages: in the first the
initial problem was posed, secondly, the problem was
slightly changed with the aim that the student can provide
further details about her first solution to the problem
and finally an interview was done so that she should
explain their previous answers and thus progressively
she must deal with her inconsistencies and this can allow
us to understand how she was solving the problem,
and why she committed mistakes. For the analysis, the
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justifications given by Nancy, her objections, warrant
and backing (Toulmin, 1958) were taken into account.

Some of her justifications were wrong because the
pattern used was verifying first the consequent and
then using the antecedent: fallacy of affirming the
consequent; using particular cases only or not taking
into account the role of hypothesis. Other justifications
were correct but imprecise because she was unaware that
a counterexample is enough to determine the falsity of an
implication and she considered an implication to be true
in some cases and not in others. Another imprecision was
relative to the determination of the reciprocal truth value
based on particular cases.

She also proved some statements in particular cases only,
she was not aware that statement proving only with a finite
number of cases is not enough to establish the general
truth, she needed to base her findings on her experience
so she used specific examples to verify the properties.
Initially she used apparently isolated examples, but then
she was able to depict generic examples and finally she
thought about how to generate all possible cases thanks
to the enrichment of her examples space and she could
use the appropriate examples in the third stage. This trend
contributes to a significant advance in the use of language
because she began to use formulas or the consideration of
all possible cases in a structured way. This development
is perhaps attributable to the fact that during the interview
she should explain her answers convincingly.

The warrant and backing used by Nancy in her
justifications were basically case studies, examples and
truth tables. Although she managed truth tables correctly,
it seems that they no longer make sense when she must
answer some items and she felt the need to check with
particular cases. The objections outlined in relation to
the statements truth, were examples that do not verify
the antecedent and so they could not be used for proving
the consequent, ie, she did not admit the conditional
role of the hypothesis and this confirms one of the
difficulties faced by students. Harel (2006) believes
that this is mainly because students rush and focus
on content that they do not distinguish from the state.
Finally, logic and proof are shown to be conceived
separately so that education should teach proof as a
form of validation, and the usefulness of language as a
necessity to develop and communicate a proof.

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2010, 28(1)



