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Resumen. En este articulo presentamos un estudio sobre la nocion de dimension, realizado a partir de tres acercamientos, histérico-epistemoldgico,
del discurso escolar y cognitivo. Se pretende identificar, describir y explicitar elementos de interés diddctico, sobre la problematica de la ensefianza
y aprendizaje de este concepto. Se hace notar que el infimo tratamiento de la dimensién en la escuela no tiene base epistemoldgica suficiente y que
en el nivel de secundaria, su «invisibilidad institucional», es causa de la poca riqueza de ideas y esquemas conceptuales asociados a esta nocion de
los alumnos. Se identifican y describen requerimientos para su aprendizaje que podrian ser desarrollados a los largo de la escolaridad. Participaron
en el estudio 70 estudiantes preuniversitarios.
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A study of the process of teaching and learning the notion of dimension in mathematics

Summary. This article studies the issues that arise when teaching of the notion of dimension in school, from the perspective of three different
approaches: historic-epistemological, school-discourse and cognitive. Elements of didactical interest about the learning and teaching of dimension
are explicitly identified and described. The study, in which 70 high-school students participated, finds that the concept is scarcely treated in school
due to an insufficient epistemological basis; in particular, in high-school there is an «institutional invisibility» of sorts due to a shortage of ideas
and concept images available to the students. To promote the learning of the notion of dimension, appropriate requirements to be developed during
the school years are determined and studied.

Keywords. Dimension, fractal dimension, concept image, history, educational studies.

INTRODUCCION

En los dltimos afios, se han elaborado propuestas de in-
novacion y experiencias diddcticas para introducir al estu-
diante de educacion secundaria en el conocimiento fractal
(Mandelbrot, 1984). Hemos constatado que atin son es-
casas las investigaciones rigurosas de tipo cognitivo, que
exploren las percepciones e ideas intuitivas de los alumnos
al conocer los fractales, y que justifiquen el qué, el cémo y
el para qué de una posible integracion de estos objetos ma-
temdticos en el curriculo o como herramienta o estrategia
para otros tipos de aprendizajes (Garbin y Mireles, 2005).
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Iniciamos una investigacion con el interés, en su primera
fase, de explorar e intentar aproximarnos a las ideas y per-
cepciones de estudiantes preuniversitarios sobre los frac-
tales. Los perciben y caracterizan principalmente como
procesos infinitos o sucesiones infinitas con ciertas carac-
teristicas; su dimensién no es evocada (Garbin y Mireles,
2005).

La dimension fractal define al objeto y es un elemento
clave para acercarse a su complejidad. Se fundamenta,
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al igual que la topoldgica, en la euclidea. Esto nos lle-
va a preguntarnos sobre la capacidad del estudiante de
percibir y entender la dimensién euclidea. ;Cudles son
las ideas y concepciones de los estudiantes preuniver-
sitarios asociados a esta nocion? ;Qué requerimientos
conceptuales son fundamentales para la comprension de
la dimension? Los esquemas conceptuales de los alum-
nos /son lo suficientemente ricos para comprender la
dimensidén topoldgica y fractal? La necesidad de tener
un marco para responder a estas preguntas y analizar las
producciones de los sujetos que participan en la inves-
tigacién nos induce a plantearnos un estudio histérico
epistemoldgico de la dimension y de la situacién escolar
a través del andlisis de libros de texto.

El articulo contempla la fundamentacion tedrica y los an-
tecedentes, metodologia general y especificas. El andlisis
y los resultados son presentados a través de tres acerca-
mientos: historico-epistemoldgico, andlisis de textos e
ideas y esquemas conceptuales de estudiantes universi-
tarios.

Este trabajo, con cardcter exploratorio, permite dar datos
sobre la problemdtica, y sefialar aspectos de interés des-
de el punto de vista diddctico de la enseflanza y apren-
dizaje de la nocion de dimensidn en el sistema escolar
venezolano.

FUNDAMENTACION TEORICA Y ANTECEDEN-
TES

Las etapas de la escolaridad estdn en estrecha relacion
con el desarrollo cognitivo de los estudiantes, y es im-
portante ubicar la etapa cognitiva en que se encuentran.
Nos situamos en este estudio en la etapa cognitiva de
transicion del pensamiento matematico elemental (PME)
al pensamiento matemdtico avanzado (PMA). «David
Tall y Tommy Dreyfus han elaborado una teorfa cogni-
tiva con relacién al desarrollo y crecimiento del pensa-
miento matemdtico avanzado (PMA), que muestra cud-
les son las condiciones para ir de un PME a un PMA,
pero es el mismo Tall quien afirma que el lugar donde
el PME se convierte en avanzado no se ha definido con
precision» (Garbin, 2005, p.171). Sin embargo, se han
podido hacer comparaciones entre el PME y el PMA,
desde la caracteristica de su enseflanza y evaluacién
(Aline y Schwarzenberger, 1990; Calvo, 2001), o desde
la reconstruccion cognitiva que requiere esta transicion,
el paso del «describir» al «definir», y por otro, el paso
del «convencer» al «demostrar» (Tall, 1995). «Se podria
decir que los alumnos que se encuentran en la franja de
15-20 afios aproximadamente son los que estdn en esta
etapa de transicién» (Garbin, 2005, p.172).

Los estudiantes que participan en nuestro estudio se en-
cuentran en esta franja de edad, en la que hay que favo-
recer la construccién y reconstruccion de los conceptos
matemadticos, y en el caso que nos ocupa, probablemente
también de la nocién de dimension si se quiere introducir
la topoldgica y fractal, por ser éstas nociones propias del
PMA por su complejidad matemadtica.
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De la teoria cognitiva mencionada, el concepto que en
particular nos interesa es el de concept image' (Tall y
Vinner, 1981). Entendido el esquema conceptual como el
conjunto de todas las imdgenes mentales del estudiante
asociadas al concepto, juntamente con todas las propie-
dades y los procesos que le caracterizan.

Los constructos tedricos que proporciona esta teoria no
son suficientes para abordar en su totalidad las preguntas
de investigacion. El marco que proporciona el andlisis
histérico epistemoldgico y el de los libros de texto son
de especial importancia en nuestro trabajo.

Algunos autores han escrito sobre la relevancia de es-
tos andlisis en la investigacion diddctica. Artigue (1990,
1992) afirma que el andlisis epistemoldgico puede pro-
veer al investigador de herramientas de intencionalidad
diddctica, con la finalidad de resolver y enriquecer su
préctica educativa; son conocidas las ventajas de los
aportes y relaciones que ofrece el andlisis epistemoldgi-
co al andlisis diddctico. En esa direccion, Berge y Sessa
(2003) plantean que el andlisis epistemoldgico le permite
al investigador recuperar la complejidad del objeto estu-
diado y ampliar las fronteras de sus concepciones epis-
temoldgicas; le provee, ademds, de insumos significati-
vos para la problematizacion de una propuesta diddctica.
Farfan (1997) afirma que el andlisis epistemoldgico per-
mite al didacta tomar distancia y controlar las representa-
ciones epistemoldgicas de las matemdticas inducidas por
la ensefianza. Dicho andlisis provee de historicidad a los
conceptos matemdticos que la ensefianza usual presenta
como objetos universales, asi como a las nociones meta-
matemdticas y protomatemadticas. Ademds, posibilita la
observacion de las disparidades entre el saber cientifico
y el ensefiado.

El acercamiento a la historia y epistemologia de la no-
cion de dimension tiene utilidad en nuestro estudio, ya
que permite dar luz de cémo han evolucionado las distin-
tas concepciones e ideas relacionadas con este concepto,
e ilumina los resultados de la revisidn de libros de texto.

En la educacién matemdtica se ha puesto de manifiesto
la importancia del estudio de los libros de texto como
reflejo de la actividad que se realiza en el aula (Sierra,
Gonziélez y Lépez, 1999) y en donde fundamentalmen-
te se refleja la transformacion de la matemadtica en el
contenido escolar (Chevallard, 1997). Hemos querido
explorar los textos de matemdticas mds utilizados en el
sistema diddctico venezolano para conocer el lugar que
se le da al concepto de dimensién y como se presenta en
la secundaria (13-17 afios). Esta informacioén, con la pro-
porcionada por el acercamiento histérico-epistemoldgi-
co, facilita el marco para el andlisis de las producciones
de los estudiantes encuestados.

Sobre el objeto matemadtico de estudio, conocemos muy
pocas investigaciones, de corte cognitivo o didictico, rea-
lizadas sobre esta nocion, y no conocemos investigaciones
pilares de este tipo en Iberoamérica. Las investigaciones
cercanas y de interés para nuestro trabajo son las de Bit-
sas, Koleza y Skordoulis (1997), Thompson (2000) y Bit-
sas y Koleza (2000).
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Bitsas, Koleza y Skordoulis (1997) presentan el desarro-
llo histdrico del concepto de dimension desde los Ele-
mentos de Euclides hasta la geometria fractal. Estudio
que tendremos en cuenta muy de cerca en el nuestro.

Thompson (2000) aporta sobre algunos de los reque-
rimientos para entender la dimensidn fractal. Parte del
hecho de que la dimension fractal estd basada sobre la
idea de dimensidn euclidea y explora con nifios el nivel
de conceptualizacion de esta dimensién. Constata que la
concepcion de éstos del objeto cuadrado no es dimensio-
nado, es simplemente un objeto. A través de entrevistas
a estudiantes de quinto grado, muestra que no conectan
conceptualmente las féormulas del drea y volumen con
el drea y el volumen del objeto, lo que ilustra que los
nifios necesitan primero conceptuar las unidades de me-
dida como objetos dimensionados, en orden a entender
las ideas de drea y volumen como unos «atributos di-
mensionados» de los objetos. Suponiendo que los estu-
diantes hayan desarrollado la concepcidn de los atributos
dimensionales del drea y del volumen, agrega que el se-
gundo paso es que extiendan la nocién de dimensionali-
dad como una relacion invariante entre la réplica y la si-
militud. Afirma que, para entender la idea de dimensién
fractal, es abslutamente esencial comprenderla como una
extension de la dimension euclidea y de la idea de auto-
similitud.

Bitsas y Koleza (2000) presentan una investigacion
donde muestran que en el sistema escolar griego, el
problema fundamental de la enseflanza de la dimensién
radica en que su formulacién es pobre y que tomando
como base las tres maneras de acercamiento didéctico
del concepto de dimensién, geométrico, paramétrico y
topoldgico, afirman que: el acercamiento geométrico
viene a ser en el High School el resultado de 6 afios
de actividad de geometria; que los estudiantes, aunque
pasan mds de 6 afios calculando dreas y volimenes no
conectan dimensién y volumen, con lo cual la férmula
no es profundamente entendida; la ausencia de represen-
tacion geométrica de un sistema de soluciones cuando
éstas son infinitas crea una diferencia entre la dimensién
paramétrica y la geométrica (el circulo de la forma (x,
V4-x?) puede ser visto como un objeto unidimensional,
mientras que geométricamente puede ser visto como
un objeto de dos dimensiones); el énfasis en el uso de
un sistema de coordenadas puede ser una antitesis del
desarrollo del componente topolégico del concepto de
dimension.

METODOLOGIA

Como hemos afirmado en la introduccion, la necesidad
de tener un marco para responder a las preguntas de in-
vestigacion induce a plantearnos un acercamiento his-
tdrico epistemoldgico de la dimension y de la situacion
escolar a través del andlisis de libros de texto.

El presente trabajo se sitia en el sistema escolar ve-

nezolano y tiene tres focos de estudio que se influyen
mutuamente: a) histérico-epistemoldgico; b) Al discur-
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so escolar venezolano: a partir de los libros de texto; c)
cognitivo: esquemas conceptuales de estudiantes preuni-
versitarios.

Estos tres abordajes permiten: dar datos sobre la pro-
blematica, y sefialar elementos de interés desde el punto
de vista didactico, de la enseflanza de la nocion de di-
mension en el sistema escolar; explorar el como aparece
la dimension en los libros de texto que se utilizan en el
sistema escolar venezolano y si se podria considerar a
la dimensién como un objeto matemadtico «invisible ins-
titucionalmente» (Ruiz, 2001; Chamorro, 2003a) y, por
tanto, necesitado de actividades explicitas o conexiones
con ciertas nociones para salvar la posible ausencia; y
por ultimo, explorar los esquemas conceptuales asocia-
dos a la nocioén de dimensidn que presentan estudiantes
preuniversitarios.

La investigacion se enmarca en un estudio de tipo cuali-
tativo, cuyo foco de investigacion tiene un cardcter des-
criptivo, interpretativo y exploratorio, y la metodologia
adoptada recurre a diversos tipos de andlisis cualitativos.
Se asume en este trabajo lo expresado por Rodriguez, Gil
y Garcia (1999; p. 40): «La naturaleza de las cuestiones
de investigacidn guia y orienta el proceso de indagacion,
y por tanto, la eleccion de unos métodos u otros. Luego,
los métodos surgen bajo las concepciones y necesidades
de los investigadores que trabajan desde una disciplina
del saber, la cual determina en cierta medida, a su vez, la
utilizacion de los métodos concretos y las posibles cues-
tiones a tratar».

El estudio se realiza con 70 estudiantes de secundaria
con edades comprendidas entre 15 y 17 afios. En el mo-
mento de la aplicacion de los cuestionarios no tenfan co-
nocimientos formales de cdlculo (infinitesimal, diferen-
cial, integral), ni de dlgebra lineal, salvo el conocimiento
sobre vectores en el plano, vectores libres, espacio V. El
rendimiento de los alumnos es variado.

Aproximacion historico-epistemoldgica: nos apoyamos
en libros y articulos, tanto de historia como de funda-
mentos de la matemadtica, textos originales de matemati-
cos y el trabajo realizado por Bitsas, Koleza y Skordoulis
(1997). La estrategia de recogida de informacion es el
andlisis de los materiales escritos, llegando a ser con-
siderados como instrumentos cuasi-observables que en
cierto modo reemplazan al observador y al entrevistador
en situaciones inaccesibles (Woods, 1987).

Aproximacion al discurso escolar venezolano a partir de
los libros de texto: se realiza siguiendo distintas etapas
que se circunscriben a una metodologia de andlisis de
contenido cualitativo (Gomez, 2000) adecuada a nuestra
situacién de estudio. El andlisis es iluminado por el tra-
bajo histdrico.

El criterio de seleccion de los libros sometidos a estu-
dio es el de solicitar a veintidés docentes de educacién
media? (secundaria) de trece escuelas publicas venezo-
lanas, que indiquen qué libros de texto son mds usados
por los profesores en sus respectivos centros educativos
y en cada curso. De la lista resultante se escogen aque-
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llos libros mds representativos, por su frecuencia (Tabla
1). Los libros cumplen los requisitos establecidos por el
Curriculo Bédsico Nacional.

Tabla 1
Muestra de libros estudiados.

Afio de Edades
Autor (es) S Curso de los
publicacién .
estudiantes
Giménez 1973 Ciclo Diversificado | 617 40
2° afio
Sarabla,y 1976 Ciclo Divefsmcado 16-17 afios
Barragdn 2° afio
Gid 1998 Ciclo Diversificado | ¢ 17 405
2° afio
Brett 2003 Ciclo Diversificado | ¢ 17 5o
2° afio
Jiménez 1973 Ciclo Diversificado | 5 16 405
1° afio
Mendiola 1998 Ciclo Diversificado |5 16 405
1° afio
Figuera 1998 Ciclo Bdsico 14-15 afios
9° grado
Mendiola 1998 Ciclo Bdsico 13-14 afios
8° grado
Suare’z y 2002 ClC(l)O Bdsico 12-13 afios
Durdn 7° grado
Figuera 1994 Ciclo Bdsico 12-13 afios
7° grado

Realizamos un andlisis previo organizando los distintos
textos por niveles educativos y procedimos a varias lectu-
ras de éstos, haciendo familiar la exposicion de los temas,
organizacion, contenido, etc. Seguimos con el andlisis de
contenido cualitativo. Verificamos la presencia o no del
tema «dimensidén», de la palabra «dimensién» y/o de este
concepto. Una vez identificada la palabra o el concepto,
pasamos a la etapa de trascripcién, como herramienta de
andlisis claro, completo y significativo (Gémez, 2000),
y con ayuda del procesador de textos. Terminamos con
el andlisis conceptual, que se refiere a cdmo se define y
se organiza el concepto de dimension a lo largo del texto
(si éste aparece) y asociada a qué conceptos o temadticas
aparece la palabra dimensidn.

Aproximacion cognitiva. Esquemas conceptuales de
estudiantes preuniversitarios: aplicamos dos cuestiona-
rios, el primero con la intencionalidad de acercarnos a
las ideas de fractal y con el segundo deseamos obtener
una primera aproximacion de los esquemas conceptuales
asociados a la nocién de dimension que presentan los es-
tudiantes. Este tltimo es el que se presenta en este estu-
dio. Las preguntas pretenden que los alumnos justifiquen
que el cubo y la recta tienen dimensién 3 y 1 respectiva-
mente, y escriban una frase que explique el significado
de «dimensién» (Tabla 2).
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Tabla 2
Preguntas de cuestionario.

En Matemdtica se dice que la dimension de un cubo es 3.
(Podrias explicarnos el porqué de esa afirmacion?

(Cudl es la dimensién de una recta? ;Podrias explicarnos el
porqué de tu respuesta?

3 | Escribe una frase que explique el significado de «dimensién».

En la metodologfa especifica de andlisis se utilizan las
redes sistémicas (Bliss, Monk y Ogborn, 1983) como
sistema de representacion de los datos cualitativos ob-
tenidos a partir de las respuestas dadas por los alumnos
en el cuestionario. A partir de estas redes se establecen
categorias y subcategorias (segtin las posibilidades de las
respuestas). Esto nos ayuda a organizar, clasificar las res-
puestas y hacer un andlisis interpretativo.

Al ser la cuestidn de investigacion de proceso, a partir de
los andlisis especificos histdrico-epistemoldgico y de los
libro de texto, se realiza el andlisis de las producciones
de los estudiantes, y se formalizan las consideraciones
finales a modo de conclusidn, aportando no sélo respues-
tas a las cuestiones de investigacion, sino dando aporta-
ciones, con cardcter exploratorio, sobre la problemadtica
de ensefianza y aprendizaje de la nocion de dimension.

ANALISIS Y HALLAZGOS

1. Acercamiento historico epistemolégico de la no-
cion de dimension

Pretendemos en esta primera parte aportar, a grandes
rasgos, informacion sobre la evolucién de la nocién de
dimension en distintos momentos historicos, detenién-
donos en aquellos mds significativos a los que ha estado
ligada en el curso de su evolucién.

Consideraciones iniciales

El concepto dimension ha evolucionado en los udltimos
cien afios, al principio s6lo se conocia la denominada
euclidiana, hoy se trabaja ademds con la topoldgica y la
fractal. En la época de Platon (427 ac- 347 ac), la di-
mension fue concebida como el minimo nimero de paré-
metros que se requieren para describir un objeto (Bitsas,
Koleza y Skordoulis, 1997). Esa concepcion se mantuvo
hasta el siglo x1x.

La nocidn de dimensién conocida como euclidiana, vie-
ne dada por las propiedades largo y ancho (bidimensio-
nal) para objetos «planos» o bien por largo, ancho y pro-
fundo (tridimensional) para objetos «so6lidos». Todavia
en 1888 esa noci6én se mantenia pero Giuseppe Peano’
la define* formalmente (O’Connor y Robertson, 1996).
Actualmente, una de las nociones de la dimensidn, po-
siblemente «la mds natural», estd relacionada con la ca-
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pacidad de los objetos para ocupar el espacio euclidiano
en el que se encuentran sumergidos. En consonancia con
esta nocidn, cuantificar fractales seria definir por algin
procedimiento la proporcién del espacié fisico en el que
se inscriben y que es llenado por ellos.

Dimension desde la geometria euclidiana: alto-ancho-
profundo, lo intuitivo y observable

La idea de los griegos era que todo objeto en el mundo
se podia representar como una figura geométrica traza-
da en papel, «dibujada»’, la cual ocupaba un lugar en
el plano o en el espacio. A estas figuras geométricas, a
ese «lugar» que ocupan, la geometria elemental le asigna
magnitudes como el de longitudes, dreas y volimenes, y
es comun encontrar asociadas a estas magnitudes al tér-
mino de dimension. El término volumen es usado indis-
tintamente por la palabra dimensidn; significa algo mds
que las unidades de medida que se les pueden asignar a
las figuras geométricas, estos son atributos dimensiona-
dos como bien lo afirma Thompson (2000), y la dimen-
sionalidad es una relacién invariante entre las figuras que
son similares que no depende de las unidades de medida
que describen (miden) la figura geométrica. Estas ideas
aparecen en el trabajo de Euclides.

Euclides (325 ac-265 ac) planted en su libro Elementos
(Euclides, 1991/1482,1994/1482,1996/1482) los térmi-
nos primarios que contribuyeron a darle consistencia al
sistema axiomdtico que alli construyd. Los udltimos ca-
pitulos estdn referidos a la geometria de los sélidos y al
uso de procesos en la resolucion de problemas de dreas
y volimenes. En su libro XI, defini6 los términos que
ya habfa planteado en el libro I; éstos fueron: «un punto
es lo que no tiene partes; una linea es una longitud sin
anchura; una superficie es lo que sélo tiene longitud y
anchura» (Euclides, 1991/1482: 189,191); «un sélido es
lo que tiene longitud, anchura y profundidad» (Euclides,
1996/1482: 199).

La geometria desarrollada por los griegos es considerada
como descripcioén ideal de hechos simples, de relaciones
espaciales del mundo en que vivimos, del mundo fisico
(Blumenthal, 1965), por ejemplo, Tolomeo relaté en su teo-
ria visual el problema de la dimensién del espacio (Neuge-
bauer, 1975). En esta direccion de la representacion de los
objetos reales, fisicos o abstractos y en aportaciones a las
reformas que ayudaron al desarrollo del dlgebra, Newman
(1968) afirma que los franceses Nicole Oresme (1323-
1382) y Francois Viete (1540-1603) hicieron un trabajo
predecesor a Descartes; el primero lo hizo en el sistema de
«latitudes y longitudes», definido aproximadamente como
«el uso de coordenadas en la representacion grafica de fun-
ciones arbitrarias» y el segundo, realiz6 su aportacién en
lo relativo a la simbologia. Estos avances contribuyeron a
la algebrizacion de la geometria, y por ende, al andamiaje
de la nocién de concepto de dimensién y de hecho, en la
fundacion de la geometria analitica por René Descartes
(1596-1650) y Pierre de Fermat (1601-1665).

Para esta primera etapa, resaltamos dos ideas asociadas a

la nocién de dimensién. Por un lado, la idea que ha pre-
dominado desde los griegos, concebida desde la intuicién
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y lo observable: alto, ancho, largo; dichas caracteristicas
fueron planteadas desde Platén y como términos primarios
por Euclides en su libro Elementos. La caracterizacion de
Euclides hace que una recta, un cuadrado y un cubo dejen
de ser un simple objeto para pasar a ser objetos dimensio-
nados; la longitud, el drea y el volumen son concebidos
como «atributos dimensionados» de la recta, el cuadrado
y el cubo respectivamente. Por otro lado, la ubicacién y
representacion de objetos fisicos o matemadticos, a partir
de un sistema de «latitudes y longitudes» (probablemente
introducidos desde el desarrollo en la astronomfa) y por
lo concebido posteriormente en la geometria analitica,
constituye un primer acercamiento a la idea de asociar la
dimension a los sistemas de coordenadas.

Dimension desde la geometria y el dlgebra: lugares geomé-
tricos y posiciones de los objetos

A Descartes se le atribuye la dimensionalidad de la
geometria plana (Turnbull, 1968). Sin embargo, fijar la
posicion de un punto en el plano asigndndole dos nu-
meros (coordenadas), que expresaran su distancia a dos
lineas perpendiculares entre si, no sélo fue un aporte de
Descartes sino también de Fermat. Con sus ideas per-
mitieron enlazar la geometria y el dlgebra; asimismo,
ayudaron a afianzar la percepcion intuitiva y grafica de
los objetos debido a una inclinacién eminentemente vi-
sual y espacial de concebir sus formas. La nocién de
dimensién quedd asociada a los sistemas de coordena-
das y su posibilidad de expresar las curvas mediante
ecuaciones y viceversa.

a) La dimension en la geometria analitica

Los trabajos de Descartes y Fermat se constituyeron en
el fundamento de la geometria analitica y contribuyeron
al avance de las matemdticas en términos geométricos y
algebraicos (Coolidge, 1947).

Bdsicamente, el primer paso para la evolucién del con-
cepto de la dimension fue la coordinacion del espacio
que introdujo René Descartes en su obra La Geometria
(Descartes, 1947/1637); pero mucho antes Apolonio (262
ac-190 ac) fij6 el nombre a dos términos {ntimamente
relacionados con el concepto de coordenadas: abscisa y
ordenada. De modo similar, el trabajo de Oresme esta-
bleci6 la analogia con la longitud y la latitud para los
puntos de la tierra y la correspondencia entre las posicio-
nes de los puntos de las figuras geométricas con lineas
fijas (Newman, 1968; Boyer, 1999). Esta analogfa podria
servirle al docente para introducir el concepto de coorde-
nadas de un punto.

Descartes en La Geometria intentd explicar los movi-
mientos planetarios a partir de una teoria de vorticida-
des, que a su vez formaba parte de su amplio programa
filoséfico (Turnbull, 1968). Simultineamente, «Fermat
escribid el siguiente principio que lo guié: Cuando en
una ecuacién dos cantidades desconocidas se encuen-
tran, tendremos un lugar geométrico, y la altura de una
describird una linea, recta o curva» (Turnbull, 1968: 61).
Particularmente, Cantoral y Farfan (2004: 74-75) sefa-
lan algunos detalles sobre el trabajo desarrollado por
Fermat y Descartes:
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«Para ambos, las dos cantidades desconocidas de una
ecuacion son segmentos de linea mas que nimeros. Una de
éstas era medida a la derecha del punto de referencia en un
eje horizontal y la segunda colocada como una ordenada
vertical en el punto final de la primera. La idea central de la
geometria analitica es la correspondencia entre una ecua-
cién f(x,y) = 0 y el lugar geométrico, generalmente una
curva, que consiste en todos los puntos cuyas coordenadas
(x, y) relativas a dos ejes fijos perpendiculares satisfacen
dicha ecuacidn. En realidad ni Descartes ni Fermat usaron
de manera sistemdtica dos ejes de coordenadas»

Descartes (1947/1637) en su libro segundo describe la
aplicacion de su método de las curvas trazadas sobre una
superficie plana en un espacio que tiene tres dimensio-
nes, hecho que constituye la idea primaria de la geome-
trfa analitica del espacio. En su libro tercero, estudia los
problemas de los sélidos o supersélidos, que lo lleva a
la resolucién de ecuaciones y a la problemdtica de las
raices y relaciones entre los coeficientes. Muestra que
una ecuacién puede tener tantas raices como dimen-
siones tiene el grado. Por otra parte, Girard Desargues
(1591-1661) planted un teorema donde una parte de su
demostracion contempla el hecho de que los tridngulos
no se encuentren en el mismo plano. Turnbull (1968: 61)
afirma que «Desargues inicié el método de desenredar fi-
guras planas, alzdndolas del plano a tres dimensiones».

La transicién a los espacios de cuatro coordenadas hoy
en dia es un procedimiento tedrico. El resultado de esta
evolucidn se inici6 con un trabajo® desarrollado por Her-
mann Grassmann (1809-1877). La metodologfa para co-
nocer la forma de las figuras en los espacios de la dimen-
sién mayor que tres se baso, sobre todo, en el concepto
de la proyeccion del objeto en un espacio de una dimen-
sion menor (Bitsas, Koleza y Skordoulis, 1997).

Otra aportacién de Descartes fue contribuir a la algebri-
zacién de la geometria; en este proceso se encuentra el
origen de la conocida dimensién paramétrica, a la luz
de la solucidn de ecuaciones con infinitas soluciones. En
su libro tercero, establece las relaciones entre las raices
y las dimensiones del grado de las ecuaciones. Es im-
portante resaltar el hecho de que se utilizaba el término
dimensién asociado a los potencias (exponentes enteros)
de expresiones como éstas: x2, x3, x4, etc.

A partir del desarrollo planteado por Descartes y Fermat
podemos mencionar algunos hechos significativos con re-
lacién al desarrollo histérico de la nocién de dimension.
Por una parte, se extiende la nocién de dimension rela-
cionada con la solucién de ecuaciones y la representacion
de curvas en el plano o en el espacio, y donde surgen as-
pectos como: complejizacion del lenguaje simbdlico, su
representacion, la del plano, del espacio cartesiano (ejes
cartesianos: X, y, z) y del lugar que ocupan los objetos en
dicho plano y espacio; las representaciones cartesianas y
paramétricas y su correspondiente articulacion. Por otra,
se evidencia la fuerte vinculacion y el paso de la repre-
sentacion en términos geométricos a términos algebraicos.
Por la ausencia de representacién geométrica de los siste-
mas de soluciones infinitos se crea una diferencia entre la
dimensién paramétrica y geométrica.
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La geometria analitica permitié extender la dimensiona-
lidad que venia de la época griega a espacios que su-
peran el de tres dimensiones. Se extiende la nocién de
dimensidén asociada a lo observable y tangible y que ex-
presa cualidades fisicas (alto-ancho-profundo); surgen
aspectos o problemas intramatemdticos y se realiza un
acercamiento paramétrico a la dimensién (marcando la
diferencia entre dimension geométrica y paramétrica).
Es importante sefialar que la geometria analitica permi-
tié estudiar la estructura y propiedades de espacios n-
dimensionales, trabajo que se emprendi6 a mediados del
siglo X1X.

b) La dimension relacionada con otras geometrias (las no
euclidianas): se mantiene lo intuitivo y lo observable.

Los avances experimentados y el desarrollo de las ideas
alrededor de los estudios de la independencia de los
postulados de la geometria euclidiana generaron nuevos
modelos para representar y estudiar el mundo mediante
las geometrias no-euclidianas (espacios curvos n-dimen-
sionales).

En esa direccion, Albert Einstein (1879-1955) aprovecha
los desarrollos de Nicolai Lobachevski (1792-1856) y de
Georg Riemann (1826-1866), quien define un espacio cur-
vo con cualquier nimero de dimensiones, para formular
la Teoria de la Relatividad General. La teorfa de Einstein
puede ser mejor estudiada basdndose en lo que se conoce
como el espacio-tiempo de Hermann Minkowski (1864-
1909) y sobre el cual se dice que es curvo. Debemos aco-
tar que la descripcién espacio-temporal de Minkowski
puede ser visualizada con facilidad como un espacio plano
(el tipico plano de la geometria euclidiana), donde la di-
mension tiempo es perpendicular al plano (Bitsas, Koleza
y Skordoulis, 1997; Hacyan, 1998; Rafiada (2003); Von
Helmholtz, 1968).

En 1887, Henri Poincaré (1854-1912) describe un modelo
concreto de una geometria no-euclidiana en dos dimensio-
nes, el plano hiperbdlico; ademds, trabajé con un método
para visualizar la cuarta dimension a base de entrenar la
intuicién mediante proyecciones sucesivas de objetos tri-
dimensionales sobre tres o dos dimensiones (Rodriguez,
2005).

La revision de las estructuras conceptuales en las matema-
ticas propuestas generd y obligo a una relectura y revision
de la nocion de dimensién dentro de la fundamentacién de
las matematicas. El espacio-tiempo de cuatro dimensiones
y los espacios curvos de Riemann n-dimensionales revo-
lucionan la nocién de dimensién a partir de lo intuitivo,
lo gréfico y lo observable en la geometria euclidiana. Sin
embargo, esa caracterizacion tiene vigencia y se conserva
para esa época.

¢) La dimension en el dlgebra lineal: una nocion abs-
tracta.

Las nociones de dimensién conjugadas por los cambios
impulsados por Fermat y Descartes se enriquecieron al
considerar la dimension superior a tres y al conceptua-
lizarla como un ndmero a partir de las discusiones de
Giuseppe Peano (1858-1932). En el capitulo IX de su li-
bro’ establece y define la axiomatica de un sistema lineal
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como un sistema de objetos que satisfacen cuatro condi-
ciones®. Ademads, establece la definicion de dependencia
de objetos e independencia de objetos y la de dimensién
como es conocida hoy dfa en el dlgebra lineal (O’ Connor
y Robertson, 1996). La dimension representa una pro-
piedad abstracta de un espacio vectorial y estd ligada al
espacio n-dimensional.

La dimension para esta época se desarrolla en un mun-
do mds formalizado y menos intuitivo, inmerso en un
lenguaje especializado: el del dlgebra lineal. Frente a la
preponderancia del lenguaje algebraico-geométrico mds
formal y simbdlico, el trazado de los objetos geométricos
para observar o estudiar propiedades, y entre ellas las
relacionadas con la dimension, comienza a rezagarse. La
dimensién se presenta como un nimero y estd asocia-
do a la representacion o definicién de objetos a partir
de combinaciones de otros (vectores y escalares). La no-
cién de dimensidn es abstracta por cuanto estd asociada
a conceptos abstractos como los llamados espacios vec-
toriales.

Dimension desde el andlisis y la topologia: una nueva
orientacion

Hacia finales del siglo x1xX, se abordé el problema de la
dimensidn, que habia sido intuido por Cantor en la cons-
truccion de una aplicacion 1-1 entre la recta y el plano y
por una curva construida por Peano. Poincaré inicia el
estudio de los problemas de la geometria n-dimensional
y junto a Gottfried Leibniz (1646-1716) y otros matema-
ticos sefialaron la necesidad de una definicién de dimen-
sion que pudiera ser aplicada a los espacios abstractos a
la vez que las usuales: recta y plano. Estas necesidades
contribuyeron a profundizar los estudios en geometria ba-
sados en los métodos del andlisis matematico, con resul-
tados generalizados, formalizados y de rigor matemdtico
contrarios a la intuicion desarrollada por los griegos.

Por una parte, se realizan extensos estudios no ya intui-
tivos sino formales sobre ciertas clases de puntos (por
ejemplo, de formas que no pueden describirse median-
te ninguna ecuacidn algebraica) y por la otra, empezé a
examinarse la nocién de dimensionalidad.

Al respecto, Kasner y Newman (1976, p. 329) afirman
que se traté de determinar si un nimero, llamado una
medida, podia asignarse de manera unica a cada figura
en el plano de modo que se satisficieran ciertas condi-
ciones. Mds atin, se demostré que se le podia asignar una
unica medida. Felix Hausdorff (1868-1942) demostré
que este problema extendido a superficies’® es irresoluble
y los métodos utilizados para dar solucion al problema
planteado anteriormente resultaron inadecuados para de-
terminar una medida unica.

La axiomatizacién de la matemdtica que se desarroll6
para esta época influy6 en la formalizacion de sus obje-
tos, conceptos, demostraciones. La dimension no escapa
aello y uno de los conceptos, la medida, asociados desde
los griegos a ella, tampoco. Asi como la medida del drea
del plano es unica, cabe preguntarse si la dimensién es
tinica.
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a) El espacio es tridimensional

El filésofo Inmanuel Kant (1724-1804) suponia el es-
pacio euclideo como un concepto a priori del pensa-
miento, previo a la experiencia (Kant, 1978/1781). En
este sentido, el tema del espacio era considerado como
un problema filoséfico y como un problema matematico;
Karl Menger (1902-1985) y Pavel Urysohn (1898-1924)
demostraron, en 1922, que el espacio es tridimensional.
Se define de una manera puramente légica lo que se in-
tenta decir con «dimensionalidad» y ademds de lo relati-
vo a lo unidimensional, bidimensional y tridimensional
de una figura geométrica o «conjunto de puntos» (Hahn,
1976).

Aparece consolidada la nocién de dimensién (no nega-
tiva) desde el punto de vista topoldgico'®, donde se in-
troduce la métrica, unos axiomas y se abordan aspectos
globales de las formas usando objetos matemdticos en
conjuntos de puntos, cuya nocién de cercania alcanza las
vecindades, fronteras, dominios, entornos. La dimension
topoldgica de un conjunto se establece a partir de la di-
mension de su frontera.

Evoluciona la nocién de dimensién; sin embargo, la
euclidea y la cartesiana permanecen invariables en las
nuevas concepciones. Una de las interpretaciones de la
dimension, posiblemente «la mds natural», estd relacio-
nada con la capacidad de los objetos para ocupar el espa-
cio euclidiano en el que se encuentran sumergidos. Dicho
de otra forma, la dimension ayudard en la determinacién
del contenido o medida. Una propiedad interesante en
topologia es la conservacion del valor de la dimensidn
cuando se realiza una transformacién homotdpica. Ex-
presado de otra manera: si deformamos un objeto, sin
romperlo, perforarlo o soldarlo, conservard su dimensién
(Sierra, 2000).

La geometria, el dlgebra y el andlisis confluyeron en el
interés cientifico de los matemadticos de la época para
continuar con la sistematizacién, la abstraccién y el de-
sarrollo del método axiomadtico en las matematicas, no
desde un punto de vista intuitivo sino mds bien l6gico y
abstracto. Esta evolucién marcé el rumbo de sus objetos,
conceptos, definiciones, teoremas; e inmersa en ese de-
sarrollo, la nocion de dimensidn exhibe su nueva orien-
tacion topoldgica.

Desde la fisica: grado de libertad del movimiento

Otra idea de dimension se refiere al grado de libertad del
movimiento en el espacio. Entendemos esta libertad como
el nimero de direcciones ortogonales diferentes que po-
damos tomar. En el espacio que conocemos contamos con
tres direcciones: izquierda-derecha, atrds-delante y arriba-
abajo (Sierra, 2000).

A principios del siglo pasado, en la fisica se evidencia
la necesidad de suponer mds de tres dimensiones para
ubicar la materia y ademads, al estudiar lo que ocurre en
las situaciones mds extremas, hubo que desarrollar sor-
prendentes modelos matemdticos para poder modelar
las observaciones experimentales. Por ejemplo, Eins-
tein dispuso que para trabajar en la Teoria General de
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la Relatividad, ademads de hacerlo con tres dimensiones,
debfia considerarse el tiempo como la cuarta dimension.
Cuando formulaba su teoria se dio cuenta de que, para
incluir la gravitacion en ésta, era necesario admitir que el
espacio-tiempo es un espacio de Riemann.

Asimismo, la fisica de supercuerdas, al plantear un uni-
verso de once dimensiones (una temporal y diez espacia-
les), introdujo nuevas e interesantes variantes en los mo-
delos para estudiar la relatividad y la mecdnica cudntica
(Rodriguez, 2005).

La dimension fractal: una dimension que puede ser frac-
cionaria

Muchas formas encontradas en la naturaleza, como los
perfiles de las montafas, de las costas, de los rios, nubes,
hojas, drboles, vegetales, copos de nieve y otras estruc-
turas no pueden ser descritas por la geometria euclidiana
(Mandelbrot, 1993). Estas formas de la naturaleza pue-
den ser modeladas por los «monstruos matematicos» o
funciones «patoldgicas» que surgieron a principios del
siglo xX, funciones continuas en un intervalo sin deri-
vada en ningtin punto (Weierstrass, curvas de von Koch,
curvas de Peano y otras que «llenan» un cuadrado, etc.).
Mandelbrot (1993) propone reconsiderar en el estudio ar-
caico de la geometria griega las relaciones entre las figu-
ras (idealizaciones matemadticas) y los objetos (datos de
la realidad) para designar ciertas realidades matemadticas
con propiedades contrarias a la intuicién y antagénicas a
las de los objetos geométricos estdndar. A estos objetos
especiales Mandelbrot los llamé fractales.

Por otra parte, es necesario definir la dimensién de una
manera mds sofisticada, conservando el concepto eucli-
diano. Se puede tomar como base para el drea de los frac-
tales el trabajo realizado por Hausdorff en 1919 y mo-
dificado en 1935 por Abram Besicovitch (1891-1970),
quien definié un nuevo concepto de dimension que es
llamado dimension de Hausdorff-Besicovitch!'. La di-
mension de los fractales que en algunos casos no es un
nimero entero pudiera ser fraccionaria. Por ejemplo, la
curva de Kock tiene dimensidn fractal igual a 1,2628 y
la de Cantor 0,6309.

La nocién de dimensién fractal, provee una manera de
medir qué rugosa es una curva; una curva rugosa que
recorre una superficie puede ser tan rugosa que casi llene
la superficie en la que se encuentra. Superficies como
el follaje de un drbol o el interior de un pulmén pueden
efectivamente ser tridimensionales. Se puede, entonces,
pensar de la rugosidad como un incremento en la dimen-
sién: una curva rugosa tiene una dimensién entre 1 y 2,y
una superficie rugosa la tiene entre 2 y 3. Para calcular la
dimensidén de un fractal se usan los conceptos de limite,
logaritmos, escalas y medidas. En el cdlculo de la dimen-
sion de fractales muy complejos como el conjunto fractal
de Mandelbrot se usa computadoras, pero para fractales
mds simples se usan férmulas matematicas.

La dimension ayuda en la determinacion del contenido

o medida de un conjunto, en particular de los conjuntos
fractales. Con la nocidn de dimension fractal se intenta

230

expresar cualitativamente, y de una «mejor» manera que
con la dimension euclidiana, algunas caracteristicas de
los objetos, tales como: irregularidad, porosidad, frag-
mentacidn, rugosidad.

La dimensién fractal y su geometria ofrece una mate-
mdtica moderna y relacionada con la naturaleza con una
mejor aproximacion que la dimensién euclidea y su geo-
metria. Se produce un salto epistémico importante, la di-
mension puede ser fraccionaria.

Consideraciones finales

Los antecedentes y el acercamiento histdrico-epistemold-
gico de la evolucién de la nocién de dimensién vislum-
bran «requerimientos» para su aprendizaje, que podrian
ser desarrollados a lo largo de la escolaridad, y que permi-
tirfan introducir la de Hausdorff y fractal. Favorecerian no
solo esquemas conceptuales ricos asociados a esta nocion,
sino también poder comprender el salto epistémico que se
produce en el paso de la dimensién euclidea a la fractal.
Los enumeramos a continuacidn:

a) Concebir los objetos geométricos o reales como obje-
tos dimensionados y no como simples objetos.

b) Entender las ideas de medida, tales como longitud,
drea y volumen, como unos atributos dimensionados de
los objetos.

¢) En orden al punto anterior, conceptualizar estas mag-
nitudes dimensionadas como producto de medidas (dos o
tres) en el caso del drea o del volumen, o como unidimen-
sionales en el caso de la longitud. Algebraicamente, esta
dimensionalidad desde la estructura multiplicativa, estaria
reflejada en el exponente: m, m?> o m?, siendo m la medida
(metros, centimetros, etc.).

d) Comprender la dimensién como un atributo invariante
de los objetos semejantes y como atributo del plano y del
espacio.

e) Relacionar la dimensidn con la capacidad de los obje-
tos para ocupar el espacio euclidiano en que se encuen-
tran sumergidos.

f) Pasar de la nocion de dimension asociada a lo obser-
vable y tangible, y que expresa cualidades fisicas, a una
dimensién asociada a conjuntos de puntos, a través de
representaciones cartesianas o a través de la representa-
cion paramétrica.

g) Conceptualizar la dimensién como descriptora de
los objetos, como minimo nimero de pardmetros para
describirlos. Atn mds, para ciertos conjuntos llegar a
conceptualizar la dimensién como una nocién abstracta
asociada a conceptos abstractos, tales como los espacios
vectoriales.

h) Comprender que si bien la dimensién es una relacién
invariante entre objetos semejantes, desde un acerca-
miento paramétrico, la dimension de un mismo objeto
matemdtico puede ser vista de manera distinta que des-
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de la dimensién euclidea (la ausencia de representaciéon
geométrica de un sistema de soluciones cuando éstas son
infinitas crea esta «diferencia»'?).

i) Reconocer la dimensién de un conjunto a partir de la
dimensién de su frontera. Los objetos geométricos pueden
ser detallados (vistos) a partir de su frontera, que podrian
ser curvas o superficies, o como el caso del cubo que arti-
cula su frontera que es la superficie (caras del cubo) con la
frontera de cada superficie (aristas).

j) Reconocer y tomar conciencia de la unicidad de la di-
mension, y que se conserva, si deformamos un objeto,
sin romperlo, perforarlo o soldarlo.

k) Conocer que la dimensién no estd circunscrita sélo
al campo de la matemadtica; la idea de dimension estd
también asociada al movimiento y a la fisica (la materia
y nuevas teorfas fisicas se desarrollan suponiendo mads
de tres dimensiones).

1) Tomar conciencia de que la nocién de dimensién que
manejamos, desde un acercamiento geométrico, cartesia-
no, paramétrico o topoldgico y que es una cantidad entera,
no es suficiente para describir algunas situaciones de los
objetos reales. El hilo, el suelo, una caja, una nube, etc.,
al ser representadas por cuadrados, lineas, cubos, circulos,
etc., desprecian caracteristicas como irregularidad, poro-
sidad, fragmentacion y rugosidad. ;Podrfa existir una di-
mensién entre 2y 32,01y 2?

Estos requerimientos apuntan hacia la necesidad de una
transposicidn diddctica nueva, y a estudios que permitan
conocer cudles podrian considerarse como primordiales
y fundamentales en el sistema escolar, y para la incorpo-
racién y/o comprension de los objetos fractales.

2. Acercamiento al discurso escolar: La dimension
en los libros de texto

Pasamos a describir los resultados mds destacables del
andlisis conceptual. Iniciamos con los libros del curso
en que se encuentran los estudiantes que participan en
el estudio y seguimos en forma decreciente. El objetivo
de este andlisis no es estudiar la evolucién del concepto
de dimension a lo largo de la escolaridad, sino explorar
cudndo y cdmo aparece la dimension en los libros de tex-
to que se utilizan en el sistema escolar venezolano y si se
podria considerar la dimensién como un objeto matema-
tico «invisible institucionalmente».

En Giménez (1973) y Sarabia y Barragan (1976), dos libros
de texto para 2° afio del Ciclo Diversificado (16-17 afios),
se presenta el concepto de dimensién desde el contenido
correspondiente a espacio vectorial y con un enfoque tinico
desde el dlgebra lineal. «Dimension de un espacio vectorial.
Se llama dimension de un espacio vectorial al mdximo nu-
mero de vectores que puede tener un conjunto de vectores
linealmente independiente» (Giménez, 1973, p. 242).

Sarabia y Barragdn (1976) sdlo trabajan con R®. Aunque
recuerdan la formulacién del plano R?, no hacen ninguna
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referencia previa al concepto de dimensidn hasta llegar a
la definicion particular. «Llamaremos dimension de R3,
al nimero de elementos de una de sus bases. Por lo tanto,
la dimensién de R? es tres, y diremos que R? es dimen-
sion finita.» (p. 49).

Los autores de estos libros no expresan reflexién alguna
sobre el significado de dimensidn que supere la aparente
cardinalidad de un conjunto, tampoco muestran ni ha-
cen explicita la conexién entre dimension, nimeros de
coordenadas y ubicacion en la linea, plano o espacio. El
cdlculo de la dimensidn pasa a ser un asunto algoritmico
sin significado.

En Gid (1998) y Brett (2003), mds actualizados y de re-
ciente data, no aparece ni se define el t€érmino dimension.

En Gid (1998), en el tema «vectores en el espacio» sdlo
se hace mencién de «mejorar la sensacion de tridimensio-
nalidad» (p. 655), a objeto de intentar un mejor aspecto
visual. Brett (2003), que presenta un libro para docentes
que laboran en este afio escolar, plantea el tema de espacio
vectorial, discute sobre independencia lineal de vectores,
sistema de generadores y define coordenadas de un vector,
llega incluso a definir base. Presenta estas dos definiciones
importantes, pero no se define ni se menciona el concepto
de dimension. Tampoco se relaciona en ningin momento
el nimero de vectores de la base con la dimension del es-
pacio R ni siquiera cuando se menciona lo referente a sus
coordenadas. En este libro se relacionan los sistemas de
ecuaciones con el tema de matrices, pero no se establecen
ciertas correspondencias ni con los espacios vectoriales ni
con el concepto de dimension.

En el primer afio del Ciclo Diversificado (15-16 afios), la
situacién no es muy diferente a la descrita anteriormente.
Jiménez (1973) presenta una seccion dedicada al plano
real. Usa el simbolo R? para indicar el conjunto de pares
ordenados, habiéndolos definido previamente. Presenta
el sistema de coordenadas perpendiculares hasta llegar al
plano real. Hace referencia al matemdtico René Descar-
tes para llamar al sistema de ejes coordenados, sistema de
ejes cartesianos. En este contexto no aparece referencia a
la dimension ni al hecho que el plano es bidimencional.
Mendiola (1998a) presenta los vectores en el plano real,
tampoco relaciona al par ordenado con la situacién de bi-
dimensionalidad del plano. Sin embargo, aunque no se ha
estudiado aun la estructura de espacio vectorial, la cual se
hace en el siguiente afio como hemos visto en los parrafos
anteriores, dedica una seccion al vector libre, dotdndolo
de ocho propiedades: «Debido a las ocho propiedades que
posee el conjunto V, se dice que tiene estructura de ESPA-
CIO VECTORIAL sobre el conjunto R» (p. 38).

Termina la seccién hablando de la base y dimensién de
este conjunto. «Al conjunto de dos vectores linealmente
independientes en el plano se le llama BASE» (p. 43). «En
el plano, toda base estd conformada por dos vectores. Por
eso se dice que el conjunto de vectores libres del plano es
de DIMENSION 2,y se simboliza V_» (p. 44).

Se profundiza en el estudio del plano real en 9° grado (14-15
afios), en el sistema de coordenadas cartesianas, y de ecua-
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ciones con dos incégnitas. No se menciona en este nivel la
palabra dimensidn, ni bidimensionalidad. No hay conexién
con la ubicacién de un punto en el plano, con la necesidad
de dos coordenadas y por ende dos dimensiones. «1) A cada
punto P del plano real le corresponde un par ordenado. 2)
Dado un par ordenado (a,b) en el plano real, existe sélo un
punto con esas coordenadas» (Figuera, 1998, p. 116).

El sistema de ecuaciones con dos incégnitas se expresa
de manera tradicional y también con el método gréfico.
No se trabaja con la ecuacién paramétrica de las curvas
involucradas, las cuales podrian dejar en evidencia la
unidimensionalidad de la recta.

En 8° grado (13-14 afios), tampoco se hace referencia a
la nocién de dimension, a pesar de las posibilidades que
dan los temas tratados. En Mendiola (1998b), se abordan
las coordenadas rectangulares (transformaciones) y las
componentes de un vector fijo. El tratamiento es inducti-
vo y la representacion grafica se utiliza como un recurso
asociativo. En Sudrez y Durdn (2002b), se abordan los
temas: proyecciones y sistemas de coordenadas cartesia-
nas, y vectores en el plano. En «curiosidades matema-
ticas» (secciones puntuales dentro de los capitulos del
libro) se hace mencion a los vectores y al movimiento de
fluidos como aplicacion de los vectores.

Para 7° grado (12-13 afios), Sudrez y Durdn (2002a) pre-
sentan un libro como gufa didéctica para docentes que
imparten clase en este nivel. En la unidad dedicada a
drea y volumen, se le recomienda al docente hacer un
acercamiento intuitivo tanto para el cdlculo de drea (tra-
bajar con cuadricula) como la de volumen (nimero de
unidades ctibicas que contiene). Se plantea la obtencién
del drea de un rectdngulo a partir del producto de base
por altura; y la del volumen de un prisma recto a partir
del producto del drea de la base por altura, y mds preci-
samente: «De manera general, si la base es un rectdngulo
de dimensiones a por b y altura c entonces, volumen de
un prisma = a. b. c» (p. 194).

La dimension es utilizada en este libro como medida,
mds no como dimensién del prisma. No se hace mencién
de las propiedades que tiene un sélido cualquiera como
son: ancho, alto y profundo.

En Figuera (1994), se abordan medidas de volumen. Se
establece de manera diferenciada que: las figuras en el
plano tienen sélo dos dimensiones y las figuras en el espa-
cio poseen tres dimensiones. Se destaca que el rectdngulo
posee dos dimensiones: base y altura; y el paralelepipedo
posee tres: base, altura y profundidad. Especificamente:
«el volumen de un paralelepipedo es producto de sus tres
dimensiones: v = a. b. h» (p. 240). Se aborda el cdlculo de
drea a través del trabajo con cuadriculas y el del volumen
con las unidades cibicas que contiene el sélido.

En lo que afirma Figuera (1994) vemos reflejado el uso
de la palabra dimension. La referencia no es que un pla-
no tiene dimensién 2 (por tener base y altura), o es un
espacio bidimensional, sino que tiene dos dimensiones
base y altura. Pero qué pasa si la figura de un plano es un
circulo, jtiene sélo dos dimensiones?, ;cudles?
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Ante los hallazgos anteriores nos hemos preguntado en
qué momento, matemdticamente, nuestros alumnos se
inician en la nocién de dimensionalidad de los objetos.
En matemdticas de 6° grado (11-12 afos), udltimo de
nuestra escuela primaria, abordan el cdlculo de dreas y
volumen; sin embargo, no se asocia que el producto de
medidas (dos o tres) da la bidimensionalidad o tridimen-
sionalidad del objeto, independientemente de las dimen-
siones especificas del objeto geométrico involucrado.

Curiosamente hemos encontrado en un libro de 6° grado,
en el area de Educacion Estética, en la leccidon corres-
pondiente a «El arte como medio de expresién y comu-
nicacion» (elementos de expresidn de las artes pldsticas),
que se hace mencidn al aspecto dimension. «(...) El vo-
lumen representa el lugar que ocupa un cuerpo sélido en
un espacio, su cardcter tridimensional permite observar
el ancho, la altura y la profundidad del objeto» (Simén et
al., 2003, p. 398).

En este nivel, o en 7°, serfa propicio presentar la super-
ficie como magnitud bidimensional y el volumen como
tridimensional como iniciacién a la dimension. Las mag-
nitudes superficie y volumen pueden ser tratadas de dos
formas:

a) «Como unidimensionales. En este caso, la aplicacién
medida u, que hace corresponder a una cantidad de mag-
nitud un mimero real positivo, es una medida producto
de tipo directo, lo que significa que a efectos de medida,
una longitud se compara con una longitud patrén, una
superficie con una superficie patrén, una masa con una
masa patrén, etc., obteniéndose la medida mediante un
proceso aditivo que incluye el conteo del nimero de ve-
ces que se ha utilizado el patrén con el que hemos com-
parado. En este caso (...), usamos una superficie como
unidad para pavimentar una superficie, un volumen para
rellenar otro volumen.

b) Como producto de medidas; en este caso, para encon-
trar la superficie de, por ejemplo, un rectangulo, multipli-
camos la medida de sus lados (de ahi el nombre de pro-
ducto de dos medidas y por tanto, bidimensional), para
hallar el volumen de un paralelepipedo multiplicamos
las medidas de sus tres dimensiones (de ahi el nombre de
tridimensional)» (Chamorro, 2003b, p. 246).

2.1. Algunas consideraciones finales

En la etapa escolar entre 13-17 afios, la nocién de di-
mension no aparece de modo explicito, salvo en algunos
libros en el ultimo afio de la escuela secundaria, desde un
dnico punto de vista del dlgebra lineal, como cardinal del
conjunto de vectores de una base de un espacio vectorial
y donde el célculo de la dimension pasa a ser un asunto
algoritmico sin significado. Esto tltimo sélo aparece en
libros de vieja data; sin embargo, en los mds recientes y
actualizados al contenido del Curriculo Basico Nacional,
se mantienen las definiciones bdsicas de base y genera-
dores pero no aparece la palabra dimensién. Mirdndolo
desde esta tltima afirmacion, podemos decir que una
parte del discurso escolar matemdtico venezolano, ex-
plorado en los libros de texto, en la etapa 13-17 afios, ha
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«desaparecido» el término dimensién y su tratamiento
explicito, aunque segun las temadticas tratadas habria la
posibilidad de abordar esta nocién. Estd ausente, en el
curriculo oficial de esta etapa, cualquier referencia a la
nocion de dimension, lo cual no favorece el desarrollo de
los requerimientos mencionados en la sec. 1.7.

Aparentemente es en la escuela primaria donde se introdu-
ce la dimensionalidad, la cual estd asociada a la dimension
euclidea. El conocimiento asociado a la «dimensién» pa-
rece ser considerado como uno de aquellos conocimientos
que podrian ser aprendidos socialmente por lo menos en
su concepcién mds intuitiva y espacial, ya que nos move-
mos y vivimos en tres dimensiones, y escribimos y dibu-
jamos en un plano de dos dimensiones; la escuela parece
haber abandonado parte de su ensefianza.

Con algunos conceptos, la escuela parte del convenci-
miento de que el alumno acaba aprendiendo desde sus
experiencias, sociales, familiares o particulares. Por tanto,
convierte «en objetos diddcticamente invisibles saberes y
conocimientos que el alumno tendrd después necesidad
de utilizar, bien para adquirir nuevos conocimientos, bien
para su vida personal» (Chamorro, 2003a, p. 222).

En el caso particular que estamos tratando, de la nocién
de dimensidn, ;es posible comprender social o particu-
larmente el significado de la dimensién O, 1,2y 3?, ;de
la4,1a5... yla nocién topoldgica? ;Se llega a concebir
los objetos no como simples objetos sino dimensiona-
dos? ;Se llega a entender la idea de medida como atri-
buto dimensionado de los objetos? ;Se pueden apreciar
otras dimensiones, como la Fractal, sin comprender el
impacto matemadtico y contraintuitivo de considerar que
existen dimensiones no enteras? En otras palabras, ;se
puede desarrollar socialmente la nocién de dimensién
con el nivel de comprensién explicitados en la sec. 1.7
de este articulo? Podemos agregar a la afirmacién de
Chamorro (2003a, p. 222), que hay conocimientos que
no sélo se precisan para adquirir nuevos conocimientos
necesarios para la vida personal o profesional, también
para acercarse al saber matemadtico de otra manera, a tra-
vés de una matemadtica distinta, mds cercana aloreal y a
la naturaleza, como serfa a través de la geometria fractal.
Por tanto, el convertir en objetos diddcticamente invi-
sibles ciertos saberes y conocimientos tiene también su
consecuencia en este sentido.

Encontrarse y trabajar la nocién de dimension en este nivel
de la escuela obligatoria (13-17 afios) no sélo fundamen-
ta la construccion de nuevos conocimientos, asociados a
las matematicas, fisica e ingenierias en el nivel universi-
tario, sino que serd entonces una nocion que el estudiante
tendrd que utilizar. Permitirfa introducir y comprender el
importante salto epistémico de la matemadtica, al pasar de
la dimension entera a la existencia de una dimensién frac-
cionaria, propia de los objetos fractales.

Antes de poder introducir la dimension fractal, parece
que se hace necesario hacer «visible» diddcticamente la
dimensidn en la escolaridad. Esta nocidn estd necesitada
de actividades explicitas y/o conexiones con ciertas no-
ciones para salvar esta «ausencia».
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3. Esquemas conceptuales asociados a la nocion de
dimension

Seguin Tall y Vinner (1981, p. 151) el esquema concep-
tual que tiene un sujeto de un concepto matemdtico es la
expresion que permite referirse «a la estructura cogniti-
va de un individuo asociada a un concepto matemdtico
y que incluye todas las imdgenes mentales (imdgenes
asociadas al concepto en su mente, incluyendo cualquier
representacion del concepto: grdfica, numérica, simboli-
ca,...), las propiedades y los procesos asociados al con-
cepto». Para aproximarnos y categorizar los esquemas
conceptuales de los estudiantes, a partir de las respues-
tas de €stos, nos interesa conocer las ideas que asocia el
alumno al concepto, los procedimientos que implementa
al usar la nocidn y las propiedades, y las representacio-
nes e imdgenes que el estudiante evoca y asocia al con-
cepto.

Como explicitamos en el apartado de la metodologia, las
redes sistémicas nos ayudaron para organizar, clasificar
las respuestas de los estudiantes al cuestionario (Tabla
2) y hacer el andlisis interpretativo, obteniéndose los
siguientes resultados y categorias fundamentadas en la
caracterizacion anterior. En cada categoria escribimos en
cursiva las palabras y expresiones usadas textualmente
por los alumnos. Escribimos algunas respuestas repre-
sentativas de cada categoria a modo de ejemplo; estdn
identificadas con A_que quiere decir: Alumno con cues-
tionario nimero n.

3.1. Dimension del cubo

a) La dimension del cubo estd asociada a la concepcion
euclidea.

Para 51 alumnos (73%) la dimension del cubo es 3, por
tener largo, ancho y profundidad. Pocos ofrecen algin
matiz distinto en su interpretacion. Ocho estudiantes no
nombran el largo, ancho y profundidad, justifican la afir-
macion que el cubo tiene dimensién 3 por poseer tres
dimensiones.

b) La dimension del cubo estd asociada al espacio que
ocupa.

Un solo alumno (1,4%) afirma que la dimension del cubo
es 3 porque ocupa un mayor espacio.

c) La dimension del cubo estd asociada a la ubicacion de
los puntos del cubo en el espacio tridimensional.

Tres alumnos (4,2%) nombran las coordenadas o el es-
pacio R*. Afirma A, : el cubo posee los puntos en las tres
coordenadas; y A, ;: al dibujar un cubo se puede apre-
ciar en los ejes cartesianos, x, y, z.

d) Quince alumnos no contestan (21,4%).

3.2. Dimension de la recta

Para 10 alumnos (14,2%) la dimensidn de la rectaes 2,y
para 40 estudiantes (57,1%) es 1. El resto de estudiantes
formulan la dimension, con el ancho, o largo o dan otras
explicaciones.
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a) La recta es una figura en un plano y, por ello, es de
dimension 2.

Diez alumnos (14,2%) afirmaron que la recta tiene dos
dimensiones; estos alumnos conciben el punto con di-
mension, con lo cual la suma de puntos que forma la rec-
ta produce un segmento que tiene largo y ancho.

A;: Dos dimensiones serian ancho y largo, ya que por
minimo que sea hay altura.

Asy: Una recta es simplemente un conjunto de puntos uni-
dos, por lo tanto, y volviendo a la afirmacion anterior, una
recta tiene una dimension, que es el largo, pero si nos pusié-
ramos a analizar la recta, notariamos que la dimension de
los puntos (ancho) unidos, forma un largo y esto provocaria
que concluyésemos que una recta tiene 2 dimensiones.

b) La recta posee solo el largo, no tiene profundidad ni
altura y por ello tiene dimension 1.

Para 13 estudiantes (18,5%), la recta tiene una dimen-
sion. Se parte de un objeto en el espacio que no tiene
ancho y altura, o es una figura que posee largo, pero no
profundidad y altura.

Ag: Tiene una dimension debido a que no puede tener
profundidad ni altura.

A,y Ya que la recta solo posee largo, mas no posee las
otras dos, ni ancho ni profundo.

Asy: La unica dimension que podemos medir y observar
seria la longitud, el largo de esa recta.

¢) La recta tiene una dimension puesto que es una suce-
sion de puntos.

Para 10 alumnos (14,2%), la recta tiene una dimension
por ser un conjunto de puntos infinitos. De estos estu-
diantes 5 afirman ademds que los puntos de esta sucesion
tiene dimensién 1.

A,: Ya que la recta es un conjunto de puntos infinitos.

Ao: Una recta posee una sola dimension, porque la recta
es una sucesion de puntos, y los puntos poseen una sola
dimension.

17 estudiantes (24,2%) afirman que la recta tiene dimen-
sion 1, pero no justifican su respuesta o su respuesta no
da ningun dato claro.

d) La dimension de la recta es asociada al largo de ésta,
o con su largo y ancho.

Para 6 alumnos (8,5%) la dimension esta relacionada con
la medida de su longitud, o con lo que llaman los estu-
diantes el largo:

Aso: Es el largo, porque no posee altura, ni anchura, y cuando
se habla de una recta se asocia con largo y no con ancho.

Ay La longitud, porque no posee ninguna de las otras
dimensiones, es decir, no puede tener profundidad por-
que no se ha determinado el volumen de una recta y tam-
poco la altura.
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Asq: Una recta es infinita o puede serlo, la unica dimen-
sion que podria yo nombrar, seria el largo de la recta,
aunque ya dije puede que sea infinita.

Ay La dimension de una recta puede ser infinita, mien-
tras no esté establecido su longitud o su medida.

Sin embargo, 8 estudiantes (11,4%) asocian la dimension
de la recta con el largo y ancho.

Ajs: Largo porque se extiende hacia sus lados con una
medida por ejemplo 3cm y ancho por su grosor.

As;: Es largo y ancho, porque solo éstas pueden ser ob-
servadas.

Aqs: La dimension de la recta es a lo largo y a lo ancho.

e) Seis estudiantes no contestan la pregunta (8,5%).

3.3. Significado de dimension

Son pocos los alumnos, de los 70, que han formulado
una frase con cierto sentido e interpretable. Frases de
este tipo no han podido ser categorizadas:

A4 Planos en los cuales se ubican diferentes objetos.

Asy: Son los diferentes planos en que se pueden observar
los objetos o cosas.

(14 estudiantes, 20%, expresaron frases semejantes a las
dos anteriores).

Ajo: Son los campos que representa un objeto.

Aq: Se puede definir como las proyecciones en las que se
reflejan uno o mds objetos, de acuerdo con su profundidad.

7 estudiantes (10%) relacionan la dimension con el an-
cho, largo y alto pero no logran expresar una frase cohe-
rente que exprese el significado de dimensién. Otros 7
(10%) relacionan la dimensién con una medida, medida
del largo y/o ancho, medida que expresa un volumen, o
la medida de un objeto o del espacio. Hay dos categorias
de significado evidenciada en el resto de alumnos:

a) Espacio que ocupa un objeto.
10 estudiantes (14,2%) formularon que la dimensién es
el espacio que abarca u ocupa un objeto.

b) La manera de como se visualiza un objeto.
Nueve estudiantes (12,8%) formulan la dimensién como
la forma, la manera de cdmo se ve un objeto:

Ag: Es la manera en como se puede ver un objeto, toman-
do en cuenta el ancho, el largo y la profundidad.

A,;: Es el punto de vista en el que uno puede observar un
objeto. Puede ser en tercera dimension, que es cuando se
le puede observar la profundidad del objeto. En segunda
dimension si se le puede ver en 2 formas o hacia arriba
o0 hacia abajo.
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Ags: Son los distintos puntos de vista en que se puede ver
un objeto.

Como se puede observar, los esquemas conceptuales aso-
ciados a la nocién de dimension de los estudiantes son
poco ricos. Es decir, las respuestas de los alumnos mos-
traron de la caracterizacion del esquema conceptual, las
ideas asociadas a la nocion de dimension (practicamente
vinculada a una tnica concepcion), mas no evocaron pro-
cedimientos, propiedades, representaciones e imdgenes
del concepto.

La idea mds asociada a la dimensidn es la de la concep-
cion euclidea y que aflora con mds claridad cuando se
piensa en el espacio tridimensional o con un objeto en
R3, como fue el caso del cubo. Alumnos que han dado
una explicacién a la dimension del cubo no la han podido
dar al hablar de la recta.

La bidimensionalidad de la recta para algunos alumnos
se muestra al considerar que estd formada por puntos que
tienen ancho, lo que le da altura a la recta (concepcion
aun finitista). Y algunos estudiantes relacionan dimen-
sion con medida, por ejemplo, la dimensién de la recta
es la longitud de la misma.

En cuanto al significado de la dimensioén, los alumnos que
han podido expresar con mds coherencia alguna frase rela-
cionada con esta nocion estd asociada al espacio que ocupa
un objeto y a cdmo se visualiza, lo que se encuentra estre-
chamente relacionado con la formulacién que se usa en los
libros de texto al final de la escuela primaria, como hemos
visto en la seccién 3.2. En esta misma seccién pudimos afir-
mar que la nocién de dimensién, en la etapa entre 13-17
afios, no aparece de modo explicito, salvo en algunos libros
de texto del dltimo afio de la escuela secundaria. Se aborda
desde un tinico punto de vista del dlgebra lineal, como car-
dinalidad de un conjunto y donde el cdlculo de la dimensién
pasa a ser un asunto algoritmico sin significado. Esta podria
ser la razén, como reflejo de lo que se enseiia, del poco sig-
nificado de dimensién que los estudiantes muestran a tra-
vés de sus respuestas; manteniendo el significado euclideo
aprendido en la etapa anterior, en la escuela primaria.

Mantener sélo este «significado» primario dificulta el po-
der hablar de una dimensién mayor que 3, ya que no se
puede imaginar o visualizar, ni tampoco se puede hablar
del espacio que ocuparia, de la misma forma concreta y
finita a la que se alude.

No han aflorado en los estudiantes ideas intuitivas o aso-
ciadas al movimiento, aunque en fisica se aborde la di-
mension desde esta perspectiva. Tal vez esto pueda ser
debido a la compartimentacién del conocimiento. Sélo
dos alumnos y sélo en el caso de R? han nombrado las
coordenadas de un punto. Justifican la dimensién 3 apo-
ydndose en que los puntos del objeto tienen tres coorde-
nadas y pueden ubicarse en el plano tridimensional. En
la sec. 3.1, hemos visto que si bien se trabaja en esta eta-
pa de la escolaridad con el plano cartesiano y el espacio
tridimensional, asi como con los vectores en el plano, no
hay conexion con la dimension de los objetos matemati-
cos, lo cual justificarfa lo anterior.
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Tampoco aflora relacién alguna del exponente R%, R?, m?,
m?, etc., con la dimensién, lo cual facilitaria el paso de
la concepcidén euclidea a la de Hausdorff. Como hemos
visto, en esta etapa no se trabaja con la parametrizacién
de las curvas, con lo cual tampoco puede aflorar este acer-
camiento a la dimensién. La respuesta que dan algunos
estudiantes, al justificar que la recta tiene una dimensién
por ser una sucesion de puntos, podria servir de germen
para iniciarse en la dimensién topolégica, reformulando
el germen topolégico que habia en las formulaciones de
Euclides. Una figura es unidimensional si su frontera estd
compuesta de puntos, lo cual permitirfa hablar de la di-
mension de la pardbola y de las curvas que se estudian en
la etapa escolar que estamos estudiando. Una figura es bi-
dimensional si su frontera estd compuesta de curvas, y tri-
dimensional, si su frontera estd compuesta de superficies.

La poca riqueza de ideas y esquemas conceptuales aso-
ciados a la nocién de dimensién que hemos encontrado
parece ser consecuencia de la «invisibilidad institucio-
nal» de la que ya hemos hablamos anteriormente.

A MODO DE CONCLUSION

A partir del andlisis y los resultados presentados a través
de tres acercamientos: histdrico-epistemoldgico, andlisis de
textos y a las ideas y esquemas conceptuales de estudiantes
universitarios, se pudieron sefialar aspectos de interés desde
el punto de vista diddctico, de la ensefianza y aprendizaje de
la nocion de dimension en el sistema escolar venezolano.

Hemos visto que el concepto de dimensién ha venido
evolucionando en los dltimos cien afios. Al principio se
conocia la denominada dimensién euclidiana, hoy en dia
ademds se trabaja con otras dimensiones como la topo-
lI6gica y la dimension fractal. Su desarrollo y su episte-
mologia nos revelan ideas, conceptos y teorfas cruciales
para el desarrollo de la dimension fractal y para entender
aspectos particulares de la dimensidn.

La dimensién, que comienza aceptada por los matemati-
cos desde lo intuitivo y observable, se mantiene (su con-
cepcidn entera) coherente (invariable) a lo largo del desa-
rrollo de las matemadticas y de las nuevas teorias, llegando
a formalizarse, pasando de lo concreto a lo abstracto, de
lo visible a lo no observable, de su naturaleza entera a la
fraccionaria, de lo intuitivo a lo contraintuitivo. Nocion
sutil y con interpretacion a veces «natural», aparentemen-
te sencilla pero formalmente muy compleja y que termina
hasta el punto de «definir» a ciertos conjuntos llamados
fractales, que cualitativamente expresan de una «mejor»
manera caracteristicas de los objetos tales como: irregula-
ridad, porosidad, fragmentacidn y rigurosidad.

A la luz del acercamiento histdrico-epistemolégico que
hemos presentado hemos podido, desde el interés esco-
lar que nos ocupa, vislumbrar «requerimientos» para el
aprendizaje de dimensidn, que podrian ser desarrollados
a lo largo de la escolaridad, y que permitirfan introducir
la de Hausdorff y fractal. Favorecerfan no sélo esquemas
conceptuales ricos asociados a esta nocidn, sino también
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poder comprender el salto epistémico que se produce en
el paso de la dimensién euclidea a la fractal. Estos reque-
rimientos apuntan hacia la necesidad de una transposi-
cion diddctica nueva, y a estudios que permitan conocer
cudles podrian considerarse como primordiales y funda-
mentales en el sistema escolar, y para la incorporacién
y/o comprensién de los objetos fractales.

Hemos encontrado que la introduccién de la nocién de di-
mension fractal en secundaria tiene que superar primero
un obstdculo importante, la ausencia casi total en la activi-
dad escolar (reflejada por los libros de texto que siguen el
curriculo oficial actual), del término dimension y referen-
cia a esta nocion en sus distintas concepciones. Ademads,
cierto tratamiento infimo de la nocién de dimensién no
tiene base epistemoldgica suficiente; en primaria la con-
cepcidn que se presenta es la euclidea. Otro obstaculo que
hay que vencer es la concepcidn de utilidad y algoritmica
que impregna el curriculo, que no permite una formacién
matematica mds completa y con perspectiva de futuro, y
en especial no permite, ante el poco tratamiento, el de-
sarrollo de los conceptos, la introduccién y comprension
epistemoldgica de las nociones que se van tratando.

La consecuencia de la invisibilidad institucional del con-
cepto de dimension ha sido la causa que hemos inferido de
que los esquemas conceptuales asociados a la nocién de
dimension de los estudiantes que hemos encuestado sean
poco ricos. Las respuestas de los alumnos mostraron, de la
caracterizacion del esquema conceptual, las ideas asocia-
das a la nocién de dimensién (pricticamente vinculada a
una tinica concepcion), mas no evocaron procedimientos,
propiedades, representaciones e imdgenes del concepto.

Los alumnos, en su mayoria, saben justificar la dimen-
sion de un cubo desde lo ancho, largo y profundo; sin
embargo, son inconsistentes cuando hablan de la dimen-
sion de una recta, siendo la concepcidn finitista de punto,
con dimension, ancho y largo, un obstdculo para visuali-
zar la recta con dimensién 1. Una minorfa pudo explici-
tar alguna frase que pudiera definir la dimension.

Tanto desde el interés del concepto de dimensién como
desde el de introducir la dimension fractal en este nivel
podemos afirmar que se necesita hacer «visible» institucio-
nalmente la dimension, que sea mds significativa matema-
ticamente y vehiculo que permita presentar una matemdtica
mds moderna. Una posible recontextualizacién (atendiendo
alos «requerimientos» que el desarrollo histdrico epistemo-
l6gico de la nocién evidencia) y una transposicion didactica
nueva, podrdn ser objeto de otras investigaciones.

NOTAS

1. Traducido como «esquema conceptual» por Azcdrate (1990).

2. Estos profesores formaban parte de un curso de postgrado, especia-
lizacién en Did4ctica de las Matemdticas para Educacion Media de la
Universidad Simén Bolivar.
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3. En su libro Calcolo geométrico secondo I’Ausdehnungslehre di H.
Grassmann preceduto dalle operazioni della logica deduttiva.

4. El nimero de la dimensién de un sistema lineal es el maximo nime-
ro de objetos linealmente independientes en dicho sistema.

5. Esta caracterizacion de estos objetos es utilizada en nuestra educa-
cién a nivel «visual» con la finalidad de darle forma, representacion a
nociones, ideas, conceptos, procesos y establecer las relaciones mate-
mdticas con los objetos matemadticos que ellos representan y este uso
concuerda con el empleo que se le da a la visualizacion, como uno de
los procesos que ha caracterizado al conocimiento matemdtico. Este se
entiende como dar «forma» mental o fisica a determinados conceptos
y procedimientos matematicos, no necesariamente «figurados» (Guz-
mdn, s/f; Caamaiio y Aravena, 2000)

6. Ausdehnungslehre (Teorfa de la extension).

7. Calcolo geometrico secondo I’ Ausdehnungslehre di H.Grassmann
preceduto dalle operazioni della logica deduttiva.
8.1.(a=b)siysolosi(b=a),si(a=b)y(b=c)entonces (a=c).2.La
suma de dos objetos a y b estd definida, es decir, el objeto estd definido
y se denota por a + b, y también pertenece al sistema, el cual satisface:
Si(a=Db)entonces(a+c=b+c),a+b=b+a,a+(b+c)=(a+b)+
¢, y el valor comun de la ultima igualdad estd denotado por a + b + c.
3. Si a es un objeto del sistema y m es un entero positivo, entonces en-
tendemos por ma a la suma de m veces el objeto a. Es fdcil ver que los
objetos denotados por a, b... son del sistema y m, n,... serdn los enteros.
Si (a = b) entonces (ma = mb), m(a+b) = ma+mb, (m+n)a = ma+na,
m(na) = mna, la = a. Se puede suponer que para cualquier nimero real
m serd tal que la notacion ma en las ecuaciones tltimas serdn validas.
4. Existe el objeto 0 en el sistema y Oa = 0. Ademds, a - b significa a +
(-b),a-a=0y0+a=a. (O Connory Robertson, 1996).

9. «Las condiciones para asignar una medida a una superficie son: 1)
Se ha de asignar la misma medida a figuras congruentes en un plano.
2) Las sumas de las medidas asignadas a cada una de las dos partes
componentes de una superficie ha de ser igual a la medida asignada a
la superficie original. 3) Llamando S a toda la superficie de una esfera
de radio r, la medida asignada ha de ser 4I1 r>» (Kasner y Newman,
1976: 330).

10. Un objeto tiene dimension topolégica m cuando cualquier recu-
brimiento de ese objeto tiene como minimo una dimensién topoldgica
igual a m+1. Adn mds formalmente: la definicion para conjuntos con
dimensidn topoldgica 0 queda como sigue: se dice que un conjunto F
tiene dimensién topoldgica 0, DT (F) = 0 si y s6lo si para todo x perte-
neciente a F y cualquier conjunto abierto U (para la topologfa relativa
de F) que contenga a x, existe un abierto V tal que x pertenece a V que
estd incluido en U y la frontera de V con la interseccion a F es vacia
(Hahn, 1976).

11. En los fractales, la dimensién de Hausdorff-Besicovitch es mayor
que su dimensidn topoldgica. Es la dimension de un espacio métrico
compacto X , donde d es un nimero real, tal que si n (€) denota el
nimero minimo de conjuntos abiertos cuyos didmetros son iguales
0 menores que €, entonces n (€) es proporcional € cuando € —
0. Explicitamente, d = - lim (In N / In €) con € — 07 (si el limite
existe), donde /V es el nimero de elementos que forman un cubri-
miento finito del espacio métrico X y € es limite de los didmetros
de los conjuntos implicados (Informalmente, € es el tamafio de cada
elemento utilizado para cubrir el conjunto, el cual se acerca a cero)
(Weisstein, 1999).

12. El circulo de la forma (x, v4-x2) puede ser visto como un objeto
unidimensional, mientras que geométricamente puede ser visto como
un objeto de dos dimensiones (Bitsas y Koleza, 2000).
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Abstract

This article presents a study on the notion of dimension
from three approaches: historical-epistemological,
teaching practice and cognitive approach.

We acknowledge that there is little rigorous cognitive
research that explores the perceptions and intuitive ideas
of students on fractals and, therefore, it does not justify
the what, how and praxis of a possible integration of
these mathematical objects in a curriculum as a tool or
strategy for other types of learning. Initially, we began
our research with the purpose of exploring the ideas and
perceptions of pre-college students on fractals. For the
most part, they perceive and characterize them as infinite
processes or infinite successions with non determined
characteristics (Garbin & Mireles, 2005).

The fractal dimension defines the object and is a key in
approaching element its complexity. Like the topological
dimension, it is based on the Euclidean dimension.
This brings us to ask ourselves about the capacity of
the student to perceive and understand the Euclidian
dimension. What are the ideas and conceptions of the pre-
college students on this notion? What are the necessary
fundamental conceptual requirements for understanding
this dimension? Is the concept image of the students rich
enough to understand the topological fractal dimension?
The need for a framework to answer these questions and
analyze the responses of the subjects participating in this
study brings us to propose a historic, epistemological
study of the dimension and academic situation through
the analysis of text books.

The article includes the theoretical foundation and the
precedents, including general and specific methodologies.
The analysis and outcomes are presented taking into
consideration the three approaches mentioned previously
and the cognitive results from university students. This
work, wich is explorative in character, makes it possible
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to provide data on the issue at hand and point out aspects
of interest from the perspective of teaching of the notion
in the Venezuelan school system.

From the analysis and results, we have seen that the
concept of the dimension has been evolving in the last
hundred years. Its development and epistemology reveal
concepts and theories that are crucial for the development
of the fractal dimension and the understanding of
particular aspects of the dimension. From the academic
point view that we are concerned, we have glimpsed
«requirements» for learning this dimension that could be
developed along the curriculum and that would allow the
introduction of Hausdorff and fractal.

We have found that the introduction of the notion the
of fractal dimension in secondary education has to, first,
overcome an important obstacle the almost total absence
in the teaching of the term dimension and reference to this
notion in its different conceptions. The consequence of
the «institutional invisibility» of the concept dimension
has been the cause we have inferred for the concept
image associated to the notion of t dimension not being
so rich among the students participating in this study.
Students responses showed on understanding of the
concept image and the ideas associated with the notion
of dimension (practically linked to a single conception),
but did not suggest on understanding of procedures,
properties, representations and images of the concept.

Both, from the interest of the concept of dimension as
well as from the interest of introducing fractal dimension
at this level, we can affirm that there is a need to make
«visible» the dimension at the institutional level so
it becomes more meaningful mathematically and a
vehicle for enabling the presentation of more modern
mathematics . A possible re-contextualization (attending
to the «requirements» of the historical epistemological
development of the notion) and a new didactical
transposition could be the subjects of other research.

239






