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Resumen. El concepto matematico de derivada es fundamental para la comprension de los conceptos econdmicos en general y microeconémicos
en particular. En esta investigacion analizamos la aplicacién y el uso del concepto de derivada en conceptos de microeconomia en alumnos de
2° de bachillerato (17-18 afios) que cursan la materia de ‘Economia’ y en alumnos de 1° de Ciencias Empresariales matriculados en la materia
de ‘Microeconomia’. A través de un cuestionario de 6 tareas y entrevistas clinicas, estudiamos cdmo los alumnos utilizan los significados del
concepto de derivada en el registro algebraico y grdfico al resolver situaciones de economfa. El andlisis de las respuestas dadas por 18 alumnos
(9 de bachillerato y 9 de universidad) indica la dificultad que tienen los alumnos en manejar los significados de la idea de derivada en el registro
grafico cuando se usa para explicar decisiones relativas a conceptos de economia que la derivada ayuda a modelizar. Estos resultados pueden ser
explicados por la marginacion del registro grdfico en favor del algebraico en los curriculos de matematicas y el poco énfasis colocado sobre las
tareas de conversion y sobre la explicitacion de los significados de medida de variacion en la enseflanza de los conceptos econémicos.

Palabras clave. Comprension matematica, derivada, registros algebraicos y gréfico, conceptos de economia, diddcticas especificas.

The usefulness of derivative concept in learning economic concepts by high school and university students

Summary. The mathematic concept of the derivate function is a key concept in understanding microeconomic concepts. We analyzed the use
of the derivate in microeconomic concepts among second year bavvalaureat students (17 or 18 years old) and 1st year business management
degree students. Through a questionnaire composed of 6 microeconomic tasks and the interviews to the students, we analyse how students use the
graphical and analytical meanings of the derivate concept in solving economic problems. The analysis of the answers points out the difficulties
that students have when using the meanings of the derivate concept, mainly in the graphical representation. The marginalization of the graphical
representation and the favour of the algebraic one in the mathematics curriculum and the small relevance given to conversion tasks in teaching
economics concepts could explain these results.

Keywords. Understanding mathematics, derivate function, algebraical and graphical representations, economic and microeconomics concepts,
specific didactics.

INTRODUCCION

Algunos conceptos matemdticos son utilizados para mo- que analizan la relacién entre la comprension de concep-
delizar situaciones y poder facilitar su manejo. La Eco- tos econdmicos y los conceptos matemadticos utilizados
nomia es un campo en el que esta situacion es claramente en la construccién de modelos (Ballard y Jonson, 2004;
visible. Esta situacién ha favorecido que durante los dl- Cohn et al., 2000; Hey, 2005), asi como la manera en la
timos afios se haya empezado a realizar investigaciones que los profesores de economia relacionan los signifi-
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cados de los conceptos matemdticos con los conceptos
econdémicos (Garcia, Azcarate y Moreno, 2006). En par-
ticular, Ballard y Johnson (2004) mostraron que existe
una correlacion directa entre el €xito que presentan es-
tudiantes preuniversitarios en un curso de introduccién
a la microeconomia y el manejo de herramientas ma-
temadticas bdsicas. Por otra parte, Hey (2005) concluyé
que la buena utilizacién del registro grafico es esencial
para aprender microeconomia, llegando a afirmar que
s6lo el registro grdfico es necesario para aprender y
ensefiar microeconomia. Ademads, Butler y sus colegas
(1995) analizaron los efectos de un curso semestral adi-
cional de cdlculo diferencial en el aprendizaje de teorfa
econdmica intermedia, concluyendo que existfan mejo-
ras en la comprensién de los conceptos que articulan la
teorfa microecondmica pero no asi en los conceptos de
macroeconomia. Los resultados de estas investigaciones
indican que algunas veces los conceptos econdmicos se
manejan sin una buena comprension de los significados
matemadticos que los organizan. Esta situacion implica
que algunas veces las interpretaciones de las situaciones
econdmicas resultan dificil de realizar como consecuen-
cia de que los estudiantes no poseen una comprension
adecuada de los conceptos matemdticos que organizan
las situaciones econdmicas. Desde este contexto, resulta
importante empezar a generar informacién sobre la ma-
nera en la que los estudiantes de contenidos econdmicos
comprenden los conceptos matemadticos que son utiliza-
dos en la caracterizacion de las nociones econdémicas y
como esta comprension determina sus interpretaciones
econdmicas de las situaciones. Dentro de esta proble-
madtica, las cuestiones de investigacién propuestas en la
investigacion realizada son:

— (Cdémo usan los estudiantes el significado del con-
cepto de derivada en la solucién de problemas de eco-
nomia?

— ¢(Qué niveles de aplicacién y comprensién del con-
cepto de derivada pueden identificarse en la resolu-
cion de problemas econémicos?

Como paso previo revisamos lo que la investigacién ha
aportado sobre las caracteristicas de la comprension de la
idea de derivada, que puede ser pertinente para entender
el aprendizaje de los conceptos econémicos. En este sen-
tido, la relacion entre el concepto de derivada y determi-
nadas situaciones econdmicas viene dado por la manera
en la que diferentes elementos del concepto de derivada
ayudan a caracterizar algunos conceptos de Economia.
Esta situacion es relevante, ya que algunos de los con-
ceptos econdmicos no son mds que funciones y funciones
derivadas particulares

La nocion de derivada y los contextos de Economia

Las ciencias sociales se apoyan en conceptos matema-
ticos para construir sus postulados, por lo que resulta
de especial importancia para su pleno conocimiento un
adecuado manejo y comprension de dichos conceptos
matematicos. En Economia, se utilizan constantemente
conceptos como derivada, integral, ecuacion diferen-
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cial, etc., que son utilizados para modelizar muchos de
los fendmenos que los economistas estudian. En particu-
lar, el concepto matemadtico de derivada es fundamental
en el estudio de la microeconomia, rama de la economia
que estudia los procesos de toma de decisiones de los
agentes econémicos. Por ello es necesario conocer como
los estudiantes comprenden el concepto de derivada
cuando usan su significado para interpretar situaciones
econdémicas.

Con respecto al concepto de derivada, Sdnchez-Matamo-
ros (Sanchez-Matamoros 2004; Sanchez-Matamoros et
al., 2006) caracterizé distintos niveles de comprensién
de la derivada (niveles INTRA, INTER y TRANS) a tra-
vés de la manera en la que los estudiantes coordinaban
el uso de los diferentes modos de representacion. Al ana-
lizar cémo se da esta coordinacién, HahkiGniemi (2006)
identific6 numerosas dificultades de los estudiantes
cuando percibian la derivada desde la gréfica de una fun-
cion y considerando qué tipo de representaciones usaban
para ello. Desde esta informacién, y considerando que
en Economia mucha informacion se proporciona desde
representaciones gréficas de las relaciones entre las va-
riables y la medida de la variacion de cambio dada por
la derivada, la manera en la que los estudiantes obtienen
informacidn desde la relacion entre una funcién y su gra-
fica se puede considerar precursora de la comprension de
determinadas situaciones economicas. En este sentido, la
comprension grafica de la idea de derivada y su relacidn
con la funcién ha sido identificada como un elemento
clave en la comprension de los estudiantes de la medi-
da de variacion (Elia, 2006; Gagatsis y Shiakalli, 2004;
Gagatsis, et al., 2006). Ademds, Habre y Abboud (2005)
sefialaron que la conducta de los estudiantes estd domi-
nada por el registro algebraico al resolver determinados
tipos de problemas. Estos estudios estdn mostrando que
la sintesis de los diferentes sistemas de representacién
es un aspecto clave en la comprension de las relaciones
entre la idea de funcién y la funcién derivada y, por tan-
to, determinan referencias para la manera en la que los
estudiantes pueden usar el concepto de derivada para
modelizar las situaciones econdmicas.

La informacién proporcionada por las investigaciones
sobre la comprension de la derivada y su relacién con la
funcién han puesto de manifiesto que dicha comprensién
depende de la naturaleza de las relaciones que los estu-
diantes establecen entre los diferentes elementos matema-
ticos que constituyen el concepto (Sdnchez Matamoros,
et al., 2008). Esta situacion plantea la necesidad de reali-
zar un andlisis de la manera en la que algunos conceptos
econdmicos consideran estos elementos matematicos que
constituyen la derivada. Estos elementos son:

i) El concepto de tasa de variacién media (TVM), ana-
liticamente entendido como la variacion media de los
valores de la funcién entre dos puntos ‘X’ y ‘x+h’, de
modo que TVM (x, x+h) = (f(x+h)-f(x))/h. Este concep-
to indica cémo es el crecimiento de una funcién en un
intervalo considerado. Desde el punto de vista gréfico la
TVM es la pendiente del segmento que une dos puntos
Ay B, donde A estaria formado por el par (x, f(x)), y B
por (x+h, f(x+h)).
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Grifica 1
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X X+h

ii) La derivada en un punto, entendido en el registro al-
gebraico como el limite cuando h tiende a O de (f(a+h)-
f(a))/h. Graficamente es la pendiente de la recta tangente
a la funcidén en el punto (a, f(a)). La derivada de la fun-
cién en un punto nos indica el crecimiento de la funcién
en un punto determinado.

iii) La funcion derivada (f°(x)). La funcion derivada asocia a
cada punto ‘x’ la derivada de la funcidn en ese punto ‘x’. Es
decir, el conjunto de todos los pares X, lim (f(x+h)-f(x)/h))
cuando h tiende a 0. Desde el punto de vista grdfico nos
ayuda a visualizar las caracteristicas del comportamiento de
la funcion (crecimiento, decrecimiento, concavidad, etc.)

Gridfica 2

£(x) £(x)

Estas tres ideas son relevantes para la comprension de
la manera en la que se analizan situaciones econdmicas.
En este sentido, la utilidad del concepto de funcién de-
rivada en el estudio de los conceptos econémicos reside
en la informacién proporcionada por las abscisas en las
cuales la derivada tiene un cierto valor, la obtencion de
los tramos donde la funcidn f crece, decrece o permanece
constante (es decir, medicion de la velocidad de cambio),
y la concavidad y convexidad de f'en relacion con el cre-
cimiento y decrecimiento de f’.

Algunos de los conceptos econémicos que proceden del
uso de la derivada para modelizar determinados fendme-
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nos econémicos y que constituyen conceptos bdsicos en
el estudio de la Economia son:

— Funcién de produccion: funcién producto total y la
funcién producto marginal,

— Coste de produccion: coste total y marginal,
— Ingreso total y marginal,

— Frontera de posibilidades de produccion y el coste
de oportunidad,

— Funcidn de Utilidad y la relacién marginal de susti-
tucion (RMS),

— Funcidn isocuanta y la relacién marginal de sustitu-
cién Técnica.

Estos conceptos econdmicos son los que hemos consi-
derado en esta investigacién y en los que estdn implica-
das las ideas de crecimiento, decrecimiento, concavidad,
convexidad y linealidad inherentes a la funcion derivada
y su relacion con la idea de funcidn.

Un concepto econdmico que es de especial utilidad es
la funcién que describe la produccion de la empresa de-
pendiendo del nimero de trabajadores contratados. Esta
idea recibe el nombre de funcion de produccion. En la re-
lacion que describe la idea de funcién de produccion, es
relevante ver qué variacion de produccion ha generado
un trabajador (derivada en un punto) o saber cudl seria
la variacidén de produccién que generaria cualquier «uni-
dad» de trabajador x (funcién derivada). En economia
esa funcidn recibe el nombre de producto marginal, que
es la derivada de la funcién de produccién.

El de coste de produccion indica el coste que represen-
ta para una empresa la produccién de una determinada
cantidad de producto. En economia se estudia la funcion
coste total haciéndola depender de la cantidad producida.
En estas situaciones es importante saber qué variacion de
costes genera producir una unidad x adicional (derivada
en un punto) y con ella cualquier unidad x (derivada de la
funcion). Esa funcién derivada del coste total que indica
como crece el coste al aumentar la produccion es el coste
marginal. En este sentido forman parte también de este
andlisis los conceptos de ingreso total e ingreso marginal,
que tienen la misma relacién que coste total y coste margi-
nal, con la diferencia de que la magnitud seria en este caso
el ingreso del empresario y no el coste.

Otro concepto a utilizar es el coste de oportunidad. De
manera hipotética cuando un pais dedica sus recursos a
la produccién de dos bienes, si quiere aumentar la de uno
de ellos debera renunciar a una cantidad del otro; esto se
denomina el coste de oportunidad. Existe una funcién
que representa esos costes, que es la frontera de posibi-
lidades de produccion. La grafica de esta funcién indica
cudles son las cantidades mdximas que puede producir
un pais de dos bienes, y cudl es la tasa a la que se renun-
cia uno por otro (coste de oportunidad). En esta situa-
cion lo que es modelizado es el ritmo al que evoluciona
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ese coste (derivada de la funcién) a medida que vamos
renunciando a un bien por otro. Finalmente tenemos la
relacion marginal de sustitucion (RMS) y la curva de
indiferencia o funcion de utilidad que representa distin-
tas combinaciones de consumo de dos bienes ‘X’ e ‘Y’
para los cuales el consumidor mantiene constante su ni-
vel de satisfaccion medido por la funcién de utilidad. La
RMS es la tasa en la que el consumidor intercambia un
bien por otro manteniendo constante su utilidad; esa tasa
suele ser en valor absoluto cada vez menor (Ley de la
utilidad marginal decreciente).

Estos dos ultimos conceptos econdmicos referidos al
consumidor tienen su equivalencia también en el andli-
sis microeconomico del empresario. Si suponemos que
el empresario necesita de dos factores productivos para
producir (trabajo —L— y capital -K—) estamos en una si-
tuacién andloga a la del consumidor. El empresario po-
drd combinar ambos factores de maneras distintas para
obtener el mismo nivel de produccién. Esta situacion es
modelizada por la funcion isocuanta que muestra c6mo
un empresario puede combinar su trabajo y capital para
obtener la misma produccion. Asimismo, si el empresa-
rio decide aumentar la cantidad de un factor tendrd que
renunciar a cantidades del otro; esa tasa de intercambio
de un factor por otro es la relacion marginal de sustitu-
cion técnica (RMST). Por las mismas razones que antes,
a medida que se incrementan las cantidades de uno se
deberdn renunciar a menos cantidades del otro para po-
der seguir generando la misma produccién (RMST de-
creciente en valor absoluto), debido a la llamada Ley de
rendimientos decrecientes.

Los conceptos del producto marginal, coste marginal, in-
greso marginal, coste de oportunidad, RMS y RMST son
fendmenos modelizados por la derivada y por la relacién
con la funcién de la cual proceden (producto total, coste
total, ingreso total, frontera de posibilidades de produc-
cion, funcién de utilidad y funcién isocuanta)

MARCO TEORICO

El marco tedrico que hemos adoptado subraya el papel
central de la representacidn, la conceptualizacion, el ra-
zonamiento (argumentacidn, demostracidn, utilizacién de
lenguajes formales), la interpretacion de figuras, la com-
prension de textos en la resolucién de problemas (Duval,
1995). Duval caracteriza estos procesos cognitivos desde
una perspectiva funcional que le permite defender su hi-
potesis de base: no hay noesis (inteleccion) sin semiosis
(produccidn de representaciones semioticas). De acuerdo
con Duval (1995, 2006a), la actividad de resolucién de
problemas recurre a varios registros semidticos de repre-
sentacion, algunos de los cuales han sido desarrollados
especificamente para efectuar tratamientos matematicos
(por ejemplo el dlgebra, sistema de numeracién posicio-
nal, etc.). Por otra parte, los objetos matemdticos nunca
son accesibles por la percepcién, como podrian serlo la
mayoria de objetos de otras disciplinas: la designacién
de los objetos matemdticos pasa necesariamente por un
registro semiético de representacion.
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Para Duval (1995), el conocimiento matematico tiene unas
caracteristicas propias que hace que no sea posible el ac-
ceso a este conocimiento sin el recurso a una variedad de
registros de representacion. En el aprendizaje entran en
juego lo que €l denomina diferentes sistemas semidticos de
representacion (registros). Un registro estd constituido por
signos en el sentido mds amplio de la palabra: trazos, sim-
bolos, iconos, etc., y estos signos estdn asociados de ma-
nera interna y externa. De manera interna, segtn los lazos
del contexto y de pertenencia a una misma red semadntica;
y de manera externa, segun las reglas de combinacion de
signos en expresiones o configuraciones. Estas reglas son
propias de la red semdntica involucrada. En consecuencia,
los registros son medios de expresion y de representacion
caracterizados precisamente por sus respectivos sistemas
semidticos. Duval (2006b) plantea dos preguntas que
constituyen el nicleo del uso de las ideas matematicas para
modelizar determinadas situaciones: ;Cémo se aprende a
cambiar de registro? y ;cdmo se aprende a no confundir
un objeto con la representacion que se propone? Teniendo
por tanto en cuenta la existencia de diferentes registros de
representacion, Duval (2006b) considera que en cualquier
actividad matemadtica se han de distinguir dos tipos de
transformacion:

— Tratamiento: transformacién de una expresion ma-
temdtica manteniendo el mismo registro o sistema
de representacion semidtica. Por ejemplo, el proceso
dentro del registro algebraico de despejar la incognita
2Xx+3=23—=2x=23-3—.......

— Conversion: trasformacion de una expresion mate-
mdtica cambiando de registro de representacién pero
sin cambiar el objeto al que se hace referencia. Por
ejemplo, obtener la expresion algebraica de un proble-
ma concreto:

El siguiente cuadro muestra la oferta interior y la de-
manda interior de la UE de un producto.

Cuadro 1
Precio P Qs de la UE Qd de la UE
3 2 34
6 4 28
9 6 22
12 8 16
15 10 10
18 12 4

(a) Representar las funciones de la demanda y la oferta
de la Union Europea.

(b) Calcular las ecuaciones de la demanda y de la oferta
interiores de la UE.

Segtin Duval (2006a, 2006b), estos procesos de transfor-
macién suelen darse de modo totalmente independiente
al usar las ideas matemadticas para resolver problemas y,
por tanto, también cuando se estdn resolviendo situaciones
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econdmicas. Pero en algunas situaciones, sobre todo en las
correspondientes al registro grafico o geométrico, los pro-
cesos de tratamiento y conversion han de darse de manera
interdependiente y coordinada para resolver los problemas
de manera razonada y generando nuevo conocimiento.
Duval (2006b) considera la conversion como un proceso
crucial para la comprensién de los objetos matemadticos,
que en el caso del estudio de la econom{a son usados para
modelizar las situaciones econdmicas. Esta importancia
dada al proceso de conversidn es debido a que:

— los diferentes sistemas de representacién semidtica
han de ser utilizados incluso si existe la posibilidad de
elegir y usar solamente uno de ellos,

— los objetos matemadticos representados no deben ser
nunca confundidos con el contenido del sistema de
representacion que se use, y

— es necesario construir puentes cognitivos de cone-
xi6én entre diferentes registros.

Desde esta perspectiva, la mejor prueba del conocimien-
to es la capacidad de transferir lo que se ha aprendido a
nuevos y diferentes registros, dentro y fuera del contex-
to matematico y esto implica desarrollar la conversion.
Asfi, para fomentar la conversién es necesario exponer
los objetos matematicos en diferentes registros al mis-
mo tiempo (para las funciones y derivadas usar su ex-
presidn algebraica y gréfica, etc.). Para Duval (2006-b),
la conversion engloba tres niveles distintos de procesos
cognitivos:

1) Nivel superficial (Surface level): identificacion del
objeto representado en dos registros diferentes.

2) Nivel intermedio (Intermediate level): encuentro
de relaciones de asociacion entre el registro inicial y
otro distinto.

3) Nivel profundo (Deep level): discriminacion de
diferentes objetos matemdticos entre dos representa-
ciones dentro del mismo registro que parecen iguales
(dos gréficas que visualmente son iguales, dos afirma-
ciones que usan las mismas palabras).

En la investigacion realizada intentaremos definir ni-
veles de aplicacion y uso del concepto matemdtico de
derivada en el aprendizaje de conceptos econdmicos
considerando estos procesos cognitivos (Duval, 1995).
Desde esta perspectiva, el mdximo nivel de aplicacién
de un concepto matemadtico (entendido en el contexto
econdmico como lo que ayuda a modelizar la situacién)
se alcanza cuando se es capaz de realizar tratamientos
de dicho concepto en todos los registros posibles y de
acometer conversiones entre los mismos en un sentido
y otro. Los registros en que basaremos nuestro andlisis
serdn el algebraico y el grifico. De esta manera un «ni-
vel profundo» del proceso cognitivo se daria cuando es
posible aplicar los significados de la idea de derivada en
diferentes situaciones econdmicas tanto en el registro
grafico como analitico. Esta situacion es importante, ya
que en las situaciones econdémicas las funciones parti-
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culares que describen determinados fendmenos han sido
conceptualizadas como conceptos econdmicos relevan-
tes para explicar dichas situaciones.

DISENO DE LA INVESTIGACION

Participantes y contexto
Los participantes en esta investigacion fueron:

— 10 estudiantes que cursaban 2° curso de bachillerato en
su rama de Ciencias Sociales, matriculados en las asig-
naturas de «Economia» y «Matemdticas Aplicadas a las
Ciencias Sociales», y

— 38 estudiantes de universidad matriculados en la asig-
natura de «Microeconomia», de 1° de Administracién y
Direccién de Empresas.

Tabla 1
Numero de estudiantes por rango de edad y curso.

Rango de edad
17 18-19 20 19-24 | 25-30 +30
BACH 3 5 2
UNIV 21 12 5

Para el objeto de esta investigacion fueron analizadas las
producciones de 9 estudiantes de bachillerato y 9 estu-
diantes de universidad.

Instrumentos de recogida de datos
Los datos para esta investigacion fueron:

1) las respuestas de los alumnos a un conjunto de ta-
reas microecondmicas en las que el concepto matemd-
tico de la derivada aparece implicitamente, y

ii) las transcripciones de las entrevistas clinicas realiza-
das a siete de los estudiantes. Las tareas del cuestiona-
rio para ambos grupos de alumnos eran los exdmenes
oficiales de su asignatura. Para las entrevistas se eligie-
ron a siete alumnos en funcién de las calificaciones y
también de la disponibilidad de hacer las mismas.

Tabla 2
Niumero de cuestionarios y entrevistas.

Cuestionario Entrevistas
2° BACH 9 4
1° UNV 9 3
Total 18 7
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Cuestionario

El cuestionario estaba formado por 6 tareas, 4 iguales
para ambos grupos, y 2 diferentes aunque el formato y
los objetivos de las 2 tareas diferentes son los mismos.
La existencia de dos tareas diferentes se debe al distinto
temario que ambos grupos tienen. Las tareas que forman
el cuestionario proceden de un grupo inicial de tareas
que fueron analizadas desde la perspectiva cognitiva (lo
que demandaban al resolutor), y considerando el curriculo
de economia y matemdticas que habian cursado los estu-
diantes. El criterio bdsico para su eleccion consistié en la
busqueda de funciones matemadticas que modelizaran con-
ceptos econdmicos en todos los registros posibles. Desde
la informacién obtenida desde estas caracterizaciones y
considerando las cuestiones especificas de la investiga-
cién se eligieron las tareas que formaron el cuestionario
definitivo y que son descritas a continuacion. Se describe
cada tarea y el objetivo perseguido por cada una de ellas en
relacién con las cuestiones de investigacion planteadas.

Tarea 1

1. Di si en las siguientes situaciones una empresa pre-
senta rendimientos constantes, crecientes o decrecientes
a escala; utiliza las proporciones de cambio de trabajo,
capital y produccion.

Trabajo Capital Produccion
5 10 1000
6 12 1200

Trabajo Capital Produccion
20 10 50000
25 12,5 60000

Trabajo Capital Produccion
100 10 7000
90 9 5000

La tarea 1 consiste en la interpretacion de variacién de
datos dados por medio de tabla. La tasa de variacién
media permite el cdlculo de la variacidn, aplicados a la
produccién de una empresa y a la cantidad de factores
productivos utilizados. La diferente amplitud de los in-
tervalos considerados en los datos introduce la necesidad
de determinar las tasas de variacién en relacién con un
estdndar (en este caso es el 100) a través de porcentajes.
Los conceptos econdmicos que intervienen son los ren-
dimientos de escala: si la produccién crece en términos
porcentuales mds que la cantidad de trabajo y capital uti-
lizados, la empresa presentard rendimientos crecientes;
si crece en menor proporcion, serdn rendimientos decre-
cientes; y si el porcentaje de crecimiento es el mismo en
ambas variables, los rendimientos seran constantes. El
concepto matemdtico que permite modelizar estas situa-
ciones econdmicas es la tasa de variacion media (TVM).
El objetivo de esta tarea es ver como interpretan y cal-
culan las variaciones medias en un contexto de rendi-
mientos econdmicos de una empresa. En este contexto la
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tasa de variacion media modeliza las relaciones entre los
valores de las magnitudes trabajo, capital y produccién.

Tarea 2
2. La siguiente tabla muestra la oferta interior y la de-
manda interior de la UE de un producto.

Cuadro 2
Precio P QOs de la UE Qd de la UE
3 2 34
6 4 28
9 6 22
12 8 16
15 10 10
18 12 4

(a) Representar las funciones de la demanda y la oferta
de la Union Europea.

(b) Calcular las ecuaciones de la demanda y de la oferta
interiores de la UE.

Esta tarea requiere de una conversidn entre registros.
En particular de la tabla a la representacion grafica y al-
gebraica de las dos funciones (oferta y demanda de un
producto, dependientes del Precio). Es una tarea en la
que se utilizan los registros del lenguaje convencional,
el gréfico y el algebraico. Tiene como objetivo analizar
la capacidad del estudiante de realizar conversiones en-
tre registros. Los conceptos econdmicos que intervienen
son funciones de oferta y demanda, equilibrio, cantidad
y precio como magnitudes cuyas relaciones son modeli-
zadas por una funcion lineal.

Tarea 3

Esta tarea tenfa dos versiones una para cada grupo. Estas
versiones de la tarea estaban condicionadas por el curri-
culo de los estudiantes.

3. (2° bachillerato) Calcula las magnitudes marginales
de las siguientes magnitudes totales:
— CT (coste total)= 3q° + 2q> — q + 1000

—CT =aq“ + nq"
— PT (produccion total) =VL
—PT =3log (L)

—IT (ingreso total) = 100q - g

3. (1° ADE) Calcular la relacion marginal de sustitucion
(RMS) correspondiente a las siguientes funciones de uti-
lidad:
(@ U(x;y) =x7y?
(b) U (x;y) =3 log (x) + 2 log (y)
(c)U(x;y) =xy"
iR
e X;y) =ax+ by
(DU (x;y) = (Vx+Vyp
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La tarea 3 presenta una serie de «funciones de utilidad»
expresadas algebraicamente para que el alumno proceda
a la obtencion de la expresion de la funcion derivada. En
este caso es la relacién marginal de sustitucion (RMS).
En esta tarea los estudiantes solo trabajan con el registro
algebraico por lo que su objetivo estd limitado a realizar
«tratamientos» y pretende determinar la relacion nomi-
nal entre dos conceptos econdmicos relacionados entre
si por ser una funcién (funcién de utilidad) y su derivada
(funcién de relacién marginal de sustitucion).

Tarea 4

4. La funcion de produccion a la que se enfrenta un em-
presario en el corto plazo viene definida por los siguien-
tes datos:

Produccién 0 1 1,41 1,73 223 | 245

L (trabajadores) 0 1 2 3 4 5 6

a) Representa grdficamente la funcion y obtén una ex-
presion algebraica de dicha funcion de produccion.

b) Realiza un esbozo de como seria la funcion producto
marginal (PMg); obtén también su expresion analitica.
/Qué indica el producto marginal (PMg)?

¢) ;Qué formas tienen ambas grdficas? ;Encuentras al-
guna relacion?

La tarea 4 alterna la utilizacion de diferentes registros.
Los objetivos de esta tarea son determinar la capacidad
de los estudiantes de realizar conversiones entre regis-
tros, determinar cémo usan los significados de la idea de
derivada en el registro grdfico y examinar la preferencia
de los alumnos por un registro u otro. Los conceptos ma-
temdticos que intervienen son los de funcion creciente
y decreciente, céncava y convexa y la relacién entre la
posible forma de la gréfica de la funcién y la forma que
adopta la grafica de la funcion derivada. Los conceptos
econdmicos que intervienen son los de producto total y
producto marginal.

Tarea 5

5. La funcion coste marginal de una empresa viene ex-
presada grdficamente por la siguiente figura, a partir de
lamisma, realiza un esbozo de como seria grdficamente la
funcion del coste total, explicando la relacion entre am-
bas formas.

Grifica 3

Coste marginal A

Produccion (q)
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La tarea 5 se presenta tnicamente en registro grafico y
plantea una funcion de coste marginal (CMg). El objetivo
es ver si los significados de derivada son usados cuando
entra en juego solamente el registro grafico en una situa-
cion donde la relacién entre la funcion y su funcién de-
rivada puede ser usada para modelizar la relacién entre
coste marginal y coste total. En este caso, los conceptos
matematicos que intervienen son: relacién gréfica entre
una funcidn y su derivada. Los conceptos econdmicos que
intervienen son: coste total y coste marginal.

Tarea 6

Esta tarea también adopté dos formas segin el curso
al que se presentd. Aunque tiene el mismo objetivo, la
gréfica usada se cambid considerando el curriculo de los
respectivos cursos (2° bachillerato y 1° ADE)

6. (2° bachillerato) Un pais tiene una frontera de posibi-
lidades de produccion representada por la siguiente grd-
fica, en la cual X e Y son los dos bienes que se producen
en el pais. Indica como seria la grdfica que represente la
evolucion del coste de oportunidad de producir mds can-
tidad del bien Y. Compara y comenta la forma de ambas
grdficas y su relacion.

Griéfica 4

X

6. (1° ADE) Un consumidor presenta el siguiente tipo
de curva de indiferencia hacia los bienes X e Y: Indica
como seria la grdfica que represente la evolucion de la
RMS al consumir mds cantidad del bien Y. Compara y
comenta la forma de ambas grdficas y su relacion

Griéfica 5

X

>
»

Igual que en la tarea 5, aqui sélo se utiliza el registro gra-
fico. La diferencia es que aqui el concepto de derivada se
encuentra de una forma mucho mds implicita que en las
tareas anteriores. Para el caso de 2° bachillerato el con-
cepto econdmico por el que se les pregunta es el coste
de oportunidad (derivada en un punto); se pide obtener
graficamente toda la funcion de coste de oportunidad de

127



INVESTIGACION DIDACTICA

un bien dependiente de la cantidad producida del otro
bien (funcion derivada). Con esta tarea pretendemos ver
si los estudiantes son capaces de relacionar la derivada
en un punto con la funcién derivada. Esta tarea también
posibilita el demostrar a través de la funcién coste de
oportunidad por qué la frontera de posibilidades de pro-
duccion (FPP) es concava.

Para el caso de 1° ADE, los conceptos econdmicos que apa-
recen es la funcidn relacion marginal de sustitucién (RMS)
y la funcién de utilidad. Se pide que relacionen su forma
con la funcidn inicial y que indiquen por qué la funcion es
convexa. En esta tarea los objetivos especificos fueron ana-
lizar la capacidad de pasar de la derivada en un punto al de
funcién derivada, y ver cémo los estudiantes interpretaban
la forma céncava/convexa de la funcién presentada. Los
conceptos matemadticos son los significados de la forma de
la grafica de la funcién derivada y la informacién que pue-
de proporcionar en relacién con la funcién de la que proce-
de la derivada. Los conceptos econdmicos implicados son
la funcién frontera de posibilidades de produccion (FPP),
coste de oportunidad, la funcién de utilidad, y la funcién
relacion marginal de sustitucion (RMS).

La entrevista

Como una manera adicional de obtener informacién sobre
como los estudiantes habian usado los significados de la
idea de derivada para resolver las tareas econdémicas, se
realizaron entrevistas clinicas (Goldin, 2000). Después de
realizar el cuestionario, se agruparon las respuestas segtin
diferentes caracteristicas de los comportamientos de los
estudiantes desde la manera en la que integraban la infor-
macion procedente desde los diferentes registros. Luego,
fue preparado un guién de entrevista que fue utilizado por
el entrevistador como referencias iniciales para el desa-
rrollo de la entrevista, pero que se podia modificar con el
objeto de indagar en alguna direccién determinada. Para
cada una de las tareas, este guion inicial constaba de una
serie de cuestiones que buscaban aclarar aspectos confu-
sos en las soluciones escritas por los alumnos y obtener
informacidn adicional que nos permitiera realizar mejores
inferencias.

Con las preguntas de la tarea 1 se pretendié que el alum-
no explicara oralmente cdmo obtenia los porcentajes
de variacion, ya que muchas veces el alumno tiende a
escribir su cdlculo sin profundizar en la explicacion del
proceso. Las cuestiones preparadas para la tarea 2 pre-
tendfan conocer la opinién del alumno en cuanto a si le
resulté dificil el pasar del registro grifico al algebraico
con las funciones dadas y por qué. Ejemplos de pregun-
tas para esta tarea fueron

— Explica como obtienes las ecuaciones de lineas rec-
tas a partir de la grdfica.

— ¢Te ha resultado complicado?
En la entrevista sobre la tarea 3 se preguntaba al alumno

sobre si solfa tener problemas para derivar y qué tipo de
dificultades habia encontrado y por qué.
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En la tarea 4, durante la entrevista, se indagaba sobre por
qué el alumno utilizaba el tratamiento de un registro cuan-
do podia haber utilizado otro. Por ejemplo, algunas de las
preguntas inicialmente preparadas para esta tarea fueron:

— Explica como obtienes la ecuacion del PT a partir
de la grdfica sabiendo que no es una linea recta.

— Por qué has calculado el PMg de esta manera y no
de otra?

— ¢ Por qué crees que el PT es creciente y concavo y el
PMg es decreciente y convexo?

En la tarea 5 buscamos que el alumno explicara oral-
mente la relacién entre las curvas de CT y CMg, no sélo
en el caso de la tarea presentada sino de forma general a
partir de las diferentes formas que se habian estudiado.
Ejemplos de preguntas usadas en la tarea 5 fueron:

— ¢ Por qué crees que el coste total tiene esa forma?
— Las formas normales que has estudiado, ;cudles son?
— ¢Podrias explicar la relacion de esas formas?

Por tltimo, el objetivo de la entrevista en la tarea 6 fue
determinar si el alumno comprendia la relacién de la
concavidad y convexidad de las curvas con la funcién
derivada y el significado econémico.

Analisis

El andlisis siguio6 tres fases en las que se pretendia inte-
grar la informacion desde las diferentes fuentes de los da-
tos y generar un modelo explicativo del comportamiento
de los estudiantes en relacién con la aplicacién y el uso
del concepto de derivada en conceptos de microecono-
mia (Clements, 2000; Llinares y Roig, 2008).

En la primera fase del andlisis las respuestas de cada estu-
diante a cada uno de los problemas fue analizada conside-
rando la manera en la que eran usadas la idea de medida de
la variacion, y la sintesis entre los registros graficos y ana-
liticos. Este andlisis se ha realizado teniendo en cuenta los
objetivos propios de cada tarea y sus potencialidades. Con
respecto a la tarea 1 se analizé en qué medida los alumnos
eran capaces de calcular variaciones medias y cémo reali-
zaban esos cdlculos (con reglas de tres, porcentajes, frac-
ciones, etc.). El andlisis de la tarea 2 se centrd en como los
estudiantes obtenfan las expresiones algebraicas a partir de
las gréficas (por intuicion, con la ecuacién punto-pendien-
te, mediante un sistema de ecuaciones, etc.). En la tercera
tarea se identificé qué derivadas resolvian correctamente y
cudles eran las que generaban dificultades. El andlisis de la
cuarta tarea se centrd en varios aspectos: en primer lugar, si
se obtenfan las expresiones algebraicas (al igual que en la
tarea 2) dentro de una tarea mds compleja; en segundo lu-
gar, si se utilizaba el registro grafico o algebraico para obte-
ner el producto marginal a partir del total; y en tercer lugar,
si los alumnos relacionaban dentro del registro gréfico las
formas de las funciones. En la tarea 5 se analiz6 la capaci-
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dad de tratamiento en el registro gréfico. Por ultimo, con la
tarea 6 se analizo la capacidad de obtencion de una grafica
con la que no estaban familiarizados, viendo asi como es
el paso de derivada en un punto a funcién derivada, y qué
justificacion daban para su obtencion.

La informacién obtenida desde este primer andlisis des-
criptivo nos permitié generar una serie de indicadores
sobre diferentes «niveles de uso» de la idea de derivada
para cada alumno-tarea, de modo que en un cuadro de
doble entrada (tarea-alumno) se fueron caracterizando
las respuestas dadas por los alumnos atendiendo a los
objetivos propuestos en cada tarea. De esta informacién
pudimos acotar y realizar una primera caracterizacién de
las respuestas observadas, de modo que se diferenciaron
5 grupos:

— Grupo I: estudiantes que apenas contestan adecuada-
mente alguna de las tareas, sin dominar ninguin registro
y sin intentar conversiones (ejemplo, alumno Al).

INVESTIGACION DIDACTICA

— Grupo 2: estudiantes que responden a algunos as-
pectos de algunas tareas adecuadamente y a otros in-
correctamente, en ambos registros y al tratar de reali-
zar conversiones (ejemplo, alumno A2).

— Grupo 3: estudiantes que dominan las tareas de cdl-
culo algebraico y solamente realizan conversiones
desde el registro algebraico al gréfico (ejemplo, alum-
no A3).

— Grupo 4: estudiantes que dominan las tareas presen-
tadas en registro grafico y realizan conversiones desde
el registro gréfico al algebraico (ejemplo, alumno A4).

— Grupo 5: estudiantes que dominan ambos registros
y se muestran capaces de realizar conversiones en am-
bos sentidos (ejemplo, alumno AS).

Los ejemplos de los descriptores utilizados en dicha ta-
bla de doble entrada se incluyen en la tabla 3:

Tabla 3
Descriptores generados inductivamente desde el analisis de las entrevistas y cuestionarios.

T1 T2 T3 T4 TS T6
. — Se basa en los puntos
No deriva p
Y . . para representar PMg
Utilizacién . bien ninguna . . - -
No pasa del registro ) — No obtiene expresiones Dibuja Dibuja
correcta de . . expresion, R . ,
Al . grdfico al algebraico, — Mala utilizacién de los erréneamente y erréneamente y
porcentajes de S aunque se . . . L . C
.. . ni lo intenta . términos concavidad, sin explicacion sin explicacion
variacién media aproxima en . o
convexidad, crecimiento y
dos. o
decrecimiento
No calcula Pasa del registro . .
. . . Deriva bien
porcentajes de grdfico al algebraico p
.. . sélo las No resuelve, apenas
variacion media correctamente con la . . . .
A2 . . expresiones lo intenta, solamente No lo intenta No lo intenta
pero acierta con funcién de Oferta e L. .
. polinémicas representa la funcién PT.
los resultados incorrectamente con la 3)
econémicos funcién de Demanda
No calcula . .
orcentaies de Deriva bien — Se basa en los puntos Pasa del CMg
P L Jes € No pasa del registro sélo las para representar PMg al CT con Sélo habla de la
variacion media . . . . : . .
A3 . gréfico al algebraico, expresiones — No obtiene expresiones un ejemplo forma céncava
pero acierta con S P o . .
ni lo intenta polinémicas — Se limita a decir que son algebraico pero de la FPP
os resultados P p
1 Itad
. 3) curvas y pardbolas no graficamente
econémicos
No calcula -Se basa en la grdfica PT Obtiene
porcentajes de Intenta obtener las Sélo resuelve para representar PMg, perfectamente Dibuia bien la
Ad variacion media expresiones a través bien una de las | aunque erréneamente la funcién CT réﬁi a que se
pero acierta con de y=mx-+n, aunque derivadas, y es | - No obtiene expresiones grificamente, & i d‘i
los resultados no lo consigue polinémica -No relaciona ambas con una gran p
econémicos funciones explicacion.
-Representa el PMg de . N
. presenta & P Obtiene Explica bien
e Pasa del registro forma intuitiva a través h
Utilizacion J . perfectamente qué es RMST
grafico al algebraico . del PT . .
correcta de . Deriva todas . . la funcién CT y su pendiente,
A5 . correctamente, sin . -Obtiene expresiones, . . K
porcentajes de . . . bien . . graficamente, intenta deducir
Lo . explicar cémo obtiene aunque sin explicacion .
variacién media .. . con una gran gréfica pero no
la funcion de Oferta. -Relaciona con gran .o, L.
ey explicacién dibuja nada.
precision
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A partir de esta informacion, agrupamos los descripto-
res de los «niveles de uso» como un primer paso para
la asignacién de un nivel al desarrollo global del estu-
diante en el cuestionario entero. La fase 2 del andlisis
se centrd en triangularizar las decisiones tomadas en el
andlisis de las respuestas escritas al cuestionario con la
transcripcidn de las entrevistas realizadas. El objetivo de
esta fase fue refinar las caracteristicas dadas a los niveles
de uso del concepto de derivada en situaciones econdémi-
cas. En particular con relacidn al nivel de tratamiento de
los registros puesto de manifiesto por los estudiantes; por
ejemplo, a aquellos alumnos que realizaron conversiones
del registro gréfico al algebraico sin explicar cémo lo ha-
bian hecho (como ocurrié con los alumnos A2 y A4 de
la tabla 3) se les pidié mds informacidn en la entrevista,
para clasificarlos bien en el grupo 2 o en el 4. Se afiadié
la informacidn relevante de las entrevistas al cuadro de
doble entrada generado en la primera fase del andlisis.

Finalmente, en la tercera fase del andlisis integramos la
informacién obtenida para generar caracteristicas de di-
ferentes «niveles de uso» del concepto de derivada consi-
derando tanto el grado de tratamiento y conversion entre
los registros puesto de manifiesto en la resolucion de las
tareas, como las relaciones establecidas entre los diferen-
tes elementos matemadticos del concepto de derivada.

Con este proceso, identificamos cinco niveles de uso con
relacién al tratamiento en los registros (grafico o alge-
braico) que muestra el estudiante en la resolucién de las
tareas. Como sefalé Sanchez-Matamoros (2006) en el
desarrollo de los niveles INTRA, INTER y TRANS, dis-
tinguié asimismo los subniveles INTRA1 e INTRA, IN-
TER1 e INTER y finalmente TRANS; es decir, cinco ni-
veles ordenados de menor a mayor nimero de relaciones
l6gicas mostradas por los estudiantes en el manejo del
concepto de derivada en diferentes registros. Los cinco
niveles obtenidos en nuestra investigacion se asemejan
a esta clasificacién generada por Sanchez-Matamoros
(2006) y que posteriormente reagruparemos en tres, co-
incidiendo as{ también con la clasificacidn propuesta por
Duval (2006 b) el cual distinguia los niveles superficial,
intermedio y profundo, en funcién de las relaciones re-
ciprocas que los estudiantes mostraban en el aprendizaje
de conceptos matemadticos en diferentes registros.

En la descripcion de los diferentes niveles, para repre-
sentar que los estudiantes habian realizado algun tipo de
conversion del registro algebraico al gréfico y del gréfico
al algebraico, lo denotamos por A—G y G—A respecti-
vamente. De esta manera, en la generacién de las carac-
teristicas de los niveles de uso del concepto de derivada,
se integran las relaciones entre los elementos matemati-
cos del concepto de derivada puestas de manifiesto por
los estudiantes y la manera en la que se generaban los di-
ferentes tratamientos y conversiones entre los registros.

Resultados
Los resultados del andlisis de los protocolos de resolucion

de tareas y de las respuestas a las entrevistas se muestran
en la siguiente tabla diferenciando los estudiantes de 2°
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de bachillerato y los de 1° de ADE. Los niveles caracte-
rizados fueron:

— Nivel bajo: los alumnos no manejan correctamente
los significados del concepto de derivada en ninguno de
los registros y no realizan conversiones entre registros.

— Nivel intermedio: los estudiantes utilizan el concep-
to de derivada con acierto en algunas ocasiones y en
ambos registros, realizando intentos de conversiones
entre ambos registros aunque sin éxito.

— Nivel alto-alg: el concepto de la derivada es tratado
y utilizado para resolver problemas econémicos den-
tro del registro algebraico, mostrando dificultades en
el registro grafico, con conversiones solamente del al-
gebraico al grifico.

— Nivel alto-gra: el concepto de la derivada es tratado
y utilizado para resolver problemas econémicos den-
tro del registro grdfico, mostrando dificultades en el
registro algebraico, con conversiones del grdfico al
algebraico fundamentalmente.

— Nivel superior: los alumnos aplican y utilizan la
derivada en todos los registros con éxito, realizando
conversiones en ambos sentidos entre registros.

La tabla 4 recoge la distribucion de los estudiantes en los
diferentes niveles:

Tabla 4
Niveles generados; alumnos numerados del 1 al 9
en bachillerato y ADE.
ALUMNOS
B A TOTAL NIVEL
1,9 1,4 cuatro bajo
3,7 - dos intermedio
2,4,6,8 3,5,6,9 ocho alto-alg
5 2 dos alto-gra
- 7,8 dos superior

B= bachillerato; A= universidad
(ADE= Administracion y Direccion de Empresas)

A continuacién explicamos las caracteristicas en cada
grupo y lo que ha servido para diferenciarlos, mostrando
ejemplos de las respuestas de los estudiantes para ejem-
plificar la caracteristica identificada.

Nivel bajo

Los 4 alumnos encuadrados en este nivel (2 de bachille-
rato y 2 de universidad), aunque identifican los conceptos
econdmicos representados en dos registros diferentes, pre-
sentan dificultades con el significado de la derivada en el
tratamiento en ambos registros (grafico y algebraico) y en
su uso para explicar los conceptos econdmicos. Los des-
criptores de los comportamientos asignados han sido difi-
cultades en el tratamiento de ambos registros y escasa ca-
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pacidad de conversion entre registros (s6lo del algebraico
al grafico en determinadas tareas). Estos estudiantes desde
la perspectiva de la comprension de la derivada identifican
elementos matemadticos pero sin ser capaces de establecer
relaciones. Por ejemplo, el estudiante Al de 1° de ADE en
la tarea 4 da la definicion de producto marginal, pero es
incapaz de representarlo correctamente, no representando
la funcion inicial del producto total.

a ——

L) <l prostucls macyinal @ co'ma cesda WA P,_(zuaw;
et cier o 1o gemenlasos e et s oriclact 2
S lor Cea on Jacher . (e @fe coooo s et @K
Jaclor Arabage
lece o cxepreza o Aerecen
- P Mg

Fuente: Tarea 4; Alumno Al.

El estudiante no intenta calcular las expresiones algebrai-
cas ni aplica la derivada para explicar la relacién entre
estos dos conceptos y funciones econémicas en ninguno
de los registros grafico o analitico. Al no representar la
funcion inicial, pierde todo el soporte para representar gra-
ficamente y obtener la expresion del producto marginal
no usando la idea de derivada para obtener y explicar las
funciones econdmicas demandadas. Este comportamiento
es prototipico de los alumnos de este grupo mostrando la
dificultad que tienen algunos estudiantes para usar los sig-
nificados de la idea de derivada como una medida de cam-
bio para explicar las relaciones entre las dos funciones que
modelizan situaciones econdmicas (la funcién producto
total y la funcién producto marginal).

Nivel intermedio

En este nivel estdn situados dos alumnos de bachillerato que
comparten caracteristicas del anterior nivel y del siguiente
desde el punto de vista de su capacidad para identificar las
nociones econdmicas representadas en dos registros dife-
rentes pero teniendo dificultades en relacionar los diferentes
significados de la idea de derivada para explicar la situacién
econémica. Lo hemos distinguido del nivel anterior, ya que
en este caso los estudiantes, sin llegar a realizar tratamien-
tos en algunos de los registros ni conversiones, muestran en
determinadas tareas algunos éxitos que creemos indican un
proceso de desarrollo mayor. Las caracteristicas de los estu-
diantes que hemos situado en este nivel intermedio son:

— Cierta capacidad de conversion entre registros, tanto
en un sentido como en otro.

— Solamente entienden y aplican los significados de
la derivada como modelizacion de determinadas si-
tuaciones (conceptos econdmicos) en determinadas
situaciones o contextos pero no en otros.

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2009, 27(1)

INVESTIGACION DIDACTICA

Por ejemplo, el estudiante B7 de bachillerato en la tarea
2 representa bien las graficas relativas a las funciones de
la demanda y la oferta desde la tabla dada, demostran-
do asf que utilizando la informacién (punto, punto) dada
por la tabla es capaz de realizar la conversion al registro
gréfico. Sin embargo, tiene dificultades en obtener las ex-
presiones algebraicas. En la «funcién de oferta» consigue
dar la pendiente (en la entrevista dijo que la obtuvo «por
intuicién»), no completando la funcién de demanda; ob-
servamos que como en casi todas las tareas de este nivel
el alumno lo consigue s6lo en parte. Este tipo de compor-
tamientos fue situado en un nivel intermedio en el manejo
de los significados de las ideas matemadticas en contextos
econémicos.

2) »)®nst as

Fuente: Tarea 2; Alumno B7.

Nivel alto-alg

Es el mas numeroso en cuanto a nimero de alumnos, un
total de 8 (4 de ADE y 4 de bachillerato). Los estudiantes
situados en este nivel utilizan el concepto de derivada
con un mejor tratamiento en el registro algebraico que
en el grifico. Estos estudiantes pueden establecer aso-
ciacion entre el registro inicial y otro distinto pero tie-
nen dificultades en el uso de los significados de la idea
de derivada para explicar las diferentes caracteristicas
de las situaciones econdmicas. Las caracteristicas de este
nivel son:

— Buen tratamiento del registro algebraico en la utili-
zacion de la derivada; derivan bien y calculan correc-
tamente tasas de variacion.

— Realizan conversiones desde el algebraico al grafi-
co, aunque no asi al contrario.

Por ejemplo, el estudiante B4 (bachillerato) necesita del
registro algebraico en una tarea grdfica sin llegar a la so-
lucién. Gréaficamente vuelve a dibujar una funcién igual
que la daba en la tarea correspondiente al coste marginal;
sin embargo, y con un ejemplo algebraico que el alumno
inventa por si mismo, da una expresion correcta de la
funcién que se pide (coste total) pero no lo lleva a térmi-
no en la grifica. Por tanto, este estudiante (B4) aplica y
utiliza la derivada para comprender ambos conceptos de
coste pero solamente en el registro algebraico, presen-
tando dificultades en el grafico. Este comportamiento fue
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el mds numeroso entre los estudiantes de ambos grupos
y permitié identificar la dificultad que algunos alumnos
tienen en el manejo del registro grafico frente al manejo
del registro algebraico.
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Fuente: Tarea 5; Alumno B4.

Nivel alto-gra

Es el menos numeroso con tan sélo dos alumnos (uno de
ADE y uno de bachillerato). Los estudiantes situados en
este nivel muestran un mejor tratamiento en el registro
gréfico que en el algebraico. Las caracteristicas en este
nivel son:

— Buen tratamiento del registro gréfico en la utili-
zacion de la derivada; interpretan correctamente los
conceptos econdmicos a través del concepto geomé-
trico o grafico de la derivada.

— Presentan dificultades a la hora de utilizar la deri-

vada en el registro algebraico (problemas al derivar y
calcular tasas de variacion).

©

— Realizan conversiones entre ambos registros indis-
tintamente, con algunas dificultades desde el algebrai-
co al gréfico.

— Muestran una muy alta compresion de la derivada en
los conceptos econémicos.

Este nivel viene caracterizado por la discriminacién por
parte de los estudiantes de las diferentes nociones eco-
némicas dadas por el registro grafico manejando las re-
laciones entre los elementos matemadticos del concepto
de derivada que facilitan el uso de los significados de
la idea de derivada en la explicacion de las situaciones
econdmicas.

Por ejemplo, en la tarea 6, el estudiante B5 (alumno nime-
ro 5 de bachillerato) dibuja una grafica creciente a partir de
la funcidn inicial, y la justifica indicando que el concepto
de coste de oportunidad es cada vez mayor debido a que
la funcion inicial es céncava como sefiald en la entrevista.
En este caso el estudiante traslada el hecho de que el coste
de oportunidad es creciente en una funcion inicial concava
a una sola funcién que recoge lo anterior (pasa de la de-
rivada en un punto a la funcién derivada). Es importante
resefiar el hecho de que esta funcién derivada que se les
pide no la conocen como tal, es decir, no la han aprendido
mds que como un punto (derivada en un punto), de ahi la
importancia de este comportamiento durante la resolucién
del problema: aplicar el concepto de derivada en el registro
grafico para modelizar a través de una funcién un concepto
econémico.
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Fuente: Tarea 6; Alumno BS5.
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Nivel superior

Dos alumnos del grupo de ADE presentan las siguientes
caracteristicas en la utilizacién del concepto de derivada
en ambos registros. Las caracteristicas son:

— Aplican las reglas de derivacion en el registro algebrai-
co (derivan bien y calculan sin dificultades las tasas de
variacion medias).

— Uso adecuado del significado geométrico de la idea de
derivada en las tareas donde aparece solamente el regis-
tro gréfico.

— Realizan conversiones en ambos sentidos entre ambos
registros.

Para este nivel volvemos a mostrar otro ejemplo de la ta-
rea 4. El estudiante A7 (alumno 7 de ADE) obtiene grafi-
camente ambas funciones, relaciona sus formas diciendo
que si la funcién de produccidn, f (L), crece entonces la
funcion producto marginal (PML = PMg) es positiva y
al contrario. En este sentido el estudiante tiene en cuenta
también la informacién que le proporciona cada una de
las funciones, y obtiene las expresiones algebraicas
de ambas, mostrando comprender y utilizar los significa-
dos de la funcién derivada y su relacion con la funcién de
la que procede. Es capaz de obtener la funcién producto
marginal (PML = PMg) que es la funcién derivada tanto
grifica como algebraicamente a partir de la funcién de
produccién f (L) (con L = nimero de trabajadores) que
es la inicial. Gracias al uso correcto de los significados
del concepto de derivada y a su capacidad de conversién
entre registros consigue obtener, explicar y relacionar la
forma las dos funciones.
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Fuente: Tarea 4; Alumno A7
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DISCUSION Y CONCLUSIONES

Observando los niveles generados y sus caracteristicas
podemos identificar las siguientes ideas:

1) Existe entre los estudiantes un predominio del ma-
nejo del registro algebraico.

ii) El manejo del registro grdfico en los alumnos de
ADE es mayor que en los de bachillerato.

iii) El buen manejo de ambos registros es el que garan-
tiza un mayor grado de comprension y aplicacion de la
derivada como concepto matemdtico en la mejor com-
prension de los conceptos econémicos, como muestran
los alumnos 7 y 8 de ADE (nivel superior).

Con respecto a la primera idea, de los 12 alumnos situados
en un nivel alto o superior, 8 de ellos (66%) estdn situa-
dos en el nivel alto-alg. Este hecho puede interpretarse si
analizamos las caracteristicas de los curriculos actuales de
matemadticas en el bachillerato, en los cuales el registro
algebraico sigue siendo el predominante al presentarse los
contenidos matemadticos de manera predominante en éste.
Con respecto a la segunda idea, y a pesar de lo comentado
anteriormente, existen importantes diferencias entre los
alumnos de bachillerato y universidad en el tratamiento
del registro grdfico, tanto dentro del nivel alto-alg como
en el resto de niveles. Con respecto a las caracteristicas de
este nivel, formado por cuatro estudiantes de bachillerato
y 4 de universidad, si bien es cierto que los estudiantes
de universidad dominan de forma predominante el regis-
tro algebraico no es menos cierto que el tratamiento que
muestran del grdfico y las conversiones del gréfico al al-
gebraico son sensiblemente mejores que las mostradas por
sus compaifieros de bachillerato. Ademds, los dos alumnos
situados en el nivel superior son de universidad, hecho
que puede apoyar el que los estudiantes universitarios do-
minan mds el registro grdfico. Si observamos los curricu-
los, hemos de destacar el hecho de que la economia es una
ciencia con contenidos eminentemente graficos, donde el
paralelismo entre registro grafico y algebraico es necesa-
rio al introducir los conceptos econdmicos. Estos alumnos
universitarios tienen mds recorrido en este sentido, lo cual
puede justificar estos datos con respecto a los de bachi-
llerato, quienes arrastran déficits matemadticos importantes
derivados del no tratamiento de otros registros distintos
al algebraico y también debido al hecho de llevar poco
tiempo aprendiendo economia.

De estas dos situaciones, y haciendo mencién a la tercera
idea que antes destacdbamos, se puede indicar que el mejor
modo de usar la idea de derivada en situaciones econdmicas
consiste en abordar todos los registros posibles y transfirien-
do de uno a otro indistintamente y desde una perspectiva
eminentemente practica (es decir, en contextos econdémi-
cos). Por otra parte, desde el punto de vista del papel de las
conversiones y tratamiento de los registros, 1a comprension
y uso del concepto matemdtico de la derivada en el aprendi-
zaje de la economia serd tanto mds avanzada cuanto mayor
sea la capacidad de realizar tratamientos y conversiones en-
tre los registros algebraico y grafico, sin confundirlo con su
representacion en cualquiera de ellos. Ello conllevard una
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mejor comprensién de los conceptos econdmicos modeli-
zados. Asf lo muestra la manera en la que los alumnos A7
y A8 han resuelto las diferentes tareas propuestas. No se
puede confundir la derivada con una determinada forma de
representacion en un registro (por ejemplo f’(x) o CMg en
el algebraico, o una determinada forma de la funcién en el
grifico). El éxito en este tipo de tareas puede relacionarse
con el tratamiento y la conversion en los distintos registros y
sin asociar el concepto a una determinada representacion.

En este sentido, es importante observar el hipotético cami-
no a recorrer hasta alcanzar el nivel superior, es decir, de-
bemos detenernos en cudles son los nexos de unién entre
un nivel y otro, y buscar los mecanismos que hacen posi-
ble el paso de uno a otro. Consideramos que es un proceso
de aprendizaje continuo, al estilo del que mostraron Elia
y Spyrou (2006), al afirmar que existen tres niveles con-
ceptuales y semidticos de entendimiento del concepto de
funcidn, los cuales estan relacionados con la habilidad de
utilizacién en diferentes sistemas de representacion; estos
tres niveles conceptuales son concebidos como un proce-
so continuado en el aprendizaje. En este sentido nosotros
podemos trasladar estas caracteristicas al caso de la com-
prension de la derivada y su relacién con el desempefio
de las tareas econdmicas. Desde esta perspectiva, los cin-
co niveles identificados en nuestra investigacion podrian
agruparse en tres, como concluimos en la parte de andlisis,
en donde dos de ellos contienen dos subniveles:

— Nivel OR: niveles bajo e intermedio.
— Nivel 1R: niveles alto-alg y alto-gra.
— Nivel 2R: nivel superior.

Duval (2006-b), al analizar la importancia de las conversio-
nes, establecio tres niveles en la capacidad de los alumnos
de realizarlas: nivel superficial (Surface level), nivel inter-
medio (Intermediate level), nivel profundo (Deep level). En
el contexto de la comprension de la idea de derivada se han
identificado distintos niveles: Nivel INTRA, Nivel INTER,
Nivel TRANS (Sdnchez-Matamoros, Garcia y Llinares
(2006) dados por la manera en la que los estudiantes son ca-
paces de integrar los diferentes registros y traslaciones entre
ellos. Estos dos trabajos muestran la importancia que tiene
la capacidad de relacionar y tratar un concepto matematico
en diferentes registros y con otros conceptos. En nuestra
investigacion se muestra como los estudiantes con mayor
habilidad para relacionar el concepto matemdtico con el
econémico en diferentes registros son los que alcanzan un
mejor entendimiento y aprendizaje de ambos. Asi, en el
contexto del uso de la idea de derivada en la resolucién de
situaciones econdmicas existe cierta correspondencia entre
la clasificacion de niveles de nuestra investigacion y las de
Duval (2006b) y Sanchez-Matamoros (2006).

Desde la informacion reunida hasta estos momentos, el
avance del nivel OR (nivel bajo-intermedio) al nivel 2R
(superior) viene caracterizado por la mejora en el trata-
miento de ambos registros por separado y, sobre todo, en
sus conversiones asi como por la naturaleza de las relacio-
nes entre los diferentes elementos matematicos del con-
cepto de derivada (tasa de variacién media, derivada en un
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punto y funcion derivada). De ahi que sea fundamental dar
una especial importancia al tratamiento del registro grafi-
co (por estar discriminado en cierta medida en el sistema
educativo por el registro algebraico) y a las conversiones
desde el gréfico al algebraico al mismo tiempo que se po-
tencian las relaciones entre las ideas de tasa de variacion,
derivada en un punto (como un paso al limite) y la funcién
derivada (como un operador). Para conseguir estas co-
nexiones y poder avanzar hasta el nivel 2R, los conceptos
econdémicos deberdn enfatizar el uso de los significados
que la idea de funcion derivada tiene en los dos registros,
de manera que se afiance el nivel correspondiente al OR
(nivel superficial desde el punto de vista de Duval —2006—
e Intra desde el punto de vista de Sdnchez-Matamoros
—2006). En este punto entrarfan en juego las conversiones;
puede que los alumnos se vayan decantando en su pro-
ceso de aprendizaje por un mayor dominio de uno de los
registros (de ahi que el nivel 1R se bifurque en alto-alg y
alto-gra); el ultimo paso serd perfeccionar el tratamiento y
conversiones de los registros en que el alumno tenga mads
dificultades, que generalmente serdn el grafico y conver-
sion del gréfico al algebraico.

Por ejemplo, para una mejor comprension del concepto de
noste marginal y su relacién con el CT (que muestra la rela-
cién entre la funcion derivada y la funcién indicando cémo
crece el coste al aumentar la produccién), el nivel OR se en-
cargaria de presentarlos en los diferentes registros, el nivel
IR fomentarfa los tratamientos de ambos en los dos regis-
tros, y el nivel 2R iniciarfa las conversiones de los dos de un
registro a otro indistintamente. De este modo, al tiempo que
se alcanza una mayor comprension de aquéllos, se constru-
ye una mejor comprension del concepto de derivada desde
todos los registros, y con ella los conceptos econémicos
que modeliza (CT-CMg, FP-PMg, FPP-C.O., CI-RM.S.,
Isocuanta-R.M.S.T.), generando un feed-back entre el con-
cepto puramente matemadtico y el econémico.

De la misma manera que contrasté HihkiGniemi (2006),
quien identificé numerosas dificultades en los estudian-
tes al analizar cémo percibian la derivada desde la grafi-
ca de una funcién y qué tipo de representaciones usaban
para ello, los alumnos de Economia en bachillerato y en
los estudios de ADE en su inmensa mayoria conciben la
derivada como un instrumento mecdnico para contestar o
resolver problemas, no llegando a entender qué es lo que
hacen ni qué les aporta un concepto como es la derivada
de una funcién en la comprension de la teorfa y practica
microecondmicas. Otra de las conclusiones de esta in-
vestigacion es la constatacion de la naturaleza compleja
del uso de los conceptos matemadticos en las situaciones
econdmicas y las caracteristicas de cémo se van desa-
rrollando las capacidades de los estudiantes de usarlos.
Esta complejidad ha podido ser puesta de manifiesto al
integrar dos tipos de informacién en nuestra manera de
interpretar los datos. Por una parte, la perspectiva cog-
nitiva dada por los planteamientos de Duval, y por otra
la informacién desde las investigaciones sobre pensa-
miento matemadtico avanzado. Posiblemente este tipo de
enfoques son los que pueden proporcionar nuevas mane-
ras de entender los nuevos problemas de investigacién
educativa que plantean los contextos interdisciplinares
como han sido en este caso el aprendizaje de conceptos
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de microeconomia y los recursos proporcionados por la
investigacion en diddctica de las matematicas.

A partir de estas consideraciones podemos generar algu-
nas implicaciones desde nuestra investigacion en el sen-
tido de que el aprendizaje de los conceptos econdmicos
podrd tener mds €xito en la medida que se enfaticen los
significados de los conceptos matemadticos que ayudan a
modelizar las situaciones econdmicas y por tanto en la
medida que se incida mds en la relacién y dominio de
ambos registros.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BALLARD, C.L. y JOHNSON, M.F. (2004). Basic Math Skills
and Performance in an Introductory Economics Class. Jour-
nal of Economic Education, 35(1), pp. 3-23.

BUTLER, 1.S., FINEGAN, T.A. y SIEGFRIED, J.J. (1998).
Does more calculus improve student learning in intermediate
micro- and macroeconomic theory? Journal of Applied Eco-
nometrics, 13(2), pp. 185-202.

CLEMENT, J. (2000). Analysis of clinical interviews: Foundations
and model viability, en Kelly, A.E. & Lesh, R.A. (eds.), Hand-
book of research design in mathematics and science education
(pp. 547-590). Mahwah, NJ: Lawrence Erlbaum Associates.

COHN, E., COHN, S., HULT, R. E., BRADLEY, J. y BALCH,
D.C. (2000). Improved knowledge of mathematics and en-
rolment in a principles of economics course: is there a link?
International Journal of Mathematical Edcuation in Scien-
ce and Technology, 31(2), pp.195-203.

DUVAL, R. (1995). Sémiosis et pensée humaine: registres sémio-
tiques et apprentissages intellectuels Paris: Peter lang [traduc-
cion: Semiosis y pensamiento humano. Registros semioticos y
aprendizajes intelectuales].

DUVAL, R. (2006a). Quelle sémiotique pour I’analyse de
P’activité et des productions mathématiques? RELIME. Re-
vista latinoamericana de investigacion en matemdtica edu-
cativa, 9(1), pp. 45-82.

DUVAL, R. (2006b). Un tema crucial en la educacion matema-
tica: La habilidad para cambiar el registro de representacion.
Gaceta de la Real Sociedad Matemdtica Espariola, 9(1), pp.
143-168.

ELIA, I. y SPYROU, P. (2006). How students conceive
function: a triadic conceptual-semiotic model of the unders-
tanding of a complex concept. The Montana Mathematics
Enthusiast, 3(2), pp. 256-272.

GAGATSIS, A. y SHIAKALLI, M. (2004). Ability to translate
from one representation of the concept of function to ano-
ther and mathematical problem solving. Educational Psy-
chology, 24(5), pp. 645-657.

GAGATSIS, A., ELIA, 1. y MOUSOULIDES, N. (2006). Are
registers of representations and problem solving processes
on functions compartmentalized in students thinking? De-
partment of Education, University of Cyprus.

GARCIA, L., AZCARATE, C. y MORENO, M. (2006). Creen-
cias, concepciones y conocimiento profesional de profeso-

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2009, 27(1)

Posiblemente sea necesario en una futura investigacién
utilizar una muestra mds amplia de estudiantes para de-
finir con mayor precision los niveles aqui encontrados
y sus caracteristicas y encontrar evidencias de los me-
canismos de cambio de un nivel a otro. Sin embargo,
creemos que el estudio de la relacion entre la manera en
la que se comprenden los conceptos matemadticos y su re-
lacion con la manera en la que los estudiantes de Econo-
mia usan estos significados para modelizar y entender las
situaciones econdmicas es un camino que puede aportar
beneficios para la educacién econdmica.

res que ensefian cdlculo diferencial a estudiantes de ciencias
econdmicas. Revista Latinoamericana de Matemdtica Edu-
cativa, 9(1), pp. 85-116.

GOLDIN, G. (2000). A scientific perspectives on structured,
task-based interviews in mathematics education research.
In A.E. Kelly & R.A. Lesh (Eds.), Handbook of research
design in mathematics and science education (pp. 517-546).
Mahwah, NJ: Lawrence Erlbaum Associates.

GUZMAN, F. y DUVAL, R. (1998). Registros de representa-
cion, el aprendizaje de nociones relativas a funciones: voces
de estudiantes. Revista latinoamericana de investigacion en
matemdtica educativa, 1(1), pp. 5-21.

HABRE, S. y ABBOUD, M. (2005). Students’ conceptual un-
derstanding of a function and its derivative in an experi-
mental calculus course. Journal of Mathematical Behavior,
25 (2), pp. 57-72.

HAHKIONIEMI, M. (2006). Associative and reflective con-
nections between the limit of the difference quotient and
limiting process. Journal of Mathematical Behavior, 25(2),
pp-170-184.

HAHKIONIEMI, M. (2006). Perceiving the derivate: the case
of Susana. Nordic Studies in Mathematics Education, 11(1),
pp. 51-73.

HEY, J.D. (2005). I Teach Economics, Not Algebra and Calcu-
lus. Journal of Economic Education. 36(3), pp. 292-304.

LLINARES, S. y ROIG, A.L. (2008). Secondary School stu-
dents’ construction and use of mathematical models in sol-
ving word problems. International Journal of Science and
Mathematics Education, 6 (3), pp. 505-532.

SANCHEZ-MATAMOROS, G. (2004). Andlisis de la compren-
sion de los alumnos de bachillerato y primer aiio de universi-
dad sobre la nocion matemdtica de derivada (desarrollo del
concepto). Tesis doctoral inédita. Departamento de Diddctica
de la Matemdtica, Universidad de Sevilla, Espafia.

SANCHEZ-MATAMOROS, G., GARCIA, M. y LLINARES,
S. (2006). El desarrollo del esquema de derivada. Enserian-
za de las ciencias, 24(1), pp. 85-98.

SANCHEZ-MATAMOROS, G., GARCIA, M. y LLINARES,
S. (2008). La comprensién de la derivada como objeto de
investigacion en Diddctica de la Matemdtica. Revista La-
tinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa
—RELIME, vol. 11(2), pp. 267-296.

135



INVESTIGACION DIDACTICA

The usefulness of derivative concept in learning economic concepts by high school and

university students

ARIZA, ANGEL y LLINARES, SALVADOR

Departamento de Formacidn e Innovacion Didéctica de la Facultad de Educacion de la Universidad de Alicante.

angelariza@merlin.fae.ua.es
sllinares@ua.es

Abstract

Many scientific domains deal with mathematical concepts to
construct their postulates. Therefore, in order to understand them it is
important to consider how mathematical concepts are used to model
the situations. Specifically, the mathematic concept of the derivate
function is a key concept in the understanding of microeconomic
concepts. This context has supported the emergence of research
about the relationships between the understanding of economic
concepts and how the mathematical concepts are used in modelling
economic situations and how economics teachers were able to link
mathematical and economical concepts in teaching.

In this study we analyzed the use of the derivate in
microeconomic concepts among high school students (17 or 18
years old) and 1st year business administration degree students.
Specifically, we address the follow research questions:

— How do high school and university economics students use
the derivative concept in solving economic problems?

— What performance levels and understanding of the derivative
concept can be identified when high school and university
students solve economic problems?

Via a questionnaire composed of 6 microeconomic tasks and
the interviews with the students, we analysed how students use
the graphical and analytical meanings of the derivate concept
in solving economic problems. We analysed the answers using
as a theoretical reference Duval’s theoretical information and
specifically the relationships between different representation
modes and the three levels of cognitive processing: surface
level, intermediate level, and deep level. According to Duval,
there are two typical features of mathematic knowledge: first, the
activity of solving problems requires the use of several semiotic
registers of representation. Second, mathematic objects are not
accessible by perception; that is the reason why designating
them always requires the use of one mode of representation.

[Articulo recibido en octubre de 2008 y aceptado en octubre de 2008]
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The best manifestation of acquiring knowledge is to be able to
relocate the learned concepts into new representation modes;
this process implies the development of conversion.

We identified five levels of performance considering how students
used the different translations between the representation modes
and conversions within the same representation.

We linked these five levels of performance to different
development levels of the derivative concept when solving
economics problems. The findings display the difficulties that
students have by using the meanings of the derivate concept,
mainly in the graphical representation, when they are solving
economics problems.

We were able to identify the following characteristics from the
different levels of performance:

i) There was an over-use of algebraic register among students.

ii) University students used the graphic register more than high
school students.

However, we discovered that the synthesis of both registers
(graphic and algebraic) supports the understanding and use
of the derivative concept as a mathematical concept in the
modelling of economic concepts. The students conceived the
derivative as a mechanical procedure to apply to the activities
and they did not understand how this concept contributes to the
management of economic situations

The marginalization of the graphic representation and favouring
of the algebraic one in the mathematics curriculum and the
limited relevance given to conversion tasks in teaching economic
concepts could explain these results. From these findings, we
think that the learning of economic and mathematic concepts
would improve if the teaching process paid due attention to the
graphic and algebraic representation modes.
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