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Resumen. En este trabajo presentamos las lineas maestras que han guiado nuestro trabajo en Algebra Educativa en los dltimos veinticinco afios,
hacemos hincapi€ en la perspectiva semidtica que lo informa, presentamos un ejemplo de andlisis de la competencia en el terreno de la resolucién
algebraica de problemas de enunciado verbal, y relacionamos un conjunto de resultados sobre los procesos cognitivos de los alumnos a los que se les
estd enseflando esta resolucion algebraica de problemas, que hemos obtenido a lo largo de estos afios.
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Local theoretical study of the development of algebraic competence

Summary. In this paper we present the main guiding ideas of our work on Educational Algebra during the last twenty-five years, stressing the
semiotic point of view that shapes it. We show also an analysis of competence in algebraic word problem solving, and list a set of results on pupils’
cognitive processes that take place while they are being taught algebraic problem solving, results we have gotten throughout these years.

Keywords. Local theoretical models, mathematical sign systems, competence models, cognitive processes, algebraic problem solving, educational

algebra, algebra reading and writing.

El interés por conocer en profundidad el pensamiento
de los estudiantes que se inician en el aprendizaje del
dlgebra ha llevado a muchos investigadores a analizar
las interrelaciones del lenguaje algebraico con el len-
guaje natural y con el de la aritmética. Lo anterior, en
razén de que por lo general, en términos curriculares,
la introduccion al dlgebra tiene como antecedentes mds
préximos a esos dos lenguajes, y también porque, desde
los primeros estudios, se hizo evidente la enorme in-
fluencia que los mismos tienen en la construccién, por
parte de los sujetos, de la sintaxis algebraica y en el uso
que éstos hacen de dicha sintaxis en la resolucion de
problemas.
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El acercamiento tedrico de los modelos locales al estudio
de la adquisicion del lenguaje algebraico incorpora el ele-
mento semidtico de los sistemas matemdticos de signos
(Kieran & Filloy, 1989; Puig, 1994; Puig, 2003; Filloy,
Rojano & Puig, 2008), lo cual permite el andlisis de las
interrelaciones antes mencionadas desde una perspectiva
que concibe la aritmética, el dlgebra y la lengua mater-
na misma como sistemas de signos. Un buen niimero de
investigaciones realizadas a partir de los afios 1980 dan
cuenta de las maneras en que el arraigo al pensamiento
numérico y a los significados coloquiales de las palabras
permea la interpretacion y uso de las letras y de las expre-
siones algebraicas en las etapas iniciales del aprendizaje
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del dlgebra. Tal es el caso de trabajos como el de Carolyn
Kieran sobre la interpretacion del signo = (Kieran, 1980);
los estudios de Leslie Booth (1984) y Marilyn Matz (1982)
sobre errores frecuentes en el dlgebra; el andlisis compa-
rativo de la lengua materna con el lenguaje del dlgebra de
Hans Freudenthal (1983); y el estudio clinico sobre ope-
racién de la incégnita de Filloy y Rojano (1989) y Filloy,
Rojano y Solares (2003), entre otros. En este ultimo se
reportan resultados que ponen de manifiesto que muchas
de las producciones de los estudiantes en situaciones en
que enfrentan, por primera vez, la resolucion de ciertas
tareas algebraicas no pertenecen necesariamente a alguno
de los sistemas de signos ya mencionados, sino que tales
producciones se ubican en niveles «intermedios», entre la
aritmética o el lenguaje natural y el dlgebra. La perspecti-
va semidtica adoptada en la teorfa de los modelos locales
engloba en el andlisis de relaciones entre sistemas de sig-
nos a las producciones propias de los sujetos y ésa es una
caracteristica esencial de dicho acercamiento tedrico.

Otra caracteristica de la teoria de modelos locales es la
propuesta de analizar, de manera localizada y especifica,
distintos aspectos o componentes de los fendmenos de la
matemadtica educativa, como son los componentes de com-
petencia formal, de ensefianza, de procesos cognitivos y de
comunicacion (Filloy, Rojano y Puig, 2008). En el presente
articulo se exponen, en una primera seccion y a mane-
ra de antecedentes de la formulacion de la teoria de los
modelos locales, un par de ejemplos de fenémenos ob-
servados en el estudio Operacion de la incognita, para
los cuales, en el tiempo en que fueron identificados, no
se contaba con explicaciones plausibles desde esquemas
de andlisis de las teorfas generales dominantes. En una
segunda seccidn, se hace referencia a trabajos que es-
tudian al dlgebra como lenguaje. En la tercera seccion,
se describen elementos del componente de competencia.
En la cuarta, se exponen casos que ilustran el andlisis
desde el componente de los procesos cognitivos y que
afloraron en el estudio Operacion de la incognita y en
estudios posteriores, en el contexto de la resolucién de
problemas algebraicos verbales.

1. ENTRE EL LENGUAJE ALGEBRAICO Y EL
LENGUAJE NATURAL: EPISODIOS DEL ES-
TUDIO OPERACION DE LA INCOGNITA

El estudio Operacion de la incdgnita, realizado a princi-
pios de los afos 1980, comprende varias etapas o sub-estu-
dios, en el primero de los cuales se analizan las respuestas
espontdneas de estudiantes de secundaria ante tareas de
resolucién de ecuaciones lineales, en las que es necesario
operar con lo desconocido (la incégnita). Los resultados de
esa etapa se reportaron en una serie de articulos publica-
dos a partir de 1984 (Filloy y Rojano, 1984, 1985a, 1985b,
1989). Un segundo subestudio, el de La lecto-escritura al-
gebraica, se llevo a cabo con estudiantes de secundaria a
quienes ya se les habia ensefiado la resolucion de ecuacio-
nes lineales, pero que atin no trabajaban con expresiones
abiertas, equivalencia de expresiones algebraicas ni con
sistemas de ecuaciones. Las formas bdsicas de notacién
del dlgebra son esencialmente las mismas que las de la arit-
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mética, es decir, nimeros, signos de operacidn, signo de
igualdad y letras. Sin embargo, los significados y modos de
operacion de tales notaciones difieren de un campo a otro.
En esta etapa, se pudo observar que los sujetos tenian atin
gran dificultad en la lectura y escritura de las expresiones
algebraicas, la cual se manifestaba como una tension entre
el uso de los sistemas de signos de la aritmética (SMS,,)
y del lenguaje natural y la necesidad de darle significado
a las oraciones y signos algebraicos (Filloy & Rojano,
1991). A fin de investigar los procesos de traduccion del
dlgebra al lenguaje natural y viceversa, en situacion de en-
trevista individual, se les pedia a los estudiantes que usaran
simbolos algebraicos para expresar frases como «a aumen-
tada de dos». A continuacion se presenta un fragmento del
didlogo entre un estudiante (S) y el entrevistador (I), a pro-
posito de esta tarea:

S: No entiendo eso.

I: Te dan una oracién y te piden que la escribas usando letras y signos
de operacion.

S: Es decir, simbolizando algo...

I: Si, pero ;qué quieres decir con simbolizando?

S:...

I: Dame una oracién en espaiol en la cual uses «aumentado».

S: Has aumentado la velocidad.

I: Y eso qué significa?

S: Que la persona estd ahora, bueno, yendo mds rdpido.

I: (Y otra oracién en espafol que incluya también «dos»?

S: Bueno..., yo continuaba aumentando mi velocidad durante dos dfas.

]

En los dltimos dos dfas, él aumentd de peso.

[..
S:
[...]

S: Su peso aumenté en dos kilos.

En este caso, el estudiante hace uso de significados toma-
dos del lenguaje coloquial para responder a la pregunta del
entrevistador. Es claro que se requiere asignarle significa-
do a la frase «a aumentado de dos» antes de proceder a su
simbolizacién y es en ese proceso de asignacién de signi-
ficados, en donde se observa una inconsistencia por parte
del estudiante. Dicha inconsistencia se deriva del hecho de
que en la frase original «a» y «dos» son medidas de can-
tidades de la misma materia o cuestion, y el estudiante se
las asigna a cosas distintas (velocidad y dias, en un caso,
y peso y tiempo, en el otro), excepto en la oracién «él au-
mento su peso en dos kilos», en la cual se refiere a un peso
inicial (a) y los dos kilos que aumentd. En otro caso, un
estudiante responde a la misma pregunta haciendo el dibu-
jo que aparece en la figura 1.

Figura 1

2

Aqui, la palabra «<aumentado» claramente no se asocia a
la accion de sumar y, en cambio, corresponde a la accién
de agrandar o expandir, accion que afecta a la grafia de
la letra «a».
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Las respuestas espontdneas de los estudiantes a pregun-
tas como la anterior revelan que los significados colo-
quiales de las palabras predominan en esas edades y ello
inhibe la traducciodn al sistema matemadtico de signos del
dlgebra (SMS ) de frases formadas por esas palabras.

En el caso inverso, cuando se les pedia a los estudiantes
que leyeran en voz alta expresiones abiertas tales como:

a+b
2

ademds de producir lecturas textuales como:

,ab, 3ab, @,

«a mas b sobre dos»,

algunos estudiantes tendian a asignar significados geomé-
tricos (alejados del dlgebra) a estas expresiones. El siguien-
te fragmento de entrevista ilustra lo anterior.

I: Lee en voz alta la siguiente expresion [apuntando a la primera de las
expresiones enlistadas arriba].

S: El lado mds ancho sobre dos.

I: Y ahora, si dejas de pensarla como una férmula, jcomo la leerfas, en qué
situaciones te la has topado?

S: Bueno, es para encontrar un resultado.

I: {Como cudl?

S: Bueno...

Después de una larga pausa, el entrevistador interviene
y hace la siguiente pregunta, ahora refiri€éndose a la ex-
presion a + b.

S: Como nimeros..., por ejemplo, 50 + 20.

I: Asi que si esto [sefialando a + b] estd ahf en el pizarrdn, significa
50 + 20.

S: No, lo que quiero decir es, podrfa significar también algo mds.

I: {Como qué?

S: Otra incdgnita.

I: { Qué incdgnita?

S: Por ejemplo, a igual a, no..., bueno, si a es igual a 20, ;a qué es
igual b?

I: Y ahi...

S: La incdgnita es b.

Lo que observamos en este didlogo es que el estudiante
tiende a interpretar las expresiones abiertas como férmu-
las geométricas (por ejemplo, «el lado mds ancho sobre
dos») o bien tiende a «cerrarlas», ya sea buscando un
resultado por medio de asignarles valores numéricos
particulares a las letras, o bien convirtiendo una de las
letras en un dato y la otra en una incdgnita. Esto lti-
mo es caracteristico de expresiones «cerradas» como las
ecuaciones.

En ambos casos, las letras y los signos de operacion son
leidos con significados propios de la aritmética de la pri-
maria, como son los de las férmulas geométricas o los de
las ecuaciones, a pesar de que el signo de igualdad estd au-
sente. Es decir, el sujeto «completa» la expresion abierta, a
fin de poder leerla en contextos que le son familiares.

El ejemplo anterior indica el tipo de antecedentes semdn-
ticos del Sistema Matemdtico de Signos de los estudian-
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tes de entre 12 y 14 afios de edad y que son la base sobre
la que desarrollardn sus competencias algebraicas. Cuan-
do éstas estén consolidadas, las expresiones abiertas (sin
signo de igualdad) denotardn nuevos objetos matemd-
ticos, los cuales se ubican en un nivel mds abstracto e
involucran conceptos mds generales como el de nimero

general (a y b en la expresion % ) y el de operacion

suspendida (la suma en a + b). Pero mientras esto dltimo
sucede, los estudiantes transitardn de la espontaneidad de
sus lecturas y producciones escritas de expresiones al-
gebraicas hacia una lecto-escritura algebraica que opera
seglin reglas (socialmente) establecidas. En ese camino,
los sujetos habrdn de remontar una serie de dificultades
ya identificadas, relacionadas con, por ejemplo, la puesta
en ecuacion del enunciado de un problema, la cual pre-
supone procesos de traduccidn del lenguaje natural al
dlgebra y es la base del método cartesiano de resolucién
de problemas.

2. INTERACCION ALGEBRA-LENGUAJE NA-
TURAL: ACERCAMIENTOS TEORICOS

Por la importancia de conocer a fondo cémo se rela-
cionan entre si la lengua materna y el dlgebra simbdli-
ca, en el aprendizaje y la enseflanza de esta ultima, se
ha considerado conveniente estudiarla (el dlgebra) en
su condicién de lenguaje. Una serie de investigacio-
nes se han dedicado a ello desde distintas perspectivas
(véase Rojano, 1994). Asi, el trabajo de David Kirsh-
ner enfatiza el cardcter de lengua escrita del dlgebra y
recurre a la linglifstica y a la semidtica para analizar la
sintaxis y la semdntica algebraicas. Este autor hace uso
de la gramdtica generativa y transformacional para pro-
ducir expresiones algebraicas simples y transformarlas,
con base en descripciones de sus formas superficiales y
profundas (Kirshner, 1987, 1990, 2001). Por su parte,
Jean-Philippe Drouhard desarrolla una nocién de signifi-
cacion, con la cual relaciona los aspectos de referencia,
sentido, interpretacion y connotacion, que son la base
de su andlisis de los significados o significaciones del
dlgebra escrita (Drouhard, 1992). Por otro lado, Luis
Radford toma la idea de Vygotsky de que la cognicién
humana estd atada al uso de signos, de tal manera que ya
no se considera central lo que los signos representan sino
lo que nos permiten hacer. Es mds, Radford sostiene que
los signos forman parte de sistemas de signos que son
parte de una cultura y por lo tanto trascienden las cog-
niciones individuales (Radford, 2000). Desde esta pers-
pectiva, el autor analiza la emergencia del pensamiento
algebraico en los estudiantes y la emergencia del simbo-
lismo algebraico en la historia (Radford, 2001).

Los tres acercamientos mencionados se nutren de disci-
plinas como la lingiiistica, la semidtica y la historia. De
manera similar, el acercamiento de modelos tedricos
locales incorpora elementos de la semidtica y la histo-
ria y adopta una perspectiva basada en la pragmatica,
favoreciendo asi el estudio del significado en uso mds
que el del significado formal. De este modo, el foco
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de atencion se desplaza hacia la actividad de los su-
jetos con el lenguaje del dlgebra. La gramdtica como
el sistema formal y la pragmadtica como el conjunto de
principios de uso del lenguaje son concebidas como
dominios complementarios, especialmente cuando se
los relaciona con modelos de ensefianza del dlgebra.
Con este entretejido tedrico, se abordan problematicas
de la interaccion lenguaje natural-dlgebra, formulando
modelos locales para el andlisis de fendmenos especi-
ficos (Filloy, Rojano y Puig, 2008). En las siguientes
secciones, se ilustra este tipo de andlisis para el caso de
la resolucién de problemas algebraicos verbales, enfa-
tizando aspectos relacionados con los procesos cogniti-
vos que tienen lugar en la traduccién del enunciado de
un problema verbal al lenguaje algebraico.

3. ELPROCESO DE RESOLUCION ALGEBRAI-
CO DE UN PROBLEMA VERBAL: EL COMPO-
NENTE DE COMPETENCIA

3.1. El método cartesiano como modelo de compe-
tencia

Como ya hemos indicado en la introduccidén, una de las
caracteristicas del enfoque de los modelos tedricos lo-
cales es la consideracién de cuatro componentes de los
modelos. Pero, ademds, estos componentes estdn imbri-
cados, asi que las observaciones que presentamos en la
seccidn 5 sobre los procesos cognitivos forman parte del
componente de actuacion de los sujetos, pero ese compo-
nente de los procesos cognitivos se mira desde el punto
de vista que da el componente de competencia. En esta
seccién presentamos algunos de los elementos que cons-
tituyen el componente de competencia de la resolucion
algebraica de problemas de enunciado verbal.

La competencia en la resolucién algebraica de proble-
mas de esa familia tiene elementos que provienen de
varios dmbitos que estdn presentes en el proceso de re-
solucion. El centro del proceso es el paso del enunciado
del problema, que se presenta escrito en lenguaje natural,
a una expresion del lenguaje del dlgebra: una ecuacion.
Por tanto, en la resolucién algebraica de problemas estd
implicada, por un lado, la competencia en ambos lengua-
jes, y, por otro, la competencia en el proceso de paso de
un texto escrito en el lenguaje natural a un texto escrito
en el lenguaje del dlgebra. Esto es patente si se exami-
na en la historia el método de resolucién con contenido
heuristico que es pertinente analizar en este caso, que es
el método cartesiano (MC), ya en la propia formulacién
de Descartes, en sus Regulae ad directionem ingenii 'y en
su Géometrie, 0 en textos anteriores, como hemos hecho
en Puig (2003b), Puig y Rojano (2004) y Puig (2006).
En efecto, el método puede presentarse formalmente,
desglosado en una serie de pasos, que el resolutor ideal
recorre linealmente:

1) Una lectura analitica del enunciado del problema que

lo reduce a una lista de cantidades y de relaciones entre
cantidades.
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2) Eleccion de una cantidad que se va a representar con
una letra (o de unas cuantas cantidades que se van a re-
presentar con letras distintas).

3) Representacién de otras cantidades mediante expre-
siones algebraicas que describen la relacion (aritmética)
que esas cantidades tienen con otras que ya han sido
previamente representadas por una letra o una expresion
algebraica.

4) Establecimiento de una ecuacion (o tantas como letras
distintas se haya decidido introducir en el segundo paso),
igualando dos expresiones, de las que se han escrito en el
tercer paso, que representen la misma cantidad.

5) Transformacion de la ecuacion en una forma cano-
nica.

6) Aplicacion de la férmula o algoritmo de solucién a la
ecuacion en forma candnica.

7) Interpretacion del resultado de la ecuacion en térmi-
nos del problema.

El primer paso, la lectura analitica, reposa sobre la
competencia en el lenguaje natural, pero, en particular,
sobre la competencia en ese tipo especial de textos ma-
temadticos que son los problemas aritmético-algebraicos
de enunciado verbal (cf. Puig y Cerddn, 1988), en los
que no hay elipsis, y cuya lectura ha de ignorar cual-
quier significado que no tenga que ver con las canti-
dades y las relaciones de las que habla la historia del
problema. En ese primer paso, el texto en lenguaje na-
tural se prepara para su traduccién al sistema de signos
del dlgebra, que sélo habla de cantidades y relaciones.
La lectura analitica descompone el texto del problema
explorando su campo semdntico, convirtiéndolo en un
nuevo texto en el que sélo estdn las cantidades y rela-
ciones que permiten resolver el problema, con lo que
el nuevo texto reduce y amplia el enunciado, ya que
sélo tiene cantidades y relaciones, pero estas cantidades
y relaciones pueden estar mencionadas explicitamente
en el enunciado, o puede que haya que encontrarlas en
su campo semdntico.

En los pasos segundo, tercero y cuarto, estdn presen-
tes tanto las competencias de proceso propias del MC
como las competencias en el sistema de signos del
dlgebra que tienen que ver con la designacion biuni-
voca entre signos elementales (letras) y cantidades, el
significado de las expresiones algebraicas compuestas
y sus reglas de sintaxis y la forma como éstas se re-
fieren a cantidades por el intermedio de las relaciones
entre cantidades, y lo que Descartes llamaba «expresar
una cantidad de dos maneras diferentes»! (Descartes,
1701, p. 66), que es lo que da sentido a la construccién
de la ecuacidn, y constituye el significado algebraico
del signo igual en una ecuacién.

Los pasos quinto y sexto contienen dos competencias es-
trictamente algebraicas: el quinto, en el cdlculo literal,
que, en este caso, consiste en la transformacion de expre-
siones algebraicas para llevarlas a una forma candnica,
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y, por tanto, se ha de acompaifiar de la competencia de
proceso en un tipo de andlisis medios-fines; y el sexto,
en la solucidn de ecuaciones (o sistemas) mediante algo-
ritmos o férmulas.

Finalmente, el dltimo paso, en que se regresa al pro-
blema verbal, exige la competencia en el contenido del
problema que permite evaluar la adecuacidon del resul-
tado.

Abhora bien, esta descripcién del MC como una serie de
pasos ideales es una descripcion macroscépica, que, por
tanto, no agota el conjunto de las competencias necesa-
rias para la resolucion algebraica de problemas, aunque
contenga sus rasgos mds importantes. El resolutor ten-
drd que lidiar ademds con las peculiaridades propias del
problema que se trate de resolver. Es decir, los proble-
mas pueden tener estructuras distintas que hagan preciso
desencadenar competencias distintas, en distinto grado
o de forma distinta. El estudio pues de la estructura de
los problemas aritmético-algebraicos de enunciado ver-
bal, desde el punto de vista de su resolucién por el MC,
contribuye a ampliar los elementos de la competencia al-
gebraica. Un esbozo de este estudio es lo que exponemos
a continuacion.

3.2. Sobre estructura de los problemas aritmético-
algebraicos de enunciado verbal

Nuestro enfoque sobre la descripcién de la estructura
de esta clase de problemas tiene su origen en el estudio
de los problemas aritméticos de enunciado verbal de
varias etapas, realizado en Puig y Cerddn (1988). Ahi
se elabord una versidn del método de andlisis y sintesis,
adaptada a la resolucién de esa familia de problemas
aritméticos, que se usé como herramienta metodolégica
para describir la estructura de una solucién aritmética
de un problema cualquiera de esa familia. A partir de
ello, en Puig y Cerddn (1990) se comparé el proceso
de resolucion de problemas aritmético-algebraicos de
enunciado verbal modelado por una version del método
de andlisis y sintesis, adaptada a los problemas aritmé-
ticos, con el modelado por el método cartesiano. En el
modelado por esa version del método de andlisis y sin-
tesis, el andlisis se realiza a partir de la incdgnita del
problema y se concluye cuando ya no se llega a otras
cantidades desconocidas (incégnitas auxiliares) sino
a cantidades conocidas (datos del problema), esto es,
cuando la incégnita se ha reducido a datos. El producto
del andlisis es entonces un conjunto de relaciones en-
tre las cantidades del problema enlazadas de tal manera
que pueden representarse en forma de un diagrama con
forma de drbol que conduce desde la incégnita a los
datos del problema. La sintesis consiste en el recorrido
de ese diagrama en sentido inverso, desde los datos a
la incégnita, realizando las operaciones aritméticas co-
rrespondientes o, si se quiere, escribiendo la expresién
aritmética que resuelve el problema. Esta version del
método de andlisis y sintesis, por tanto, cuando se usa
para resolver ese tipo de problemas y conduce a su so-
luciodn, lo hace en el SMS.: de la aritmética. Ilustramos
lo dicho con el enunciado de un problema, la represen-
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tacion de su andlisis en un diagrama y la expresion arit-
mética que resulta de la sintesis.

El problema:

El problema de la tela para trajes

Cuatro piezas de tela de 50 m cada una se van a utilizar
para hacer 20 trajes que necesitan 3 metros de tela cada
uno. El resto de la tela se utilizard para hacer abrigos. Si
para hacer cada abrigo se necesita 4 m, ;cudntos abrigos
pueden hacerse?

El diagrama de solucion:

Figura 1

3m

4 piezas

50 m 20 trajes

La expresion aritmética a la que se traduce el problema
mediante ese andlisis y sintesis:

(4 X 50 — 20 X 3) + 4

Problemas como éste pueden resolverse también con el
uso del SMS del dlgebra, traduciendo el enunciado a una
ecuacion y luego resolviendo ésta. Asf, si se decide en el
paso segundo del MC designar con la letra x a la cantidad
«nimero de abrigos» y, en el paso cuarto, expresar de
dos maneras diferentes la cantidad «tela total», la ecua-
cién que resulta serd 4x + 20-3 = 4-50, cuya solucién es
precisamente la expresion aritmética dada por la sintesis
anterior. Lo que hace que la solucién (indicada) de esta
ecuacion coincida con esa expresion aritmética es que
la cadena de operaciones indicadas en la ecuacién pue-
de invertirse afectando las operaciones inversas solo a
cantidades conocidas. Dicho de otro modo, el conjunto
de cantidades y relaciones expresadas en esa ecuaciéon
puede recorrerse yendo desde la incégnita a datos como
se hace en el andlisis y sintesis. Obsérvese que esta ecua-
cidn es de las que llamamos en Filloy y Rojano (1985b)
«ecuaciones aritméticas».

No es dificil percatarse de que las ecuaciones que lla-
mamos «algebraicas», es decir, aquellas en las que la in-
cognita aparece en ambos miembros de la ecuacién, no
pueden invertirse de la misma manera, ya que es preciso
operar con la incégnita para resolverlas. Asi que el con-
junto de cantidades y relaciones expresadas en esa ecua-
cién no puede recorrerse desde la incdgnita a los datos
como se hace en el andlisis y sintesis.
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Tomemos por ejemplo una ecuaciéon como

X X

217 171 = o3
Si intentamos recorrer desde la incégnita el camino del
andlisis, utilizando las relaciones entre cantidades que es-
tdn expresadas en esta ecuacion, éste no consigue reducir
la incAgnita a datos, sino que se vuelve a la incégnita al
usar la relacién que corresponde a su segunda ocurren-
cia. Lo mostraremos recurriendo a un problema verbal
en una de cuyas soluciones aparece esa ecuacion. Asi po-
dremos nombrar las cantidades y relaciones expresadas
en la ecuacién por sus significados en el contexto de la
historia que narra el enunciado del problema.

El problema proviene de Kalmykova (1975) y ya ha sido
usado en Puig y Cerddn (1988) y Puig (1996). Lo llama-
remos «el problema del heno».

El problema del heno

En una granja colectiva se previé que una cierta cantidad
de heno almacenado para el consumo del ganado duraria
198 dias, pero el heno duré 217 dias ya que era de la mejor
calidad y el ganado consumié 171 kg menos por dia de lo
que se habia previsto que gastarfa. ;Cudnto heno se habia
almacenado en la granja? (Kalmykova, 1975, pdg. 90)

Si este problema se traduce a la ecuacidn,

X X
217 T 171 = Tog
el enunciado, se han extraido las cantidades conocidas
«dias previstos», D, (198), dias reales», D_(217) y «heno
ahorrado diario», Gm (171), las cantidades desconocidas
«gastodiario previsto», G , «gastodiarioreal», Gr, y «<heno
almacenado», P, y las relaciones entre esas cantidades
Dy xG,=P,D,xG,=PyG,+G,=G,.

, s porque, de la historia que narra

Ahora bien, el uso de esas cantidades y relaciones en el
andlisis de la incégnita conduce a uno de los dos diagra-
mas siguientes, que no pueden acabar en datos porque
de nuevo aparece la incdgnita, con lo que el andlisis no
puede concluirse de forma que la solucién del problema
sea una expresion aritmética obtenida por la sintesis.

Figura 2

Los diagramas de la figura 2 se corresponden con los dos
intentos posibles de despejar cada una de las ocurren-
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cias de la x invirtiendo las operaciones indicadas en la
ecuacion, intentos que conducen a

X X
=5t 17X 198 = x y (555~
( 217 Y {198
pero no a la x igualada a una expresion aritmética. En
efecto, en el caso de ecuaciones como €ésta, no basta con
invertir las operaciones indicadas para despejar la incog-
nita, sino que es preciso ademds operar con la incégnita.

- 171)>< 217 = x

Si el problema del heno, en vez de resolverse con el MC
(y, por tanto, el SMSa del dlgebra), se hubiera intentado
resolver con el método de andlisis y sintesis (y el SMS.: de
la aritmética) y en el andlisis se hubieran establecido pre-
cisamente las relaciones D, x G, =P, D, x G,=Py G, + G,,
= G, entonces el problema no hubiera podido resolverse
porque ese andlisis no permite reducir la incégnita a datos.
Los diagramas de la figura 2 lo muestran con claridad.

La diferencia fundamental entre el andlisis del enuncia-
do propio del método de andlisis y sintesis y el del MC
reside en que el esbozo I6gico-semidtico que uno realiza
cuando usa el MC prevé el uso del SMS,, del dlgebra.
Esto conlleva no sélo el uso de letras para designar las
cantidades que se determinan en el andlisis, sino los nue-
vos significados de las operaciones y las relaciones arit-
méticas y, en particular, del signo igual que son propios
de ese SMS,. Resulta entonces que ese andlisis se hace
considerando de la misma manera las cantidades cono-
cidas y las desconocidas. Por el contrario, el andlisis del
enunciado propio del método de andlisis y sintesis se de-
sarrolla situdndose en la incégnita del problema y consi-
derando con qué datos habria que operar para obtenerla,
y en el esbozo 16gico-semidtico no se contempla la posi-
bilidad de operar mds que con cantidades conocidas.

Los diagramas anteriores, que reflejan una solucién mo-
delada por el método de andlisis y sintesis, no son ade-
cuados para dar cuenta de la lectura analitica propia del
MC. Por ello, para describir la estructura de los proble-
mas desde el punto de vista de su resolucion algebraica
via el MC, hemos elaborado otro tipo de diagrama con
forma de grafo, adaptado de Fridman (1990).

Esos grafos representan la lectura analitica del enuncia-
do de un problema verbal aritmético-algebraico propia
del MC porque sus vértices representan cantidades y sus
aristas, relaciones entre cantidades, de modo que el grafo
muestra la red de relaciones entre cantidades que se ha
determinado en esa lectura analitica. Ademds, en el grafo
se distinguen las cantidades conocidas de las desconoci-
das representando mediante circulos negros los vértices
correspondientes a las cantidades conocidas (los llama-
remos «vértices oscuros») y mediante cuadrados con el
interior vacio los vértices correspondientes a las canti-
dades desconocidas (los llamaremos «vértices claros»).
Como las cuatro operaciones aritméticas bdsicas son bi-
narias, las relaciones correspondientes son ternarias, de
manera que en los problemas aritmético-algebraicos mds
corrientes las aristas tienen tres vértices’.

Asi, la lectura analitica del problema del heno (tomado
como espacio textual) que produce las cantidades co-
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nocidas D, (198), D, (217) y G,, (171), las cantidades
desconocidas G,, G,, y P, y las relaciones entre esas can-
tidades D, x G,=P, D, x G,=Py G, + G,, = G, (un nuevo
texto) se representa mediante el grafo de la figura 3.

Figura 3
Dp Gp
Dr @ []Gr P
® Gm

La lectura analitica del problema de la tela para trajes en
la que se determinan las cantidades y relaciones que an-
teriormente hemos representado mediante un diagrama
puede representarse también mediante el grafo de la fi-
gura 4. En ella, las cantidades conocidas «son nimero de
piezas de tela», N, (4), «<numero de trajes», N, (20), «tela
por abrigo» G, (4 m), «tela por pieza», G, (50 m) y «tela por
traje» G, (3 m); las cantidades desconocidas «nimero de
abrigos», N,, «tela de los abrigos», T,, «tela de las piezas
o tela total», T,, y «tela de los trajes», T, y las relaciones
Nix Gi :Ti, 1€ {a, P t},Tp:Ta+Tt.

Figura 4

Na | I ‘Ga

DTa

Ni@ °®

] Tt

[

G
Np@ o DTP

En estos grafos ademds es patente por qué una red de relacio-
nes permite que se obtenga la solucién del problema mediante
el uso del SMS__de la aritmética y la otra no. En efecto, para
que no haya que operar con cantidades desconocidas es pre-
ciso que en una arista ternaria dos de los vértices sean oscuros
(sean cantidades conocidas), entonces el vértice claro se pue-
de convertir en oscuro (la cantidad desconocida calcularse a
partir de cantidades conocidas) realizando la operacion arit-
mética correspondiente. La incognita del problema se puede
obtener a partir de los datos siempre que haya una manera de
ir oscureciendo los vértices claros sucesivamente hasta llegar
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aél. En el grafo correspondiente a la lectura analitica del pro-
blema de la tela para trajes este camino existe, y coincide con
el camino que describe el diagrama de andlisis y sintesis de la
figura 1. En el de la lectura del problema del heno, el camino
no puede existir porque no hay ninguna arista que tenga dos
vértices oscuros. Resulta coherente, pues, con la terminologia
anteriormente introducida, llamar «aritméticos» a los grafos
que comparten con el de la figura 4 la propiedad que hemos
explicado y «algebraicos» a los que no la tienen (como el de
la figura 3).

Los grafos representan pues la lectura analitica de los
enunciados de los problemas cuando se resuelven me-
diante el uso del MC, pero esta lectura analitica es s6lo el
primer paso del método. Para obtener la ecuacién

4x + 20-3 = 4-50 o la ecuacién + 171 =

X X

217 198 ~
hay que recorrer otros tres pasos, los pasos segundo, ter-
cero y cuarto del MC.

En las figuras 5, 6 y 7 mostramos cOmo esos pasos tam-
bién pueden representarse en los grafos.

Segundo paso

Figura 5
198 N o’
2 e x [P 2e o’
171 pe el
Tercer paso
Figura 6
= 2
198 198 217 N E o &
E2
2. el TP e o 203
17 ie v50 41+20)G| 4x30
Cuarto paso
Figura 7

N[ o i

200 ° 20x3

4x+20 3=] 4x50

Tp
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Obsérvese como, si el grafo es aritmético, la ecuacién
que se obtiene es aritmética vy, si el grafo es algebraico,
algebraica. También hemos mostrado que los diagramas
de andlisis y sintesis correspondientes producen una so-
lucién aritmética o no la producen. Ahora bien, esto no
quiere decir que los problemas correspondientes poda-
mos calificarlos de «aritméticos» (el de la tela para tra-
jes) y de «algebraicos» (el del heno). En efecto, lo que en
el caso del problema del heno no es aritmético es un pro-
ceso de resolucién conducido por el método de andlisis y
sintesis (el que representa el diagrama de andlisis y sinte-
sis) y una lectura analitica que constituye el primer paso
del MC (la que representa el grafo); pero puede caber
que exista otro proceso de resolucién u otra lectura anali-
tica que determine otra red de relaciones entre cantidades
que si sea aritmética. Y no sélo cabe que sea asi, sino que
asf es el caso: si la lectura analitica determina, ademas
de las cantidades anteriores, las cantidades desconocidas
«dfas de mds», Dm, «gasto en los dias de mds», Gpp, y
«ahorro total», A , y las relaciones nuevas Dy x Gm = Ay,
D x Gr = Gpm, Dp Din = Dr y Gom = Ay, el grafo corres-
pondiente es aritmético, como puede verse en la figura 8,
y la incdgnita se determina con la expresion aritmética,

198 X 171
217 — 198

vamente las aristas (Dp, Dr, Dm), (Dp, Gm, At), (At, Gpm)
(Dm, Gr, Gom), (Gp, Gr, Gm) y (Dy, Gy, P) calculando en cada
paso una cantidad desconocida a partir de dos conocidas.

+ 17 1)>< 198 que se obtiene al recorrer sucesi-

Figura 8

Lo que puede calificarse de aritmético o algebraico es,
por tanto, el proceso de resolucion (representado por
el diagrama de andlisis y sintesis), la lectura analitica
(representada por el grafo) o la ecuacién que traduce el
enunciado, pero no el problema.

Pero ademds de permitir discutir de esta manera el ca-
racter aritmético o algebraico de los problemas, el grafo
representa una lectura analitica posible del problema,
que, al consistir en una red de cantidades y relaciones,
representa una estructura del problema. Desde ese punto
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de vista, las distintas estructuras que ilustran los grafos
reflejan la complejidad de la competencia que hay que
poner en juego para resolver los problemas mediante el
método cartesiano. Cerdan (2008) ha utilizado una ver-
sién ligeramente distinta de estos grafos para estudiar los
problemas de esta familia aritmético-algebraica, estable-
cer isomorfismos entre ellos, describir la complejidad de
la estructura de la red de relaciones y relacionar todo ello
con las dificultades que los problemas tienen cuando los
resuelven los alumnos y los errores que cometen.

3.3. Sobre el proceso de traduccion y el trabajo en
el nivel de la expresion

Es habitual referirse al método cartesiano como el proceso
de poner un problema en ecuaciones o0 como un proceso de
traduccién del enunciado del problema en lenguaje natural
al lenguaje del dlgebra en que estd la ecuacion. Ya hemos
visto que el MC no se limita a esa traduccion, sino que
también contiene, por un lado, la lectura analitica, que pre-
para el texto del problema elaborando otro texto que en
cierta manera estd preparado para ser traducido al lenguaje
del dlgebra, y, por otro, un trabajo en el nivel de la ex-
presion en el lenguaje del algebra que transforma el texto
traducido (la ecuacion) a otro texto que se sabe resolver (la
ecuacion en forma candnica); con el afiadido de la vuelta
al mundo del enunciado del problema, con el resultado
obtenido en el mundo del lenguaje algebraico.

En la resolucion algebraica de problemas de enunciado
verbal hay implicados, por tanto, dos tipos de produc-
cidén de textos algebraicos. El primero es el que podemos
seguir llamando «traduccién» a condicién de que tenga-
mos presente que el proceso que aqui se realiza es el paso
entre dos lenguajes que son distintos no sélo por la natu-
raleza de sus signos, sino porque el lenguaje del dlgebra
sélo tiene como contenido el mundo de las cantidades y
las relaciones aritméticas entre ellas. Desde este punto
de vista, la lectura analitica forma parte del proceso de
traduccion creando un texto intermedio en lenguaje na-
tural, cuyo contenido es (casi) s6lo una red de cantidades
y relaciones. «Casi» porque la expresion de los nombres
de las cantidades en lenguaje natural conlleva otros sig-
nificados que las puras cantidades.

La traduccién se realiza asignando nombres a las cantida-
des en el lenguaje del dlgebra mediante signos individua-
les (letras), cuya relacién con la cantidad a la que nombra
se establece de forma arbitraria en el segundo paso del
método, o mediante expresiones compuestas que tradu-
cen las relaciones entre cantidades a operaciones expre-
sadas en el lenguaje del dlgebra, en el tercer paso del
MC. Las expresiones algebraicas simples y compuestas
que resultan de la traduccion se refieren pues a las canti-
dades concretas del problema, como consecuencia de ser
el resultado de esa traduccion, normalmente a través de
un texto intermedio. Sin embargo, para que pueda desen-
cadenarse la transformacion de la ecuacién en una for-
ma canodnica, es preciso que las expresiones algebraicas
compuestas dejen de referirse a esas cantidades concre-
tas. Mientras estén pegadas a ellas®, las expresiones y las
ecuaciones que se produzcan aplicando reglas de trans-
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formacidn no parecerdn referirse a nada. Las expresiones
algebraicas producto del proceso de traduccion han de
desprenderse de las cantidades y relaciones concretas del
mundo del problema, no para convertirse en puros signos
que se manejan sintdcticamente siguiendo reglas, sino
para referirse a las cantidades y relaciones abstractas del
mundo del dlgebra.

Esto es asi porque una expresion algebraica, incluso si
traduce el enunciado de un problema verbal, no tiene
como contenido el estado de cosas del mundo al que se
refiere el enunciado del problema verbal: ése es el con-
tenido de la expresién que es el texto del enunciado del
problema verbal. La expresion algebraica tiene como
contenido el estado de cosas del mundo del dlgebra al
que se refiere, esto es, un conjunto de cantidades abstrac-
tas y un conjunto de relaciones (aritmético-algebraicas)
entre ellas.

Ademds, entre la expresion algebraica y su contenido hay
correspondencia biunivoca. Eso hace que sea un icono,
en términos de Peirce (Peirce, C.P. 2279, p.158), y que,
por tanto, «las operaciones que se llevan a cabo en la
expresion modifican el contenido; y si estas operaciones
se llevan a cabo conforme a ciertas reglas, el resultado
proporciona nuevas informaciones sobre el contenido»
(Eco, 1990, p. 24), en particular, en el caso que nos ocupa,
nuevas relaciones entre las cantidades que eventualmente
dardn un valor numérico a la incégnita de la ecuacion (o
las incégnitas de las ecuaciones). Por el contrario, no hay
correspondencia biunivoca entre la expresion en el len-
guaje natural y su contenido, siendo las expresiones del
lenguaje natural simbolos, en términos de Peirce. Ambas
expresiones y ambos contenidos estdn relacionados por el
proceso de traduccidn, y, como hemos dicho, a menudo a
través de textos intermedios.

El segundo tipo de produccion de textos algebraicos es
el que se realiza entre un texto algebraico y otro texto
algebraico mediante transformaciones algebraicas, que
se realizan en el nivel de la expresion. En el caso de la
resolucion algebraica de problemas, esta produccién de
nuevos textos algebraicos es de lo que se ocupa el quinto
paso del MC y tiene como objetivo poner la ecuacién en
forma candnica.

Para ello hace falta que las expresiones algebraicas ya
no se refieran a las cantidades particulares del enunciado
del problema, sino que adquieran nuevo significado en
el mundo del dlgebra de cantidades y relaciones. En ese
mundo, las reglas de transformacién de las expresiones
y ecuaciones adquieren su significado como resultado de
teoremas que establecen que, si ciertas relaciones entre
cantidades estan dadas, otras relaciones también estan
dadas.

Pero ademds, en el contexto de la resolucion algebraica
de problemas, las transformaciones se dotan de sentido
como consecuencia de la constatacién de que cualquier
ecuacion puede transformarse en un conjunto reducido
de ecuaciones que se sabe resolver (las formas cand-
nicas), y luego es posible volver a los significados del
primer modo de produccién de textos algebraicos (la tra-
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duccidn) para recuperar los del mundo del enunciado del
problema (en el paso séptimo).

Las dificultades de los alumnos tienen que ver también
con el paso entre los dos tipos de produccién de textos
algebraicos y los cambios de significado necesarios para
ello. En la seccién siguiente examinamos un conjunto
de hechos que hemos encontrado en nuestras investiga-
ciones, de cuya base empirica y fundamentacién tedrica
hemos dado cuenta en Filloy, Rojano y Puig (2008)

4. ELPROCESO DE RESOLUCION ALGEBRAI-
CO DE UN PROBLEMA VERBAL: EL COMPO-
NENTE DE LOS PROCESOS COGNITIVOS

4.1. Sobre la cognicion

Los procesos cognoscitivos que se ponen en accidn para
llevar a cabo las formas del pensamiento matemadtico y
su comunicacién (con c6digos socialmente establecidos)
van afinando los elementos complejos como los que se
utilizan: a) en la percepcién (por ejemplo, en el caso del
manejo de las formas geométricas y sus transformacio-
nes), b) en el direccionamiento de la atencidn y sus re-
laciones con los procesos de comprensién, ¢) en el uso
cada vez mas intensivo de la memoria, d) en el desenca-
denamiento de procesos de andlisis y sintesis cada vez
mds entrelazados con el uso de la l6gica, e) en las con-
cepciones heuristicas utilizadas en la resolucion de las
situaciones problémicas, f) en el aprendizaje, muy ligado
a los procesos de generalizacion y abstraccién, y que re-
quiere de usos novedosos de los SMS de la matemadtica
escolar, etc.

4.2. Sobre la resolucion de problemas

Para ejemplificar, consideremos, entre muchos, tres mé-
todos cldsicos para resolver problemas.

MIAS: Concibiendo los enunciados de los problemas
como descripciones de «situaciones reales» o «estados
posibles del mundo» y transformando tales textos a tra-
vés de oraciones analiticas, esto es, utilizando «hechos»
védlidos en «todo mundo posible»: inferencias légicas
que actdan como descripciones de las transformaciones
de las «situaciones posibles» hasta llegar a una que se
reconoce como la solucion del problema. A este método
lo llamaremos Método de Inferencias Analiticas Suce-
sivas (MIAS). Este es el Método Analitico Cldsico para
resolver problemas.

MAES: A través de este método de resolucién se usan
exploraciones con datos particulares para desencadenar
el andlisis del problema y con ello su solucién; a €l nos
referiremos como Método Analitico de Exploraciones
Sucesivas (MAES).

MC: A través de la representacion de algunos de los ele-
mentos desconocidos del texto por medio de expresiones
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de un SMS mds abstracto, traduciendo, después, el texto
del problema a una serie de relaciones expresadas en ese
SMS que conducen a uno o varios textos cuya descodifi-
cacion, via un regreso en la traduccién al SMS original,
arroja la solucidén del problema. Este acercamiento a la
resolucion de problemas es el usual en los textos actuales
de dlgebra y lo llamaremos Método Cartesiano (MC).

Interesa describir qué tipo de dificultades, obstdculos y
facilidades produce la utilizacién de cualquiera de los
tres métodos para resolver los problemas verbales que
aparecen en los libros de texto. Interesa qué tipo de com-
petencias genera el uso del MAES, para que el usuario
pueda llegar a ser competente en el uso del MC, y cudles,
generadas por el MIAS, son necesarias para el uso com-
petente del MC.

Algunos expertos y muchos principiantes, al utilizar un
SMS, recurren espontdneamente al uso de valores parti-
culares y a operar con ellos para explorar y asi resolver
algunos problemas, ya que el uso de datos particulares y
su operacion confiere, espontdineamente, significados en
un SMS mds concreto a las relaciones que se encuentran
inmersas en un problema, dando esto mds posibilidades
de que, en muchos casos, se pueda desencadenar el and-
lisis 16gico. Con el uso de un SMS mds abstracto es mads
dificil captar el sentido de las representaciones simbdli-
cas, al ser éstas mds abstractas y, por ende, es mds dificil
encontrar estrategias de solucion del problema.

Para resolver problemas mds complejos es necesario
avanzar en la competencia para hacer andlisis 16gicos de
las situaciones problemdticas. Para poder desencadenar
los razonamientos analiticos que se requieren para la re-
solucion de problemas, se necesita que no haya ciertos
obstructores, que no haya incertidumbre sobre las tdcti-
cas que se necesitan poner en uso al resolver el problema;
y para progresar en lo anterior, es necesario avanzar en
tdcticas intermedias inmersas en los usos de los estratos
de los SMS intermedios que se estén utilizando.

4.3. Sobre el uso competente y las tendencias cog-
nitivas

El uso competente del MC para resolver problemas im-
plica una evolucién en el uso de la simbolizacién, en el
que, al final, un usuario competente puede darle senti-
do a una representacidn simbdlica de los problemas que
esté desprendida de los ejemplos concretos particulares
dados en el proceso de ensefianza, creando asi familias
de problemas, cuyos miembros son problemas que se
identifican por un mismo esquema de resolucion. Tendrd
sentido el uso del Método Cartesiano cuando el usuario
tenga conciencia de que, al aplicarlo, va a poder resolver
tales familias de problemas. No se confiere un sentido
al Método Cartesiano de resolucion de problemas ejem-
plificindolo desgranado, desarticulando ejemplo tras
ejemplo, como es propiciado por la tradicional diddctica
usual. La concepcion integral del método necesita la se-
guridad del usuario de que la aplicacién general de sus
pasos lleva necesariamente a la solucion de tales familias
de problemas.
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Un uso competente impide que el usuario caiga en cier-
tas tendencias cognitivas, que obstruyen la posibilidad de
hacer un uso adecuado del MC para resolver problemas.
Ejemplo de esto serian: a) la presencia de mecanismos
apelativos que llevan al desencadenamiento de procesos
erréneos de solucion (por ejemplo, si en la resolucion de
un problema aparece un tipo de texto matemdtico que no
se sabe descodificar), b) la presencia de obstrucciones
provenientes de la semdntica sobre la sintaxis y vicever-
sa (por ejemplo, al resolver problemas y dotar de signi-
ficados a los signos, predisponiendo esto al sujeto a una
buena utilizacion de la sintaxis), ¢) la presencia de meca-
nismos inhibitorios (por ejemplo, cuando a un problema,
de una familia de problemas, ya resuelto, se le cambia el
valor de algunos datos).

4.4. Sobre el dominio de las tacticas intermedias y
las tendencias cognitivas

El dominio de las tdcticas intermedias debe colaborar en
el desarrollo de tendencias «positivas» cognitivas que se
presentan en los procesos para aprender conceptos mas
abstractos, como son: a) el retorno a situaciones mas con-
cretas, cuando se presenta una situacion de andlisis, una
parte necesaria para avanzar en la competencia del MC;
0 b) la presencia de un proceso de abreviacion de un tex-
to concreto para poder producir reglas sintdcticas nuevas
(por ejemplo, en la resolucién de problemas, cuando se
estd operando con los valores particulares que se le asig-
nan a la incégnita de un problema en cada exploracién
del MAES, y luego, poco a poco, se va operando en el
texto abstracto, con las reglas del SMS mds abstracto, sin
hacer referencia ya a la situacion concreta).

4.5. Sobre la sintaxis y la memoria

Para ciertos problemas, el embarcarse en un proyecto
de resolucion via el Método Cartesiano o el MAES,
no siempre es el mejor camino de solucién pudiendo
ser, en cambio, una mejor estrategia de solucién la que
se desencadena a partir de un andlisis 16gico directo
(MIAS).

Las representaciones simbdlicas de los problemas en el
MC hacen mads eficiente el uso de la memoria de traba-
jo. Cuando el sujeto logra hacer relaciones entre datos e
incognitas, se integra la informacion haciendo chunks de
informacion mds complejos. En el momento en que el
sujeto logra hacer dichas relaciones, el uso de la sintaxis
obvia la necesidad de recargar la memoria de trabajo con
descripciones semdnticas ligadas al planteamiento de los
problemas.

4.6. Sobre el problema de la transferencia

Algunos investigadores establecen, acerca de la diferen-
cia que hay entre un experto y un novato, para resolver
problemas, el que un usuario competente tiene ya for-
mados esquemas mentales que le permiten reconocer
un problema incluso ante las primeras palabras, y, al re-
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conocerlo, se da cuenta de qué tipo de estrategia ha de
seguir para resolverlo. Otros investigadores afirman que
la formacion de esquemas les permite a los usuarios cla-
sificar problemas sobre la base de principios generales,
desdefiando aspectos superficiales, en un proceso donde
el esbozo que se obtiene del problema se pone en con-
sonancia con el esquema mental que tiene guardado el
usuario en su memoria a largo plazo.

Entonces, pareceria que es debido a que hay tales es-
quemas por lo que se desencadena una forma de traba-
jo hacia delante, en la que se realizaria una sintesis mas
que un andlisis del problema. Sin embargo, aunque esto
puede suceder en muchas situaciones problemdticas, en
poco nos ayudaria para explicar procesos mds complejos
que nos permitan decir por qué ciertos sujetos pueden
transferir la resolucion que se da en un tipo de problema
a otro no tratado. Esto es, la transferencia del uso de un
método de un SMS a otro.

4.7. Sobre el uso competente del esbozo logico/se-
miotico

Los sujetos que, formalmente, son los mds competentes,
en general, usan el MC para resolver algunos tipos de
problemas que se les presentan; sin embargo, en la reso-
lucién de ciertos problemas los sujetos pasan, primero,
por un momento de reflexién, en el que ellos mismos
evaldan si son capaces de anticipar los pasos de la re-
solucion, esto es, en donde hacen un esbozo l6gico/se-
midtico de la situacidn, en el que se realiza, entre otras
cosas, la explicitacion o la identificacién de «lo descono-
cido», y en donde se discrimina cudles son las relaciones
centrales que intervienen en el problema, utilizando para
esto algtin estrato de SMS, el cual, muchas veces no es
propiamente el sistema de signos requerido por el MC,
sino alguin estrato de SMS mds concreto que éste —por
ejemplo el SMS del MIAS o un estrato de los SMS inter-
mediarios, como los utilizados en las exploraciones del
MAES.

Para hacer el esbozo mencionado, se puede partir de
los datos y de ahf arribar al valor de la incégnita, o bien
puede darse un andlisis l6gico que implique el estableci-
miento de relaciones en el que se opere con lo descono-
cido, ya sea en forma particular (como en el MAES), o
bien que sea representado directamente mediante el SMS
del MC.

4.8. Sobre el uso pertinente de ciertos estratos in-
termedios

La competencia formal en la resolucion de problemas
no necesariamente se debe a la formacién de una gran
cantidad de esquemas mentales referentes a tipos de
problemas. Esto es, aunque a un sujeto se le puede iden-
tificar como competente en la resolucién de problemas
porque emplee estratos del SMS del MC para resolver-
los haciendo, aparentemente, un uso automdtico de es-
quemas mentales que ha adquirido, previamente, acerca
de la resolucién de distintas familias de problemas, si
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se quiere hacer una mejor caracterizacion de la compe-
tencia formal en la resolucion de problemas, se debe
considerar el progreso de un usuario en su capacidad
para realizar el andlisis 16gico/semidtico de las situa-
ciones problemadticas.

En resumen, un usuario competente de un SMS mads
abstracto realmente lo va a ser si también lo es en otros
estratos de SMS mds concretos, que le permitan tener
mayor posibilidad para desencadenar el andlisis 16gico
de una situacién problemadtica, de abordar ésta, mediante
el uso de estratos de SMS que no sean necesariamente
los mds abstractos, sino utilizando aquel estrato del SMS
que le permita comprender el problema y con ello desen-
cadenar el andlisis 16gico de éste.

4.9. Sobre el esbozo logico matematico, los estratos
de SMS utilizados como representacion

Mediante el uso de ciertos estratos del Sistema Matema-
tico de Signos (SMS) necesitado por el método cartesia-
no, los usuarios generan sentidos intermedios vinculados
Unicamente a estos estratos, lo que les permite simpli-
ficar la solucion de ciertas familias de problemas. Una
vez que estos sentidos se dominan, el uso de este nuevo
sistema de signos, con Unicamente estos estratos, trae la
simplificacién de ciertos problemas (cf., p. €j., en Krutet-
skii, 1976, el problema de los pollos y los conejos). Asf,
ensefiando modelos tales como los métodos de explora-
ciones sucesivas se trata de usar estratos intermedios ad
hoc (que pueden identificarse entre los mds concretos
(aunque, también, se presentan los mds abstractos) nece-
sitados por el método cartesiano) a fin de simplificar el
andlisis del problema. El objetivo estd en generar progre-
sivamente sentidos para tales representaciones que van
a ser implementadas por el uso del método cartesiano.
Cada familia de problemas determina los niveles de re-
presentacion (estratos de los de SMS) requeridos para su
solucion.

4.10. Sobre el nivel de representacion y el uso de la
memoria

A fin de resolver un problema, por ejemplo, el problema
de pollos y conejos, con métodos primitivos la competen-
cia requerida puede alcanzar casi el nivel de un experto.
Por eso, la tendencia natural es, por ejemplo, usar el mé-
todo de prueba y error, tratando de dar una circunvolucion
a la serie de inferencias analiticas consecutivas requerida
por el andlisis l6gico aritmético de la situacion. Estas in-
ferencias requieren de representaciones que permitan un
andlisis, y esto, a la vez, demanda un uso mds avanzado de
tales sistemas de signos. En otras palabras, la matemadtica
y el lenguaje natural estdn siendo entretejidos y puestos a
trabajar, y, entonces, se necesitan competencias para hacer
esbozos légico/semidticos que hagan que la estrategia re-
solutiva sea significativa. Lo que hace tal andlisis y esbo-
7o légico/semidtico complicado es el hecho de que, para
algunos problemas, se requiere de un uso intenso de la
memoria de trabajo, y esto implica un entrenamiento que
sOlo tienen los expertos resolutores de problemas.
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4.11. Sobre el uso de métodos primitivos y el uso de
la memoria

Cuando se emplean métodos primitivos lo que se genera
no es una representacion unica de un cierto estilo; mds
bien, cambia segun cada familia de problemas. Por otra
parte, con el uso de un nuevo SMS, se utilizan métodos
mds avanzados como medio para escribir, arreglar, traba-
jar, y larepresentacion se hace mediante «formas candni-
cas». Esto constituye una parte del sentido del uso de tal
SMS. Cuando se usa un método primitivo, deben inven-
tarse representaciones para cada familia de problemas y
esto requerird un cierto uso competente de la memoria de
trabajo a fin de seguir representando las acciones de so-
lucién propuestas en el esbozo 16gico/semidtico, luego,
dejando nuevas marcas y sefiales (o nuevos chunks en la
memoria) por medio de los cuales los resultados previos
pueden agruparse y no dejarse a la deriva. Otros métodos
mds avanzados requieren que los estudiantes aprendan a
como dejar marcas que, progresivamente, liberen unida-
des de memoria, permitiendo asi al usuario utilizar tales
unidades en el desencadenamiento del andlisis y la solu-
cién del problema.

Las representaciones intermedias arreglan la informacién
en chunks de organizacion mds compleja, aun cuando
esto no se pueda distinguir a través de los signos produ-
cidos por el usuario. Asi, durante las entrevistas, algu-
nos estudiantes llegan a una representacion del problema
donde, muy probablemente, hicieron cdlculos (por ejem-
plo, por medio de una calculadora o una computadora) y,
al final, simplemente escriben la solucion numérica del
problema.

4.12. Sobre los codigos personales

Un aspecto importante que considerar es el uso de gra-
ffas (cédigos) personales para indicar las acciones ya
realizadas y las acciones por realizar sobre los elementos
del proceso de resolucidn. Esto sugiere la existencia de
una etapa previa a la etapa operacional. En esta etapa,
se presentan también obstrucciones que dichas grafias
imponen cuando la complejidad de la situacién aumen-
ta, generando lo que después, en estudios posteriores, se
consideran errores naturales de sintaxis: uso inadecuado
de los signos de igualdad, ausencia de éstos, olvido de
algunos términos, etc.

4.13. Sobre la resolucion de problemas y la sin-
taxis

Pueden encontrarse evidencias empiricas que muestran que
el proceso de andlisis de una situacidn problemadtica tipica
(expresada en el lenguaje usual) hace aflorar fenémenos de
lectura de la situacion que inhiben el desencadenamiento
de algoritmos que momentos antes se realizaban de manera
inmediata y correcta. Asf, ante la presencia de una expre-
sion escrita en el lenguaje algebraico usual de una ecuacién
de primer grado, el sujeto es incapaz de descodificar como
tal y, por lo tanto, utilizar las habilidades operatorias bri-
llantes, que momentos antes habia exhibido con la misma
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ecuacion. Se pueden citar ejemplos de situaciones proble-
madticas (en las partes en las que se realizan traducciones
del lenguaje usual al SMS), que muestran la existencia de
una tensién entre la interpretacién de la expresion (desco-
dificacion del texto), dada por una lectura que proviene de
un contexto propio del SMS vy las prdcticas de mecaniza-
cion de las operaciones (la sintaxis), inhibiendo la lectura
necesaria dada por la interpretacién semadntica que le con-
fiere la situacion concreta en el problema verbal. Nueva-
mente, una lectura sintdctica inhibe la lectura del contexto
concreto en el que el problema estd situado, no deja dar a
esas expresiones una interpretacién que permita continuar
con la estrategia de resolucion correcta (que llevard a la
solucion), y que incluirfa, como una de sus técticas, esa
parte de la traduccion.

4.14. Sobre la mecanizacion y la practica

En este momento de la discusién es cuando algunas de
las preocupaciones tedricas de Thorndike (cf. Thorndike
et al., 1923) y sus implicaciones en la ensefianza cobran
una nueva presencia, pues la necesidad de automatiza-
cidén de ciertas operaciones, que provienen de la descodi-
ficacién de una situacién problemdtica concreta (proble-
mas de edades, mezclas, aleaciones, monedas, trabajo,
etc.) es perentoria, ya que ni el sentido de los algoritmos
necesarios, ni la interpretacion semdntica en términos de
los contextos en que esas operaciones fueron practica-
das, ni los mecanismos de anticipacién (sobre todo los
inhibitorios) deben obstruir el desencadenamiento de una
estrategia de resolucidn. Siendo necesario, ademds, que,
al ser esta dltima trasladada a la memoria a corto plazo,
el tiempo factible de permanencia en ella no obstruya la
posibilidad de considerar todas las tdcticas intermedias
necesarias para la resolucion propuesta y posibilitar que
la concatenacion de todas las tacticas, aun sin realizar
todos los pasos necesarios para la consecucién de esas
metas parciales, pueda llevarse a cabo en esa parte de la
memoria (a corto plazo), la cual es dificil de mantenerse
activada tanto tiempo. Puede decirse que esta habilidad
de hacer permanecer largo tiempo cantidades importan-
tes de informacidn, para asi poder salir de ese espacio
de la memoria y traer nueva e importante informacion,
es dificil de encontrar, por lo general, entre los alumnos
de enseflanza media, pues se requiere de grandes recur-
$0s que no proporciona la ensefianza usual. Ante esto,
la mecanizacion, surgida de una préctica intensa, permi-
te un uso optimo de las expresiones y las operaciones
usuales en el SMS, y asi se rompe con los mecanismos
anticipadores que inhiben el desencadenamiento de las
estrategias de resolucidn necesarias.

NOTAS

1. La regla XIX dice textualmente: «Per hanc ratiocinandi methodum
quarenda sunt tot magnitudines duobus modis differentibus expressa,
quot ad difficultatem directe percurrendam terminos incognitos pro
cognitis supponimus: ita enim tot comparationes inter duo @qualia ha-
bebuntur.» («Por este método hay que buscar tantas cantidades expre-
sadas de dos maneras diferentes como términos desconocidos hayamos
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supuesto conocidos para recorrer directamente la dificultad, ya que as{
se tendrd el mismo niimero de comparaciones entre dos cosas iguales»)
(Descartes, 1701, p. 66). Descartes subraya que hay que construir tan-
tas ecuaciones como cantidades se hayan designado con letras en el
primer paso del método, ya que designar una cantidad con una letra es
suponerla conocida, lo que es, segtin €l, «todo el artificio del método»
porque nos permite «recorrer directamente la dificultad», en vez de
tener que razonar hacia atrds, de lo desconocido a lo conocido.

2. En Fridman (1990) se consideran de hecho sélo grafos trinomiales,
es decir, con todas las aristas con tres vértices. Sin embargo, para dar
cuenta de todos los problemas aritmético-algebraicos que se plantean
en la escuela primaria y secundaria, hace falta considerar otros tipos de
aristas: con cuatro vértices (por ejemplo, para las relaciones de propor-
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Abstract

This paper is based on an experience of ours in which the need
to interpret unanticipated phenomena observed in empirical
studies on the transition toward algebraic thought conducted in
the 1980s, triggered a long-term research program that in turn
led to a theoretical formulation that emphasizes local analyses.
To illustrate that experience, in the first section, we briefly
examine a couple of examples of dialogues that took place
during clinical interviews of the study Operating on the
unknown, in which such unanticipated phenomena appeared
in translating algebraic language to natural language and vice
versa. We stress the fact that in these examples when students
read algebraic expressions or they are asked to write them, they
tend to use meanings, which come from arithmetic or from
natural language.

We present the two central terms, “mathematical sign systems”
(MSS) and “local theoretical models” (LTM), of our theoretical
construction to deal with such phenomena, which enable us to
analyse the interrelations between algebraic, arithmetic and
natural languages, treating the three of them as systems of
signs.

In the second section of the paper, we also briefly analyse
Kirshner’s, Drouhard’s and Radford’s approaches to the
analysis of algebra as a language, which uses disciplines such
as linguistics, semiotics and the history of mathematical ideas.
We state that, similarly, LTM’s approach incorporates elements
from semiotics and history, and stress pragmatics, leading to
a study of meaning in use instead of formal meaning. Hence,
our notion of MSS is broad enough to consider as MSS,
sign systems or sign system strata produced by students in
order to give meaning to what is presented to them within a
teaching model, even when said systems are governed by
correspondences that have not been socially established, but
that are rather idiosyncratic.

The notion of MSS plays an essential role in (locally) defining
the components that make up the LTM: 1) teaching models; 2)
models for cognitive processes; 3) formal competency models,
which simulates the performance of an ideal user’s of a MMS;
and 4) communication models, in order to describe the rules of
communicative competency, text formation and decodification,
and contextual and circumstantial disambiguation.

In the third section, we present some elements of the competence
model of the algebraic solving of word problems, elaborated by
examining in the history of mathematics some versions of the
Cartesian Method, and by breaking it down into steps, which
consist in:

1) the analytic reading of the statements of the problem to
reduce it to a list of quantities and relations among quantities.
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2) choosing a quantity (or several quantities) which one
designates with a letter (or several different letters).

3) writing algebraic expressions to designate the other
quantities, using the letter (or letters) introduced in the second
step and the relations found in the analytic reading made in the
first step.

4) writing an equation (or as many independent equations as
the number of letters introduced in the second step) based on
the observation that two (non-equivalent) algebraic expressions
written in the third step designate the same quantity.

5) transforming the equation into a canonical form.

6) the application of the formula or the algorithm of solution to
the equation in canonical form.

7) the interpretation of the result in terms of the statement of
the problem.

We discuss the interrelation of different language competences
(natural language competence, arithmetic and algebraic
language competence) involved in these steps, which are a
macroscopic description of the algebraic process of solving
problems. And we present an analysis of structure of arithmetic-
algebraic word problems, which aims to represent the result
of the first step of the Cartesian Method, i. e., the analytical
reading, on the statement of an arithmetic-algebraic problem,
being then a more microscopic description of the competence
in solving this type of problems.

A discussion of the kind of translation process and the kind of
work on the expression level specific of the Cartesian Method
leads us to the analysis of two types of production of algebraic
texts, and to the differences and relations among expression
and content in the statement of the problem and in the algebraic
expression which results of the translation, and the algebraic
expressions produced when transforming it into a canonical
form.

Finally, in section four, we present fourteen facts on the
component of cognitive processes of the algebraic solving of
word problems: 1) on cognition, 2) on problem solving, 3)
on competent use and cognitive tendencies, 4) on mastery of
intermediate tactics and cognitive tendencies, 5) on syntax and
memory, 6) on the problem of transference, 7) on competent
use of the logical/semiotic outline, 8) on the pertinent use of
certain intermediate strata, 9) on the logical/semiotic outline,
and the MSS strata used as representation, 10) on the level of
representation and the use of memory, 11) on the use of primitive
methods and the use of memory, 12) on personal codes, 13)
on problem solving and syntax, and 14) on mechanization and
practice.
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