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Resumen. En el articulo proponemos una posible clasificacion de las conjeturas que surgen en un contexto de resolucion de problemas de
matematicas, asi como los diferentes pasos que conducen a su formulacién. Elaboramos, a partir de los resultados de investigaciones diversas, un
marco tedrico incipiente que permite analizar el proceso de elaboracion de conjeturas en un contexto de resolucion de problemas y lo utilizamos
para el andlisis de un ejemplo concreto. A lo largo del articulo discutimos alguna de las implicaciones de la investigacion para la practica de la
educacién matemdtica.
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Theoretical perspectives in the process of producing conjectures and implications for practice: types and steps

Summary. We propose a possible classification of the conjectures that arise in the context of mathematical problem solving, and of the different
steps taken in the process. Starting from the results of various previous investigations, we elaborate the beginnings of a theoretical framework
that permits an analysis of the conjecturing process in a problem-solving context, and we use it to analyze a particular example. Moreover, we

discuss some implications of this investigation for practical Mathematical Education.
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Nadie pondria hoy en duda que la resolucién de proble-
mas y la formulacién de conjeturas son fundamentales
para la actividad matemdtica. Desde que Pdlya (1954)
proporcionara las bases para analizar con detalle el pro-
ceso de conjeturar, atendiendo especialmente a procesos
como la atencién a casos particulares o la generaliza-
cioén, ha habido un aumento del interés especifico por
comprender el proceso que se sigue para la formulacion
de conjeturas.

La formulacién de conjeturas ha sido tratada desde di-
ferentes perspectivas. Fischbein (1987), considera las
conjeturas como expresiones de intuiciones. Mason
(2002) muestra la importancia de crear una atmdsfera
de conjeturas para favorecer el aprendizaje de las mate-
mdticas. Recientemente, Bergqvist (2005) analiza cémo
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los estudiantes verifican conjeturas y cémo influyen las
concepciones de sus profesores en el proceso. Algunas
investigaciones han atendido la produccién de conjetu-
ras dentro de un contexto especifico, por ejemplo de geo-
metria dindmica (Arzarello, Gallino, Micheletti, Olivero,
Paola y Robutti, 1998; Furinghetti y Paola, 2003). Estos
trabajos, entre otros muchos, ponen de manifiesto que
la accién de conjeturar es importante en la resolucion
de problemas. No todos los problemas invitan a conje-
turar, y problemas diferentes conducen a distintos tipos
de conjeturas.

En las investigaciones consultadas, se observa cierta ca-
rencia de la investigacién de formulacion de conjeturas
en relacién con el proceso mds general de resolucion de
problemas, especialmente en la elaboracion de marcos
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tedricos. Como base para la descripcidn de la relacién
entre contextos de resolucién de problemas y la accién
de conjeturar, nos referiremos al proceso de formula-
cién de conjeturas desde un punto de vista tedrico para
después proporcionar diferentes ejemplos de su aplica-
cidén préctica con ejemplos concretos. El objetivo, pues,
de este articulo es considerar factores en los problemas
que permiten o inhiben la formulacién de conjeturas, los
tipos de conjeturas a las que conducen, e implicaciones
que se derivan para la ensefianza.

A lo largo del articulo, recopilamos perspectivas y resulta-
dos de trabajos llevados a cabo de manera independiente
por investigadores de Australia, Canadd, Espafia y Ucrania,
con el objetivo de dar respuesta a las preguntas siguientes:

— ¢ Qué tipos de conjeturas identificamos en nuestros tra-
bajos y cudles son los pasos que caracterizan el proceso
de conjeturar?

— ¢(Qué problemas pueden llevar a qué tipo de esas con-
jeturas?

— (Coémo podemos caracterizar los rasgos del compor-
tamiento de los individuos que se ponen en marcha al
elaborar una conjetura?

Mi4s alld de los resultados de investigacién que se deri-
ven de la respuesta justificada a tales preguntas, preten-
demos promover una reflexion educativa en torno a las
siguientes cuestiones:

— (Cémo podrian los profesores ser capaces de ensefiar a
los estudiantes a elaborar conjeturas?

— (Por qué muchos profesores prefieren no usar o no pro-
mover actividades que impliquen conjeturas en el aula?

— (Cudles son los obstdculos de los estudiantes y profe-
sores en el estudio y en la ensefianza de las conjeturas?

Proponemos estas preguntas para introducir nuestro traba-
jo, asi como para manifestar nuestro interés explicito por
proyectar los resultados de la investigacién en la prictica
educativa. El valor del estudio y andlisis conjunto que pre-
sentamos de algunas de nuestras investigaciones estd en
la conexion de sus resultados para poder dar respuesta a
las preguntas anteriores. Los aspectos tedricos o metodo-
16gicos especificos de cada una de las investigaciones que
son relevantes para lo que aqui se expone se incluyen en
el momento correspondiente y, en otro caso, se remite al
lector a las publicaciones particulares.

MARCO TEORICO

Resolucion de problemas
Uno de los enfoques desde que la resolucion de proble-

mas se constituyera como un campo de investigaciéon
para los psicdlogos es la Teoria del Procesamiento de la
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Informacidn, en la que se considera que la resolucion de
problemas tiene dos fases: a) la representacion del pro-
blema y b) la solucién del mismo (Mayer, 1986; Newell
y Simon, 1972). En este enfoque, la bisqueda de solu-
ciones a un problema necesita de un procedimiento al
que llaman estrategias. Dentro de éstas, los heuristicos
son procedimientos de busqueda de soluciones cuando
no se conocen reglas para la resolucion de un problema
(Pdélya, 1945).

El proceso de resolucion de problemas es la actividad
mental desplegada por el resolutor desde el momento en
que, siéndole presentado un problema, asume que lo que
tiene delante es un problema y quiere resolverlo, hasta
que da por acabada la tarea (Puig y Cerddn, 1988, p.
21). Puig (1996) considera que la resolucién del proble-
ma es todo aquello que conduce desde el planteamiento
a la conclusion.

La preocupacion por la ensefianza de la resolucién de
problemas llevé a Pdlya a plantearse la identificacion
de fases que siguen las personas en el proceso. Diver-
sos autores (Kilpatrick, 1985; Lester, 1980; Schoen-
feld, 1992) muestran una vision de la evolucién de la
resolucion de problemas como tema de investigacion en
educacion matemadtica desde sus inicios en los afios 70.
En esta evolucion, se destaca el aumento del interés por
conocer el proceso de los estudiantes en la resolucién
de problemas, que va mds alld del resultado obtenido
en el mismo. Desde diferentes perspectivas, destacamos
en Espafia los trabajos de Carrillo (1994), Carrillo
(1998), Castro (1995), Castro (2002), Castro, Morcillo
y Castro (1999), Cafiadas (2007), Cruz y Carrillo (2004),
Espinosa (2005), Ferndndez (1997), Puig (1996), Socas,
Herndndez y Noda (1998) y Rico (1988).

Uso del término «problema»

Una situacion se considera problema cuando un indivi-
duo o resolutor no conoce a priori algoritmos o métodos
que permitan la obtencion de la solucién de manera in-
mediata. EI resolutor es, por tanto, un elemento funda-
mental para caracterizar un problema. Schoenfeld (1985,
p. 74) considera que ser un problema no es una propie-
dad inherente de una tarea matemdtica. Mds bien es una
relacion entre el individuo y la tarea lo que hace la ta-
rea un problema para esa persona. Siguiendo esta linea,
tenemos en cuenta las dos caracteristicas que considera
Yevdokimov (2003) para poder decir que una tarea es un
problema:

— que el resolutor no pueda resolver el problema mediante
la aplicacion de un algoritmo aprendido anteriormente, y

— que es posible para el resolutor encontrar una solucion,
basada en su conocimiento previo (AFKS, Yevdokimov,
2003). Esta caracteristica es importante para excluir tareas
imposibles de la condicién de problema. Por ejemplo, en-
contrar el drea limitada por dos pardbolas que se cruzan
es un problema imposible para un estudiante de seis afios,
porque su conocimiento previo es limitado en relacién con
la tarea.
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Partiremos de la distincion de Yevdokimov (2005) entre
problemas «abiertos» o «cerrados», considerando que un
problema es cerrado cuando, dados dos tipos de propie-
dades, el problema consiste en demostrar que un tipo de
propiedades es una consecuencia de la otra. Diremos que
un problema es abierto cuando se da una de las tres si-
tuaciones siguientes: a) dadas las propiedades iniciales,
el problema consiste en encontrar las consecuencias de
ellas, b) dadas las propiedades finales, el problema con-
siste en encontrar las propiedades iniciales de las cuales
son consecuencia, o ¢) sin dar ninguna propiedad, el pro-
blema consiste en encontrar las propiedades que estdn
relacionadas. La distincion de Yevdokimov es similar a
la que hace Pdlya (1945) entre problemas de demostra-
cién y problemas de construccion.

El objetivo de un problema cerrado es concluir si una pro-
posicion concreta, indicada sin ninguna ambigiiedad, es
verdadera o falsa. Tal proposicion tiene dos partes: a) la
hipétesis, por lo general introducida por «si» y b) la conclu-
sién, por lo general introducida por «entonces». Un ejemplo
de este tipo de problema es el siguiente:

Demostrar que la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es de
180 grados.

Que es equivalente a demostrar la proposicion siguiente:

SI un poligono es un tridngulo, ENTONCES la suma de sus dngulos
interiores es 180 grados.

El propésito de los problemas abiertos es encontrar cier-
tos elementos que satisfagan las condiciones del proble-
ma a través de la conexién entre datos e incégnitas. El
problema del ejemplo anterior podria transformarse en
un problema abierto:

Si la suma de los dngulos interiores de una figura geométrica es de 180
grados, /se trata necesariamente de un tridngulo?

O de manera mds general:

(Existe algtn tipo de dependencia entre el nimero de los dngulos interiores
de una figura geométrica y la suma total de sus dngulos interiores? ; Deben
ser consideradas otras condiciones adicionales de una figura geométrica?

Los problemas abiertos promueven el descubrimiento
e invitan a los estudiantes a comenzar sin demora con
el proceso de resolucion. El enunciado de este tipo de
problemas no sugiere su solucién ni el método de resolu-
cién, de modo que se estimula la formulacién de conje-
turas (Arsac, Germain y Mante, 1988).

Resolucion de problemas y tipos de razonamiento

La resolucion de problemas es considerada en la edu-
cacion matemdtica una actividad altamente formativa
que pone de manifiesto distintos modos de razonamiento

(Segovia y Rico, 2001).

Usualmente se suele distinguir entre el razonamiento
inductivo y el razonamiento deductivo. Esta distincién

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2008, 26(3)

proviene de la filosofia cldsica, en la que pueden esta-
blecerse fronteras claras entre lo inductivo y lo deduc-
tivo.

Sin embargo, desde el punto de vista funcional, la dife-
renciacion entre ambos tipos de razonamiento se torna
mads compleja (Ibafies, 2001). Esta dificultad practica de
distinguir entre los dos se atribuye a que ambos tipos de
razonamiento participan de procesos cognitivos comu-
nes (Duval, 1999; Santamaria, 1995).

El razonamiento analdgico ha tenido un papel desta-
cado en matemadticas (Pask, 2003) y en la resolucion
de problemas (Novick y Basokk, 2005), ya que per-
mite comprender un dominio de conocimiento parcial
o totalmente desconocido, en funcién de un dominio
conocido o familiar (Espino, 2004; Holyoak, 2005). La
relevancia de la analogia en la investigacion del pro-
ceso de elaboracion de conjeturas, desde la perspectiva
de la educacién matemadtica, podria ser discutida. Sin
embargo, es claro que conjeturar implica analogia y
que la analogia, en general, es importante en el ejer-
cicio profesional de las matemadticas (Banach, 1932;
Pdlya, 1954).

Diversos autores, retomando el razonamiento abductivo
sugerido por Peirce, lo han relacionado con la construc-
cién del conocimiento matemdtico mediante la resolu-
cién de problemas (Burton, 1994; Cifarelli, 1997; Ma-
son, 1995). Sin embargo, tanto Mason como Anderson
(1995) sefialan su dificultad para promoverlo en los es-
tudiantes. Dentro de una interpretacion mds general de
la abduccidén, Pedemonte (2001) considera la abduccion
como un proceso natural que surge en los alumnos du-
rante la formulacidn de conjeturas.

Formulacion de conjeturas y construccion del co-
nocimiento matematico

Una conjetura es una proposicion que se prevé verda-
dera pero que estd pendiente de ser sometida a examen.
Este examen puede tener como resultado su aceptacion
o su rechazo (Lakatos, 1978; Pdlya, 1945). En caso de
presentarse un ejemplo para el que la conjetura no sea
vdlida, la conjetura se rechaza. En términos de Popper
(1967), se dice que la conjetura se refuta. En caso de
demostrar que la conjetura es vélida para todos los casos,
la conjetura se considera vdlida.

Por tanto, es l6gico que la formulacién de conjeturas se
considere un aspecto crucial para el avance del conoci-
miento matemdtico (Garcia y Carretero, 1986; Pdlya,
1966). Segun esta concepcion, la evidencia inductiva
juega un papel primordial en el descubrimiento de le-
yes generales, por lo que se considera muy relacionada
con la induccion' (Neubert y Binko, 1992; Pélya, 1945,
1962-1965, 1966). Vislumbrar mds alld de lo que se per-
cibe, ver alguna regularidad y plantear conjeturas es el
«corazon» de la induccion, hacer matemdticas implica
descubrir, y la conjetura es el principal camino para el
descubrimiento (National Council of Teachers of Mathe-
matics, 2003, p. 60).
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METODOLOGIA

El enfoque de nuestro trabajo es cualitativo y de cardc-
ter descriptivo. El marco metodolégico no responde al
disefio de una unica investigacidn, sino que recoge los
resultados de diversas investigaciones (Cafiadas, 2002;
Cafiadas y Castro, 2007; Figueiras y Deulofeu, 2005a;
2005b; Reid, 2001; 2005 y Yevdokimov, 2003; 2005).
Estos trabajos se han llevado a cabo en contextos geo-
grdficos diferentes y con unos marcos metodolégicos
particulares que comparten algunos elementos comunes
que nos han permitido avanzar en el andlisis del proceso
de formulacién de conjeturas en el contexto de resolu-
cién de problemas.

La recogida de informacion se ha realizado en momen-
tos concretos y han participado estudiantes cuyos niveles
educativos abarcan desde la Educacién Secundaria Obli-
gatoria hasta los niveles universitarios. Los diferentes
problemas propuestos a los estudiantes en las diferentes
investigaciones han sido resueltos en el aula. El proceso
de recogida de los datos ha sido llevado a cabo mediante
instrumentos distintos, en coherencia con los objetivos
de investigacién especificos de cada trabajo: grabacién
en video, entrevistas y protocolos de resolucién de los
problemas.

Los nuevos resultados que ofrecemos en este articulo to-
man como punto de partida los resultados, debidamente
justificados y evaluados en las referencias anteriores, asi
como ejemplos particulares de problemas que ilustran
las categorias que se presentan. Las categorias que ofre-
cemos, por tanto, tienen valor como instrumento tedrico
para la interpretacion del proceso de conjeturar y no son
generalizables en un contexto o grupo de edad particular.

Por lo mencionado en este apartado, los resultados que
exponemos a continuacion no deben entenderse bajo
la 16gica de un unico estudio de investigacion.

RESULTADOS

Tipos de conjeturas

A partir de las investigaciones referenciadas en el aparta-
do anterior, hemos caracterizado cinco tipos de conjeturas
que, si bien son conocidos en la investigacion en educa-
cién matemadtica, hasta ahora no habian sido comparados
ni considerados sistemdticamente. Estos tipos son: a) la
induccion empirica a partir de un nimero finito de casos
discretos, b) la induccién empirica a partir de casos di-
ndmicos, ¢) la analogia, d) la abduccién y e) la conjetura
basada en la percepcidn. Describimos a continuacion cada
uno de ellos.

Tipo 1: Induccion empirica a partir de niimero finito de
casos discretos

La formulacion de una conjetura se puede realizar a par-
tir de la observacion de un nimero finito de casos discre-
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tos, en los cuales se pueda detectar un patrén constante.
Este tipo de conjetura aparece con frecuencia al resolver
problemas que implican propiedades numéricas.

En muchas situaciones, pero no siempre, este tipo de
conjetura puede ser demostrada por induccién matemati-
ca una vez identificada la regla general.

Problema 1

En un contexto de un juego matemadtico, un profesor de educacion se-
cundaria pregunt6 a sus estudiantes si podrian encontrar una relacién
entre los nimeros pares mayores que 4 y las sumas de dos nimeros
primos impares. A continuacion presentamos algunas de las relaciones
que descubrieron los estudiantes:

6=3+3 16=3+13=5+11
8=3+5 18=5+13=7+11
10=3+7=5+5 20=3+17=7+13
12=5+7 L.

14=3+11=7+7 30=7+23=11+19=13+17

Después de trabajar en este problema, uno de ellos exclamd: «esto po-
drfa continuar siempre. Nunca se acaba» (Smith y Henderson, 1959,
p. 123).

Esto es el término utilizado por el alumno para referirse a la
conjetura de Goldbach: todo niimero par mayor que 4 pue-
de ser escrito como la suma de dos primos impares. El pro-
fesor ha planteado el problema como un problema abierto
para impulsar la participacion de los estudiantes. Ante este
tipo de conjeturas, es importante apreciar las implicaciones
diddcticas que se derivan de un estudio critico de casos par-
ticulares, eligiendo problemas que enfatizan la necesidad de
ser cautelosos cuando se generaliza a partir de varias expe-
riencias. Consideremos el siguiente problema:

Determinar cudntos segmentos de longitudes diferentes pueden trazar-
se para conectar los clavos de un geoplano cuadrado de 5 x 5.

Hay alumnos que enfocan el trabajo aumentando sucesi-
vamente el nimero de segmentos en geoplanos de tama-
fos 1 X 1,2 X 2,3 X 3,y llegan a la conclusion de que
el resultado para un geoplanon X nes2 +3 + ... +n+
1. Sin embargo, el resultado para el caso del geoplano
5 X 5es 19,y no 20 (National Council of Teachers of
Mathematics, 2003).

Tipo 2: Induccion empirica a partir de casos dindmicos

La base para establecer una conjetura de este tipo es un
nimero infinito de acontecimientos continuos, que son
s6lo un subconjunto del nimero infinito de aconteci-
mientos posibles. A partir de ellos se conjetura una re-
gla general, que describe la naturaleza de un conjunto de
acontecimientos dindmicamente relacionados.

Por ejemplo, en la figura 1 se recoge una representacion
en la que se pide a los estudiantes que manipulen el tridn-
gulo ABC con un programa de geometria dindmica y que
observen como varia el punto X para determinar como se
ha construido (Knipping y Reid, en prensa). El punto X
del interior del tridngulo es la interseccién de las media-
nas, pero esto no es conocido a priori.
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Figura 1
Problema de la caja negra.

Una de las primeras conjeturas que formulan los estudiantes
es que el punto X nunca puede estar fuera del tridngulo.

Tipo 3: Analogia

Se puede establecer una conjetura por analogia sobre al-
glin hecho particular ya conocido, o incluso conjeturar
una regla general sobre la base de otra regla general ya
conocida.

Problema 2

Dado un tridngulo ABC y un punto P dentro del tridngulo, construye
las tres lineas desde cada vértice A, B, C al punto P. ;Qué puedes decir
sobre las relaciones entre las lineas y los lados del tridngulo?

Uno de los razonamientos que siguen al planteamiento
del problema es el siguiente:

Sé que si dos lineas cortan los lados en el punto medio, entonces la
tercera linea también lo hard, porque las medianas se encuentran en un
punto. Estoy seguro de que si dos lineas cortan los lados con una razén
de 2:1, la tercera también lo hard (Knipping y Reid, 2005).

Aunque la conjetura sea falsa en este caso, este tipo de
conjeturas resultan realmente productivas para la reso-
lucién del problema, ya que fomenta la utilizacién de
estrategias comunes como son: a) reducir el problema a
uno mds simple, b) distinguir casos, y ¢) la observacion
de simetrias y otras propiedades geométricas (Knipping
y Reid, 2005).

Llegado este punto, vale la pena recordar que, a me-
nudo, en la literatura de educacién matemdtica, las
preguntas son planteadas sobre la compatibilidad o el
uso apropiado de conceptos similares descritos con los
mismos nombres, por un lado en el drea de la educa-
cién matemdtica, y por otro lado en la investigacidn de
los matemadticos. Aunque estas diferencias existan, hay
también semejanzas importantes que nos conducen a
incluir aqui la analogia como un tipo de conjetura rele-
vante en el contexto de la educacién matemadtica.

Tipo 4: Abduccion

Este tipo de conjetura se establece sobre la base de un
solo caso, ejemplo o acontecimiento. La conjetura surge
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como una regla general que permite explicar un aconte-
cimiento inexplicable de otra manera. Este es uno de los
significados que Peirce atribuye a la abduccién (Reid,
2003).

Figura 2
Razones en triangulos.

Por ejemplo, al intentar demostrar la conjetura formula-
da por analogia en el problema 2: «Si dos lineas cortan
los lados en una razon de 2:1, 1a tercera también lo hard»,
se llega a una situacién semejante a la mostrada en la
figura 2. Se observa que la tercera razén en realidad es
casi 1:4, lo cual representa una coincidencia sorprenden-
te. Por tanto, se podria conjeturar que, en general, «si dos
lineas cortan los lados en una razén de 2:1, entonces la
tercera linea cortard el lado en una razén de 1:4». Si este
resultado fuera cierto, el hecho de que haya ocurrido en
este caso no resultarfa sorprendente.

La regla general conjeturada puede ser una nueva (como
en el ejemplo anterior) o puede ser escogida de un con-
junto de reglas ya conocidas. En ambos casos, alguna
verificacion de la regla escogida debe realizarse para que
sea considerada valida. Por ejemplo, considerando el si-
guiente problema, los estudiantes podrian conjeturar que
la funcién les resulta familiar.

Problema 3
Encuentra el patrén que sigue la siguiente sucesién de nimeros natura-
les y exprésala como una funcién: 3, 7, 13, 21...

Si los estudiantes han trabajado con progresiones arit-
méticas, pueden pensar en aplicar la férmula: a, = a, +
(n - 1) d, siendo a_ el término enésimo de la sucesion
y d la diferencia entre dos nimeros consecutivos. Sin
embargo, rdpidamente encuentran la dificultad de deci-
dir un valor para d (Caiiadas, 2002), porque la sucesion
dada es cuadrdtica. Una conjetura falsa de este tipo les
ayuda a descubrir que hay una relacién funcional entre
cada término y su posicion dentro de la sucesién, lo
cual representa un avance para encontrar la expresion
general del patrén y la comprension misma del concep-
to de sucesion.
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Tipo 5: Conjeturas basadas en la percepcion

Una conjetura puede ser establecida a partir de una re-
presentacion visual de un problema, o de una traduccién
perceptual de su planteamiento. La base de este tipo de
conjeturas es una cuidadosa representacion del conteni-
do del problema como una imagen mental. No hay una
atencion inmediata a las relaciones que existen entre los
elementos del problema porque el foco inicial estd en la
creacion de una nueva representacion del problema. Una
vez que esta representacion existe, es a menudo bastan-
te adecuada para reproducir las relaciones entre los ele-
mentos matemadticos que aparecen. De Guzmadn (1996)
propone el siguiente problema que tomamos aqui como
ejemplo para ilustrar cdmo la experiencia perceptual
puede ser un componente importante en el estimulo de
la conjetura. Se trata de un problema cerrado que, sin
embargo, potencia de manera evidente la utilizacion de
procesos visuales para conjeturar.

Problema 4: El problema de Schroeder-Bernstein

Sean A'y B dos conjuntos. Supongamos que existe una funcién funo a
uno de A hasta B, y otra funcién g uno a uno de B hasta A. Demostrar
que entonces existe una biyeccion z de A hasta B.

Podemos hacer la siguiente representacion del problema:
Ay B son representados por dos lineas, y fy g por dos
flechas descendentes (Figura 3). Las flechas crecientes
representan las funciones inversas f'y g.

Figura 3
Una representacién del teorema de Schroeder-Bernstein.

A B

f

7

Ahora podemos considerar las cadenas de flechas ascen-
dentes que representan estas funciones, y clasificarlas
ast:

— Clase 1: la cadena termina sobre A.
— Clase 2: la cadena termina sobre B.

— Clase 3: la cadena no tiene ningun final, porque tiene
un nimero infinito de pasos, o sélo uno.

Esta particion también permite hacer una particién de los
elementos de A en tres conjuntos disjuntos, y asi tener una
intuicién de que la biyeccion /4 es: Si x en A estd en una ca-
dena de clase 1, entonces h(x) = f{x). Si x estd una cadena
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de clase 2, entonces h(x) = g!(x), y si x estd en una cadena
de clase 3, entonces h(x) = f(x). Ahora el problema es
demostrar que 4 es una biyeccidn, lo cual es cierto.

La representacién hecha en este ejemplo de los conjun-
tos Ay B, y la representacion de flechas descendentes o
ascendentes no es lo mismo que los conceptos matemati-
cos que representan, pero son suficientemente claras para
construir la funcién 4 que soluciona el problema.

Tipos de conjeturas y pasos

Para el andlisis de las conjeturas es util dividir el proce-
so en diferentes pasos. Estos pasos han sido desarrolla-
dos con detalle, para las conjeturas de tipo 1, por Reid
(2001), por Cafiadas (2002) y Cafiadas y Castro (2007).
En esta seccién nos referiremos a los pasos para las con-
jeturas de tipo 1 y sugeriremos los pasos relacionados
para los otros tipos de conjeturas identificados.

Pasos en conjeturas de tipo 1

Reid (2001) considera los siguientes pasos para la induc-
cidn a partir de un ndmero finito de casos particulares:

— Observar un patrén.

— Conjeturar (con duda) que el patrén se aplica general-
mente.

— Poner a prueba la conjetura.

— Generalizar la conjetura.

Cafiadas (2002) y Cafiadas y Castro (2007) ofrecen siete
pasos mds detallados para describir este tipo de conje-
turas:

— Observacidn de casos.

— Organizacion de casos.

— Busqueda y prediccién de patrones.

— Formulacién de una conjetura.

— Validez de la conjetura.

— Generalizacidn de la conjetura.

— Justificacion de la generalizacién (demostracion).
Cuando se observan casos particulares, el punto de parti-
da son experiencias con casos particulares del problema
planteado. Para el problema 1 presentado, el primer paso
deberia estar limitado a la observacion de uno o dos ca-
S08: 8=3+5;18=7+11.

La organizacion de casos particulares implica el em-
pleo de algunas estrategias para sistematizar y facilitar

la tarea de identificacién de patrones a partir de los ca-
sos particulares. La estrategia usada de manera habitual
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es la organizacion de casos particulares mediante listas
o tablas (Allen, 2001). En el problema 1, el hecho de que
los estudiantes enumeren sus sumas en orden creciente
corresponde a esta etapa.

La busqueda y la prediccion del patron es similar al pro-
ceso de conjeturar (con duda) de Reid (2001). Cuando se
observa una situacién repetida y constante, se imagina
de manera natural que el patrén podria aplicarse a los si-
guientes casos desconocidos. Esto es diferente a conjetu-
rar que la regla podria aplicarse para todos los casos. En el
problema 1, el patrén observado es «todos estos nimeros
pares pueden ser expresados como la suma de dos nime-
ros primos». Una prediccion seria «32 también puede ser
expresado como la suma de dos nimeros primos».

La formulacion de una conjetura consiste en hacer una
declaracion sobre todos los posibles casos, basados en
hechos empiricos, pero con algiin elemento de duda. Di-
ciendo «tal vez todos los nimeros pares pueden ser ex-
presados como la suma de dos nimeros primos», se estd
formulando una conjetura para el ejemplo Goldbach.

Validar la conjetura, como sefiala Reid (2001), es po-
ner a prueba. Esto lleva a verificar una prediccién para
nuevos casos particulares y/o a falsar una conjetura que
no sea vdlida. Esto establece la validez de la conjetura
para nuevos casos especificos, pero no en general. Para
el problema 1, la prediccion que «32 también puede ser
expresado como la suma de dos nimeros primos» pue-
de ser comprobado buscando dos nimeros primos (por
ejemplo, 3 + 29) cuya suma es 32.

Generalizacion de la conjetura implica un cambio, que
Duval (1990) llamaria «valor epistémico», desde una po-
sible conjetura a una regla generalmente aceptada. Este
es un cambio respecto a las creencias sobre la afirma-
cidn. Si se cree (como el estudiante en el ejemplo) que la
conjetura de Goldbach es verdadera en general, entonces
se ha generalizado. Si no, se queda en una conjetura ba-
sada en casos particulares.

Estudiar casos particulares adicionales no es suficiente para
justificar una generalizacidn. La justificacion de la conjetura
generalizada implica dar razones que explican la conjetura,
quizds con la intencién de convencer a otra persona de que
la generalizacion es justificada. Si es necesario, se podria
realizar una prueba matemdtica como la justificacién que
garantiza la verdad de la conjetura. Hasta ahora, nadie ha
logrado justificar la conjetura de Goldbach.

Por un lado, todos estos pasos no tienen que darse con
cada conjetura ni tienen que sucederse en el orden pre-
sentado (Canadas, 2007). Por otro lado, estos pasos pue-
den ser aplicados, con algunas modificaciones, a otros
tipos de conjeturas, como describiremos en las cuatro
secciones siguientes.

Pasos en conjeturas de tipo 2
Conjeturar por induccién empirica de casos dindmi-

cos (tipo 2) podria proceder a través de los siguientes
pasos:
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— Manipulacién de una situacién dindmicamente por me-
dio de la continuidad de casos.

— Observacién de una propiedad invariante en la situa-
cion.

— Formulacién de una conjetura que la propiedad sostie-
ne en otros casos.

— Validez de la conjetura.
— Generalizacion de la conjetura.
— Justificacion de la generalizacion.

Se aprecia que los primeros pasos considerados son es-
pecificos para este tipo de conjeturas, pero los siguientes
también estaban presentes en las conjeturas tipo 1. En el
problema planteado en la figura 1, el paso de manipular
una situacién dindmicamente por medio de la continuidad
de casos corresponde a la manipulacién del tridngulo ABC
y a la observacién del punto X. Cuando se observa que
el punto X no se mueve fuera del tridngulo durante estas
manipulaciones, tiene lugar el segundo paso. Una vez que
es establecida la conjetura de que el punto X nunca puede
estar fuera del tridngulo, tienen lugar mds manipulaciones,
enfocadas a validar la conjetura. En contraste con las ma-
nipulaciones mds tempranas, éstas se centran en intentar
mover X fuera del tridngulo, y entonces podrian conside-
rarse los casos extremos, algo que no se hacia al comienzo.
Cuando se observa que el punto X sigue dentro del tridn-
gulo, incluso en estos casos extremos, la conjetura podria
ser generalizada. La justificacién de generalizaciones en
el contexto de este tipo de problemas, en los que se trata
de reencontrar un proceso que ha sido borrado, no suele
ser posible. Sin embargo, lo que oculta el problema es la
base para la conjetura, y es que efectivamente el punto no
puede estar fuera del tridngulo (porque ha sido construido
como la interseccion de las medianas). Este hecho con-
vierte al problema en uno especialmente interesante desde
el punto de vista diddctico. Podriamos llegar a conjeturar
de manera remota que X es la interseccion de las media-
nas, lo cual justificaria la generalizacién de la conjetura
inicial y tal conjetura corresponderia a una del tipo 4 (ab-
duccion), ya que la regla general es supuesta para explicar
un hecho inexplicable de otra manera.

Pasos en conjeturas de tipo 3

Conjeturar por analogia (tipo 3) podria proceder a través
de los siguientes pasos:

— Observacién de dos casos.

— Busqueda de semejanzas entre los casos.

— Formulacion de una conjetura basada en la semejanza.
— Validacion de la conjetura.

— Generalizacion de la conjetura.

— Justificacion de la generalizacion.
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Recordemos el ejemplo presentado:

S€ que si dos lineas cortan los lados en el punto medio, entonces la
tercera linea también lo hard, porque las medianas se encuentran en un
punto. Estoy seguro de que si dos lineas cortan los lados en una razén
2:1, la tercera también lo hara.

Los dos casos observados corresponden respectiva-
mente a las medianas de un tridngulo y a las lineas
que cortan dos lados en una razén de 2:1. Estos casos
son similares en algunos aspectos como, por ejemplo,
que las lineas consideradas pasan por los vértices y
por los lados opuestos del tridngulo; que los lados
opuestos son cortados segin una razon especifica; que
las lineas consideradas son secantes, etc. En el caso
de las medianas es conocida otra caracteristica: que
las tres se encuentran en un tnico punto o, dicho de
otra manera, que la linea que une el tercer vértice con
la interseccion de las dos primeras medianas es tam-
bién una mediana. Esta caracteristica puede ser usada
como la base para formular una conjetura asociada a
la observacién del primer caso, y es que en el caso
de lineas que cortan dos lados en una razon de 2:1,
la recta que pasa por el tercer vértice y la intersec-
cion de las otras dos también corta el lado opuesto en
una razon de 2:1. Al igual que en los tipos anteriores,
esta conjetura seria entonces validada, generalizada y
justificada. Sin embargo, en este ejemplo especifico
no es posible porque la conjetura no es cierta. Como
contrapartida, la refutacion de la conjetura da lugar a
una situacion especialmente interesante que conduce a
una conjetura de tipo 4.

Pasos en conjeturas de tipo 4

Conjeturar por abduccién (tipo 4) podria proceder por
medio de estos niveles:

— Observacion de un caso.

— Observacion de cierta caracteristica significativa del
caso.

— Formulacién de una conjetura en que la caracteristica
se aplica a otros casos.

— Validez de la conjetura.
— Generalizacion de la conjetura.
— Justificacion de la generalizacion.

En el ejemplo de la figura 2, se presenta el caso ob-
servado. La razén 1:4 corresponde a una caracter{s-
tica asombrosa, y en un contexto de geometria dind-
mica inmediatamente podria validarse la conjetura
que, en general, «si dos lineas cortan los lados en
una razon de 2:1, entonces la tercera linea cortara
su lado en una razén de 1:4» por arrastre de la figu-
ra. Una vez que la conjetura es validada, puede ser
generalizada y los métodos tradicionales de prueba
geométrica podrian ser usados para justificar la ge-
neralizacion.
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Pasos en conjeturas de tipo 5

La percepcién basada en conjeturas (tipo 5) podria pro-
ceder por medio de estos pasos:

— Traduccion del problema en una representacién basada
en la percepcién individual del problema.

— Construccion de una representacion mental de los ele-
mentos matemadticos involucrados.

— Observacion de las caracteristicas especiales de la re-
presentacion, basada en la percepcidn individual del pro-
blema.

— Formulacién de una conjetura basada en las caracteris-
ticas especiales de la representacion.

— Justificacion o formalizacion de la traduccion.
— Generalizacidn de la conjetura.
— Justificacion de la generalizacion.

El paso de la justificacion o formalizacion de la traduc-
cion constituye, en este tipo de conjeturas, la validacién
empirica de la conjetura. Es necesario mostrar que las
caracteristicas especiales de la representacion estdn
de hecho directamente relacionadas con las caracteristi-
cas andlogas especiales en el problema. En el problema
4, las cadenas ascendentes de flechas y su clasificacion
pueden ser imaginadas e ilustradas seguin el diagrama.
Sin embargo, es necesario un esfuerzo adicional para
mostrar que estas caracteristicas de la representacién
también existen en la situacion matemdtica de los dos
conjuntos. Una vez que estd justificada la traduccidn
de la representacion, la conjetura puede ser generalizada
dentro del contexto del problema original.

Contextos y sistemas de representacion

En el trabajo llevado a cabo sobre los diferentes tipos
de conjeturas y los pasos, hemos identificado la impor-
tancia y las implicaciones que puede llevar el conside-
rar diferentes contextos para un mismo problema. Varios
problemas que son idénticos en su estructura matemadtica
pueden ser planteados en contextos muy diferentes:

Problema 5a: El problema del apretén de manos

n personas se retinen en una celebracion y cada uno estrecha la mano
a todos los demds. ;Cudntos apretones de manos se dieron en la cele-
bracién?

Por lo general, este problema es mds fdcil para los estu-
diantes si es planteado en los siguientes términos.

Problema 5b: El problema de diagonales
Dado un poligono con n vértices, ;cudntas diagonales (lineas que unen

dos vértices) pueden dibujarse?

El problema 5a en la mayoria de las ocasiones es tradu-
cido a un lenguaje aritmético o algebraico, de manera
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que pueda abordarse matemdticamente. El problema 5b
ya estd expresado en un lenguaje matemadtico, por lo que
no es necesaria ninguna traduccion y sugiere un méto-
do implicito de solucion. Estas dos formas de presentar
el problema pueden conducir a conjeturas diferentes: la
forma aritmético/algebraica da lugar a una conjetura tipo
1, mientras que la forma geométrica da lugar a una con-
jetura tipo 5 (Cafiadas, 2002).

Consideremos otro ejemplo de problema cuyo contexto
puede dar lugar a dos tipos de conjeturas diferentes:

Problema 6

Algunos problemas naturales pueden ser expresados como la suma de
dos o mds nimeros consecutivos. Por ejemplo 7=3 +4; 10 =1 + 2
+3+4;12=3+4+5, etc. ;Qué nimeros pueden ser expresados de
este modo?

A los estudiantes que intentan encontrar una regla ge-
neral pensando en casos particulares por lo general les
resulta dificil hacer una buena conjetura. Muchos sugie-
ren «todos los nimeros impares» o «todos los multiplos
de tres» (Canadas, 2002).

Si el problema es traducido en una representacion visual,
sin embargo, se hace posible ver la suma de dos o mds
nimeros consecutivos como «ndmero en escalera», que
puede ser descompuesto en dos partes: un nimero trian-
gular sobre la cima de un nimero rectangular. Esto con-
duce a una regla como (n>+ n + 2) + kn. Esto les da a los
estudiantes una aproximacién sobre la construccion de
tales nimeros, aunque no son capaces de saber si un nu-
mero dado es susceptible de ser expresado de esa forma.

Problemas y conjeturas: implicaciones en el ambi-
to educativo

Un problema puede dar lugar a conjeturas diversas, no
todas del mismo tipo. Por ejemplo, consideremos el si-
guiente problema:

Problema 7. El problema de Heron
Sea s una linea y A 'y B dos puntos en el mismo plano que s. jPara qué
punto P en s, AP + PB es el camino mds corto para unir Ay B?

Las posibles conjeturas serfan:

— Conjetura 1: Sea C el punto simétrico a A con respecto
a la linea s, de manera que el segmento AC sea perpen-
dicular a s. La linea que une B y C intersecta s en P,
el cual es el punto que buscamos (Figura 4, de Figueras
y Deulofeu, 2005).

— Conjetura 2: P es la interseccion entre s la mediatriz de
AB (Figura 5).

— Conjetura 3: P es la interseccion entre s y su perpendicu-
lar que pasa por el punto medio de AB (Figura 6).

— Conjetura 4: r es perpendicular a BD por A; O repre-

senta la interseccién entre » y BE; y P es la interseccion
entre s y su perpendicular por O (Figura7).

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2008, 26(3)

— Conjetura 5: O es la interseccion entre AD y BE.
P es la interseccion entre s y su perpendicular por O
(Figura 8).

— Conjetura 6: P es el punto encontrado empiricamente
al mover el punto a lo largo del segmento DE hasta que
la distancia medida sea minima.

La primera conjetura parece no encajar con ninguno de
los tipos propuestos en este articulo. Sugerimos la ne-
cesidad de realizar un andlisis del estilo al sefialado por
Figueiras y Deulofeu (2005). Las conjeturas 2 a 5 estdn
relacionadas (como serdn analizadas debajo) e implica-
rdn abducciones. La conjetura 6 es de tipo 2.

Figura 4
Conjetura 1.
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Figura 5
Conjetura 2.

Figura 5a
Contraejemplo para conjetura 2.
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Figura 6
Conjetura 3.

Figura 8
Conjetura 5.
B
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Figura 6a

Contraejemplo para conjetura 3.

B

Figura 7
Contraejemplo 4.

Figura 7a

Contraejemplo para conjetura 4.
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La tarea es encontrar la distancia mds corta entre los pun-
tos A'y B pasando por la recta s. ;Cudl es el Fondo Acti-
vo de Conocimiento del Estudiante (AFKS) en esta area
de las matemadticas? AFKS incluye la comprensién, por
parte del estudiante, de las definiciones y propiedades de
los objetos matemdticos de esta drea, y las habilidades
para usar este conocimiento. En otras palabras, ;qué sa-
ben los estudiantes de distancias?

A partir de sus conjeturas, observamos que ellos saben que
la distancia mds corta entre dos puntos es una linea recta
y que la mediatriz es el lugar de equidistancia entre dos pun-
tos. Los estudiantes que formularon la conjetura 1 tuvieron
la idea de aplicar su conocimiento de que la distancia mds
corta entre dos puntos es una linea recta. Hacer eso no es
trivial, ya que debe entrar en juego otro conocimiento rela-
cionado con la conservacion de distancia bajo la reflexion.

Para las conjeturas 2 a 5, las propiedades especiales de cada
diagrama influyen en el proceso de conjeturar y se busca
una solucién observando directamente el diagrama especi-
fico.

Consideremos el diagrama mostrado en la figura 4a. En
este caso especial la posicion de P estd en el centro, algo
que se sugirid en la conjetura 2: P es la interseccion entre
s y la mediatriz de AB (Figura 5). Es posible que los
estudiantes que establecieron la conjetura 2 usaran su
conocimiento de que la mediatriz corresponde al lugar
de equidistancia entre dos puntos. Pero no es evidente
que este conocimiento particular fuera activo para es-
tos estudiantes y quizds la explicacion sea que habian
solucionado recientemente otro problema en el cual era
importante. Por otra parte, es razonable hacer uso de este
conocimiento.

Los estudiantes consideran una estrategia en que se con-
sideran los dos tramos AP y PB. Al no saber cémo re-
ducir al minimo la distancia total, ellos podrian haber
considerado el problema mads fdcil de reducir al minimo
la parte mds larga. Si la distancia total fuera fija, enton-
ces el tramo mds largo es minimo cuando los dos tramos
son iguales, lo que ocurre al trazar por P la mediatriz
de AB (Figura 5). Desafortunadamente, la distancia to-
tal no es fija (ya que se estd intentando minimizar), as{
que el razonamiento es refutado y puede encontrarse un
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contracjemplo cuando la distancia horizontal entre A y
B es pequefia en comparacién con la distancia vertical
entre ellas (Figura 6). Las conjeturas 2 y 3 ilustran una
confusion interesante al desarrollar la solucién de estos
problemas: que las distancias iguales a menudo son con-
fundidas con las distancias mds cortas.

La figura 6 se puede relacionar con la conjetura 3. El pro-
blema que esto revela es que el punto P deberia quedarse
sobre el segmento ED, que es la proyeccion de AB en s.
Esta imposicién, combinada con la consideracion anterior
de intentar igualar las distancias, sugiere que el punto me-
dio de ED, o bien la proyeccion del punto medio de AB en
s, es el punto P. Esta nueva construccién también es ade-
cuada para explicar el caso especial mostrado en la figura
Sa, ya conocido. Sin embargo, si A estd sobre s, se genera
un nuevo contragjemplo (Figura 6a). Este diagrama mues-
tra claramente la solucidn correcta en otro caso especifico:
«Cuando A estd sobre s entonces el camino mds corto es
el segmento AB». Todos estos cambios para sugerir una
definicidn para el punto P conducen a que pueda ser visto
como una transformacién continua desde esta situacion
inicial y sugiere el siguiente razonamiento: «Cuando A se
mueve, P debe moverse a la derecha. El segmento EB pro-
porciona un mecanismo para producir este movimiento:
A es proyectado horizontalmente en EB al punto O, y lue-
go O es proyectado verticalmente en s al punto P» (Figura
7). Pero, de nuevo, no es dificil encontrar un contraejem-
plo (Figura 7a), porque esta construccion no funciona en
el caso especial original, cuando EA = DB.

La combinacién de los dos casos especiales (y la imagen
especular de la segunda) produce el diagrama mostrado en
la figura 8a, que inmediatamente sugiere la conjetura 5: O es
la interseccion entre el AD y BE. P es la interseccion entre s
y su perpendicular por O (Figura 8). Asi, por medio de una
secuencia de conjeturas, cada una basada en un solo caso
especial (excepto el ultimo, que estd basado en dos casos
especiales), se llega a una conjetura correcta. En este caso,
la elaboracién de la conjetura no produce una prueba inme-
diata, pero tampoco ninguna se separa completamente del
proceso de demostracion (como en la conjetura 6) y propor-
ciona pistas para el proceso de prueba.

REFLEXIONES FINALES

Los documentos curriculares, en diversos paises, pro-
mueven una aproximacién a las matemadticas a través
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de preguntas en las cuales los estudiantes formulan
conjeturas, resuelven problemas y justifican sus con-
clusiones. Sin embargo, tal acercamiento plantea a los
profesores muchos desafios, entre los cuales se encuen-
tra la necesidad de seleccionar problemas que puedan,
probablemente, dar lugar a las conjeturas, para luego
conducir a los estudiantes a justificaciones matemad-
ticas apropiadas. Este proceso de seleccién no puede
ser dejado al ensayo y error. No hay una estructura sis-
temadtica para analizar problemas con sus potenciales
conjeturas y describir las conjeturas de los estudiantes
en términos de su progreso hacia las justificaciones
matematicas. De esta manera, en este articulo hemos
intentado comenzar a llenar este espacio en el marco
tedrico de la investigacién que tiene como objetivo
el andlisis del proceso de elaborar conjeturas, asi como
su relacion con la ensefianza.

El valor de las aportaciones de este articulo ha de con-
templarse desde los resultados obtenidos en investiga-
ciones independientes llevadas a cabo por un equipo
internacional de investigadores con un objetivo comuin,
que es el andlisis del proceso de conjetura en un con-
texto de resolucion de problemas. El hecho de poner en
comun para su andlisis conjunto tales investigaciones
ha permitido resaltar, entre otros aspectos, la conexién
entre los problemas que se proponen y el tipo de conje-
turas que se enfatizan. De manera independiente, estas
investigaciones resaltan aspectos concretos del pro-
ceso de conjeturar. El andlisis y la reflexion sobre los
resultados, de manera conjunta, hace emerger la cate-
gorizacidon que ofrecemos en este articulo. En ninguin
caso se pretende una relacion exhaustiva de categorias.
El valor fundamental del andlisis conjunto es la detec-
cion de diferentes tipos de conjeturas, asi como la se-
cuencia sistemadtica para cada una de ellas de los pasos
que las caracterizan.

NOTA

1. Hacemos referencia a la «induccién» en el sentido que considera
Pélya (1966), como proceso que permite llegar a la generalizacién
a partir del trabajo con casos particulares, equivalente a lo que algunos
autores llaman «razonamiento inductivo» (Caradas, 2007). Destaca-
mos la diferencia entre esta induccién y la «induccién matematica»
o «induccién completa», donde el razonamiento deductivo es el pre-
dominante.
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Abstract

Educational standards in many parts of the world promote
inquiry approaches in which students solve problems,
make conjectures and justify their conclusions. However,
such an approach presents teachers with many challenges.
Among these is the need to select problems that can
are likely to give rise to conjecturing, and then to guide
students’ conjecturing in ways that lead to mathematical
justifications. This selection process cannot be left to
trial and error, and yet there is no generally recognised
systematic structure in which to analyze problems for their

VYA

conjecturing potential and to describe students’ conjecturing
in terms of its progress towards mathematical justifications.
In this article we have attempt to begin filling this gap in
the theoretical background of research and teaching focused
on conjecturing. To do that, we analyze different types and
stages of the conjecturing process. Results from a number
of research studies are used to identify and investigate a
number of questions related to the theoretical background of
conjecturing as well as practical implications in the learning
process. Finally, a classification of conjectures is discussed
and a variety of problems that could lead to conjectures are
considered from the didactical point of view.
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