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Resumen. En este trabajo se presenta un estudio del desarrollo del sistema de signos del concepto de potencia en los libros de texto de matematicas
de educacion secundaria obligatoria. Se analiza el tratamiento que los textos promueven de los contenidos conceptuales y procedimentales
asociados a la idea de potencia. Para ello se seleccionan «dominios de actividad matematica» (Mamona-Downs y Downs, 2002) que caracterizan
el concepto y se relacionan con las «etapas del proceso de abstraccion» asociado al desarrollo de los signos matematicos en el sentido que propone
Socas (1997). El analisis permite identificar las caracteristicas del concepto y la ausencia de aspectos relevantes del significado de potencia que
ponen de manifiesto los libros de texto analizados.
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Symbolization of the concept of power process: Secondary school textbooks analysis

Summary. This paper studies the development of sign systems associated with the concept of power presented in secondary school Mathematics
textbooks. The treatment that texts provide of the conceptual and procedural contents associated to the concept of power is analysed in this
work. For this objective, we have selected «Mathematical activity domains» (Mamona-Downs & Downs, 2002) which characterizes the concept,
connecting it with the development of abstraction process stages of mathematical signs as described by Socas (1997). This analysis allows us to

identify features of the concept and the lack of relevant aspects of the meaning of the concept of power.

Keywords. Textbook analysis, concept of power, symbolization, secondary school.

1. INTRODUCCION

El libro de texto de matematicas es, en los niveles escolares
(educacion primaria y secundaria obligatoria), el instru-
mento mas utilizado en el aula y el que contiene préctica-
mente toda la informacion escrita que maneja el alumno.
Los libros de texto no son sdlo un medio para la ensehanza
sino también una manera de entender el desarrollo de los
contenidos curriculares. Si en los textos aparecen significa-
dos sesgados o que inducen a error, pueden generar en los
estudiantes dificultades que son dificiles de erradicar o fal-
sas creencias relacionadas con la naturaleza de los objetos
matematicos. Algunas de las dificultades que los estudian-
tes encuentran en el aprendizaje de un concepto matematico
dependen de la ensehianza recibida y ésta esta condicionada,
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en gran medida, por la forma en la que los libros de texto
presentan los conceptos (Cobo y Batanero, 2004).

Diferentes autores indican la importancia y la necesidad
de analizar los libros de texto desde la perspectiva de
la didactica de la matematica. En sus investigaciones
justifican la importancia que tiene el libro de texto
como recurso didactico y, en ocasiones, se centran en el
analisis de la forma en la que los libros de texto reflejan
contenidos especificos (Bodi y Valls, 2002; Cobo y Ba-
tanero, 2004; Dormolen, 1987; Garcia y Llinares, 1995;
Gonzalez y Sierra, 2003, 2004; Haro y Torregrosa, 2002;
Martin, 2002; Ortiz, 1999; Rey y Penalva, 2002).
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En esta investigacion nos centramos en el andlisis del con-
cepto de potencia debido a las multiples dificultades que
genera su definicion y estudio, como el caso del exponente
cero, negativo o racional, y a las numerosas aplicaciones que
posee en relacion con otros conceptos matematicos como
los polinomios, las funciones, etc. En concreto, el objetivo
de esta investigacion es el estudio del desarrollo simbolico
del concepto de potencia en los textos de educacion secun-
daria obligatoria (ESO). La reflexion sobre el proceso sim-
bolico de un contenido especifico de matematicas, asi como
el papel de los simbolos y su distinto significado son areas
relevantes de investigacion en el ambito del pensamiento
matematico avanzado (Hegedus, Tall y Eisenberg, 2001).
Procesos cognitivos relativos a la formacion de conceptos
como abstraccion, simbolizacion, blisqueda de relaciones
entre conceptos, generalizaciones, etc. son ejemplos de
actividades cognitivas que los estudiantes de matematicas
tienen que realizar en la educacion secundaria y en los que
intervienen los procesos de simbolizacion generados. Para
analizar el desarrollo simbdlico del concepto de potencia in-
dagamos sobre como se define y organiza el concepto en los
libros de texto de matematicas de educacion secundaria. A
partir del andlisis de la presentacion, notacion desarrollada,
aplicaciones y contextos en que se propone su uso, y de la
obtencion de relaciones entre exponentes, determinamos la
coherencia del progreso del significado y del concepto des-
de las etapas del proceso de abstraccion asociado al desa-
rrollo de los signos matematicos que propone Socas (1997).
El estudio del concepto de potencia en los libros de texto
conlleva el andlisis del uso que hacen los libros de texto de
los diferentes sistemas matematicos de signos. Este analisis
permite, ademas, caracterizar los distintos estadios de desa-
rrollo de los sistemas de representacion en cada texto.

2. MARCO CONCEPTUAL

La consideracion de los estadios de desarrollo de los sig-
nos (Socas, 1997) y la seleccion de diferentes dominios de
actividad matematica (Mamona-Downs y Downs, 2002)
asociados al concepto de potencia nos han permitido inda-
gar sobre la organizacion de dicho concepto en los libros
de matematicas de secundaria y obtener asi informacidon
sobre cOmo se presenta el concepto a los estudiantes.

Una dificultad en el aprendizaje de las matematicas esta
asociada a la complejidad de los objetos matematicos
(Socas, 1997, 2001), y cabe destacar los conflictos relati-
VoS a su comunicacidén y comprension: «la comunicacion
de los objetos matematicos, principalmente de forma es-
crita, se realiza a través de los signos matematicos con la
ayuda del lenguaje habitual que favorece la interpreta-
cion de estos signos» (Socas, 1997, p. 127).

Socas (1997) senala, ademas, que la naturaleza abstracta
de los objetos matematicos esta vinculada a un proceso
de abstraccion asociado al desarrollo de los signos ma-
tematicos utilizados al trabajar con dichos objetos. Este
proceso de abstraccion se convierte, de esta manera, en
un elemento a tener en cuenta a la hora de analizar el
uso de los distintos sistemas de signos asociados a los
objetos matematicos. Socas concreta el proceso de abs-
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traccion de los objetos matematicos en tres estadios que
se dan en la evolucion de los sistemas de representacion:
semidtico, estructural y auténomo.

— En el estadio semidtico, el nuevo sistema de signos se
caracteriza a partir de un sistema antiguo ya conocido.
Es decir, los signos nuevos adquieren significado con los
signos antiguos ya conocidos.

— En el estadio estructural, el sistema de representacion
nuevo se estructura segin la organizacidon del antiguo
manteniendo sus propiedades y, en ocasiones, amplian-
dolas. Sin embargo, en este estadio, aparecen situaciones
que nos obligan a poner restricciones. Estas expresiones
suponen verdaderas dificultades cognitivas y, para sol-
ventarlas, deben ser dotadas de significado mediante
la observacion de regularidades y comportamientos
patrones. En este estadio todavia quedan signos que no
pueden ser dotados de significado.

— En el estadio autonomo, los signos que habia sido im-
posible dotar de significado en los estadios anteriores,
actlian con significado propio, independientemente del
sistema de representacion anterior.

En los procesos de ensehanza-aprendizaje de los objetos
matematicos hay que tener en cuenta, también, aspec-
tos cognitivos y estructurales relativos a los objetos
tratados. Es decir, ademas de analizar los conceptos,
sus relaciones, procedimientos y contextos mediante la
organizacion logico-formal de los objetos matematicos,
consideramos el potencial que tienen algunos aspectos
de la expresidn matematica que han de ser usados y ex-
traidos, asi como aspectos de tipo cognitivo, donde hay
mayor preocupacion por la comprension, motivacion,
expectativas... (Mamona-Downs y Downs, 2002).

Comprender conceptos matematicos conlleva ver estruc-
turas matematicas en varios estadios. La estructura ma-
tematica de un concepto se muestra en las acciones sobre
objetos concretos, en las definiciones, en las relaciones
entre conceptos y en el trabajo matematico continuo que
se desarrolla cuando se opera, cuando se reintegran los
simbolos utilizados operativamente, etc.

Desde este punto de vista consideramos que la com-
prension de un concepto matematico requiere que el
estudiante reflexione sobre las estructuras matematicas.
El resultado de esta reflexion genera informacion valiosa
pero, como todo pensamiento, no puede ser observado
directamente, sdlo se puede identificar de forma indi-
recta a través del andlisis de la actividad matematica
que desarrolla el sujeto para comprender un concepto.
Las ideas matematicas se generan a partir de acciones
concretas que permiten organizar la actividad matemati-
ca. De hecho, estas acciones pueden considerarse como
los pasos matematicos a través de los cuales se pueden
alcanzar objetivos, conclusiones y razonamientos acerca
de conceptos matematicos; y pueden ser descritos como
los diferentes dominios de actividad matemdtica que
permiten desarrollar y utilizar las ideas y procedimien-
tos asociados a dichos conceptos (Mamona-Downs y
Downs, 2002). Ejemplos de estos dominios son la sim-
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bolizacion, el uso de ejemplos, la resolucidon de proble-
mas, la generalizacion...

Desde estos supuestos caracterizamos el desarrollo de la
simbolizacidon del concepto de potencia en los libros de
matematicas de educacidon secundaria obligatoria a partir
de las relaciones entre los dominios de actividad mate-
matica y los estadios de desarrollo de los signos que se
detectan en el tratamiento del concepto.

Este objetivo general de la investigacion se concreta en
los siguientes objetivos especificos:

a) Seleccionar dominios de actividad matematica que
ponen de manifiesto contenidos conceptuales y proce-
dimentales asociados al concepto de potencia, es decir,
aspectos que organizan formalmente el concepto.

b) Identificar relaciones entre los dominios de actividad
matematica del concepto de potencia identificados y las
etapas de desarrollo del sistema de signos usados en los
libros de texto.

3. METODOLOGIA

Para la consecucion de los objetivos propuestos seleccio-
namos una muestra de los libros de texto utilizados en la
provincia de Alicante, correspondientes a cuatro proyectos
editoriales de 1° a 4° curso de educacion secundaria obliga-
toria que denominamos A, B, C y D. Incluimos en la mues-
tra una propuesta editorial de menor demanda que podria
tener un mayor interés didactico (la denotada por A). En
total estudiamos 20 libros de texto y las guias didacticas del
profesor correspondientes a los tres primeros cursos y las
dos opciones de cuarto curso de cada proyecto editorial.

Los datos de esta investigacion son los contenidos de los
capitulos que tratan sobre la potenciacion en libros de
matematicas de educacidon secundaria obligatoria. Exa-
minamos los ejemplos, la informaciéon proporcionada,
los problemas y las actividades resueltas y propuestas
en los textos.

Analizamos el concepto matematico de potencia (Rey
Pastor et al., 1969; Musser et al., 2003) y lo confrontamos
con los estadios de desarrollo que se dan en los sistemas
de signos (Socas, 1997); de esta manera particularizamos
los estadios para el caso de la potencia. Determinamos
ast, los dominios de actividad matematica que a priori
consideramos caracteristicas de cada uno de los estadios
para el caso particular de la potencia.

3.1. Esquema de analisis

Para analizar como tratan los libros de texto el concepto
de potencia consideramos los dominios de actividad
matematica que muestran aspectos fenomenoldgicos,
conceptuales y procedimentales. La seleccion de estos
dominios de actividad matematica ha estado guiada por
los supuestos siguientes:
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Seglin Mamona-Downs y Downs (2002), los estudiantes
construyen el significado de los conceptos y procedi-
mientos desde la reflexion sobre su estructura matema-
tica, cosa que supone dar una respuesta a la forma en la
que los conceptos se representan matematicamente. Esta
reflexion permite la ampliacion del significado del con-
cepto a la vez que desarrolla herramientas y estrategias
relacionadas. Esto subraya la importancia de:

a) el sistema de signos usados por el texto (lenguaje
natural, dibujos, lenguaje simbdlico especifico de las
matematicas);

b) el tipo de actividad matematica que se demanda a los
alumnos (operaciones y conversiones entre las represen-
taciones); y

¢) las situaciones o contextos presentados que favorecen
la reflexion sobre la definicidon y propiedades del concep-
to para su consolidacion.

Desde este punto de vista, algunos dominios de actividad
matematica deben estar presentes en todos los estadios
de desarrollo del sistema de signos y consideramos que
constituyen la fenomenologia del concepto. Estos domi-
nios de actividad matematica son:

— Uso de ejemplos: ilustrar determinadas caracteristicas
del concepto o de sus propiedades de manera que dichas
caracteristicas son percibidas como intrinsecas.

— Aplicacion a tareas simples: aplicar directamente una
definicion o propiedad para la resolucidon de ejercicios,
con el objetivo de desarrollar algiin algoritmo, sin refe-
rencia a contextos especificos.

— Particularizacion: estudiar un concepto o sus propie-
dades en un caso particular para hacerlo mas concreto.

— Simbolizacion: utilizar signos (numéricos, letras, dibu-
jos, graficos...) para denotar la idea matematica.

— Manipulacion de signos: realizar el tratamiento o con-
version de representaciones.

— Resolucion de problemas: realizar tareas cuya resolucion
requiere la reflexion sobre el uso de estrategias a utilizar.

— Formulacion de problemas: inventar situaciones pro-
blematicas que conlleven el uso de determinados con-
ceptos o propiedades.

Existen otros «dominios de actividad matematica» que,
a priori, podemos relacionar s6lo con algiin estadio de
desarrollo. Por ejemplo:

1) Vinculado al estadio semiotico de desarrollo de los
signos:

— Introduccion de la definicion local: incluir aclaraciones
intuitivas breves en uno o varios conjuntos numéricos.

2) Vinculados al estadio estructural de desarrollo de los signos:
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— Andlisis de objetos matemdticos: aplicar la definicidn a
casos particulares para extraer reglas generales.

— Justificacion de propiedades locales: probar propieda-
des en conjuntos numéricos especificos.

— Uso de modelos matemdticos: utilizar materiales es-
tructurados, reglas, leyes que permiten dar significado a
un determinado concepto y relacionarlo con otros con-
ceptos matematicos y sus propiedades.

3) Vinculado al estadio autonomo de desarrollo de los
signos, ya que posibilita la ampliacion del significado
del concepto:

— Formalizacion de la definicion: proporcionar defini-
ciones de los conceptos en el dominio numérico mas
general.

Desde estas perspectivas se construye una matriz para
relacionar los estadios de desarrollo de los sistemas de
signos matematicos con diferentes dominios de activi-
dad matematica necesarios para generar la reflexion del
estudiante sobre la estructura matematica del concepto
matematico.

Con el fin de refinar este instrumento realizamos un pri-
mer analisis de algunos libros de texto para determinar
la pertinencia o no de los dominios seleccionados. Con
este analisis también se pretendid localizar dominios no
considerados en el instrumento disehado a priori. Como
resultado de este primer anilisis se obtuvo que:

a) todos los dominios de actividad matematica elegidos
aparecian en, al menos, uno de los estadios;

b) se identificd otro dominio de actividad matemaética
que denominamos abstraccion de propiedades loca-

les; se justifica el significado de alguna potencia en un
determinado conjunto numérico (por ejemplo, la de
exponente negativo) utilizando propiedades relativas a
otros conjuntos numéricos, implica la generalizacion del
concepto y, por tanto, lo situamos en el estadio autbnomo
de desarrollo de los sistemas de representacion.

Con este procedimiento refinamos el esquema de analisis
obtenido y analizamos los libros de texto seleccionados.
El analisis realizado permitid establecer diferencias entre
los libros de texto en relacidon con el tratamiento dado al
concepto de potencia considerando los distintos domi-
nios de actividad matematica y los estadios de desarrollo
de los signos.

La lectura de la matriz por columnas recoge las caracte-
risticas de los diferentes dominios de actividad para cada
uno de los estadios. Esta manera de organizar los datos
nos permitird caracterizar globalmente la manera en la
que los libros de texto presentan los significados del con-
cepto (estadio semiotico), la obtencidon de propiedades
(estadio estructural) y la generalizacion del concepto
(estadio autdonomo). La lectura horizontal posibilita ca-
racterizar como se realiza el proceso de simbolizacion en
cada uno de los dominios de actividad matematica.

Para realizar el analisis primero identificamos el «pasa-
je» del texto que guarda relacion con las potencias, re-
lacionandolo con un estadio de desarrollo en funcion de
que trate la introduccidn del concepto, el desarrollo de
sus propiedades o la generalizacidén de dicho concepto.
Segin la forma en la que se presenta el concepto o los
procedimientos y la actividad matematica demandada al
resolutor, se asignaba un dominio de actividad matema-
tica. En algunos casos fue necesario asignar mas de un
dominio a un mismo pasaje. En el cuadro 1 se muestran
ejemplos de como hemos llevado a cabo este andlisis y
la codificacion de los datos obtenidos.

Tabla 1
Esquema de analisis.

ESTADIOS
DOMINIOS ESTADIO
MATEMATICA

Uso de ejemplos

Simbolizacion

Manipulacion de signos

Particularizacion

Aplicacion a tareas simples

Resolucion de problemas

Formulacion de problemas

Introduccion de la definicion local

Andlisis de objetos matematicos

Justificacion de propiedades locales

Uso de modelos matematicos

Abstraccion de propiedades locales

Formalizacion de la definicion
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Cuadro 1

Ejemplos de codificacién en andlisis de datos.

6. Potencias especiales

Cuando la base es 1, el resultado es siempre 1.

Se trata de forma particular la definicion de potencia cuando la base es
uno; por este motivo relacionamos este texto con el estadio semidtico y
el dominio matematico de particularizacion. En esta definicion se usa el
lenguaje natural y el numérico. Y se transforma la expresion del ejemplo
mediante la aplicacion de propiedades del producto de niimeros naturales.

mEemplo: 14=1-1-1-1=1

Ejemplo 1 (Ed. A, 1° ESO)

Uso de ejemplos (Estadio semiotico)

Simbolizacion (Estadio semidtico)

Codificacion

Manipulacion de signos (Estadio semiotico)

Particularizacion (Estadio semidtico)

De dos factores
¢Se puede escribir (-7)° - (-7)> como ponencia tnica?

Aplicamos la definicion de potencia:

Este texto se relaciona con el estadio estructural, pues se estudian y analizan
propiedades de la potencia.

De forma particular se trata la propiedad del producto de potencias de la
misma base para el caso del producto de dos factores.

Para ello se analiza el objeto matematico (-7)*(=7)%. A través de
simbolizaciones numéricas y del uso del lenguaje natural se presenta la
transformacion de dicho objeto matematico mediante la aplicacion de la
definicion de potencia y de propiedades de la suma de nimeros naturales.

La potencia que resulta tiene la misma base y el exponente
es la suma de los exponentes de los factores:

TP X (TP = (152 = €T

Ejemplo 2 (Ed. D, 2° ESO)

Simbolizacion (Estadio estructural)
Manipulacion de signos (Estadio estructural)

Particularizacion (Estadio estructural)

Codificacion

Andlisis de objetos matemdticos (Estadio estructural)

6. Potencias de exponente fraccionario

Ya sabemos calcular 5. ; Podriamos calcular 52? Si no
tenia ninguna logica multiplicar la base de una potencia
por menos dos veces, tampoco la tiene media vez. Vamos a
buscar un sentido a la expresion 5' utilizando la definicion
de raiz y las propiedades de las potencias.

52 = 5" = 5, entonces debe ser

COmO 51/2 o 51/2 + 12 —

5”2 = \"sg
523 = 565 — 52 enton-

Analégamente, como 5%3 - 523 -

ces debe ser 575 = 352

Ejemplo 3 (Ed. A, 4° ESO)

Este ejemplo se relaciona con el estadio autdbnomo, puesto que presenta
la generalizacion del concepto de potencia para el caso de exponente
racional.

Para introducir los exponentes fraccionarios se analizan los objetos
matematicos 5'%y 527,

Estos objetos se manipulan utilizando la suma de nimeros racionales y se
emplea una propiedad de la potencia (producto de potencias de la misma
base) fuera del conjunto numérico de referencia; en concreto se aplica a
exponentes racionales que no se han definido todavia.

Simbolizacion (Estadio autonomo)
Manipulacion de signos (Estadio auténomo)

Andlisis de objetos matemdticos (Estadio autonomo)

Codificacion

Abstraccion de propiedades locales (Estadio auténomo)
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4. RESULTADOS Y DISCUSION

Los resultados que presentamos corresponden a los libros
de texto de los cuatro proyectos editoriales de matematicas
de educacion secundaria obligatoria seleccionados y sus
respectivas gufas del profesor. Aplicamos el esquema de
analisis para cada proyecto y, posteriormente, contrastamos
los datos obtenidos revisando los textos de nuevo e inten-
tando completar el analisis individual de cada uno a partir
de las diferencias observadas con los demas. En la tabla 2 se
muestra el conjunto de los resultados obtenidos.

El anilisis de la informacion que aparece en la tabla
permitio, por una parte, valorar los resultados obtenidos
en los distintos proyectos para los dominios de activi-
dad matematica seleccionados, asi como identificar las
carencias observadas respecto a la propuesta tedrica de
desarrollo de abstraccion del concepto en relacion con
los estadios que se dan en la evolucidn de los sistemas
de representacion y, también, caracterizar los estadios de
desarrollo de los signos en relacion con los dominios de
actividad matematica.

En primer lugar, examinamos si los textos ponen de
manifiesto los dominios de actividad matematica del
concepto de potencia que forman los aspectos fenome-
nologicos del concepto. Posteriormente caracterizamos
el uso que los textos hacen de los diferentes sistemas de
signos asociados al concepto a partir de las actividades
matematicas propuestas, obteniendo consecuencias de
cdmo llevan a cabo el proceso de abstraccion asociado al
desarrollo de los signos matematicos utilizados cuando
presentan el concepto de potencia.

4.1. Fenomenologia del concepto de potencia

En los proyectos editoriales analizados se propone el uso de
ejemplos, procesos de simbolizacion, manipulacion de signos
y aplicacion a tareas simples como dominios de actividad
matematica en los tres estadios del proceso de abstraccion
del concepto de potencia: significado del concepto (estadio
semidtico), obtencion de propiedades (estadio estructural) y
generalizacion del concepto (estadio autbnomo).

El dominio particularizacion falta en las editoriales B y
C en el estadio estructural. Aunque en todos los textos se
promueve la formacion (estadio semiotico) y generaliza-
cion del concepto (estadio autdbnomo) a partir del estudio
de casos particulares, sdlo en dos proyectos (A, D) se
estudia el concepto o sus propiedades en un contexto par-
ticular (dominio particularizacion). Este hecho indica que
en estos proyectos curriculares, se promueve la compren-
sion del concepto en dos direcciones, de lo particular a lo
general y de lo general a lo particular. Los textos de estas
editoriales reflejan las conexiones matematicas necesarias
para los estudiantes, conexiones que no son explicitas en
las otras dos propuestas curriculares, mostrando diferentes
caracteristicas de los textos analizados.

Por otra parte, el dominio resolucion de problemas tiene
muy poca presencia en los proyectos editoriales analizados,
utilizandose de forma puntual y aislada. El dominio de acti-
vidad matematica formulacion de problemas inicamente se
ha identificado en textos de uno de los proyectos editoriales
analizados en relacion con el estadio estructural, en concreto,
como préctica de potencias de exponente entero. Posterior-
mente ampliaremos las consecuencias de estos resultados.

Tabla 2
Relaciones entre dominios y estadios.

ESTADIOS
BSX(IIIFI“II?/?D AD ESTADIO SEMIOTICO ESTERSI?Q"I]?IIJ(})Q AL ESTADIO AUTONOMO
MATEMATICA
Uso de ejemplos A-B-C-D A-B-C-D A-B-C-D
Simbolizacion A-B-C-D A-B-C-D A-B-C-D
Manipulacion de signos A-B-C-D A-B-C-D A-B-C-D
Particularizacion A-B-C-D A -D A-B-C-D
Aplicacion a tareas simples A-B-C-D A-B-C-D A-B-C-D
Resolucion de problemas A-B-D C-D A-D
Formulacion de problemas C
Introduccion de la definicion local A-B-C-D
Analisis de objetos matematicos A-B-C-D A-B-C-D
Justificacion de propiedades locales A
Uso de modelos mateméticos A-D
Abstraccion de propiedades locales A-B-C-D A-B-C-D
Formalizacion de la definicion A-B-C-D
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4.2. Caracterizacion de los estadios

Los distintos estadios de desarrollo del concepto de po-
tencia puestos de manifiesto en los libros de texto anali-
zados han sido caracterizados utilizando los dominios de
actividad matematica. Nos centramos ahora en el estudio
de los dominios de actividad matematica identificados
en relacion con alglin estadio en particular y, por ello,
estos dominios caracterizan al estadio correspondiente.
También hacemos hincapié en aquellos dominios que se
refieren a determinadas caracteristicas del concepto rela-
tivas a un estadio concreto y que no se han identificado
en los textos analizados.

A. Estadio semiotico

En primer lugar, caracterizamos el sistema de signos
utilizado para dotar de significado la definicion del
concepto de potencia en los proyectos editoriales ana-
lizados. Todos ellos basan la introduccion del concepto
de potencia en el establecimiento de conexiones con
objetos mateméticos ya conocidos dados en conjuntos
numéricos concretos que varfan en funcidon del curso
al que se dirige la propuesta. El dominio de actividad
matematica introduccion de la definicion local caracte-
riza al estadio semidtico y no proporciona herramientas
tiles para trabajar los otros dos estadios de desarrollo
de los signos. Con ayuda del lenguaje natural y de la
aplicacion de las propiedades del producto de nlimeros
naturales, enteros o racionales, los libros de texto utili-
zan la relacion entre el producto y la potencia para dar
significado al exponente. De hecho, el signo del pro-
ducto permite establecer la relacion entre el signo de la
potencia y otros signos ya conocidos, y pone de mani-
fiesto, ademas, el caracter sintetizador del exponente.
La idea de potencia denotada por a" se relaciona con la
idea de producto del mismo factor, como muestran los
ejemplos del cuadro 2.

El uso de modelos matemditicos se ha identificado en dos
de los proyectos analizados en relacion con el estadio
semiotico para dar significado al concepto. Se utilizan
modelos geométricos con el fin de presentar la definicion
de potencia, relacionando el cuadrado y el cubo de un
niimero natural con el area del cuadrado o el volumen del
cubo, respectivamente.

B. Estadio estructural

En el desarrollo de la abstraccion de la idea de potencia,
el estadio estructural se caracteriza por el hecho de que el
nuevo sistema de representacion introducido (a") empieza
a organizarse incorporando significados al nuevo sistema
de simbolos. Este proceso de estructuracion del nuevo
sistema de simbolos obligara a veces a observar regulari-
dades y patrones para ampliar significados. Sin embargo,
no hemos identificado, en los textos, el uso del estudio
de regularidades o comportamientos patrones para dar la
definicion de potencia de exponente entero. Estos hechos
favorecerian la conexion entre la potencia de exponente
natural y la potencia de exponente entero evitando la rup-
tura de significado que se produce en muchos casos y las
dificultades y obstaculos que esto conlleva, sobre todo en
el caso del exponente cero o entero negativo.

Para el desarrollo de la potencia en este estadio, los textos
no han empleado siempre los mismos dominios de activi-
dad. Los cuatro proyectos editoriales para estructurar el
sistema de simbolos de la potencia usan ejemplos, sim-
bolizan, manipulan los simbolos, particularizan, aplican a
tareas simples, aplican la definicidn a casos particulares
para extraer reglas generales (analisis de objetos matema-
ticos) y amplian el significado de la potencia a exponente
entero generalizando propiedades desde otros conjuntos
numéricos (abstraccion de propiedades locales).

La justificacion de propiedades y la definicion de casos
problematicos se lleva a cabo mediante el andlisis de de-
terminados objetos matemdticos (a> , 3°, 53) con el fin de
generalizar los razonamientos a partir de casos especificos.
En los razonamientos utilizados se abstraen propiedades
locales sin resaltar, en ninglin momento, que se extrapolan
propiedades de un conjunto numérico conocido a otro en el
que la potencia no est4 definida. De los resultados obtenidos
con estos razonamientos se deducen conclusiones y reglas
generales de aplicacion. Esta manera de argumentar se puede
apreciar en el ejemplo 6, donde se analiza el objeto a. En la
descripcion realizada por el texto se abstrae la propiedad del
cociente de potencias con la misma base y exponente natural
de su dominio numérico de referencia, puesto que no se tiene
en cuenta que el resultado es una potencia de exponente en-
tero negativo. Ademas, el resultado obtenido se utiliza como
justificacion de una regla general de uso para la potencia de
exponente entero negativo.

Cuadro 2
Ejemplos de introduccion de la definicion local, estadio semiético.

Potencias de exponente natural

Recordemos, con unos ejemplos, la potencia de un niamero
real con exponente natural:

3=3-3-3-3=8l
a®=a-a-a-a-a-a

(2/5)3 = 2/5 - 2/5 - 2/5=8/125

Ejemplo 4 (Ed. A, 1° ESO)
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Una potencia es una forma abreviada de expresar un
producto de factores iguales:

a-a-a-a-a=a°

El factor repetido se llama base, y el niimero de veces que
se repite, exponente.

Ejemplo 5 (Ed. B, 1° ESO)
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Cuadro 3
Andlisis de objetos matematicos.
Abstraccion de propiedades locales, estadio estructural.

Para la definicion de las potencias de exponente negativo se
utiliza la siguiente propiedad:

El cociente de potencias de la misma base es otra potencia
que tiene la misma base y por exponente, la diferencia de
los exponentes.

Cuando el grado del numerador es menor que el del deno-
minador, al aplicar esta propiedad, se tiene:

a3

? — g3-5 = g2

En el mismo cociente, utilizando las reglas de simplificacion
de fraciones:

Sa 1
> a-a-a-a-a a

Ambos resultados han de ser iguales, luego debe ser:

1
2 N
a —az

Ejemplo 6 (Ed. D, 3° ESO)

De esta manera, estos dos dominios de actividad junto
con los que determinan la fenomenologia del concepto,
los seis dominios comunes en los proyectos editoriales
analizados, constituyen el ntcleo de la actividad mate-
matica que se propone a los alumnos para desarrollar el
estadio estructural del nuevo sistema de representacion
introducido en los libros de texto de mateméticas.

Algunos proyectos editoriales complementan las activi-
dades anteriores con otros dominios de actividad. Asi, los
proyectos C y D proponen tareas de resolucion de proble-
mas y solo la propuesta C incluye actividades en las que
se tienen que formular problemas. El dominio de actividad
matemética de particularizacion se ha visto reflejado en
los proyectos Ay D, en los que se trata la propiedad del
producto de potencias de la misma base para el caso de
dos y tres factores. El proyecto A introduce también la jus-
tificacion de propiedades locales. Este proyecto curricular
muestra indicios de un tratamiento algo diferenciado del
concepto de potencia. Observamos que, cuando se organi-
za el concepto de potencia, sdlo algunas propiedades de la
potencia de exponente natural mantienen las propiedades
del producto sin necesidad de poner restricciones y en ese
caso se pueden justificar de forma local.

Ahora bien, en los casos en los que se requiere el uso de
restricciones (potencias de exponente entero negativo o
cero), observamos que los proyectos analizados se limitan
al andlisis de determinados objetos mateméticos que exa-
minan de forma local para asimilar la estructura global de
la potencia, en lugar de dotarlos de significado mediante el
estudio de regularidades y comportamientos patrones.
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C. Estadio autonomo

En el estadio autonomo, la evolucion del sistema de
representacion introducido para la nocidon de potencia
( x¥ ) permite que el uso de los signos que no podian
justificarse desde los sistemas de signos de procedencia
puedan realizarse de manera independiente. Respecto al
sistema de signos utilizado para generalizar el concepto
de potencia en los proyectos curriculares analizados,
observamos que todos proporcionan la definicion del
concepto de potencia para el caso del exponente racio-
nal explicitando la introduccidon de un signo nuevo, el
radical. La potencia de exponente racional actia con
significado propio y de forma independiente al sistema
de signos asociado a la potencia. Por ello, el dominio
de actividad matematica formalizacion de la definicion
caracteriza al estadio autdbnomo.

Cuadro 4
Formalizacion de la definicion, estadio auténomo.

Una potencia fraccionaria es igual a un radical que
tiene por indice el denominador de la fraccion, y por
radicando, la base elevada al numerador.

&2
q

_ar

a

Ejemplo 8 (Ed. D, 4° ESO)

Ejemplo 7 (Ed. A, 4° ESO)

El otro dominio que habfamos vinculado a priori con el
estadio autbnomo, abstraccion de propiedades locales,
no se ha mostrado como caracteristico de este estadio, ya
que se utiliza de la misma manera en el estadio estruc-
tural. Mediante argumentos semejantes a los empleados
para tratar las propiedades de la potencia, se relacionan
la potencia y el radical. Se analizan determinados ob-
Jjetos matemdticos (por ejemplo: 32, 5'3) y se aplican
propiedades de la potencia fuera del contexto numérico
de referencia para probar la equivalencia entre la poten-
cia de exponente racional y el radical. La Gnica diferen-
cia que observamos entre los argumentos utilizados en
uno u otro estadio radica en los objetos matematicos
analizados y la finalidad de los argumentos. En el es-
tadio estructural se pretende dar una justificacion de las
propiedades de la potencia (ejemplo 6) y, en el estadio
autbnomo, se intenta razonar la relacion entre potencia y
radical (ejemplo 3).
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4.3. Consecuencias para el significado de potencia

Los proyectos analizados hacen uso de distintos domi-
nios de actividad matematica para organizar el significa-
do del concepto de potencia favoreciendo la introduccion
de unos determinados aspectos de dicho concepto.

Todos los textos incluyen definiciones numéricas locales
para introducir el significado de la potencia. Basdndose
en el estudio de casos particulares, presentan numerosos
ejemplos, tanto en contexto real como numérico, poten-
ciando un significado parcial del concepto y, por tanto,
una vision intuitiva del mismo. Los proyectos analizados
no proporcionan la definicion del concepto de forma
explicita; se acepta indirectamente, ante la evidencia de
lo que representan los diversos ejemplos y aplicaciones
del concepto, que los estudiantes deben hacer el trabajo
de integrar todas las particularidades en una estructura
global. Este conocimiento, de naturaleza intuitiva, se
percibe con mas fuerza en los casos en los que se utilizan
modelos geométricos, por ejemplo, en el estudio del cua-
drado y del cubo de un ntimero natural.

Cuadro 5
Uso de modelos matematicos, estadio semiotico.

O

lado — 5
superficie = 52 = 25

Geométricamente, la potencia a” expresa el nimero de
cuadrados unitarios que caben en un cuadrado de lado a.
Es decir, expresa la superficie:

lado —a
superficie — a?

Ejemplo 9 (Ed. B, 1° ESO)

No obstante, la intuicion también es una herramienta
basica en los argumentos usados para organizar las
propiedades y generalizar el concepto. Las propiedades
se organizan de forma local, mediante el estudio de
determinados objetos matematicos y se generalizan los
resultados obtenidos en casos concretos, considerando
estos argumentos como demostraciones de dichas pro-
piedades. Cobo y Batanero (2004) observan argumentos
analogos en el estudio de la idea de la media en los libros
de texto de secundaria y sehalan, como posible causa
para su uso, la edad de los estudiantes a los que se dirigen
los textos, indicando que de esta manera encuentran me-
nor dificultad que si se argumentara con mayor grado de
abstraccion. El principal problema de este enfoque intui-
tivo es que, si se utiliza de forma generalizada, se puede
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adquirir como un modo de argumentacidon matematica-
mente correcto y ser causa de posteriores dificultades en
el aprendizaje de las matematicas. El mismo trabajo de
Cobo y Batanero (2004) corrobora este hecho.

En el caso de la potencia se corre, ademas, el riesgo de
proporcionar una vision sesgada del concepto, puesto
que se evitan casos problematicos de especial importan-
cia. El andlisis del exponente cero o entero negativo a
partir de la propiedad del cociente de la potencia origina,
en los estudiantes, habitos de trabajo basados en suposi-
ciones y rutinas, ya que se obvia su campo de definicion
(potencia de exponente natural) y la limitacion existente
en la aplicacion de esta propiedad. Ademas, merma la
posibilidad de profundizar en el significado de dichas
potencias originando una de las dificultades mas fre-
cuentes en el estudio del concepto de potencia, la ruptura
de significado entre potencia de exponente natural y po-
tencia de exponente entero.

En general, la potencia de exponente racional se dota de
significado, también mediante argumentos intuitivos. Se
utilizan las propiedades de la potencia de exponente na-
tural (producto de potencias de la misma base y potencia
de una potencia) para el estudio de casos concretos y los
resultados obtenidos se utilizan como reglas generales
de uso. Aunque se pone de manifiesto la introduccion
de un nuevo signo y la relacidon entre el radical y la po-
tencia, no se subraya, en ninglin caso, la independencia
de ambos signos. S6lo en un caso, y también de forma
intuitiva, se manifiesta este hecho (ejemplo 7).

Pero en la aproximacidn de un estudiante al significado
de los conceptos juegan un papel muy importante las
tareas que se le propongan con el fin de afianzar las des-
trezas asociadas al concepto y de generar una reflexion
sobre el mismo. En los textos analizados, una ausencia
importante para la estructuracion del concepto de poten-
cia es, por tanto, la referida a la resolucion (en algunos
libros) y a la formulacidon (practicamente en todos los
textos) de situaciones problematicas relacionadas con
este concepto. Este hecho merma la posibilidad de que
los estudiantes profundicen en el significado del concep-
to y en la resolucion de situaciones problematicas que
favorecerian la reflexion y permitirian desarrollar estra-
tegias mas elaboradas relacionadas con las propiedades
de la potencia.

En general, la actividad matematica demandada en las
tareas propuestas se limita al uso de las explicaciones
o reglas dadas en la misma pagina o bien a aplicar re-
petidamente argumentos ya conocidos. Las tareas que
exigen mayor grado de reflexion se incluyen de forma
puntual. Este hecho parece ser recurrente en los textos de
secundaria. Gonzalez y Sierra (2004) observan, cuando
analizan el tratamiento dado a los puntos criticos de una
funcion en los textos de secundaria, que la mayoria de
problemas son numéricos y destacan la escasez de pro-
blemas mas generales que favorezcan la reflexion sobre
el concepto tratado. Senalan que el tipo de actividad que
se pide al alumno se basa en la aplicacidon rutinaria de
reglas o ejercicios tipo que en esta investigacion hemos
denominado tareas simples.
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El componente basico de las matematicas que Fischbein
(1994) denomina componente algoritmico de la actividad
matematica y que deberia constituir un niicleo fundamen-
tal del conocimiento al que se deberian referir los libros de
texto, practicamente no se desarrolla en los textos anali-
zados. Las destrezas asociadas al estudio y andlisis de los
algoritmos que estan relacionadas con la potencia solo se
muestran como una serie de tareas mecanicas que lejos de
favorecer la reflexion sobre el concepto de potencia pro-
porcionan una vision sesgada del mismo (Lithner, 2004).

4.4. Consecuencias para el razonamiento mate-
matico

Del analisis, tanto de los dominios de actividad matematica
que determinan aspectos fenomenoldgicos del concepto
como de los propios de cada estadio, se deduce que el tipo
de conocimiento que favorecen los libros de texto es de tipo
intuitivo pues se dan las condiciones que, segiin Fischbein
(1987, 1994), caracterizan esta forma de conocimiento: el
concepto se presenta como evidente por si mismo, se intro-
duce una gran cantidad de representaciones simbolicas como
recursos intuitivos y las tareas se basan en razonamientos
sencillos. Es decir, se tiende a conservar mecanismos y
propiedades que garanticen la continuidad, la productivi-
dad, la eficiencia de cualquier conocimiento ya aprendido.
Segtin Fischbein, esto puede ser suficiente para generar una
conviccion real, pero no es suficiente para garantizar el au-
téntico proceso de razonamiento, puesto que un aprendizaje
activo implica una sucesion de toma de decisiones. Los es-
tudiantes, basandose en sus conocimientos previos, tienden
a seleccionar y a mantener proposiciones que parecen ser in-
trinsecamente creibles mas que proposiciones de tipo formal
que requieren otros soportes extrinsecos.

El tipo de razonamiento matematico que promueven los
textos analizados a partir de los dominios que implican re-
solver este tipo de tareas matematicas se puede caracterizar
de razonamiento superficial (Lithner, 2004). Dicho autor
identifica esta forma de razonamiento también en las activi-
dades que se plantean en los libros de célculo a estudiantes
universitarios. Para resolver las tareas propuestas basta
aplicar «razonamientos algoritmicos repetidamente» y usar
«razonamientos basados en experiencias previas». En los
textos de matematicas de educacion secundaria analizados
no encontramos caso alguno en el que se pida al estudiante
una argumentacion sobre las estrategias utilizadas en la
resolucion de las tareas propuestas o una transferencia
del conocimiento tratado en situaciones concretas a otros
contextos. Y se da una carencia de situaciones y tareas que
posibilitan el desarrollo de estrategias elaboradas relaciona-
das con el concepto de potencia, como las que se derivan de
la resolucion de problemas en contextos reales y del plan-
teamiento de situaciones problematicas relacionadas con el
concepto de potencia.
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S. CONCLUSIONES

El objetivo de esta investigacion fue poner de manifiesto
la existencia de una relacion entre los dominios de activi-
dad matematica y los estadios de desarrollo de los signos
que han permitido caracterizar la forma en la que los li-
bros de texto de educacion secundaria obligatoria llevan
a cabo el proceso de simbolizacion asociado al concepto
de potencia. La actividad matematica inferida de los
resultados obtenidos destaca la importancia de los dis-
tintos sistemas de signos usados en los textos, asi como
de las operaciones y conversiones entre ellos tanto para
introducir el concepto de potencia como para organizarlo
o generalizar su significado. Las situaciones y contextos
en los que se presenta el concepto estudiado favorecen la
comprension de sus caracteristicas y propiedades, facili-
tando ademas la relacidon con otros conceptos matema-
ticos aunque, rara vez, se exige una verdadera reflexion
acerca del concepto de potencia o de las propiedades que
se estan manejando.

Los libros de texto adoptan, mayoritariamente, estra-
tegias de razonamiento intuitivo que se aceptan de
forma evidente ante el anilisis de objetos matematicos
concretos. Este tipo de argumentos da confianza a los
estudiantes en el uso de determinados algoritmos pero
puede convertirse en obstaculo al romper la dualidad
entre significado y procesos asociados al concepto.

La préctica totalidad de las tareas propuestas se pueden
resolver de forma casi rutinaria a partir de los ejemplos
y explicaciones dadas en los textos. Este hecho muestra
la carencia de situaciones que requieran un cierto grado
de reflexion acerca de las estrategias que se deberfan uti-
lizar y puede provocar una ruptura entre el significado y
los procesos relativos al concepto de potencia, dejando
incompleto el proceso de simbolizacion asociado a dicho
concepto.

La discusion de los datos obtenidos ha puesto de mani-
fiesto que, en los libros de texto analizados, los objetos
relativos al concepto de potencia pierden su identidad,
su caracter semantico para adquirir un caracter sintac-
tico, dinamico. Dicho proceso se desarrolla desde una
estructura local y no como una estructura global del
concepto debido a la actividad matematica que se infiere
del tratamiento del concepto de potencia en los libros de
texto analizados.

El proceso de desarrollo del sistema de signos del con-
cepto de potencia se inicia con el dominio de la actividad
matematica introduccion de la definicion asociado al es-
tadio semiotico y finaliza con el dominio formalizacion
de conceptos en el estadio autbnomo, para la secuencia
de ensefianza observada en todos los proyectos curricu-
lares analizados.
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Tabla 3
Evolucién de los dominios de actividad matematica relacionados con la potencia.

ESTADIOS
DOMINIOS ESTADIO
DE ACTIVIDAD ESTADIO SEMIOTICO ESTRUCTURAL ESTADIO AUTONOMO
MATEMATICA
Introduccion de la definicidon A-B-C-D
Formalizacion de la definicion A-B-C-D

Ala luz de los resultados obtenidos, el signo de la poten-
cia se relaciona con otros signos ya conocidos mediante
actividades matematicas que facilitan la introduccion del
concepto y alcanza su generalizacion mediante la intro-
duccidn de signos nuevos. De este modo se establece una
serie de vinculos entre los diferentes sistemas de signos
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que permiten estructurar el conocimiento matematico y
hacerlo eficiente. El desarrollo operativo de un sistema
de signos no es suficiente para lograr determinados ob-
jetivos matematicos. Es necesaria la reintegracion activa
de esos signos para dotar de significado completo a los
conceptos matematicos asociados.
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