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Resumen. En este trabajo presentamos un estudio sobre el modo en que se introducen los conceptos relativos al azar y la probabilidad en una
muestra de 34 libros de texto universitarios. Nuestro enfoque se ha centrado en determinados componentes de tipo epistemologico y didactico.
Los resultados del estudio parecen indicar la ausencia en la mayoria de los textos de ciertos aspectos importantes del marco tedrico de las
matematicas que podrian ser explotados para aproximarse al objetivo de lograr un aprendizaje significativo por parte de los estudiantes.
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Introducing concepts related to chance and probability in university textbooks

Summary. In this work, we present a study on the way in which the concepts related to chance and probability are introduced in a sample of
34 university text books. The approach has been centered on certain epistemological and didactic components. The results of the study seem to
indicate the absence, in the majority of texts, of certain important aspects of the theoretical frame of mathematics. Finally, these missing aspects
might be exploited to come closer to the objective of achieving a significant learning on the part of the students.
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INTRODUCCION

El trabajo que aqui presentamos es parte de una investiga-
cion mas general que hemos llevado a cabo acerca de la
ensehanza y el aprendizaje de la teorfa de la probabilidad en
primer ciclo de universidad en escuelas de ingenierfa técnica
industrial (Barragués, 2002). Esta investigacion general tuvo
tres propositos fundamentales: a) descubrir las principales
dificultades que tienen los alumnos a la hora de comprender
los conceptos y procedimientos bésicos relativos al azar y
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la probabilidad; b) estudiar si la ensefianza habitual de es-
tos conceptos da lugar a un aprendizaje con comprension;
¢) disehar una enseflanza alternativa capaz de mejorar el
aprendizaje. En nuestra opinion, el objetivo ¢ es inviable
mientras no conozcamos explicaciones de por qué los alum-
nos no logran un aprendizaje con comprension. Por ello nos
parece importante explicar los trabajos que hemos realizado
en esa direccion.
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En trabajos anteriores hemos analizado algunos aspec-
tos relativos al primer objetivo (Guisasola y Barragués,
2002a, 2002b). Para abordar el segundo objetivo fue
necesario enumerar y analizar los diversos aspectos
implicados en el proceso de E/A habitual de la teoria ele-
mental de la probabilidad en primer ciclo de universidad
y, puesto que el libro de texto es un elemento clave de
la ensefianza, realizamos un andlisis del modo en que se
presenta en una muestra de libros de texto de nivel uni-
versitario. En este trabajo expondremos algunos de los
aspectos mas significativos de nuestro analisis.

La investigacion didactica ha sefialado en repetidas oca-
siones que el libro de texto es el mas importante de los
recursos que usan los profesores en sus clases (Otero,
1985; Izquierdo y Ribera, 1997). Del Carmen y Jiménez
(1997) afirman que los libros de texto han sido y conti-
nlian siendo el material curricular més utilizado para la
ensefianza de las ciencias en todos los niveles educati-
vos. Tanto es asi, que en ocasiones se identifica material
curricular con libros de texto. Ortiz (1999) y Ortiz y
otros (1996) resaltan una faceta de los libros de texto
que nos parece especialmente sensible. Si en un libro de
texto, afirma Ortiz, aparece un significado sesgado, éste
puede llegar a transmitirse a sus alumnos. Asi pues, el
profesor que lo usa debe mantener una permanente vigi-
lancia epistemoldgica sobre el contenido de los libros de
texto que recomienda.

ANALISIS EPISTEMOLOGICO DE LA TEO-
RIA DE LA PROBABILIDAD

Para analizar una propuesta de ensefianza, como es en
este caso la de la organizacidn y secuenciacidén de un
curso de introduccion a la teoria de la probabilidad en
los libros de texto, nos parece necesario en primer lugar
explicitar qué entendemos por comprender los objetos
matematicos en cuestion. Y para ello, como indica Godi-
no (1996), deben estudiarse la estructura de tales objetos
y las formas o modos posibles de comprenderlos, los as-
pectos o componentes que es posible y deseable que de-
terminados estudiantes en determinadas circunstancias
aprendan. En este mismo sentido, Espinoza y Azcarate
(1998) apuntan que no puede abordarse un problema
didactico sin tener en cuenta el propio conocimiento
matematico y la actividad matematica involucrados en
el mismo.

Todos los aspectos que han sido objeto de nuestro estudio
epistemoldgico tienen cabida en el marco tedrico fenome-
noldgico (Freudenthal, 1983). Como indica Puig (1997),
el analisis fenomenoldgico de una estructura matematica
consiste en describir cuales son los fendmenos para los que
dicha estructura sirve como medio de organizacion y qué
relacion tiene con ellos. La descripcion de esta relacion ha
de mostrar de qué manera la estructura matematica actiia
sobre los fenomenos como medio de organizacion y de qué
poder nos dota sobre ellos.

Si bien esta descripcién ha de tomar las matematicas
en su desarrollo y uso actuales, Freudenthal se refiere
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también a una importante Optica de analisis: la fenome-
nologia historica. Se trata de la toma en consideracion de
los fendmenos para cuya organizacion histéricamente se
cred la estructura matematica y como esta organizacion
se extendio a otros fendmenos.

Asi pues, por una parte fue necesario realizar un analisis
de diversos aspectos epistemoldgicos de los conceptos
basicos relativos al azar y la probabilidad, destinado a
clarificar el significado y el uso de la teoria de la proba-
bilidad: en qué tipo de problemas se hace necesario el
enfoque probabilistico, en qué consisten las soluciones
que aporta, cudles son sus significados, cudl es su alcan-
ce, qué metodologias se utilizan para obtenerlas. Y por
otra parte, una revision historica del concepto de pro-
babilidad nos reveld qué fendbmenos trataron originaria-
mente de analizarse con él, a qué fendmenos se extendio
este analisis, qué dificultades y obstaculos hubieron de
superarse en el proceso de construccion de la teorfa de la
probabilidad como ciencia.

Este andlisis epistemologico e historico nos permitid
caracterizar qué concepcion de la probabilidad debe
ensefiarse para aprovechar su potencial en la practica
de las disciplinas técnicas y, por tanto, qué aspectos
clave debfamos examinar en los libros de texto. Se-
guidamente observaremos la teoria de la probabilidad
desde tres puntos de vista diferentes. En primer lugar,
la observaremos como marco tedrico en la construccion
de modelos matematicos Gtiles para intervenir con éxito
en la realidad; después, como una evidencia méas de la
naturaleza problematica del proceso de construccion
del conocimiento cientifico. Finalmente, su considera-
cion historica nos revelard los saltos cualitativos mas
importantes que tuvieron lugar. Evidentemente ninguno
de estos puntos de vista es estanco ni independiente de
los demas.

1. Modelos probabilisticos

Si se adopta una conceptualizacion de las matematicas
segin la cual sus contenidos, métodos y significados
tienen como objetivo estudiar fendmenos observables
y predecir sus futuros estados, desde esa Optica se asig-
na un papel fundamental a la construcciéon de modelos
capaces tanto de explicar la evidencia experimental
como de predecir las propiedades adicionales de dichos
fendmenos (Weller, 1995; Hennessy et al., 1995; Meyer,
1992). Se construyen modelos matematicos que toman
en consideracion un subconjunto de factores manejable
y a la vez responsable, en lo fundamental, del fenobmeno
bajo estudio. Es en esta tarea de seleccion de factores o
emision de hipdtesis donde comienza la discusion acerca
de qué modelos son apropiados para describir ciertos
fenomenos. Existen muchos fendmenos observables
interesantes para los cuales un modelo determinista
puede ser suficiente. Ahora bien, existen otros muchos
fendmenos que necesitan un modelo matematico cua-
litativamente diferente, el modelo probabilistico, para
el cual las condiciones de partida no determinan un
resultado Gnico sino una distribucion probabilistica de
los resultados observables. Ademas, la respuesta que la
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teoria probabilistica aporta ante problemas reales que se
plantean no es una simple aceptacion de la «insuficien-
cia» de nuestros conocimientos para lograr soluciones
«exactas», sino que el principio fundamental consiste
en que, cuando deja de estudiarse el comportamiento de
un individuo y pasa a estudiarse amplias poblaciones de
ellos, pueden surgir nuevas regularidades de un género
diferente (Gnedenko, 1995).

La voluntad explicita de simplificacidén a que hemos he-
cho referencia constituye una caracteristica esencial de
la aproximacion cientifica, lo cual introduce elementos
de artificialidad que no deberian ser ocultados al alum-
no. A este respecto, Barnea (1996) observa que muchos
profesores, ademas de emplear un Gnico modelo para
estudiar el fendmeno, no enfatizan en el hecho de que los
sistemas reales no se comportan exactamente igual que
ninglin modelo. En consecuencia, las percepciones de
los estudiantes pueden ser parciales y erroneas, alejadas
de una concepcion cientifica del trabajo.

2. La naturaleza problematica de la construccion
del conocimiento cientifico

En el apartado anterior nos hemos referido a la utilidad
de las matematicas para estudiar fenOmenos observa-
bles y, por tanto, para dar respuesta a problemas. Pues
bien, en los Gltimos afios cobra mas y mas interés la
idea de que las matematicas deben presentarse a los
estudiantes desde una dptica social y cultural, en la que
la controversia y el debate ganan terreno a la vision in-
movilista de la elaboracidon del conocimiento matema-
tico, en la que las teorias matematicas aparecen como
una actividad humana mas, inmersa en las relaciones
entre la ciencia, la técnica y la sociedad (CTS) (Kilpa-
trick, 1981; Waldegg, 1986; Gil y De Guzman, 1993).
Asfi pues, deben encontrarse medios para sugerir a los
alumnos que las matematicas cuentan con fuertes vin-
culaciones con los asuntos humanos. Estas referencias
a implicaciones técnicas, sociales y cientificas ofrece-
ran una vision contextualizada de la construccidon del
conocimiento cientifico y pueden ayudar a despertar el
interés de los estudiantes hacia la metodologia cientifi-
cay la actitud positiva hacia la ciencia y hacia la teoria
de la probabilidad en particular.

También hemos hablado del papel que la ciencia asigna
a la construccion de modelos matematicos. Pues bien,
diversos trabajos tedricos han caracterizado el proceso
de construccion de modelos como un proceso general de
resolucion de problemas y sefalan la importancia que,
para el aprendizaje, tiene esta tarea (NCTM, 1989). Asi,
por ejemplo, los Principles and Standards for School
Mathematics (NCTM, 2000) afirman que los estudiantes
aprenden matematicas construyendo activamente nuevos
conocimientos a partir de la experiencia y el conocimien-
to previo y, para facilitar esa construccidon, recomiendan
la realizacidon de actividades destinadas a que los alum-
nos tomen conciencia de sus conocimientos y estrategias
informales, concediendo especial importancia a la reso-
lucion de problemas, al desarrollo del razonamiento y la
argumentacion, huyendo del operativismo mecéanico.
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Ciertamente existen diferentes concepciones de lo que
significa el término situacion problemdtica. No obstan-
te, tales concepciones son coincidentes en el hecho de
considerar que una situacidon sélo puede ser calificada
como problema en la medida en que resulta desconocida
y sus soluciones no son inmediatamente accesibles (Po-
lya, 1945). Naturalmente, nos interesamos por aquellas
situaciones problematicas que son abordables mediante
actividades de matematizacion. Estas actividades, se-
gln Freudenthal (1991), incluyen inventar simbologias
adecuadas para representar el propio problema y las
soluciones encontradas, justificar tales soluciones y
generalizarlas a otros contextos y otras situaciones pro-
blematicas (Cobo y Batanero, 2004). Al planteamiento
de situaciones probleméticas abiertas que justifiquen el
nuevo concepto debe afadirse un acompanhamiento me-
todoldgico que incluya tareas como las siguientes:

— tratamiento cualitativo de las situaciones;

— experimentacidon con una diversidad de modelos;
—realizacion de experimentos;

— emision de hipdtesis justificadas, toma de decisiones;

— confrontacion de las predicciones formuladas con los
datos reales;

a fin de que el alumno profundice en el fendmeno objeto
de estudio y en el significado de los conceptos involu-
crados.

La naturaleza problematica del proceso de construccion
de la ciencia se hace muy visible en un analisis historico
de la construccion de la teoria de la probabilidad como
ciencia. Consideraremos con mayor detalle la perspec-
tiva historica en el proximo apartado. Ahora queremos
mostrar que la controversia ha acompanado a todos
los conceptos importantes desde su génesis. Veamos
algunos puntos especialmente conflictivos, que aiin hoy
siguen siendo motivo de reflexion.

a) La regla «favorables sobre posibles»

Segiin la concepcidn clasica, la probabilidad de un suceso
que puede ocurrir solamente en un niimero finito de mo-
dalidades es la proporcion del nimero de casos favorables
respecto al nimero de casos posibles, siempre que todos
los resultados tengan «idéntica verosimilitud» o sea apli-
cable el «principio de indiferencia», que, en definitiva, no
son otra cosa que la equiprobabilidad de todos los sucesos
elementales. De acuerdo con esta definicion, el calculo de
la probabilidad de los sucesos se reduciria a un simple pro-
blema de analisis combinatorio. No obstante, esta defini-
cion se encontrd inadecuada incluso en su época. Veamos
algunas de las dificultades que conlleva.

En primer lugar, la definicion es circular (Diaz et al., 1996;
Steinbring, 1991). La hipdtesis de equiprobabilidad que
Laplace enuncia como «resultados igualmente probables»
exige una aplicacion previa del concepto de probabilidad.
Por tanto, se trata de una definicion que hace uso del pro-
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pio concepto que se estad tratando de definir. Merece la
pena recordar al respecto que las definiciones circulares
han sido origen de diversas paradojas desde finales del
siglo x1x (Whitehead y Russel, 1910; Kline, 1980; De
Lorenzo, 1974). La segunda de las dificultades de la de-
finicidn clasica de probabilidad es su limitado ambito de
aplicacion. Se trata de una definicidon muy restrictiva, que
exige el inventario previo de un conjunto de alternativas
simétricas que garanticen la equiprobabilidad.

b) Probabilidad frecuencial

Richard Von Mises (1883-1953) fue uno de los pioneros
(1919) en la busqueda de una axiomatizacion para la teoria
de la probabilidad, en este caso basada en la interpretacion
frecuencial y en el teorema de Bernoulli (ley de los grandes
nimeros). El planteamiento frecuencial es en general atil
siempre que se manejan grandes cantidades de datos, pero
tiene inconvenientes desde varios puntos de vista. En primer
lugar, no es posible evaluar la probabilidad, sino dar una es-
timacion de ella, puesto que el niimero de ensayos es finito.
Ademas, existen situaciones en las que no es posible ejecutar
el experimento indefinidamente bajo las mismas condicio-
nes. Finalmente, como indican Borovcnik y otros (1991),
el concepto de convergencia que subyace a esta concepcion
de probabilidad no es el de una convergencia sucesional
en sentido clasico de las frecuencias relativas, sino que se
basa —ain peor— en el propio concepto de probabilidad. En
efecto, siendo A un suceso de probabilidad p(A) y f (A) su
frecuencia relativa tras n ejecuciones independientes del
experimento aleatorio, no converge hacia cero la sucesion
X = ]fn(A)—p(A) , Sino que converge hacia la unidad la suce-
sion de probabilidades Y = p(|fn(A)—p(A)|<e) para cada valor
arbitrario € > 0 que se fije de antemano. Lo que converge es
una sucesion de probabilidades, de modo que o bien se em-
plea el mismo concepto que se trata de definir, con lo cual se
entra en una circularidad al igual que ocurria con la definicion
clasica, o bien se necesitaria clarificar esta segunda acepcion
de la probabilidad. Los intentos de Von Mises para resolver
el problema seglin ésta segunda via han generado principios
filosoficamente tan oscuros como el esgrimido por Laplace
para justificar la equiprobabilidad.

¢) El punto de vista subjetivista

Existen muchos fendmenos impredecibles que no se pres-
tan a una repeticion indefinida, pero que también pueden re-
querir un analisis probabilistico. La asuncion basica de los
subjetivistas es que la probabilidad es un grado de creencia
personal, un nivel de conviccion acerca de una afirmacion
determinada, un juicio personal acerca de un fendbmeno que
es impredecible bajo el conjunto de hipotesis establecido.
Para un subjetivista existen dos categorias de informacion,
una previa y una empirica. La informacion previa se en-
contraria en la mente del individuo y seria independiente
de cualquier dato experimental. La informacion empirica se
obtendria de las frecuencias observadas en una repeticion de
experimentos. Ambos tipos de informacion se combinan en
la formula de Bayes para dar lugar a una nueva probabilidad
del suceso en cuestion. Asi pues, el valor de la probabilidad
depende de sujeto que la calcula y, por tanto, diferentes per-
sonas pueden asignar probabilidades distintas para un mis-
mo suceso. Este punto de vista, presentado por vez primera
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en 1926 por Frank Plumptom Ramsey (1903-1930), recibid
un considerable empuje en la década de los cincuenta por
parte de Leonard Jimmie Savage (1917-1971).

d) El punto de vista estructuralista

La probabilidad formal, normativa u objetiva (Dfaz et al.,
1996) seria un concepto implicitamente definido por un
sistema de axiomas y el cuerpo de definiciones y teore-
mas que se deriva de ellos. Los teoremas indican de qué
modo una probabilidad se obtiene a partir de otras pro-
babilidades, pero no ofrecen ninguna sugerencia acerca
de como deben interpretarse los valores numéricos. El
punto de vista estructuralista no clarifica la naturaleza
de la probabilidad, pero al menos sirve como marco de
trabajo para las restantes concepciones.

3. Consideracion historica de la teoria de la pro-
babilidad

a) La tardia conceptualizacion de la probabilidad

En un largo primer estadio pretedrico, existieron creen-
cias y actitudes hacia el azar que dificultaron que éste se
planteara como problema abordable por el ser humano.
Durante muchos siglos se considera que el resultado de
tirar un dado expresa la opinion de los dioses sobre futuros
acontecimientos, nada es aleatorio. Solo a partir del siglo
XVI se da un intento de abordar el problema del azar desde
la perspectiva de lo humanamente realizable, de la mano
de Cardano, Galileo, Pascal y Fermat, entre otros.

El hecho de que las pruebas mas antiguas de utilizacion de
tabas para juegos de azar estén fechadas alrededor de 1800
anos AC contrasta con el hecho de que hasta Gerolamo
Cardano no se hiciera referencia alguna a la probabilidad
(David, 1962). Y, sin embargo, una vez iniciada la teorfa,
sOlo transcurrieron cien afnos entre el Ars Conjectandi
(1713), de Jacob Bernoulli (1654-1705), y la Teorie
Analytique des Probabilités (1812), de Pierre Simon de
Laplace (1749-1827). El primer texto contiene la primera
formulacion de la ley de los grandes niimeros, mientras
que la segunda obra es el primer intento de definir con ri-
gor la nocidn de probabilidad (David, 1962), la que se co-
noce como definicidn clasica. Pero, como sefialan Diaz y
otros (1996), los resultados de este siglo de descubrimien-
tos requirieron de varios miles de afios de germinacion.
Asi pues, aunque los juegos de azar existian desde mucho
tiempo atras, la teoria de la probabilidad, como una abs-
traccion conceptual de las leyes del azar, no surgi6 hasta el
siglo xvI1, hecho sorprendente cuyo intento de explicacion
ha dado lugar a un buen nimero de teorias.

David (1962) apunta dos posibles explicaciones. Por una
parte, la imperfeccion de los dados utilizados, que serian
necesarios para empezar a concebir las leyes de la pro-
babilidad. Y por otra, barreras de tipo religioso y moral.
Cualquier intento de prever el resultado del lanzamiento
de los dados podria ser interpretado como una preten-
sion de adivinar la intencion de los dioses. Sin embargo,
desde muy antiguo los hombres aprendieron a cargar los
dados, lo cual hace pensar al menos en una oscura intui-
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cidn no formulada de la idea de equiprobabilidad, lo que
en términos fenomenoldgicos podriamos llamar «objeto
mental juego equitativo».

Kendall (1978) rechaza las causas apuntadas por David
y analiza otra razon que también ha sido propuesta: la
ausencia de un algebra combinatoria. Kendall cree que
tampoco ésta puede ser causa de la lenta emergencia del
concepto formal de probabilidad, puesto que no impidio
los trabajos de Cardano y Galileo. Por ejemplo, Galileo
enumerd las 216 maneras distintas con que pueden caer
tres dados perfectos empleando sd6lo métodos aritméticos
(Diaz et al., 1996, De Mora, 1989). Cardano carecia de
una simbologia adecuada y tenfa que recurrir constante-
mente a ejemplos concretos, pero utilizaba (inconscien-
temente) los teoremas de la union e interseccion (De
Mora, 1989). Mas atin, Cardano demostr6 una extraordi-
naria perspicacia para los problemas fundamentales de la
probabilidad. En su pequefio manual del jugador, Liber
de Ludo Aleae, de 15 paginas, editado en 1663 (aunque
escrito mucho antes), Cardano discute la equiprobabi-
lidad, la esperanza matematica, el razonamiento de la
media y las tablas de frecuencia para la probabilidad en
el juego de los dados; hay incluso un esbozo de la ley de
los grandes nimeros, que seria formulada por Bernoulli
mucho mas tarde, en 1713 (Nagel, 1985).

Haking (1978) sugiere que la obsesion por el determi-
nismo habria hecho imposible cualquier pensamiento de
aleatoriedad. Kendall también se inclina a buscar una ex-
plicacion al retraso en esta actitud basica hacia el mundo
fenomenoldgico. Pero resulta que en la Europa del siglo
XVIII se comenzaron a comprender los conceptos de
aleatoriedad, azar, probabilidades, etc., precisamente en
el momento en que cobraba auge la idea de que era posi-
ble prescindir de Dios a la hora de explicar el funciona-
miento del mundo (Kline, 1980). La conceptualizacién
del azar habria tenido lugar justo en el momento mas
desfavorable, cuando los modelos mecanicistas parecian
ser capaces de explicar cualquier fendmeno.

Sin embargo, esta vision determinista del mundo puede
ser coherente con el intento de conceptualizar el azar, si
se adopta una posicion segiin la cual las relaciones cau-
sa-efecto resultan tan complejas que la alternativa mas
adecuada para el estudio del fendmeno en cuestion sea
un modelo no causal. Lo interesante de esta idea, ademas
de que es capaz de reconciliar una vision obstinadamente
determinista del mundo con el esfuerzo para conceptua-
lizar el azar, es que la encontramos en el propio Laplace.
Considerado su Essai Philosophique sur les Probabilités
de 1814 como «el mas perfecto exponente de la interpre-
tacion determinista del universo, un simbolo de aquella
época que suponia que el pasado podria descubrirse y el
futuro predecirse basandose en una simple instantanea del
presente» (Newman, 1985), resulta que también Laplace
es el autor del primer intento de definir con rigor matema-
tico la nocion de probabilidad (Diaz et al., 1996).

b) Formacion de una teoria de la probabilidad

Apenas echados los cimientos de la teoria de la proba-
bilidad, comenzaron sus aplicaciones a la construccion
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de tablas de mortalidad, rentas vitalicias, etc. De este
modo, tras las aplicaciones de la probabilidad a los jue-
gos de azar, se van perfilando nuevos objetivos de cara
a prever el futuro de un fendmeno sobre la base de un
conocimiento historico del mismo. Como indican Boro-
venik y otros (1991), el progreso conceptual comenzado
por John Graunt en el siglo Xvi1 consiste en enlazar las
frecuencias relativas y las probabilidades, justificando de
ese modo el uso de la probabilidad en contextos que van
mas alla de los juegos de azar. Como sefiala De Mora
(1989), uno de los méritos de Graunt estriba en que se
atreve por vez primera a medir fendmenos que eran pri-
vativos de la divinidad: el nacimiento, la enfermedad, la
muerte. Se trata de una evidente novedad; sin embargo,
este progreso no fue definitivamente establecido hasta
que se dio a conocer en 1713 la ley de los grandes n-
meros, descubierta por Jacob Bernoulli tras veinte afios
de trabajo. Este teorema establecerd en qué sentido las
frecuencias relativas de un suceso convergen hacia la
pobabilidad del mismo.

En el siglo xvir emerge el concepto de distribucion
continua de probabilidad. Abraham de Moivre (1667-
1754), estudiando la desviacidn entre la frecuencia
relativa de un suceso y su probabilidad, halla la fun-
cion de densidad que actualmente llamamos normal
y deduce la aproximacion de la distribucidén binomial
mediante la distribucion normal, lo que hoy se llama
teorema central del limite. A partir de Thomas Simpson
(1710-1761) se emplearan distribuciones continuas
en diversos problemas; los trabajos de Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) estaran ya sumergidos en la teoria
del error. El reverendo Thomas Bayes (1702-1761)
desarrolla de forma completa la IV parte del Ars
Conjectandi que Bernoulli dej6 inacabada y obtiene
su féormula de la probabilidad inversa, conocida como
teorema de Bayes, sobre cuyas premisas alin continian
las discusiones de orden logico y filosofico.

Por otra parte, una vez sistematizada la teoria combina-
toria por parte de Leibniz, se facilita el recuento de ca-
sos, lo cual sera eje fundamental en la definicion clésica
de probabilidad. De hecho, en este momento se define
por primera vez la probabilidad como niimero de casos
favorables entre posibles, definicién que sera desarrolla-
da por Laplace.

¢) Biisqueda de una axiomatizacion de la probabilidad

Ya desde los trabajos de Gauss, Lobachevski y Bolyai sa-
bemos que la geometria euclidea no es algo inherente al
mundo fisico. Prescindiendo de un axioma tan evidente
como el de las paralelas, pueden construirse geometrias
que describen las propiedades del espacio fisico con tan-
ta precision como lo hace la propia geometria euclidea
(Kline, 1980; Hernandez, 1986). Pues bien, tampoco la
probabilidad es una caracteristica inherente a los objetos
reales, algo que se pueda derivar de forma Gnica, sino
que es el resultado de nuestro esfuerzo para construir
modelos con los que seamos capaces de formular pre-
dicciones en situaciones de incertidumbre. Es claro que
cada una de estas situaciones puede exigir un modelo
probabilistico construido expresamente para ella.
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Asi, desde el Essai d’Aritmetique Morale, de 1733,
donde Buffon da el primer ejemplo de probabilidades
geométricas (el famoso problema de la aguja de Buffon),
pasando, como ya hemos visto, por los trabajos de De
Moivre, Simpson y Gauss, sumergidos en el uso de las
distribuciones continuas en diversos problemas, hasta el
Calcul des Probabilités, donde Poincaré aborda también
la solucidon de problemas de probabilidades geométricas,
se estan, de hecho, construyendo modelos probabilisti-
cos que necesitan una concepcion de la probabilidad mu-
cho més general que la clasica. Por tanto, parece natural
que el siguiente paso fuera la bisqueda de una axioma-
tizacion para la probabilidad, esto es, de una definicion
abstracta de la probabilidad. Y, en efecto, fue éste uno de
los veintitrés famosos programas de investigacion ma-
tematica que David Hilbert propuso durante el Segundo
Congreso Internacional de Mateméticos celebrado en
Paris en el ano 1900.

Los trabajos en esta direccion han generado diversos
puntos de vista acerca de la probabilidad, como ya he-
mos visto. Pero fue Andrey Nikolayevich Kolmogorov,
en 1933, quien formul6 en Foundations of the Theory of
Probability un sistema de axiomas para la probabilidad,
dentro del cual se derivan los teoremas usuales. En este
punto de vista estructuralista, que fue adoptado de forma
inmediata, los sucesos se representan por conjuntos y
la probabilidad es una medida definida sobre esos con-
juntos. Este desarrollo basado en la teoria de la medida
proporciond un fundamento logico para el calculo de
probabilidades y lo conect6 a la corriente principal de la
matematica moderna de acuerdo con la cual el camino
adecuado es considerar la matematica como una discipli-
na abstracta, simbolica y sin referencia a ninguna inter-
pretacion particular (Boyer, 1968; Kline, 1973).

Segiin lo expuesto en este apartado, nuestro analisis
epistemologico e historico de libros de texto consistira
en examinar las cuatro cuestiones que aparecen en la red
de anlisis del cuadro 1.

Cuadro 1
Red de anlisis de aspectos epistemolégicos de los libros de texto.

Cuestiones investigadas

1. En el capitulo introductorio se hace referencia a la problematica
que se va a abordar

2. Se plantean situaciones problematicas con objeto de hacer ver la
necesidad de introducir los nuevos conceptos

3. Muestra diversas interpretaciones del significado de la probabilidad,
abordando la problematica que genera cada uno de ellas

4. Se incluyen consideraciones historicas sobre el desarrollo del
concepto de probabilidad

Por otra parte, desedbamos estudiar en qué medida los
libros de texto de nuestra muestra tomaban en considera-
cion los resultados de la investigacion en didactica de la
probabilidad. Este fue el aspecto didactico de nuestro ana-
lisis, que complementa al epistemoldgico e historico. Se-
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guidamente mostraremos algunos de los resultados acerca
de las dificultades de aprendizaje de la probabilidad que
mas frecuentemente aparecen en la bibliografia.

BREVE REVISION DE LA INVESTIGACION
SOBRE LAS DIFICULTADES DE APRENDIZA-
JE DE LA PROBABILIDAD

Las investigaciones acerca de la comprension por par-
te de los estudiantes de los conceptos relativos al azar
y la probabilidad son muy numerosas, centrandose la
mayoria de ellas en los niveles de ensefianza secundaria
(Batanero, 2000). Estas investigaciones evidencian el
uso de diversas estrategias no probabilisticas por parte
de las personas cuando deben emitir algin juicio acerca
de situaciones no deterministas. Tales estrategias son ad-
quiridas a través de las experiencias de la vida cotidiana
y proporcionan argumentos para tomar decisiones y en-
juiciar, de modo que cuentan con un valor practico para
el individuo (Munoz, 1998; Saenz, 1998; Serrano et al.,
1996, 1998; Guisasola y Barragués, 2002a, 2002b).

Las investigaciones que han estudiado con detalle estos
mecanismos demuestran que los juicios probabilisticos
que los individuos realizan estan dirigidos por el uso siste-
matico de unos pocos patrones de inferencia o heuristicas
(Kahneman y Tversky, 1972; Kahneman et al., 1982). Un
marco tedrico con el que analizar estos mecanismos deci-
sorios, ampliamente utilizado en la bibliografia especiali-
zada, se conoce como paradigma de heuristicos y sesgos.
Seguidamente explicaremos en qué consisten algunos de
los patrones que mas frecuentemente han sido observados
en los estudiantes, pero no sin antes hacer notar que, dentro
del marco general fenomenoldgico que hemos adoptado,
nos proponemos ahora tomar en consideracion tanto los
fenomenos presentes en el mundo de los alumnos como
los que se proponen en las secuencias de ensehanza. As{
pues, estamos realizando una fenomenologia didactica.

Heuristica de accesibilidad

Consiste en estimar la probabilidad de un suceso por la faci-
lidad con que se recuerdan ejemplos en los que dicho suceso
ocurrio o por la facilidad con que pueden generarse ejemplos
en los que tal suceso ocurre (Saenz, 1998; Scholz, 1991).

Heuristica de representatividad

Sugiere estimar la probabilidad de un suceso de acuerdo
con lo representativo de cierta poblacion que parece ser
dicho suceso. Esto es, se asigna una alta probabilidad
a aquellos sucesos que parecen ser tipicos de una po-
blacidon y baja probabilidad a los que parecen no serlo
(Schoenfeld, 1987; Saez, 1998; Serrano et al., 1996).

Diversas concepciones errOneas surgen cominmente
de la heuristica de representatividad. Dos de las mas
frecuentes son la llamada insensibilidad al tamafio de
la muestra y diversas ideas erroneas acerca del modo
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en que deben configurarse las secuencias aleatorias. La
insensibilidad hacia el tamariio de la muestra conduce a
pensar que cualquier muestra tomada de una poblacidén
debe reproducir todas las caracteristicas de dicha pobla-
cidn, aunque se trate de una muestra de pequenio tamano
(Serrano et al.,1998; Schoenfeld, 1987). En cuanto a las
ideas erroneas acerca de secuencias aleatorias, se refie-
ren a la creencia de que las secuencias de resultados que
aparecen relativamente ordenadas o simétricas no pue-
den considerase aleatorias por no tener aspecto aleatorio
(Muhoz, 1998; Green, 1982; Borovcnik y Bentz, 1991).

Sesgo de equiprobabilidad

Se refiere a la creencia por parte de los sujetos en la equipro-
babilidad de todos los sucesos asociados a cualquier experi-
mento aleatorio, incluso en aquéllos en que no es aplicable
el principio de la indiferencia (Lecoutre, 1985, 1992; Le-
coutre y Durand, 1988; Lecoutre y Cordier, 1990).

Enfoque del resultado aislado

Consiste en interpretar el valor de la probabilidad de un
suceso como la formulacion de una prediccion acerca de
si tal suceso ocurrird o no la proxima vez que se repita el
experimento. Se tiende a buscar explicaciones causales a
la variabilidad de las variables aleatorias (ver el siguiente
apartado) y a considerar que cada una de las repeticiones de
un experimento aleatorio no tiene por qué guardar relacion
con las anteriores o posteriores. En consecuencia, podrian
existir dificultades para comprender el enfoque frecuencial
de la probabilidad (Konold, 1991; Serrano et al., 1998).

Concepcion determinista del azar

Se refiere a la blisqueda de explicaciones causales al azar.
Los sujetos emplean esquemas causales ingenuos como
mecanismos de enjuiciamiento en situaciones en las que
interviene el azar. Asi pues, no se aprecia el caracter alea-
torio, bajo las hipotesis establecidas, de las variables que
intervienen en el fendbmeno (Borovcnik y Bentz, 1991;
Borovcnik y Peard, 1996). Como indica Saenz (1998),
el sistema educativo tradicionalmente entrena el pensa-
miento causal, introduciendo desde los primeros afios de
escolarizacion una vision determinista del mundo (fisica
newtoniana, variables funcionalmente ligadas por una
relacion determinista...) en forma de leyes de «obligado
cumplimiento». De hecho, el calculo infinitesimal, muy
presente en los programas, no es sino la herramienta
matematica para tratar la complejidad del cambio y de la
causalidad determinista (Gil y De Guzméan, 1993).

A nuestro entender, la interpretacion determinista del azar
es una posible dificultad de los alumnos a tomar muy en
consideracion. Recordemos que la misma actitud basica
hacia el mundo fenomenoldgico puede explicar en buena
medida la tardia conceptualizacion de la probabilidad,
como ya indicamos en nuestras consideraciones historicas.
Quiza buscar una explicacion causal convincente a todo
fendmeno observable sea un mecanismo inherentemente
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humano, largamente heredado, que surge para tratar de
reducir o suprimir la incertidumbre en un entorno donde
tan sujetos estamos a las contingencias de lo impredecible
y donde tan codiciada resulta la capacidad de pronosticar
certeramente. Sea cual fuere el origen de este mecanismo,
existen evidencias suficientes de que puede dificultar el
desarrollo del pensamiento cientifico sobre el azar y de
que puede ser todavia reforzado por un sistema educativo
que entrene en mayor medida el pensamiento causal y
ensefe la probabilidad incorrecta y tardiamente. Parece
razonable pensar que, como profesores, uno de nuestros
objetivos debe ser mostrar a los alumnos que la ciencia se
reconoce incapaz de explicar el mundo s6lo en términos
de necesidad, que el azar juega un importante papel, que
el estudio del azar se encuentra razonablemente dentro de
las posibilidades de la ciencia, y que en muchas ocasiones
nuestra (nica herramienta de analisis cientifico sera preci-
samente la probabilidad formal, con la que investigar las
posibles conexiones estadisticas entre las diversas varia-
bles del fendmeno bajo estudio.

Como ya hemos indicado, las intuiciones de sentido comiin
pueden entrar en conflicto con las concepciones formales
acerca del azar y la probabilidad. Por ejemplo, desde el pun-
to de vista del aprendizaje de la concepcion frecuencial de
la probabilidad, una insensibilidad al tamario de la muestra
puede hacer que los alumnos no tomen en consideracion
la importancia del nimero de ensayos en sus estimacio-
nes frecuenciales de la probabilidad. Estos mecanismos
de enjuiciamiento alternativos a los formales constituyen
dificultades que pueden impedir o sesgar la aplicacion de
los Gltimos. Ademas, las investigaciones muestran de forma
repetida la escasa efectividad que puede tener una ensefian-
za de tipo convencional para que los alumnos superen sus
dificultades y logren un aprendizaje significativo. Se viene
demostrando que la instruccidon convencional puede no
producir ninglin cambio conceptual, independientemente
del nivel educativo, y se apunta la necesidad, como indica
Shaughnessy (1992), de conocer mas acerca de qué piensan
los estudiantes sobre el azar y la probabilidad y de identifi-
car métodos efectivos de instruccidon que tomen en conside-
racion sus ideas y sus dificultades.

Segiin lo apuntado, nuestro analisis de libros de texto ha
incluido también criterios de tipo didactico. En concreto,
como puede verse en la red de analisis del cuadro 2, he-
mos estudiando si en el texto se toma en consideracion
la investigacion en didactica de la probabilidad, que con-
lleva tener en cuenta las ideas previas de los estudiantes
sobre los conceptos y plantear actividades expresamente
dirigidas a ayudarles a superar sus dificultades.

Cuadro 2
Red de analisis de aspectos didacticos de los libros de texto.

Cuestiones investigadas

5. Se tienen en consideracion (a través de alglin comentario de tipo
declarativo) las ideas de los estudiantes acerca de los conceptos

6. Se consideran o al menos se sugieren estrategias para superar las
dificultades de los estudiantes
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METODOLOGIA

Para llevar a cabo el estudio hemos seleccionado 34
libros de texto de nivel universitario de entre la amplia
bibliograffa existente sobre teoria de la probabilidad y
estadistica. La relacion de libros analizados se presenta
en el anexo. La seleccion se ha realizado atendiendo a
dos criterios. En primer lugar entrevistamos a un grupo
de profesores de diferentes escuelas de ingenieria de
la Universidad del Pais Vasco, con gran experiencia
docente en la asignatura Métodos estadisticos para la
ingenierfa, y tomamos aquellos textos que recomenda-
ban a sus alumnos como bibliografia basica. Después,
ahadimos algunos otros libros de texto disponibles en
las bibliotecas de los centros que, con mayor frecuencia,
eran consultados por los alumnos.

A continuacion, las secuenciaciones propuestas por los
libros de texto fueron analizadas empleando los criterios
seleccionados en nuestro analisis de aspectos epistemo-
logico e historico (Cuadro 1) y didactico (Cuadro 2).

Seguidamente fueron realizadas varias lecturas minu-
ciosas de los correspondientes capitulos por parte de los
autores de la investigacion, valorando en cada texto cada
uno de los apartados, especificando si a juicio de cada
investigador se discute la cuestion con detalle suficiente,
si contiene alguna referencia a la cuestion pero insufi-
cientemente detallada o si no aparece ninguna referencia
de interés hacia la misma. Las discrepancias se resolvie-
ron discutiendo hasta llegar a una posicion compartida, y
debe indicarse que existid un alto grado de acuerdo entre
los investigadores.

RESULTADOS

La tabla 1 muestra los resultados del analisis de cada uno
de los libros de texto y el modo de interpretarlos. Como
puede verse en la leyenda, la categoria D indica que, a
nuestro entender, en el texto se discute la cuestion con
detalle suficiente; R indica que nos parece insuficiente-
mente detallada la referencia que aparece; y N significa
que el texto no contiene ninguna referencia de interés
hacia la cuestion. Ahora bien, esta categorizacion no es
valorativa. Por ejemplo, cuando asignamos D a un texto
sobre una cuestion determinada, sdlo queremos decir que
a nuestro entender el texto muestra preocupacion sufi-
ciente hacia la misma, y sin embargo quiza nos parezca
inadecuado el modo que utiliza para tratar la cuestion. En
la discusion de los seis apartados que sigue explicamos
por qué nos parece adecuado o inadecuado el tratamiento
utilizado por algunos de los textos.

Tampoco es nuestra intencion seleccionar «el texto
mas adecuado». Si en la primera parte del trabajo es-
tablecemos un fundamento epistemologico, historico y
didactico con el que analizar una determinada forma de
presentar la teorfa de la probabilidad, ahora discutiremos
ejemplos concretos de presentacion. Nuestro animo es
que las ideas que desarrollamos ayuden al profesor a
seleccionar «sus textos mas adecuados».
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1. Justificacion de la necesidad de la teoria de la
probabilidad

Hemos estudiado si los textos analizados explicaban la proble-
matica general de la que se ocupa la teorfa de la probabilidad
para hacer ver al alumno la necesidad de este marco tedrico.
Hemos encontrado en 27 de los textos analizados esta explica-
cion con detalle suficiente, normalmente en su introduccion.
Pero algunos de ellos, a pesar de mostrar preocupacion por
esta cuestion, utilizan un enfoque que entendemos deficiente.
En 8 de estas explicaciones, que representan cerca de la cuarta
parte de la muestra de textos, aparece una clasificacion de los
fenOmenos naturales en «fendbmenos deterministas» y «fend-
menos aleatorios». Los primeros estarfan determinados de
forma Gnica por una coleccion de factores conocidos, mien-
tras que para los segundos no se dispone de tal ley determinis-
ta. Esta clasificacion se ilustra en dichos textos con ejemplos
como «el lanzamiento de una moneda» (fendmeno aleatorio)
y el «tiempo que transcurre desde que se lanza un objeto hasta
que llega al suelo» (fendbmeno determinista). De ese modo,
parecen mostrar al alumno que los fendbmenos reales son
intrinsecamente aleatorios o intrinsecamente deterministas y
que en muy pocas ecuaciones pueden describir completamen-
te algin fendmeno natural. En realidad, no son los fendmenos
reales sino los modelos matematicos, que se construyen bajo
cierto conjunto de hipotesis, los que se clasifican de ese modo.
Esta necesaria precision aparece, por ejemplo, en los textos
[28] (pp. 1-4) o [7] (pp. 1-4), cuando hablan de los maltiples
factores que intervienen en los procesos fisicos reales.

Ademas, esta clasificacion fendmeno aleatorio/determinista,
presentada sin una discusion detallada, parece sugerir que
las descripciones probabilisticas de los fendmenos son so-
luciones de segundo nivel que se emplean a la espera de so-
luciones deterministas capaces de describir univocamente
el fendmeno observado. Sin embargo, ya hemos visto que,
aunque el azar pueda relacionarse con la ignorancia acerca
del fendbmeno, ambos no son sindbnimos; el estudio del azar
no es una simple aceptacion de la incapacidad de nuestros
conocimientos. Esta postura queda puntualizada muy clara-
mente en el texto [21], cuando sostiene que el principio fun-
damental consiste en que al estudiar el comportamiento de
las poblaciones resulta innecesario tomar en consideracion
las propiedades de cada uno de sus elementos, y surgen nue-
vas regularidades que son de un género diferente. He aqui el
fragmento de este texto donde se discute la cuestion.

Ejemplo 1, texto [21] (p. 12)

El nivel insuficiente de nuestros conocimientos [...] no debe disminuir la efi-
cacia de su aplicacion. Los métodos de la teoria de las probabilidades satisfa-
cen al maximo estos requisitos. Para que no se entienda de modo equivocado
lo que acabamos de exponer, vamos a recalcar una vez mas la circunstancia
siguiente. Diciendo que el formalismo de la teoria de las probabilidades es el
mas adecuado para estudiar fendmenos moleculares [las regularidades que
se observan en el movimiento de un gran nimero de moléculas es el ejem-
plo que esta utilizando], no afirmamos, ni mucho menos, que las premisas
filosoficas de la aplicacion de esta teoria a las ciencias naturales se derivan
del nivel «insuficiente» de nuestros conocimientos. El principio fundamental
consiste en que cuando se estudian fendmenos en masa surgen nuevas re-
gularidades sui géneris. [...] Cuando se estudia un fenémeno natural hay que
hacer la abstraccion de los detalles no esenciales; si se consideraran todos los
detalles y relaciones existentes, incluyendo las que no son esenciales para el
fendmeno dado, su estudio se complica.
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Tabla 1

Resultados del analisis de libros de texto.

Relacion de textos analizados Cuestiones

Textos recomendados por los profesores 1 2 3 4 5 6
1 Canavos (1992) D N R N N N
2 Cilleruelo y Aurtenetxe (1997) D N D R N N
3 Egusquiza (1998) D N N N N N
4 Lopez (1990) D N D N N N
5 Mendenhall et al. (1986) D N D N N N
6 Mendenhall y Sincich (1997) D D R N N N
7 Miller y Freund (1995) D N N R N N
8 Quesada (1994) D N N N N N
9 Spiegel (1997) N N R N N N
10 Viedma (1990) N N R N N N
11 Walpole y Myers (1992) R N N N N N

Textos adicionales consultados por los alumnos
12 Alvarez (2000) D N R N N N
13 Bajpai, Calus y Fairley (1981) D D R R R N
14 Benjamin (1981) D N D N N N
15 Castillo (1993) D N D N N N
16 De Groot (1988) R N D R N N
17 Devore (1988) R N D N N N
18 Feller (1983) D D D R R N
19 Fernandez de Troconiz (1993) D N D N N N
20 Gmurman (1983) D N R R N N
21 Gnedenko (1995) D D D D N N
22 Hérault (1973) D N R N N N
23 Kalbfleisch (1984) R N R N N N
24 Kreyszig (1991) R N R N N N
25 Lippman (1976) D N R N R N
26 Lipschutz y Schiller (2000) D N D N N N
27 Martin y Ruiz-Maya (1995) D D D D N N
28 Meyer (1992) D D D N N N
29 Mode (1970) D N N R N N
30 Montgomery y Runger (1996) D N R N N N
31 Obregdn (1975) D N D N N N
32 Pefia (1994) D N D D R N
33 Rios (1970) D N R N R N
34 Viles (2001) D N D R N N
Aspectos analizados Leyenda de la valoraciéon

D scnepos | DDl s con el .
3) Discusion de la problematica de los diversos enfoques de la probabilidad. R Coln tiene alguna referencia a la cuestion, pero
4) Incluye consideraciones historicas. 1nsuﬁ01entementej detallada, . . . .
5) Considera las ideas previas de los estudiantes. N: N.O, aparece ninguna referencia de interés hacia la
6) Considera o sugiere estrategias para superar las dificultades de los estudiantes. cuestion.
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Los 8 textos en los que ha sido observada esta confusa
clasificacion de los fendbmenos naturales, que represen-
tan cerca de la cuarta parte de la muestra, son los siguien-
tes: [1], [2], [3], [4], [8], [12], [20] y [27]. A continuacidén
reproducimos dos fragmentos de ejemplos tomados de
sendos textos:

Ejemplo 2, texto [1] (p. 28)

La probabilidad es un mecanismo por medio del cual pueden estudiarse
sucesos aleatorios, cuando éstos se comparan con los fendmenos de-
terministicos. Por ejemplo, nadie espera predecir con certidumbre el
resultado de un experimento tan simple como es el lanzamiento de una
moneda. Sin embargo, cualquier estudiante de primer afio de licenciatura
en fisica debe ser capaz de calcular el tiempo que transcurrird para que un
objeto, que se deja caer desde una altura conocida, llegue al suelo.

Ejemplo 3, texto [3] (p. 14)

Un fendmeno determinista es una situacion en la que las condiciones o
causas determinan perfectamente los resultados o efectos. Por ejemplo,
la caida libre de un cuerpo. Un fendmeno aleatorio es una situacion en
la que las mismas condiciones o causas pueden dar lugar a diferentes
resultados o efectos. El lanzamiento de un dado es un ejemplo de fend-
meno aleatorio o de azar.

2. Uso de situaciones problematicas para introdu-
cir los conceptos

Adoptando la concepcion de problema a la que nos hemos
referido en anteriores apartados, hemos encontrado que
solamente en 6 de los 34 textos se muestran auténticas
situaciones problematicas que justifican la introduccion de
conceptos. En el resto, generalmente se listan las definicio-
nes de los conceptos en su version terminal, sin discusion
previa acerca de por qué son necesarios, o a lo mas se expo-
ne un ejemplo previo sencillo y luego se formula la defini-
cion formal, pero sin que se perciba una verdadera situacion
problematica que haga necesario el nuevo concepto.

Por ejemplo, los textos [4] (p. 211) y [10] (p. 6) intro-
ducen el concepto de probabilidad condicional como
un simple cociente de probabilidades; el texto [8]
(p- 139) define la independencia entre los sucesos A
y B como sucesos tales que p(A/B) = p(A), y el texto
[10] (p. 4) se refiere a la interpretacion frecuencial de
la probabilidad como el limite de una sucesion de fre-
cuencias relativas y a la definicion clasica suponiendo
que «las frecuencias relativas de los sucesos simples
son iguales». He aqui un fragmento tomado de uno de
estos textos:

Ejemplo 4, texto [8] (p. 139)

Dados dos sucesos A, BEQ, diremos que son independientes si p(B/A)
=p(B), es decir,

P(ANB)

PIBIA= T5A)

=p(B), p(AMB) = p(A) p(B)

Expresion esta @ltima que se toma como definicion de independencia.
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Sin embargo, las investigaciones sobre la comprension
del modo en que converge la frecuencia relativa de un
suceso y de los conceptos de probabilidad condicionada,
independencia y equiprobabilidad muestran las dificul-
tades de los estudiantes para comprenderlos de forma
significativa y la ineficacia a este respecto de presentar
las simples definiciones formales, como aparece en los
citados textos (Falk, 1983; Borovcnik et al., 1991; Gui-
sasola y Barragués, 2002a, 2002b; Barragués, 2002).

En cambio, en los textos [6] (p. 98) y [21] (p. 58), el con-
cepto de probabilidad condicionada surge del problema
de calcular la probabilidad de un suceso a la luz de una
nueva informacion. También el texto [28] (pp. 28-30)
discute con gran detalle el concepto de equiprobabili-
dad, tras lo cual tiene sentido la regla de Laplace y ade-
mas justifica la necesidad del calculo combinatorio. El
siguiente fragmento de este Gltimo texto recoge algunos
aspectos de la discusion. Notese como el autor insiste
en que debe justificarse la hipotesis de equiprobabilidad
para aplicar la regla de Laplace y el escaso alcance prac-
tico de esta regla en situaciones reales.

Ejemplo 5, texto [28] (p. 28)

La suposicion que mas cominmente se hace para espacios muestrales
finitos es que todos los resultados son igualmente probables. De ninguna
manera esta suposicion puede darse como un hecho; debe justificarse
con cuidado. Hay muchos experimentos para los cuales se garantiza tal
suposicion, pero también hay muchas situaciones experimentales en las
cuales serfa un error hacer tal suposicion. [No lo transcribiremos, pero a
continuaciéon muestra un ejemplo en el que no es factible la equiproba-
bilidad y luego deduce la regla de Laplace]. Es importante comprender
que la expresion anterior de p(A) [se refiere a la regla de Laplace] es solo
consecuencia de la suposicion de que todos los resultados son igualmen-
te probables y solo es aplicable cuando se satisface esta suposicion. Sin
duda no sirve como una definicion general de probabilidad.

El libro [21] constituye un ejemplo notable de pre-
ocupacion por mostrar la naturaleza problematica del
conocimiento probabilistico, con la necesidad de una
axiomatica y con la potencia de la teoria de la probabi-
lidad para construir modelos. Por su interés, citaremos a
continuacion algunas de las referencias que incorpora:

Ejemplo 6, texto [21]

1) Explica las implicaciones de la regularidad estadistica en fisica,
ciencia militar, economfa y otras disciplinas técnicas (introduccion,
pp- 20, 64, 69, 71).

2) Liga desarrollo de la teorfa de las probabilidades a la demanda préc-
tica y se hace eco de las palabras de Chebyshev, fundador de la escuela
rusa de la teorfa de las probabilidades: «La aproximacion entre la teorfa
y la practica asegura los resultados més favorables [...] las ciencias se
desarrollan bajo el influjo de la practica que descubre nuevos objetos a
investigar. Si la teorfa gana mucho aplicando un método viejo o sus mo-
dificaciones, gana més creando métodos nuevos, y en este caso la ciencia
cuenta con un guia certero en su quehacer» (introduccion).

3) Discute acerca de la causalidad, del propio concepto de aleatoriedad, ha-
ciéndolo relativo a un determinado conjunto de condiciones (pp. 15-18).

4) Se preocupa por mostrar el problema filosofico de la existencia de
la probabilidad como un valor objetivo e independiente del individuo
(pp. 17-21).
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5) Hace referencias historicas hacia los estudios demograficos como
origen de la probabilidad frecuencial. Hace referencias historicas
al material experimental que corrobora la existencia de regularidad
estadistica, p.e. los datos de lanzamientos de monedas realizados por
Buffon y Pearson (pp. 45-47).

6) Justifica la necesidad de una axiomética. Se refiere a la importancia
de la axiomatica por la necesidad de estudiar de forma sistematica las
propiedades fundamentales de la teorfa de la probabilidad, porque la
falta de una formulacion precisa a veces era motivo de conclusiones
paraddjicas. Ademas «muchas veces se aplicaban concepciones pro-
babilisticas ingenuas a diversas ramas de las ciencias». Se trata de una
referencia a la existencia de concepciones alternativas a las formales,
«empleadas por algunos investigadores que aplican la probabilidad».
Desgraciadamente se trata de la Gnica referencia que contiene el texto
a esta importante cuestion (p. 51).

7) Discute el significado de un marco axiomatico en cualquier rama de
las matematicas: se trata de una construccion encaminada a soportar la
teorfa; sin embargo, «el enunciado de axiomas no es la fase inicial de la
construccion de la teorfa, sino que es el resultado de una acumulacion,
durante largo tiempo, de diversos hechos» (p. 51). Cabe recordar que
la axiomatica de Kolmogorov esta sugerida por las propiedades funda-
mentales de la probabilidad que se observan al estudiar la concepcion
frecuencial. De hecho, el propio Kolmogorov, padre de la formulacion
abstracta de la probabilidad, es partidario de una interpretacion fre-
cuencial. Asi, en el capitulo dedicado a la probabilidad de Alexandrov
et al. (1994), Kolmogorov insiste en esta interpretacion, discute di-
versos problemas de interés y utiliza la ley de los grandes nameros
para formalizar la intuicion de «proximidad entre la probabilidad y la
frecuencia relativax.

3. Diversas interpretaciones del concepto de pro-
babilidad y su problematica

Menos de la mitad de los textos contiene una referencia su-
ficientemente detallada hacia las diferentes concepciones
de la probabilidad y la problematica que generan. En 5 de
los 34 textos no se discuten las diversas interpretaciones
y en 13 se mencionan muy superficialmente. Por ejemplo,
el texto [1] (pp. 29-32) expone brevemente las interpre-
taciones clasica, frecuencial, subjetiva y axiomatica de la
probabilidad, pero las tres aparecen como no relacionadas;
no discute la problemética que encierra cada una de ellas
ni justifica la axiomatica: se refiere simplemente a que «se
va a formalizar el concepto de probabilidad mediante un
conjunto de axiomas». El texto [10] (p. 3) tampoco aborda
la problematica de la concepcidn frecuencial. Define p(A)
como el limite de la sucesion de frecuencias relativas, pero
no alude a la ambigiiedad del término un amplio niimero
de pruebas. Por otra parte, los axiomas aparecen como ar-
bitrarios, no se han discutido previamente las propiedades
de la frecuencia relativa, que son las que pueden sugerir
los axiomas. Los siguientes fragmentos han sido tomados
de dicho texto:

Ejemplo 7, texto [10] (p. 3)

Sea n el nimero de pruebas efectuadas en un experimento aleatorio E
y f(A) en nimero de ellas en las que se cumplio en suceso A. Segin
Richard von Mises, la probabilidad de A, que representaremos por
p(A), se define por: )

p(A) = lim f(TA)

n—w
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De acuerdo con esta definicidon, para obtener la probabilidad de un
suceso es necesario efectuar un gran nimero de pruebas del experi-
mento aleatorio y obtener empiricamente el niimero hacia el cual se
aproximan las frecuencias relativas del suceso al aumentar en ntimero
de pruebas. [...] La probabilidad también se puede establecer a partir
de una funcion real p(A) definida sobre los sucesos A del universo de
un experimento aleatorio. La funcion p(A) hace corresponder a cada
subconjunto A de S un ntimero real tal que cumpla ciertas propiedades
llamadas axiomas de la probabilidad.

El texto [9] (p. 129) muestra escaso interés hacia la pro-
blematica que generan los enfoques clasico y frecuen-
cial. Se limita a citar que el origen de las dificultades se
encuentra en la vaguedad del término misma oportuni-
dad (enfoque clasico) y en la posible no-existencia del
Iimite de las frecuencias relativas (enfoque frecuencial)
y que ello ha llevado a la probabilidad a su orientacion
axiomatica. El siguiente fragmento ha sido tomado de
dicho texto, y recoge practicamente toda la discusion:

Ejemplo 8, texto [9] (p. 129)

La definicion clasica de probabilidad tiene la pega de que las palabras
misma oportunidad aparecen como sindnimas de equiprobables, 1o
cual produce un circulo vicioso. Por ello, algunos defienden una defini-
cion estadistica de la probabilidad. Para ellos, la probabilidad estima-
da, o probabilidad empirica, de un suceso se toma como la frecuencia
relativa de ocurrencia del suceso cuando el niimero de observaciones
es muy grande. La probabilidad misma es el limite de esa frecuencia
relativa cuando el nimero de observaciones crece indefinidamente. [...]
La definicion estadistica, si bien Gtil en la practica, tiene la desventaja
matematica en el hecho de que un limite puede no existir.

El texto [7] se centra en la version axiomatica de la pro-
babilidad y se refiere a la interpretacion frecuencial y a la
regla de Laplace como formas particulares de construir
funciones de probabilidad que satisfagan la axiomatica,
pero no hay referencias a la problematica que generan.

El siguiente fragmento ha sido tomado de dicho texto:
Ejemplo 9, texto [7] (p. 15)

[...] Las tres propiedades anotadas son axiomas de la teorfa de proba-
bilidades y no requieren demostracion. Sin embargo, si esta teoria se
aplica al mundo fisico, podemos ver que estos axiomas corresponden
a hechos reales, es decir, veremos que nos dan resultados razonables.
Con este objeto diremos algunas palabras de la interpretacion frecuen-
cial de la probabilidad. De acuerdo con esta interpretacion generalmen-
te aceptada, consideraremos una probabilidad como una proporcion o
frecuencia relativa, a partir de un gran nimero de casos.

Sin embargo, el texto [2] explica que no existe una in-
terpretacion cientifica Gnica, y que las diversas interpre-
taciones han sido defendidas por unos y criticadas por
otros, lo cual da una cierta idea de controversia a la hora
de interpretar la probabilidad. Discute las problematicas
de la interpretacion clésica (incluida su circularidad), de
la frecuencial (incluyendo la ambigiiedad de lo que debe
significar muestra grande) y de la subjetiva, refiriéndose
a los problemas derivados de que dos personas sensatas,
en las mismas condiciones, decidan asignar diferentes
probabilidades a un suceso. Finalmente la axiomatica
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act@la como teorfa integradora de las diferentes interpre-
taciones. El texto [15] (p. 69) nos parece interesante en
este apartado porque, aunque su punto de partida para
exponer la teoria probabilistica es la axiomatica, luego
aborda el problema de asignar probabilidades, es decir,
de elegir funciones de probabilidad adecuadas. Explica
que existen muchas funciones de probabilidad véalidas
desde el punto de vista de la axiomatica para el mismo
espacio muestral, habla de las dificultades de la asigna-
cion clasica (en su formulacion cléasica no es valida para
infinitos resultados posibles y la asignacion de equipro-
babilidad a priori puede no estar justificada), se refiere a
la asignacion de probabilidades a partir de las frecuencias
relativas, pero afiade que en muchos casos no es posible
la experimentacion, lo que da paso a la asignacion subje-
tiva, donde entra en el problema de que varios expertos
puedan asignar valores diferentes de probabilidad.

4. Se incluyen consideraciones histéricas sobre el
desarrollo del concepto de probabilidad

La referencia historica hacia el desarrollo del concepto
de probabilidad es un aspecto muy descuidado en los
textos. Solo en tres de ellos se ha encontrado una refe-
rencia detallada. En el resto de los textos no se observan
referencias o bien aparecen pequefias citas como en los
textos [1] (p. 29) y [9] (prdlogo), que asocian los juegos
de azar al desarrollo inicial de la probabilidad. En la
introduccidon del texto [7] (p. 1) aparece una pequena
referencia historica que refleja la importante cuestion del
cambio en el ambito de aplicacion de la teoria, al pasar
de los juegos de azar a las descripciones graficas y nu-
méricas de masas de datos. Sin embargo, la referencia es
imprecisa. Una excepcion es el texto [21], en el que apa-
recen miltiples referencias historicas que hablan de la
problematica que hubo que superarse en cada momento.
Por ejemplo, se refiere a la correspondencia entre Pascal
y Fermat sobre los problemas de los jugadores, los pro-
blemas en demografia y de los seguros (p. 9). También
explica con detalle las referencias historicas hacia los re-
gistros de datos sobre poblaciones que dieron lugar a los
calculos sobre fenomenos demograficos (pp. 44-48).

5-6. Ideas previas y dificultades de aprendizaje de
los alumnos

En ninguno de los textos analizados aparecen referencias
suficientes hacia el uso de concepciones probabilisticas
alternativas a las formales (Cuestidon 5). Y sin embargo,
algunos plantean ejercicios que tocan auténticas fuentes
de dificultades de aprendizaje que podrian explotarse
didacticamente. Por ejemplo, en el libro [7] aparece
una observacion relacionada con la concepcidn que se
ha denominado insensibilidad al tamaiio de la muestra,
cuando explica el significado de p(cara) =0,5:

Ejemplo 10, texto [7] (p. 16)
Haciendo un gran ntimero de tiradas, la mitad de las veces saldra cara

y la otra mitad cruz, sin embargo esto no significa que necesariamente
obtengamos 10 caras y 10 cruces al tirar 20 veces.
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No obstante, la referencia es insuficiente y ademas «ex-
plicativa», no propone actividades que muestren la gran
variabilidad de las frecuencias relativas en pequehas
muestras para demostrar la afirmacion que realiza. El
libro [21] (p. 51) también contiene alguna referencia
hacia el uso de concepciones probabilisticas ingenuas a
fin de resolver problemas en los que interviene el azar,
pero no entra en detalles acerca de tales concepciones ni
incluye actividades destinadas a superarlas, de modo que
supone implicitamente que una exposicion rigurosa de la
teoria serd suficiente para sustituirlas por ideas formales.
En el texto [24] (p. 73) también aparecen ejercicios cuyo
valor no se explota. Los problemas 9 y 10 reproducen
la situacion conocida como «urna de Falk» (1983), que
resulta muy eficaz a la hora que deja al descubierto la
gran dificultad de los alumnos para distinguir entre inde-
pendencia causal y probabilistica (el ejemplo nimero 12
discute un enunciado tipico de esta situacidn).

Hay, no obstante, 5 textos en los que hemos encontrado al-
guna preocupacion hacia los juicios e intuiciones probabi-
Iisticas erroneas. Se trata de los textos [13], [18], [25], [32]
y [33]. Por ejemplo, el texto [18] (pp. 21-23, 137) se refiere
a los juicios probabilisticos y al modo en que aparece en el
lenguaje comiin el azar, pero afiade que no se ocupara de
ese tipo de razonamiento. He aqui un fragmento del texto:

Ejemplo 11, texto [18] (pp. 21-22)

Por el éxito de la teorfa moderna de probabilidades se ha pagado un
precio: la teorfa se confina a un aspecto particular del «azar». La nocion
intuitiva de probabilidad se relaciona con el razonamiento inductivo y
con juicios como el de: «Pablo es probablemente un hombre feliz»,
«este libro serd probablemente un fracaso», «la conjetura de Fermat es
probablemente falsa». [...] De todas maneras debe entenderse que no
nos ocuparemos de las formas de razonamiento intuitivo, sino de algo
que se puede llamar probabilidad fisica o estadistica.

En el texto, seguidamente explica que esta probabilidad
intuitiva es insuficiente para fines cientificos, pero que su
existencia es un hecho historico. La cuestion de la inde-
pendencia estocastica también es tratada en el texto con
relacion a las sugerencias de la intuicion, y ahade que a
veces la independencia sbélo puede verificarse mediante
calculos. También se refiere a que la importancia real
para un ingeniero puede ser una prediccion para una
mdquina especifica, no para una poblacidon infinita. Ya
nos hemos referido a esta interpretacion de la probabili-
dad como un pronostico hacia el resultado de la proxima
ejecucion del experimento (enfoque del resultado aisla-
do) como fuente de dificultades de aprendizaje.

Por su parte, el libro [32] en alguna ocasidn se refiere a
la falta de intuicidon de los estudiantes acerca del azar.
Estudia la situacion en la que se dispone de dos urnas que
contienen bolas blancas (B) y negras (N), U1(7B, 3N),
U2(3B, 7N), de una de las cuales se extraen con reem-
plazamiento diez bolas que han resultado ser BNBBB-
NBBBB. La pregunta es: ;cudl es la probabilidad de que
la bola provenga de U1? EI autor realiza los calculos,
comprobando que la probabilidad pedida es 0,994, de
modo que existe una alta confianza en que la muestra
proviene de Ul. A continuacion observa lo siguiente:
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Ejemplo 12, texto [32] (p. 111)

Al presentar este problema a un grupo de 100 estudiantes y pedirles
que estimasen la probabilidad pedida, se obtuvo el siguiente resultado:
el 2% estim6 un valor entre 0,5 y 0,6; el 20% entre 0,6 y 0,7; el 60%
entre 0,7 y 0,8; el 15% entre 0,8 y 0,9, y el 3% entre 0,9 y 0,95. Nin-
guna persona supuso un valor mayor que 0,95. Este ejemplo muestra
una frecuente falta de intuicion ante la incertidumbre, que tiene con-
secuencias negativas, ya que despreciamos la informacion obtenida en
la experimentacion. (Apliquese a un médico que decide en base a una
prueba B entre dos enfermedades U1 y U2, a un ingeniero que trata de
distinguir entre dos causas de averfas Ul y U2 dados los resultados B,
a un cientifico que selecciona entre dos teorias o hipdtesis cientificas
(U1 y U2) ante un cuerpo de evidencia cientifica).

Asi pues, todos los estudiantes a los que el autor pidid
estimar la probabilidad percibieron que la probabilidad
era menor que la real. Se trata de un interesante pro-
blema que podria explotarse didacticamente: ;como es
posible que la probabilidad de U1 resulte modificada, si
la eleccion de urna se realiza antes de la extraccion de las
bolas? (confusion entre independencia causal y probabi-
listica). Referencias parecidas se encuentran en los otros
3 textos, [13], [25] y [33]. Pero ninguno de los 5 textos
propone actividades expresamente dirigidas a superar
las dificultades (Cuestion 6), puesto que sdlo se refieren
muy superficialmente a algunas posibles intuiciones
errdneas y, en este sentido, no aprecian el obstaculo real
que suponen, para superar el cual no es suficiente una
simple descripcion de las mismas.

CONCLUSIONES DEL TRABAJO

En la gran mayoria de los textos analizados la intro-
duccion de los conceptos de la teoria elemental de la
probabilidad adolece de una presentacion aproblemati-
ca. Los conceptos se introducen en general atendiendo
exclusivamente a la estructura logica de la materia, sin
mencionar la problematica de la que surgen y a la que
intentan dar una solucion.

Cuando se trata de mencionar las diferentes formas de
entender la probabilidad, menos de la mitad de los textos
contiene una referencia suficientemente detallada hacia
este aspecto. En el resto, las diferentes interpretaciones se
muestran no relacionadas, no se discute la problematica
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que generan, la axiomatica no se justifica y los axiomas
resultan arbitrarios. Generalmente los libros de texto solo
mencionan las teorias como construcciones acabadas y en
su aspecto actual. No se mencionan, o se hace de forma
insuficiente, datos sobre el proceso de construccion de la
teoria, ni las relaciones entre las diferentes interpretacio-
nes de la probabilidad, mostrando as{ una vision acumu-
lativa y lineal de las matematicas que no tiene en cuenta
las problematicas y las revisiones de los conceptos ni los
progresos conceptuales que se sucedieron.

El desarrollo histérico del concepto de probabilidad
es tomado en consideracion por muy pocos textos. Por
término general, la referencia historica, cuando existe,
se limita a citar una curiosidad o anécdota. Asimismo, la
gran mayoria de los libros de texto se interesa fundamen-
talmente por los aspectos cuantitativos y obtiene ecua-
ciones que luego aplican en ejemplos que admiten una
Gnica solucion, y ademas ésta se obtiene directamente de
forma operativa. Se echan en falta importantes aspectos
procedimentales a los que hemos hecho referencia, como
pueden ser el tratamiento cualitativo de las situaciones,
la emision de hipotesis o la experimentacion con una
diversidad de modelos.

Finalmente, ninglin libro de texto presta atencion sig-
nificativa a los resultados de la investigacion didactica
sobre las dificultades de aprendizaje de los conceptos y
procedimientos de la teoria de la probabilidad. A pesar
de constituir importantes obstaculos para el aprendizaje,
las posibles ideas previas, las concepciones alternativas
y las dificultades de los estudiantes no son tomadas en
consideracion. Si a todos estos obstaculos anadimos
los efectos de una ensefianza basada en la exposicion
aproblematica del cuerpo tedrico actual, que presenta
los conceptos inicamente en su forma operativa final, se
pueden entender las dificultades que tienen los estudian-
tes para comprender esta teoria (Barragués, 2002).

Explorar todas las facetas del significado de la probabi-
lidad y prestar atencion a los aspectos procedimentales
y actitudinales resulta fundamental para aproximarse al
objetivo de lograr un aprendizaje significativo. Se hace
necesario, por tanto, disehar materiales y estrategias
de ensehanza didactica y epistemologicamente funda-
mentados, capaces de facilitar un cambio conceptual,
ontologico y metodoldgico en los alumnos. Sera éste el
objetivo de nuestros proximos trabajos.
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ANEXO
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Libros de texto adicionales consultados usualmente por los alumnos

[12]. ALVAREZ, S. J. (2000). Estadistica aplicada. Madrid: CLAG

[13]. BAJPAL, A. C., CALUS, I. M. y FAIRLEY, J. A. (1981). Métodos estadisticos para estudiantes de ingenieria y ciencias. Mexico: Limusa.
[14]. BENJAMIN, J. R. (1981). Probabilidad y estadistica en ingenieria civil. Colombia: McGrawHill

[15]. CASTILLO, E. (1993). Introduccion a la estadistica aplicada con mathematica. Madrid: Diaz de Santos
[16]. DE GROOT, M. H. (1988). Probabilidad y estadistica. EEUU: Addison-Wesley Iberoamericana

[17]. DEVORE, J. L. (1988). Probabilidad para ingenieria y ciencias. México: International Thomson Editores
[18]. FELLER, W. (1983). Introduccion a la teoria de probabilidades y sus aplicaciones, Vol. 1. México: Limusa
[19]. FERNANDEZ DE TROCONIZ, A. (1993). Probabilidad, estadistica, muestreo. Albacete: Tebar Flores

[20]. GMURMAN, V. E. (1983). Teoria de las probabilidades y estadistica matemdtica. Mosca: Mir

[21]. GNEDENKO, B. (1995). Teoria de las probabilidades. Madrid: Rubinos

[22]. HERAULT, D. (1973). Elementos de teoria de la probabilidad. Barcelona: Ediciones de Promocion Cultural
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