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Resumen. La investigacion tiene como objetivo estudiar el desarrollo de la comprension del concepto de derivada en el nivel de bachillerato (16-
18 afos) y primer afo de la universidad. El marco teorico utilizado fue el desarrollo de un esquema a través de tres fases: INTRA, INTER, TRANS
(Piaget y Garcia, 1983, 1989). El analisis de las respuestas de los estudiantes a diferentes problemas de derivadas nos permitid asignarles un nivel
de desarrollo del esquema de derivada. Los resultados obtenidos indican que el desarrollo del esquema de derivada esta vinculado a la capacidad
de los estudiantes de relacionar elementos constitutivos del concepto durante la resolucion de problemas. Los resultados se discuten considerando
el potencial de la idea de sintesis para explicar el desarrollo del esquema de derivada.

Palabras clave. Desarrollo de la comprension, esquema, fases del desarrollo del esquema.

The development of derivative schema

Summary. The goal of this research is the study of development of understanding of derivative concept in bachillerato (16-18 years old) and the first
University course. We considered the triad mechanism introduced by Piaget y Garcfa (1983, 1989). This mechanism distinguishes three stages in the
development of a schema: Intra, Inter, Trans. The results show that the development of derivative schema isn’t only linked to the knowledge of many
concept elements but also the capacity to establish relationships among them during problem solving. The analysis achieved that each student was assigned

to one stage in the development of derivative schema. The synthesis idea is used to understand the development of derivative schema in the results.

Keywords. Development of understanding, schema, stages in the development of schema.

INTRODUCCION

La comprensidon de conceptos matematicos es un campo
de gran interés para la investigacion en educacion ma-
tematica (Tall, 1991), y es en este ambito donde hemos
encuadrado nuestro estudio. La investigacion realizada
tenia como objetivo estudiar el desarrollo de la compren-
sion del concepto de derivada en el nivel de bachillerato
(16-18 afos) y primer ano de la universidad. Las investi-
gaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje del calculo
diferencial e integral realizadas en Espana (Azcarate,
1990; Badillo, 2003; Contreras et al., 2000; Espinoza y
Azcarate, 2000; Font, 2000; Font y Acevedo, 2003; Gar-
cifa y Llinares, 1996; Moreno y Azcérate, 2003; Sierra et
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al., 1999) han puesto de manifiesto la dificultad de la en-
sefianza y el aprendizaje de estos conceptos. En relacion
con el concepto de derivada, Artigue (1995) afirma que,
aunque se puede ensefar a los estudiantes a realizar de
forma mas o menos mecanica algunos céalculos de deri-
vadas y a resolver algunos problemas estandar, existen
grandes dificultades para hacer que desarrollen una com-
prension de los conceptos y métodos de pensamiento que
son el centro del calculo. Por ejemplo, muchos estudian-
tes son capaces de aplicar, de forma correcta, las reglas
de derivacion y, sin embargo, muestran dificultades en el
manejo del significado de la nocidn de derivada.
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El analisis de la comprension del concepto de derivada ha
sido abordado por diferentes investigadores desde distintos
planteamientos (Asiala et al., 1997; Aspinwall et al., 1997,
Azcarate, 1990; Badillo, 2003; Baker et al., 2000; Ferrini-
Mundy y Graham, 1994; Orton, 1983; Zandieh, 2000). Las
investigaciones realizadas se han centrado en describir las
caracteristicas de los significados del concepto de derivada
construidos por el estudiante, mostrando la existencia de
conflictos e inconsistencias entre las construcciones realiza-
das y los significados formales presentados por los libros de
texto (Ferini-Mundy y Graham, 1994). Ademas, han subra-
yado la influencia de los contextos, ya que los estudiantes
no relacionan automaticamente una concepcion, proceso de
las ideas, de razdn, limite y funcion vinculadas a las ideas
de derivada dados en contextos diferentes. Por ejemplo,
Azcarate (1990) sehala, como un aspecto de esta influencia,
la confusion que tienen algunos estudiantes entre la veloci-
dad media con la instantanea en un punto. En este sentido,
Zandieh (2000) aboga por la idea de que se conseguira una
comprension completa de la idea de derivada cuando se re-
conozca y reconstruya cada una de las ideas de razon, limite
y funcion en diferentes contextos.

Los modos de representacion grafico y analitico también
influyen en la construccion de los significados por parte de
los estudiantes. Estos modos de representacion pueden ser
considerados por los estudiantes como separados, donde
se pueden aplicar algoritmos sin relacion (Ferrini-Mundy
y Graham, 1994). En este sentido, las «imagenes incontro-
ladas» construidas por los estudiantes crean barreras en el
proceso de construir y usar los significados del concepto
de derivada (Aspinwall et al., 1997). Por ejemplo, se han
identificado dificultades referidas a la comprension de la
diferenciacion y a la grafica asociada al rango de cambio
(Orton, 1983), y dificultades en dotar de significado gra-
ficamente a la derivada de la funcidén en un punto, f’(a),
al confundirlo con la ordenada en x = @, fla) (Azcérate,
1990). Las dificultades de los estudiantes en relacionar
el modo grafico y el modo analitico también se ponen de
manifiesto cuando, en contextos eminentemente graficos,
los estudiantes solicitan la expresion analitica de la funcidon
para resolver determinadas cuestiones (Asiala et al., 1997).
La ensehanza apoyada en las traslaciones entre distintos
modos de representacion parece que puede ayudar a la
superacion de estas dificultades (Font, 1999). Finalmente,
el comportamiento de los estudiantes ante aspectos carac-
teristicos de las funciones, como la existencia de puntos
clspides, tangentes verticales y los cambios en las condi-
ciones de continuidad, caracteristicas de la comprension de
la segunda derivada, parece que pueden ser consideradas
indicadores de su comprension (Baker et al., 2000).

Por otra parte, y desde el punto de vista del desarrollo
de la comprension de la nocion de derivada, las investi-
gaciones han sehalado la importancia de la integracion
de los significados de la nocidén de derivada en un punto
(f’(a)) y la funcién derivada (f’(x)) (Badillo, 2003). Esta
necesaria integracion se manifiesta en el contexto parti-
cular de la velocidad cuando los alumnos tienen dificul-
tades al pasar de la velocidad media, desde el origen y la
velocidad instantanea en un punto, a la construccion de
la nocion de velocidad instantanea y la nocidon de tasa de
variacion instantanea, interpretando, describiendo y re-
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presentando situaciones de variacidon instantanea de una
funcidn dada por su grafica (Azcarate, 1990).

Estas investigaciones nos han proporcionado informacion
sobre las caracteristicas de la comprension del concepto
de derivada en los estudiantes, y como se desarrolla dicha
comprension. Sin embargo, en estos momentos falta infor-
macion sistematica para comprender y describir globalmente
el desarrollo de la comprension de dicho concepto. En esta
problematica especifica hemos centrado nuestra investiga-
cion (Sanchez-Matamoros, 2004). Para particularizar en
cuestiones especificas de investigacion nos hemos situado
en una determinada manera de concebir la construccion de
las nociones matematicas, dentro del campo del pensamiento
matemético avanzado (Dubinsky, 1991). Estos aspectos se-
ran descritos en la proxima seccion.

MARCO TEORICO

El problema de investigacion que nos planteamos era carac-
terizar el desarrollo de la comprension del concepto de deri-
vada y por ello nos preguntamos por los referentes teoricos
que nos hablan de las distintas formas de conocer un con-
cepto y por la forma en la que se construye el conocimiento.
Lo que parece comin a todas las teorfas, y que de alguna
forma caracteriza el pensamiento matematico avanzado, es
concebir la construccion de la comprension de una nocion
matematica a través de la metafora de la construccion de un
objeto que se puede manipular en si mismo a partir de un
proceso que generalmente es realizado paso a paso (Dorfler,
2002; Meel, 2003; Mason y Jonston-Wilder, 2004; Sfard,
1992; Tall et al., 2000). Aunque esta aproximacion a la idea
de construccion de la comprension ha generado algunas
criticas (Confrey y Costa, 1996), creemos que proporciona
recursos conceptuales (la nocion de esquema, conocer las
nociones matematicas como acciones, procesos u objetos,
reificacion, la nocion de procepts o el mecanismo de la tria-
da para describir el desarrollo de un esquema) que tienen
suficiente poder explicativo para ayudarnos a caracterizar
el desarrollo de la comprension de la nocion de derivada.
En particular, la aproximacion al desarrollo de un esquema
propuesto por Piaget y Garcia (1983, 1989) y la particulari-
zacion a través de la teoria APOS (Dubinsky, 1991) nos han
servido para fundamentar nuestras decisiones.

Una aproximacion piagetiana del desarrollo de un
esquema: la teoria APOS

Un esquema puede considerarse «la estructura o la or-
ganizacidon de acciones, tales como se transfieren o se
generalizan con motivo de la repeticion de una accidn
determinada en circunstancias iguales o analogas» (Pia-
get y Inherler, 1978, p. 20).

El desarrollo de un esquema es un proceso dinamico y
cambiante. Piaget y Garcia (1983, 1989) plantean que el
conocimiento crece seglin ciertos mecanismos, y que un
esquema se desarrolla pasando por tres niveles o fases:
INTRA-INTER-TRANS, denominado triada, que se suceden
segln un orden fijo. Estos autores han formulado la hipo-
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tesis de que estos niveles se pueden encontrar cuando se
analiza el desarrollo de un esquema de cualquier nocidén
matematica. El mecanismo por el cual el individuo se
mueve de un nivel a otro es denominado por Piaget y
Garcia (1983, 1989) abstraccion reflexiva (p. 10). Para
Piaget, la abstraccion reflexiva se lleva a cabo a través de
actividades (fisicas o mentales) del sujeto que tienen dos
partes, necesariamente asociadas: una es la proyeccion
del conocimiento existente a un plano superior del pen-
samiento, y la otra es la reorganizacion y reconstruccion
de aquel conocimiento para formar nuevas estructuras.
Piaget y Garcia (1983, 1989) caracterizan las tres fases en
el desarrollo de un esquema del siguiente modo:

— INTRA: «lo propio de este periodo es el descubrimiento
de una accidn operatoria cualquiera, y la basqueda del
analisis de sus diversas propiedades internas o de sus
consecuencias inmediatas, pero con una doble limi-
tacion. En primer lugar, no hay coordinacion de esta
preoperacidn con otras en un agrupamiento organizado;
pero ademas el anélisis interno de la operacidn en juego
se acompana de errores que se corregirdn progresiva-
mente, asi como de lagunas en la inferencia que de ella
puedan deducirse» (p. 163).

— INTER: «una vez comprendida una operacidn inicial es
posible deducir de ella las operaciones que estan implica-
das, o de coordinarlas con otras mas o menos similares,
hasta la constitucion de sistemas que involucran ciertas
transformaciones. Si bien hay aqui una situacion nueva,
existen sin embargo limitaciones que provienen del hecho
de que las composiciones son restringidas ya que solamente
pueden proceder con elementos contiguos» (p. 165).

— TrANS: «en funcidn de lo que precede, como involu-
crando, ademas de las transformaciones, sintesis entre
ellas. Dichas sintesis llegan a la construccion de “estruc-
turas”» (p. 167).

Dubinsky (1991) y el grupo de investigadores integrados
en Research in Undergraduate Mathematics Education
Community (RUMEC) han adaptado la teoria piagetiana
relativa a la «abstraccion reflexiva» al pensamiento ma-
tematico avanzado (Asiala et al., 1996; Czarnocha et al.,
1999). Para Dubinsky, la abstraccion reflexiva es el pro-
ceso por el cual se construyen objetos mentales a través
de acciones mentales sobre estos objetos. Dos ideas son
claves en este modelo tedrico: las ideas de «construccion
mental» y de «mecanismo» por el cual los individuos rea-
lizan dichas construcciones. Estos investigadores sefialan
que el conocimiento matematico de un individuo es su
tendencia a responder a situaciones-problemas percibidas
a través de la (re-)construccion de (nuevos) esquemas con
los cuales tratar con esas situaciones (Dubinsky, 1991).

Basandose en el trabajo de Piaget, Asiala y otros (1996)
describen la nocion de esquema de un individuo como la
totalidad del conocimiento que, para él, estd conectado
(consciente o inconscientemente) con un topico matema-
tico particular. Asf, un individuo tendrd un esquema de
funcion, un esquema de derivada, etc. Baker y otros (2000)
sehalan que la teoria del desarrollo de un esquema puede
explicar por qué los estudiantes tienen dificultades con dife-
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rentes partes de un tema, y pueden tener incluso problemas
diferentes con la misma situacion en distintos casos. En
su estudio definen un «esquema desarrollado» como una
coleccion coherente de acciones, procesos, objetos y otros
esquemas, previamente construidos, que son coordinados
y sintetizados por el individuo para formar estructuras
utilizadas en la resoluciéon de problemas matematicos. Una
persona demuestra la coherencia del esquema al discernir
cuando la nocidn es aplicable o no. Este hecho se manifiesta
en el nivel TRANS del desarrollo del esquema, ya que es en
este nivel en el que el estudiante toma conciencia de que el
esquema esta completo y puede percibir propiedades globa-
les que eran inaccesibles en otros niveles.

Globalmente consideradas, las caracterizaciones del desa-
rrollo de un esquema llevadas a cabo por varios investiga-
dores (Clark et al., 1997; McDonald et al., 2000; Baker et
al., 2000; Brown et al., 2002), a través de los niveles INTRA,
INTER, TRANS, se apoyan en definir el desarrollo mediante
el tipo de relaciones —coordinacion de operaciones en tér-
minos piagetianos— que los estudiantes son capaces de esta-
blecer entre los elementos matemaéticos que constituyen el
concepto cuando resuelven un problema. Desde este punto
de vista, aunque, en la teoria APOS, se habla de «mecanis-
mos» de construccion y €stos se caracterizan a través de la
idea de abstraccion reflexiva piagetiana, queda por resolver
cdmo podemos ser capaces de dar una respuesta operativa a
la cuestion de caracterizar el paso de un nivel a otro. Lo que
si sabemos, a partir de las investigaciones previas sobre el
desarrollo de los esquemas, es que hay que centrar la aten-
cidn en el «tipo de relaciones» que los estudiantes son ca-
paces de establecer entre los «elementos matematicos» del
concepto, comprendidos, de alguna manera determinada
(como una accidn, un proceso o un objeto), cuando resuel-
ven problemas. Desde este planteamiento y con estos presu-
puestos tedricos pretendiamos responder a la pregunta:

— ¢ Como los estudiantes llegan a comprender el concep-
to derivada?

Y en concreto:

— (Como podemos caracterizar los niveles de desarrollo
del esquema de derivada? ; Qué relaciones y qué elemen-
tos matematicos se manifiestan en cada nivel de desarro-
llo de la derivada?

— (Como podemos caracterizar el paso de un nivel de
desarrollo al siguiente?

METODOLOGIA

Participantes

Los participantes en esta investigacion fueron 150 estu-
diantes: 50 de 1° de bachillerato, 50 de 2° de bachillerato
y 50 de primer curso de la licenciatura de matematicas.
Estos estudiantes no tenfan ninguna caracteristica especial
y participaron en la investigacion de manera voluntaria.
Los alumnos de 1° curso de bachillerato cursaban el bachi-
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llerato de ciencias de la naturaleza y eran estudiantes a los
que se les habia introducido por primera vez el concepto
de derivada. Los estudiantes de 2° curso de bachillerato
cursaban un bachillerato tecnoldgico; era el segundo afio
que tenian contacto con la idea de derivada, y empezaban
a trabajar con la idea de segunda derivada (f*’) y sus inter-
pretaciones, vinculando expresiones analiticas y graficas.
Los estudiantes de primer aho de licenciatura de mate-
maéticas habian trabajado la sistematizacion de las ideas
vinculadas a la derivada en la asignatura «Elementos de
Analisis Matematicos», por lo que podiamos considerar-
los en un nivel avanzado de conocimiento del concepto de
derivada de funcion real de variable real.

Instrumentos

Se utilizaron dos tipos de instrumentos para recoger los
datos: tres cuestionarios disehados especificamente para
cada uno de los grupos de estudiantes considerados, te-
niendo en cuenta el curriculo de sus respectivos cursos
en relacion con la derivada, y un guiéon de entrevista
disefiada, teniendo en cuenta el cuestionario y que se
realizaba apoyandonos en las respuestas producidas por
los estudiantes al cuestionario. La entrevista tenfa como
objetivo obtener una informacidon méas detallada de las
resoluciones a los problemas realizadas. El disefio de los
instrumentos sigui6 dos etapas:

Etapa 1. Anilisis de la nocion de derivada desde la perspecti-
va de los elementos matematicos y relaciones logicas (trans-
formaciones y coordinaciones en el sentido piagetiano) que
pueden darse entre ellos para la resolucion de problemas.

Etapa 2. Diseno y seleccion de los problemas.
Etapa 1: Anélisis de la nocion de derivada.

Piaget (1963) define un elemento como «el producto de
una disociacion o de una segregacion en el interior de
una totalidad previa» (p. 8). Al adaptar dicha definicion
en nuestra investigacion, consideramos, un elemento ma-
tematico, el producto de una disociacion o de una segre-
gacion del concepto de derivada, vinculado a la definicidon
del concepto y a sus propiedades. Tuvimos en cuenta dos
aspectos de los elementos matematicos: los modos de re-
presentacion y su caracter local o global. Respecto a los
modos de representacion, consideramos lo analitico y lo
grafico, ya que la comprension de la nocion de derivada
esta influenciada por los componentes analiticos y grafi-
cos seglin han mostrado investigaciones previas (Orton,
1983; Azcarate, 1990; Ferrini-Mundy y Graham, 1994,
Asiala et al., 1997; Font, 1999; Baker et al., 2000; Zan-
dieh, 2000). Dentro de cada uno de estos modos (analitico
y grafico) distinguimos elementos matematicos puntuales
(si el elemento matematico conlleva una propiedad local
x = a) y globales (si el elemento matematico conlleva una
propiedad de un intervalo (a, b)) al haber mostrado, las
investigaciones previas, la influencia de la integracion de
estos aspectos en determinar la comprension de la nocidén
de derivada alcanzada (Badillo, 2003). Se da un ejemplo
de elemento matematico grafico puntual en el cuadro 1,y
un elemento matematico analitico global en el cuadro 2.
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Cuadro 1
Elemento matematico grafico puntual.

La recta tangente a la curva en x = a - interpretacion geométrica
de la derivada en un punto (x = a): tangente a la curva por el punto
(a, fla)) es la recta pendiente f’(a) que pasa por el punto (a,fla)).

Cuadro 2
Elementos matematicos analiticos globales.

La condicién suficiente para que f sea una funcién constante,
creciente o decreciente:
Sif’(x) =0 en (a, b) — f es constante en el intervalo (a, b).
Sif’(x) >0 en (a, b) — f es creciente en el intervalo (a, b).
Sif’(x) <0en (a,b) — fes decreciente en el intervalo (a, b).

La condicién necesaria para que f sea una funcién constante,
creciente o decreciente: Sea f una funcion derivable en (a, b)
Si f es constante para todo x de (a, b) — f ’(x) =0 en (a, b).
Si f es creciente para todo x de (a, b) = f’(x) >0en (a, b).
Si f es decreciente para todo x de (a, b) = f’(x) <O en (a, b).

El anélisis de la nocion de derivada lo realizamos estu-
diando los elementos matematicos y las relaciones que
forman esta nocion, basandonos en cdmo el concepto es
presentado, usado y justificado en diferentes libros de
textos de bachillerato (editoriales Editex, Oxford, SM,
Anaya, Santillana) y en algunos textos de anlisis mate-
matico que son referencia en la introduccion al analisis en
el primer afio en la licenciatura de matematicas (Spivak,
Apdstol, Demidovich).

El segundo aspecto considerado en el analisis de la no-
cion de derivada fue la idea de «coordinacion entre las
operaciones», entendidas como relaciones 1dgicas esta-
blecidas entre los elementos matematicos que se puedan
poner de manifiesto en la resolucidon de los problemas.
Un estudiante, cuando tiene que resolver un problema
puede establecer relaciones ldgicas entre los elementos
para inferir nueva informacion. Algunas de las relacio-
nes que se ponen de manifiesto durante la resolucion de
un problema son:

— Conjuncion légica (A A B) («y légica»)

— Contrarreciproco [(A—B)<>( | B =] A)]
— Equivalencia légica [(A<»B), A—B A B—A]
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Por ejemplo, la conjuncidn logica es la relacion que se
produce cuando el estudiante relaciona a través de la «y
l6gica» dos elementos matematicos para hacer inferen-
cias. Supongamos que sabemos:

Sea f derivable en (a, b) y c € (a, b)
A) sif 7> 0en (a, b) — fconvexa en (a, b)
B) f es creciente en (a, c) y f es decreciente en (¢, a)

Considerando conjuntamente esta informacion (A y B)
a través de la «y logica», se infiere que x = ¢ es punto
anguloso. La informacién sobre el crecimiento de f en
el intervalo (a, ¢) y el decrecimiento de fen (c, b) puede
venir de haber considerado previamente

f’>0en(a, c) — fescreciente en (a, c), y
f’<0en(c, b)— fesdecreciente en (c, b).

Sin embargo, aqui lo que se subraya es que, cuando se
tiene informacion de un determinado tipo (como en este
caso: fconvexa en (a, b), y fes creciente en (a, c) y f es de-
creciente en (c, a)) se vinculan los significados, y permite
tomar una decision sobre la naturaleza del punto x = ¢ (en
este caso x = ¢ es punto anguloso).

Para identificar las relaciones 16gicas que hipotéticamen-
te podrian establecerse entre los elementos matematicos
en la resolucion de los problemas, se resolvieron un con-
junto de problemas de diversas maneras, y analizamos
las diferentes resoluciones considerando los elementos
matematicos usados y las relaciones establecidas. Con
este procedimiento adaptamos algunos problemas y se-
leccionamos otros para producir un grupo de problemas
desde el cual disefiar los cuestionarios

Etapa 2: Diseno y seleccion de los cuestionarios.

Los problemas de los distintos cuestionarios fueron diseha-
dos o elegidos considerando las relaciones logicas que se
podian establecer y los aspectos de los elementos matema-
ticos (analiticos y graficos, puntuales y globales) necesarios
en su resolucion. En la seleccion de los problemas para los
cuestionarios, la idea fue que la «demanda del problema
propuesto» al resolutor en cada curso fuera tal que pudié-
ramos caracterizar los niveles de desarrollo del esquema
de derivada. Por ello tuvimos en cuenta el curriculo de los
diferentes cursos (1°, 2° de bachillerato y 1° de licenciatura
de matematicas) y los resultados de las investigaciones pre-
vias sobre la comprension del concepto de derivada. Con
los problemas inicialmente elegidos se realizaron algunas
entrevistas con estudiantes de bachillerato, lo que permitio
modificar algunas expresiones del texto escrito y del guion
de entrevista. En el cuadro 3 se muestra el esquema del pro-
ceso que seguimos en la elaboracion de los cuestionarios.

Con este procedimiento disehamos o adaptamos doce
problemas a partir de los cuales confeccionamos tres
cuestionarios, teniendo en cuenta que una misma tarea
podia estar en mas de un cuestionario si su proceso de
resolucion asi lo permitia. Se pretendid que en cada
cuestionario se contemplaran diversos elementos mate-
maticos y posibles relaciones que se podian establecer
entre ellos en ambos modos de representacion (analitico
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y grafico) y considerando su aspecto local o global. En
el cuadro 4 aparece el cuestionario disehado para 2° de
Bachillerato siguiendo este procedimiento.

Cuadro 3
Esquema del proceso de elaboracion de los cuestionarios.

Andlisis de libros de textos,
| libros de analisis matemati-
"o y articulos publicados en
revistas de investigacion

\ 4 /
Bateria

de problemas

Lista inicial de relacio-
| nes logicas y elementos [
matematicos

Se resuelven de diversas maneras y
se identifican relaciones y elementos

Se modifican
relaciones y elementos

Seleccion de problemas

\ 4
Disefio cuestionario
piloto: desde teorfa,

v desde curriculo
Analisis de .
Se modifica
resultados

Cuestionarios
P definitivos

Procedimiento

Los cuestionarios fueron contestados por los estudiantes
en su horario de clase de matematicas. En dias poste-
riores a la realizacion de los cuestionarios se realizaron
las entrevistas centradas en la forma en la que se habian
resuelto los diferentes problemas. Previamente a la rea-
lizacidon de las entrevistas, se examinaron las respuestas
dadas por los estudiantes —descartando los cuestionarios
entregados en blanco, y, para adecuar las preguntas de las
entrevistas a las respuestas producidas— con el objetivo de
intentar en lo posible que los estudiantes explicitaran lo
que estaban pensando al resolver los problemas. Ademas,
las entrevistas permitieron obtener informacion sobre los
dominios y los limites de aplicacion de las propiedades
consideradas por los estudiantes, aportando informacién
relevante sobre la manera en la que parece desarrollarse la
comprension del esquema de derivada. Debido al caracter
voluntario de las entrevistas y a las incompatibilidades
horarias aparecidas en algunos institutos, se realizaron un
total de 69 entrevistas semiestructuradas (20 en 1°y 2° de
bachillerato y 29 en 1° de licenciatura de matematicas).

La realizacion de las entrevistas puso de manifiesto su
potencial para ampliar la informacion sobre como los estu-
diantes establecen relaciones entre los elementos y permitio
hacer inferencias sobre las caracteristicas de la compren-
sion del esquema de derivada y su nivel de desarrollo. Una
vez realizadas las entrevistas se procedid al analisis de los
cuestionarios y las entrevistas de forma conjunta.
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Cuadro 4
Cuestionario de 2° de bachillerato.

TAREA 1
Analiza las graficas siguientes:

L] L .-""-. ] ™ = L]

=M=

(Cuantas parejas producirias de cada funcion con su derivada?

TAREA 2
La grafica correspondiente a la funcion f ’(x) primera derivada de una cierta funcion f{x) es una recta que pasa por los puntos (a,0) y (0,b).
Esboza las posibles graficas de f{x).

TAREA 3

2x°+ 2x+ a x<1
Seaf(x) =\px2p1  x=1

Calcula a y b para que f sea derivable en x = 1.

TAREA 4
Dada la grafica de la funcion f, formada por las ramas de parabolas

L L L— P PO e w o T
T '_""_5[
=
=

"'n_-.-l!-r.;
N\

e Ve .

a) Obtén los valores de °(3), f(7), £ (10), £ (14) y £(15). Explica cdbmo los obtienes.
b) Realiza un esbozo de la gréfica de f ’. Explica como lo has obtenido.

TAREA 5
Dada la funcion f{x) = (x-1)(x-2)(x-3), encuentra un punto, entre dos valores que tengan la misma imagen, en el que la recta tangente sea
paralela al eje x.

TAREA 6
A) De una cierta funcion f conocemos algunos valores dados en la siguiente tabla:
a) Usa esta tabla para aproximar el valor de la derivada de fen x = 2.
b) A partir de la informacion que te da esta tabla, ;crees que f{x) es derivable en x = 1?

LLI ihh""‘ [T, —Iﬁw [ |1 100001 | | 0001
21 ST -I |-2 oo | -3 0000 -2 00002 | -2

Eﬁ_ a8 J_L:'m 1&1"‘1‘& l_E!l‘m‘P P‘% “ﬂ'" v H'l.,: Hl_ll

B) Supdn que f es una funcion para la que lim (f{x)-f(2))/(x-2) cuando (x ->2) es igual a 0. ;Cuéles de las siguientes afirmaciones tienen que
ser verdaderas, cudles pueden ser verdaderas y cudles son obligatoriamente falsas?

1) f2)=2 2)f(2)=0 3) lim f{x) cuando (x ->2) igual a f(2)
4) fes continuaen x =0 5) fes continua en x = 2.
TAREA 7
Esboza la grafica de una funcién que satisface las condiciones siguientes:
— fes continua -f(2)=0 -f3)=f’(5)=0
—lim fix) = -4 —limf{x)=-o
X—> - 00 x— 8
—f’(x) <O cuando 5 <x <8 —f’(x)>0cuandox <5
—f”(x) <0 cuando 3 < x< 8 —f”(x)>0cuando x <3
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Analisis

El procedimiento de analisis se centraba en identificar los
elementos matematicos y las relaciones que los estudian-
tes establecfan durante la resolucion de los problemas.
Este procedimiento permitid realizar inferencias sobre
los niveles de desarrollo del esquema de derivada, consi-
derando el papel de las caracteristicas de la comprension
del concepto de derivada que habian sido identificadas
en las investigaciones anteriores. Estas caracteristicas
fueron vistas desde lo que significaban para explicar el
desarrollo de la comprension del concepto desde el uso
de la triada INTRA, INTER y TRANS. Con estas referencias
se desarroll6 un proceso de analisis en dos fases.

Este procedimiento proporciond dos tipos de informa-
cion. Por una parte, nos permitid describir la compren-
sion del concepto de derivada que tenfa cada estudiante.
Por otra parte, proporcion6 informacion sobre la forma
en la que parecia que se desarrollaba la comprension del
esquema de derivada. A través de este analisis pudimos
observar que las caracteristicas de cada nivel de desa-
rrollo no se conquistan de inmediato sino que existe una
construccidn progresiva, que venia reflejada por el tipo
de relaciones logicas que era posible establecer entre los
elementos matematicos utilizados en cada momento. Los
resultados que se presentan en este articulo proceden de
la informacion reunida con el analisis conjunto de las 69
entrevistas y los cuestionarios correspondientes.

RESULTADOS

El anilisis realizado nos permitio inferir unos indicadores
que describian el comportamiento de los estudiantes en los
diferentes niveles de desarrollo y, ademés, nos proporciond
informacion sobre la manera en la que parece darse el paso
de un nivel de desarrollo al siguiente. Esta informacion
es la que nos permite describir el desarrollo del esquema
de derivada. Esta seccion esta organizada presentando las
caracteristicas de los diferentes niveles de desarrollo del
esquema de derivada que nos permiten describir la cons-
truccion progresiva del esquema, definida por los elementos
y relaciones consideradas por los estudiantes (Cuadro 5)

Nivel INTRA del desarrollo del esquema. El nivel INTRA vie-
ne caracterizado, en general, por el descubrimiento de una
accion operatoria (en este caso, el uso de un elemento mate-
matico en la resolucion del problema) y la biisqueda de sus
consecuencias inmediatas, que algunas veces se realiza con
errores y mostrando algunas lagunas en las inferencias que el
estudiante realiza. Los estudiantes situados en este nivel po-
dfan usar los elementos matematicos para inferir informacio-
nes o para interpretar la situacion dada, pero no establecian
ninguna relacion entre dichos elementos. Suelen usar algunos
elementos matematicos (pocos) de forma correcta y, general-
mente, vinculados a un modo de representacion. Por ejemplo,
la siguiente respuesta describe un comportamiento prototipi-
co de los estudiantes en este nivel. Maria, una estudiante de 2°
de bachillerato, ante la tarea 7 (cuadro 4) comenta:

E: (Y con f’< 0 qué informacion has obtenido?
Maria: He averiguado donde era decreciente.
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E:;yf>0?

Maria: Donde es creciente, crece hasta 5.

[Pero dibuja el grafico de f, creciente en (-infinito, 2) y en (3, 5), y
decreciente en (2, 3)]

E: ;Qué informacion obtienes de f’(3) = f’(5) =0?

Maria: Para saber si era maximo o minimo, o si crecia o decrecia.

E: Cuando f’= 0 en un punto, ;sdlo puede ser maximo o minimo?
Maria: No, o posible punto de inflexion.

[Sin embargo en x = 3 considera un minimo, y no un punto de inflexion]

En este didlogo vemos que Marfa recuerda los elementos
matematicos analiticos puntual y global:

— condicién necesaria para que f tenga un extremo o
punto de inflexién en x = a: si f’(a) = 0 — x = a maxi-
mo, minimo o punto de inflexion en f; y

—condicién suficiente para que f sea una funcién creciente
o decreciente: sea f'derivable en (a, b), sif’>0en (a,b) = f
crece en (a,b), y sif’<0en (a,b) — fdecrece en (a, b).

Pero tiene dificultad en establecer relaciones entre estos
elementos matematicos a través de «y logica» para res-
ponder al problema, lo que hace que esboce un gréfico
incorrecto de f:

A

e Lanie o

[ Mfaria, Tamea )

En el andlisis de los cuestionarios, en su segunda fase (anali-
sis global), observamos que, en el nivel INTRA del desarrollo
del esquema, habfa estudiantes que, ademas de no estable-
cer relaciones logicas entre los elementos mateméticos, no
utilizaban ninglin elemento matematico de forma correcta a
lo largo de todo el cuestionario, por lo que dentro del nivel
INTRA del desarrollo del esquema, consideramos subniveles,
debido al caracter progresivo de la construccion del esque-
ma. Por ejemplo, el comportamiento de José, estudiante de
1° de bachillerato, a lo largo de todo el cuestionario, mos-
traba evidencia de esta caracteristica; asi, en la tarea 1, en la
cual se daba la expresion analitica de una cierta funcion f'y
se pedia la tasa de variacion media (TVM) en el intervalo [ 1,
2] y la tasa de variacion instantanea en x = 1. José hace uso
del elemento matematico analitico global relativo a la tasa
de variacion media para resolver la primera parte de la tarea,
poniendo de manifiesto en la entrevista que no conoce 0 no
recuerda el elemento matemético analitico puntual relativo a
la tasa de variacion instantanea:

E: Calculas la tasa de variacion media. ;Y el calculo de la pendiente
de la recta secante?

José: No me acordaba.

E: (Y la tasa de variacion instantanea en el punto (1, f(1))?

José: No me acuerdo.
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Cuadro 5

Caracterizacion de los subniveles de desarrollo del esquema de derivada a través de relaciones légicas y elementos matematicos.

RELACIONES g 2
NIVEL LOGICAS! ELEMENTOS MATEMATICOS
— RECTA TANGENTE A LA CURVA EN x = a — INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA
— No se establecen relaciones DERIVADA EN UN PUNTO (x =a) (GP)
INTRAL1 | logicas entre los elementos
matematicos. — DERIVADA EN UN PUNTO COMO LIMITE DE LA TASA DE VARIACION MEDIA (AP)
— TASA DE VARIACION MEDIA (AG)
— CONDICION NECESARIA PARA QUE f TENGA UN EXTREMO O PUNTO DE INFLEXION
ENx=a(AP)
— CONDICION SUFICIENTE PARA QUE fTENGA UN EXTREMO O PUNTO DE INFLEXION
ENx=a (AP)
— CONDICION NECESARIA PARA QUE f SEA DERIVABLE EN x = a (AP)
 / _ Intento de relacion — CONDICION SUFICIENTE PARA QUE f SEA UNA FUNCION CRECIENTE O
INTRA « logica» DECRECIENTE EN (a, b) (AG)
' — CONDICION SUFICIENTE DE CONVEXIDAD Y CONCAVIDAD DE f EN RELACION
CONEL SIGNODE f”(AG)
— CONDICION SUFICIENTE DE CONVEXIDAD Y CONCAVIDAD DE f EN RELACION
CON EL CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE f’ (AG)
— OPERADOR DERIVADA: REGLAS DE DERIVACION
—INVERSO DEL OPERADOR DERIVADA: INTEGRACION
— Se establecen relaciones del
v tipo «y 16gica» entre elemen- | _ pp 1o 1y A EN UN PUNTO COMO LIMITE DE LA TASA DE VARIACION MEDIA: Se
tos matematicos analiticos o . . . . L
INTER1 J usa «desencapsulando» la idea de la existencia de f * en un punto x = a, mediante la aplicacion
graficos puntales o globales . . . .
. de la igualdad de los limites laterales del cociente incremental (AP)
(generalmente en el mismo
modo).
— CUSPIDE: GRAFICA «QUEBRADA» (GP)
—RELACIONES DE f’ CON EXTREMOS Y PUNTOS DE INFLEXION (AP)
—RELACIONES DE f” CON LOS EXTREMOS Y LOS PUNTOS DE INFLEXION (AP)
. — CONDICION SUFICIENTE DE LOS PUNTOS DE INFLEXION (RELACIONES CON f )
— Se establecen relaciones (AP)
del tipo «y logica» entre | Y\ ypppRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA (CON CARACTER GLOBAL)
e}t?mentos r}latematlcos ana- (GG)
liticos o gréficos puntales o | _ \ppp A pOR DERIVADA: Si el gréfico de f es una pardbola, el gréfico de f es una recta (GG)
globales (generalmente en el | _ bpp A pOR DERIVADA: Utilizando el significado geométrico de la segunda derivada como
mismo modo). P R
la tangente a la grafica f ’ (GG)
— CONDICION NECESARIA PARA QUE f SEA UNA FUNCION CRECIENTE O
v DECRECIENTE (AG)
— OPERADOR DERIVADA: REGLAS DE DERIVACION (AG)
INTER
— Contrarreciproco de ele-
mento matematico analitico | — CONDICION NECESARIA PARA QUE f SEA DERIVABLE EN x =a (AP)
puntual
— Equivalencias logicas (o
doble implicacion) de ele- | —CONDICION NECESARIAY SUFICIENTE PARA QUE fSEA UNAFUNCION CRECIENTE
mentos matematicos analiti- O DECRECIENTE EN (a,b) (AG)
cos puntuales o globales.
— CONDICION SUFICIENTE PARA QUE f TENGA UN EXTREMO O PUNTO DE INFLEXION
— Esbozos de sintesis de los ENx=a(AP)
modos de representacion | — OPERADOR DERIVADA: Si el gréfico de f es una parabola, el grafico de f ° es una recta (GG)
analitico y grafico. — CONDICION SUFICIENTE PARA QUE f SEA UNA FUNCION CRECIENTE O
DECRECIENTE EN (a, b) (AG)
\ — Sintesis de los modos de | — CONDICION SUFICIENTE PARA QUE f SEA UNA FUNCION CONSTANTE,
TRANS | representacion analitico y | CRECIENTE O DECRECIENTE A TRAVES DE LA INTERPRETACION GEOMETRICA

grafico.

DE LA DERIVADA (GG)
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{Jose, Tarea 1)

En la tarea 2, en la que figuraba el grafico de una funcion
f(x) y la recta tangente a la f(x) en el punto de abscisa x =2
con su ecuacion, y se pedia el valor de fy de f>en x =2,
José, para encontrar el valor de f(2), intenta recordar algin
procedimiento aprendido en la instruccidn previa pero sin
éxito, indicando que necesita la expresion analitica de f(x).
Para encontrar {’(2) recuerda con errores la interpretacion
geométrica de la derivada necesario para poder encontrar-
lo. Todo esto puede indicar que José no tiene la idea de
derivada en un punto como pendiente de la recta tangente
a la funcion en dicho punto, pues en la entrevista comenta:
«porque como la tangente coincide con la derivada».

A José no le fue posible identificar cul era el significado
de derivada en un punto, ni como limite del cociente in-
cremental (TVI), ni como pendiente de la recta tangente
a la funcidn en dicho punto. Este tipo de comportamiento
fue caracteristico de los estudiantes que se encuentran en
el nivel INTRA 1 del desarrollo del esquema.

Nivel INTER del desarrollo del esquema. La caracteristica
principal de este nivel de desarrollo es que los estudian-
tes empiezan a establecer relaciones entre los elementos
matematicos. Un aspecto caracteristico de este nivel es
que los estudiantes sdlo son capaces de establecer rela-
ciones entre elementos para inferir nueva informacion en
determinados casos. Por ejemplo, la siguiente respuesta
describe un comportamiento prototipico de este nivel de
desarrollo. Juan un estudiante de 1° de licenciatura de ma-
tematicas muestra dificultades para identificar los puntos
de inflexion en una tarea dada en forma grafica. La manera
en la que relaciona los diferentes elementos matematicos
para obtener informacion sobre los puntos angulosos en
este modo de representacion, y las dificultades con las que
se encuentra se ponen de manifiesto en el protocolo si-
guiente: «en estos puntos f = 0 por ser puntos de tangen-
te horizontal de f’, en ellos cambiaria la concavidad».

Pero el grafico no lo esboza de forma correcta, y no es
capaz de establecer relaciones entre los elementos que le
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hubieran permitido obtener nueva informacidon sobre el
comportamiento de la funcion en ese punto.

Sin embargo, en una tarea dada en forma analitica (tarea
similar a la tarea 7, cuadro 4, pero con puntos angulosos),
relaciona a través de «y logica», los elementos matemati-
cos que relacionan el signo de f’ con el crecimiento de f,
y el signo de f*’ con la concavidad de f, y el elemento que
relaciona los puntos en los que f’ se anula con la existen-
cia de un maximo, un minimo o un punto de inflexion.
El uso conjunto de estos elementos le permite identificar
maximos, minimos y puntos de inflexiéon y comenta:

Juan: ... x =3 es punto de inflexion porque entre —1 y 5 es decreciente
y pasa de ser concava a convexa...

E: (Enx=7?

Juan: Hasta x =7 f crece, y a partir de ah{ decrece, y es convexa, luego
hay un punto anguloso.

Y esboza un grafico correcto de f.

Taréa 4)

[ Juzam

El comportamiento de Juan, manejando de manera dife-
rente el mismo elemento matematico segiin el modo de
representacion en que se presenta el problema, muestra una
caracteristica de los estudiantes en el nivel INTER del desa-
rrollo: los estudiantes no siempre son capaces de establecer
las relaciones 16gicas necesarias entre los elementos mate-
maticos que conocen durante la resolucion de los proble-
mas, cuando los modos de representacion son diferentes.

Una caracteristica del nivel INTER es que las relaciones
que se llegan a establecer entre los elementos matema-
ticos se restringen sOlo a elementos «contiguos». La
necesidad de especificar de manera operativa la idea
de «elementos contiguos», al referirnos a los elementos
matematicos del esquema de derivada entre los que se
establecen relaciones, llevo a diferenciar dos subniveles
(cuadro 5). Nuestros datos apuntan en la direccion de
que «la continuidad cognitiva» de la que se habla en tér-
minos piagetianos se puso de manifiesto en la dificultad
que tienen los estudiantes de trasladar las relaciones que
vinculan la funcion y su derivada a la relacion entre la
primera derivada y la segunda. Este hecho pone de ma-
nifiesto que los limites de aplicacion de las relaciones, en
este caso, pasar de considerar el par (f, f ’) a considerar el
par (f°, f **), es una caracteristica del nivel INTER de de-
sarrollo del esquema y, por tanto, un indicador de cémo
se genera el desarrollo del esquema.

De la misma manera que ocurria en la caracterizacion
del nivel INTRA, aqui los comportamientos en la reso-
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lucion de problemas que reflejaban las caracteristicas
del nivel INTER podian mostrar caracteristicas diferen-
tes en funcidon de la forma en la que se establecian las
relaciones entre los elementos matematicos. Esto per-
miti6 considerar dos subniveles INTER 1 e INTER. Asi,
a diferencia de Juan, que hace uso de diferentes tipos
de relaciones logicas entre elementos en distintos mo-
mentos de la resolucidn de las tareas, Miguel, que es un
estudiante de 2° de bachillerato, hace uso de elementos
matematicos puntuales y globales a lo largo de todo el
cuestionario vinculados al par (f, f’), pero en ningin
momento hace uso de elementos vinculados a (f’, f”°).
Por ejemplo, en la entrevista sobre la realizacion de
la tarea 1 del cuestionario (Cuadro 4) se establecio el
siguiente dialogo:

E: (En qué te has fijado para relacionar a) y f)?

Miguel: Por ejemplo, en la a), los maximos y los minimos, donde esta
el maximo y el minimo, en f) corta al eje OX, es 0 en esos puntos. En
a) hasta el minimo decrece y en f) esta por debajo del eje OX, es menor
que 0. Y desde el minimo al maximo en a) crece, en f) esta por encima
del eje OX, es mayor que 0.

E: ;Para relacionar b) y ¢) en qué te has fijado?

Miguel: Esta funcion es entera creciente sin maximos ni minimos, y
aqui encontré que toda la funcion esta por encima del eje OX, y enton-
ces, al no cortar al eje la funcidon no va tener ni maximos ni minimos.
E: ;Podrfas fijarte en algo més para establecer relaciones?

Miguel: No, esto es asi, porque es asi...

E: {Encontraste alguna otra pareja?

Miguel: Yo buscando no encontré ninguna otra.

Usa dos elementos matematicos analiticos, uno pun-
tual (si f ’(a) = 0 — x = a maximo, minimo o punto
de inflexién), y otro global (sea f derivable en (a, b) si
f’>0en(a,b) = fcreceen(a,b),ysif’<0en(a,b)
— fdecrece en (a, b)). A través del establecimiento de
la relacidon logica («y logica») entre ellos le permitid
encontrar la pareja formada por a) funcion y f) deriva-
da. Sin embargo, haciendo uso del elemento relativo
al signo de f’ y al crecimiento de la funcién, forman
una pareja incorrecta ¢) y b), usando de manera inco-
rrecta un elemento matematico que recuerda de forma
correcta. Podemos decir que Miguel se encontraba
en el subnivel INTER 1 del desarrollo del esquema de
derivada.

Nivel TrRANs de desarrollo del esquema. La caracteristi-
ca de este nivel es que los estudiantes son capaces de
establecer diferentes relaciones entre los elementos del
esquema sin demasiadas restricciones y estableciendo
la sintesis. Un comportamiento prototipico de este nivel
es el de Mario, un estudiante de 1° de licenciatura de
matematicas, que, ante una tarea dada en forma grafica
utiliza la idea de la derivada como pendiente de la
recta tangente a f con caracter local y global, y la
utiliza reconstruyendo su significado al indicar que el
signo de f* proporciona informaciéon sobre el creci-
miento de f:

«Si f’> 0, f crece porque f’es la pendiente de la recta

tangente a f; entonces, si la pendiente es positiva, f es
creciente».
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Ademas, el cambio de creciente a decreciente le permite
identificar los puntos x = 1 (X = 3) como maximo (mini-
mo) relativo. Por la forma de resolver la tarea, podemos
inferir que Mario tiene la idea de derivada como pen-
diente de la recta tangente a f con caracter global, lo que
le permite esbozar un grafico correcto de f.

En la tarea 2 (comin con la tarea 3 del cuestionario de 2°
bachillerato), Mario usa la idea de derivada como limite del
cociente incremental para el calculo de . Y en la entrevista
comenta que «la igualdad de los limites laterales del cociente
incremental significaria que la tangente por un lado y por
el otro son iguales en ese punto». Mario usa los elementos
mateméticos con sentido (es decir, guiado por un objetivo),
mostrando la equivalencia logica entre la expresion analitica
de la derivada como limite del cociente incremental, y la
interpretacion geométrica de la derivada como pendiente
de la recta tangente (que puede ser interpretado como una
sintesis en los modos de representacion).

En la segunda parte de la tarea 3 (igual a la tarea 4 del
cuestionario de 2° de bachillerato), esboza un grafico de
f’ correcto, excepto en su forma, pero al preguntarle en
la entrevista comenta que «f” estaria formado por trozos
de rectas» dandose cuenta del error cometido. Para el
esbozo de la grafica relaciona, a través de la conjuncion
l6gica, varios elementos matematicos, entre ellos:

...sea f derivable en (a, b), si f crece en (a,b) = " > 0 en
(a,b),ysifdecrece en (a,b) —f < 0en (a,b) (implicacion
contraria a la utilizada en la tarea 1 del mismo elemento)...

...y la informacion obtenida por la utilizacidén de varios
elementos matematicos, en diversos puntos, en la prime-
ra parte de la tarea:

'\
|
|
|

| Mario, sopends panc de la Tarca 5)

En la tarea 4 (igual a la tarea 7 del cuestionario de 2° de
bachillerato), dada en modo analitico, usa los elementos
matematicos globales que relacionan el signo de f* con el
crecimiento de f, y el signo de f ” con la concavidad de
f, al establecer de forma correcta relaciones («y légica»)
entre los elementos matematicos, que conoce y utiliza.
Eso hace que Mario resuelva correctamente la tarea, in-
dicando que en x = 3 hay un punto de inflexiéon y en x =7
un punto anguloso.
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Mario establece diversas relaciones logicas («y légi-
ca», contrarreciproco, equivalencia légica) de forma
correcta entre los elementos matematicos que utiliza.
Ademais, los elementos matematicos analiticos y grafi-
cos (puntuales y globales) que necesita para resolver las
diferentes tareas del cuestionario los usa correctamente
y con sentido, es decir, haciendo uso de los significados
implicitos cuando es necesario. La forma en que resuel-
ve las distintas tareas del cuestionario sugiere que Mario
tiene sintetizados los modos de representacion, lo que le
permite manejar la misma informacién independiente-
mente del modo analitico o del modo gréafico.

A través de esta caracterizacidon y considerando el com-
portamiento global de un estudiante en todo el cuestio-
nario, se le asignd un nivel de desarrollo. El resultado de
este proceso se recoge en el cuadro 6.

Una interpretacion de estos resultados es que el desarro-
llo del esquema de derivada no es algo que esté necesa-
riamente vinculado a conocer muchos elementos cons-
titutivos del concepto. Asi la comprension del concepto
de derivada no esta vinculado nicamente a conocer los
elementos constitutivos del concepto sino también a ser
capaces de relacionarlos durante la resolucion de proble-
mas. Los estudiantes de primero de licenciatura de mate-
maticas podian conocer mas elementos matematicos del
concepto de derivada que los alumnos de bachillerato;
sin embargo, habia un nimero importante de ellos que
sOlo eran capaces de usarlos de manera aislada, o s6lo
relacionar un nimero limitado de ellos para obtener in-
formacion relevante para el problema que tenfan que re-
solver. Al caracterizar la comprension desde el punto de
vista de las relaciones que se pueden establecer entre los
elementos para obtener informacion que sea pertinente
para la resolucion de los problemas, nuestros resultados
indican que, al cabo de tres afios de ensehanza de la de-
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rivada, una cantidad importante de estudiantes no eran
capaces de ir mas alla de recordar s6lo de manera aislada
algunos elementos o de relacionarlos entre si.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Nuestra investigacion, al tener en cuenta tres ahos con-
secutivos de ensehanza, nos aporta informacion sobre el
desarrollo de la construccion del concepto de derivada
independientemente del curriculo especifico de cada uno
de los cursos considerados. Mediante este trabajo pode-
mos aislar las caracteristicas fundamentales de los dife-
rentes niveles del desarrollo del esquema de derivada.

Para poder dar respuesta a nuestras preguntas de investi-
gacion, tuvimos que disefar unos cuestionarios que reco-
giesen estos aspectos diferenciales. Este instrumento fue
completado con entrevistas en las que el estudiante podia
aclarar los procesos de resolucion que habia realizado asi
como las ideas que los fundamentaban. Por otra parte, el
proceso de andlisis realizado ha permitido desvincular la
especificidad de un problema concreto, posibilitindonos
obtener una caracterizacion global y, por lo tanto, elaborada
con més profundidad, del esquema de derivada que tenian
los estudiantes e ilustrar las diferencias entre los niveles que
nos permiten caracterizar el paso de un nivel al siguiente.

Debemos aclarar que, evidentemente, las respuestas a los
cuestionarios/entrevistas de la licenciatura de matematicas
utilizaban diversos tipos de relaciones logicas y mas ele-
mentos matematicos que los cuestionarios de bachillerato,
por lo que aportaron, a la investigacion, mas informacion
sobre la construccion del esquema de derivada; pero el
hecho de estar en primer aio de la licenciatura de mate-
maticas no implicaba que estuviera en el nivel TRANS por
la propia caracterizacion de los niveles de desarrollo del
esquema derivada que habfamos realizado.

La caracterizacion de cada uno de los niveles y del desarro-
llo del esquema de la nocion de derivada realizada nos ha
permitido dar cuenta de la progresion en la construccion del
esquema, integrando, en una caracterizacion global, lo que
significa llegar a comprender un concepto en analisis mate-
maético, identificado en las diferentes investigaciones.

El paso de un nivel a otro lo hemos caracterizado a través de
las relaciones logicas que se establecen y de los elementos
matematicos que se usan, los cuales consideramos que son
una concrecion de la idea de entender el «desarrollo» como
«coordinaciéon de la informacion al intentar resolver un
problemax. Estas aportaciones en relacion con el desarrollo
del esquema son las que nos van a permitir realizar algunas
reflexiones sobre el desarrollo del esquema de derivada.

Cuadro 6
NIVEL 1° DE BACHILLERATO 2° DE BACHILLERATO 1° DE LICENCIATURA
INTRA 1 5 6 6
INTRA 4 4 3
INTER 1 11 5 6
INTER - 5 9
TRANS - - 5
TOTAL 20 20 29
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El desarrollo del esquema de derivada

Nuestros datos sefialan que la manera en la que un es-
tudiante pasa de un nivel de desarrollo del esquema de
derivada al siguiente viene caracterizada por la forma en
la que realiza la sintesis de los modos de representacion.
Desde una perspectiva piagetiana, la idea de «sintesis de
las transformaciones» puede ser entendida como el pro-
ceso por el que, a partir de algo que se conoce, realizando
«operaciones» con y sobre ello, se llega a la conclusion y
a la comprension de lo que no se conocia previamente. En
este sentido, la «sintesis» se aplica a situaciones en las que
hay que relacionar (relacion logica) diferentes elementos
matematicos para inferir nuevos datos. En particular, un
aspecto caracteristico del desarrollo se puso de manifiesto
a través de la forma en la que los estudiantes relacionaban
lo grafico y lo analitico para obtener informacion; es decir,
usar informacion procedente de dos sistemas de represen-
tacion diferentes para considerarla conjuntamente y obte-
ner «algo» que no se conocia. «Considerar la informacion
conjuntamente» significa establecer algin tipo de relacion
logica entre los elementos matematicos para tomar una
decision relativa a la situacion en la que se encuentra. La
forma en la que los estudiantes responden a la demanda
del problema ponia de manifiesto el grado de sintesis entre
los dos modos de representacion, permitiéndoles realizar
algunas tareas y no otras.

Por otra parte, las diferentes caracteristicas de los ele-
mentos matematicos, que conocen los estudiantes en cada
momento, ayudan a determinar lo que ellos son capaces
de hacer desde el punto de vista de obtener nueva infor-
macion pertinente para la resolucion del problema desde
lo que ya conocen (desde su experiencia previa o por ser
un dato proporcionado por el problema). La idea de que la
sintesis de modo de representacion no sea una cosa vincu-
lada Ginicamente con la presentacion a los estudiantes del
modo grafico y analitico, sino que es precisamente lograr
esta sintesis lo que caracteriza el desarrollo del esquema
viene apoyado por los resultados de otras investigaciones
(Baker et al., 2000; Font, 2000) que indican que coordinar
informacion al intentar resolver un problema de célculo
grafico no rutinario presenta bastantes dificultades.

Otro dato que revela el potencial de la idea de «sintesis
de las transformaciones» para explicar el desarrollo del
esquema de derivada son las dificultades que tienen
los estudiantes para establecer relaciones (coordinar)
entre aproximaciones globales y puntuales; es decir,
para pensar conjuntamente en el comportamiento de la
funcion en intervalos y el comportamiento puntual de la
funcion. Los puntos angulosos son una manifestacion de
este comportamiento prototipico, sefialado también en la
investigacion de Baker y otros (2000). En nuestra inves-
tigacion hemos observado también esa dificultad, tanto
cuando el punto anguloso se presenta en modo gréafico
como cuando se presenta en modo analitico, mostrando
que, en el momento que los alumnos son capaces de rea-
lizar la sintesis de los significados puntuales y globales,
les es permitido establecer una variedad mas amplia de
relaciones y establecer los Iimites de aplicacion de las
propiedades. Otro aspecto que puede ser interpretado
desde el desarrollo de la capacidad de «sintesis», como
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un indicador del desarrollo del esquema de derivada en
los estudiantes, es la manera en la que establecen rela-
ciones entre la informacidon procedente de la primera y
segunda derivada (Asiala et al., 1997; Baker, 2000), y la
integracidon paulatina de la idea de la derivada como rec-
ta tangente y como razén de cambio (Baker et al., 2000).
En nuestro trabajo, la integracion de estas dos ideas se
ha considerado una caracteristica del nivel TRANS del
desarrollo del esquema.

Por otra parte, la sintesis entre la derivada en un punto y
la funcidn derivada (f’(a) y f’(x)) parece apoyarse en la
coordinacidn de lo analitico y lo grafico (Badillo, 2003),
sin un uso prioritario de los elementos analiticos o graficos
puntuales sobre los globales o viceversa. En este sentido
parecen también ir los resultados de la investigacion de
Baker y otros (2000) sobre un problema de calculo grafico
y la coordinacion de la idea de propiedad e intervalo.

De manera resumida, podemos indicar que la idea de
sintesis tiene suficiente poder explicativo para ayudar-
nos a caracterizar y comprender el proceso por el cual se
pasa de un nivel de desarrollo al siguiente. El significado
de la idea de «sintesis» como una actividad mental del
estudiante no esta vinculada en s{ misma a la cantidad de
«elementos» que se conocen sobre la nocidon de derivada,
sino en funcion del tipo de informacion que los estudian-
tes son capaces de generar a partir de lo que conocen
para intentar resolver el problema que se les presenta.
Precisamente esta idea de «ser capaces de generar nueva
informacion» es la clave para entender la nocidn de sin-
tesis piagetiana y como ha sido utilizada para interpretar
los resultados de nuestra investigacion. La forma en la
que los estudiantes generan nueva informacion, enten-
dida en esta investigacion a través del tipo de relaciones
logicas que estructuraban su manera de pensar ante los
problemas, se apoya evidentemente también en la forma
en la que se conocen los elementos matematicos que
configuran el esquema de derivada. Probablemente la
posibilidad de desencapsular los significados de las
ideas matematicas conocidas como objetos es la que
esta vinculada a la capacidad de establecer determinadas
relaciones logicas durante el proceso de resolucion de
problemas relativos a la nocién de derivada. Verificar
esto es tarea de nuevas investigaciones.

NOTAS

La tarea a la que se hace referencia en el nivel INTER del estudiante de 1° de
licenciatura similar a la tarea 7 (cuadro 4) se diferencia de ésta al conside-
rar un punto anguloso o ciispide en x = 7 (Baker et al., 2000).

! Las relaciones 16gicas que se establecen entre los elementos matema-
ticos en el nivel TRANS son, ademés de las que figuran en dicho nivel,
las que figuran en el nivel INTER.

2 Al final de cada elemento figuran dos letras maytsculas que indican:
la primera letra si se trata de un elemento grafico (G) o analitico (A), y
la segunda letra si se trata de un elemento puntual (P) o global (G).
Los elementos mateméticos que se utilizan en el nivel INTER son ade-
mas de los que figuran en dicho nivel, los que figuran en el nivel INTRA.
Lo mismo sucede con los elementos matematicos que se utilizan en el
nivel TRANS.
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