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Resumen. Este articulo presenta una investigacion sobre la evolucion, durante su escolaridad, de la estructura cognitiva de 458 alumnos, en lo
que se refiere al concepto de dngulo.

Se ha utilizado la técnica de redes asociativas Pathfinder, que nos proporciona representaciones graficas de la relacion entre los conceptos
empleados durante el proceso de aprendizaje y enseiianza de este concepto. Los resultados han mostrado cémo evoluciond la estructura cognitiva
de los alumnos y cudles fueron los conceptos mds relevantes para ellos.

Sobre la base de los resultados obtenidos, presentamos también conclusiones para la practica educativa y la investigacion.

Palabras clave. Angulo, estructura cognitiva, representacion del conocimiento, conceptos nucleares, redes asociativas Pathfinder.

Nuclear concepts when building the concept of angle

Summary. This paper presents an investigation about the evolution of the cognitive structure of 458 students, during their years in school, in
reference to the concept of angle.

We have used the technique of the Pathfinder Associative Networks, that provides us graphic representations of the relationship between the
concepts employed during the process of learning and teaching of this concept. Results have showed how the pupil’s cognitive structure evolved
and what were the most relevant concepts for them.

We present also, on the basis of the results, some conclusions for educational practice and investigation.

Keywords. Angle, cognitive structure, representation of knowledge, nuclear concepts, Pathfinder Associative Networks.

INTRODUCCION

Definicion y construccion personal del concepto dedngulo  Estas dificultades han sido tratadas desde perspectivas

amplias como las de Piaget (1948) y Freudenthal (1983)
El concepto de dngulo esté lleno de matices y dificultades: o mds en detalle por Holloway (1982), Noss (1987), Ma-
resulta ser un concepto dificil de aprender y, por tanto, de  gina y Hoyles (1991), Contreras (1993), Matos (1994),
ensefiar y es una fuente de errores relacionados tanto con su ~ Mitchelmore (1990, 1996, 1998), Martinez Recio, (1999)
conceptualizacién como con su medida o con las operacio- y en nuestros propios trabajos anteriores (Casas y Luengo,
nes angulares, que se mantienen incluso en la edad adulta. ~ 2000; Casas, 2002).
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Un ejemplo sencillo puede bastarnos para introducirnos
en la dificultad del concepto de dngulo.

(Cuanto mide este angulo?

No hay una tnica respuesta. Este dngulo puede medir
60°. Pero también puede medir 300°, y lo mismo puede
ser -60° o -300°. Pudiera ser que también midiera 420°.
Pero, ademas, si lo miramos desde el punto de vista de la
programacién LOGO, un autémata que lo recorriera de-
berfa girar en el vértice 120° 0 -120°. ;Cuadl es la medida
correcta? ;Cudntos dngulos estamos considerando? ;A
qué angulo nos estamos refiriendo?

Definiciones matematicas del concepto de dn-
gulo

El origen de la dificultad de este concepto radica, en
primer lugar, en su propia definicién. Bdsicamente,
manejamos tres tipos de definicién para un mismo
concepto en apariencia simple. Estos tres tipos apa-
recen ya histéricamente, y han resultado ser puntos
controvertidos en la fundamentacién y desarrollo de
la geometria, y origen de un problema que ain hoy no
estd resuelto.

Euclides, en sus Elementos, establece la siguiente defini-
cioén (en realidad dos definiciones):

«Definicién 8: Un angulo plano es la inclinacién entre
dos lineas en un plano, que se unen la una a la otra y que
no estdn sobre una linea recta.

»Definicidn 9: Y, cuando las lineas que contienen al dn-
gulo son rectas, el dngulo se llama rectilineo.»

Como podemos observar, ya desde los Elementos, la defi-
nicién de angulo parece poco precisa. Mientras la primera
de estas definiciones refleja una concepcién de dngulo,
considerado como la «inclinacién» entre dos rectas, en la
segunda se considera ahora angulo no como la inclinacién
entre dos lineas, sino como algo contenido «entre» ellas.

Ambas definiciones encierran, ademds otras particu-
laridades dignas de destacar, como la exclusién de los
angulos de 0° y 180° o la posibilidad de que los lados del
dngulo puedan ser lineas curvas.

Las diferentes concepciones de dngulo estuvieron
presentes en los matemadticos griegos posteriores a
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Euclides y, de ellas, por la evolucién cultural, proce-
den directamente las que manejamos hoy en dia.

Aunque existen otras concepciones tales como las
que citan Contreras (1993) o Magina y Hoyles
(1991), podriamos clasificar las definiciones en tres
categorias: dngulo como regién del espacio, dngulo
como par de lineas y dngulo como giro.

Angulo como region del espacio

Existe un primer tipo de definiciones como las de Severi
(1962, p. 31), que considera los dngulos como conjuntos
de puntos o porciones del plano.

«[...] conjunto de los puntos comunes a dos semiplanos,
de un mismo plano, cuyos contornos se encuentran en
un punto».

Esta definicion, aunque parece tan sencilla, tiene algunas
dificultades. En primer lugar, por si sola no define un
unico objeto, sino al menos cuatro objetos diferentes,
cuatro angulos, con lo que la unica forma de saber a
qué conjunto de puntos nos referimos es sefialindolo de
un modo especial en el dibujo, pues la definicién, por si
sola, no lo aclara.

Otra dificultad es que esta definicion no sirve para los an-
gulos de 0° de 180° de 360° o mayores. Tampoco sirve
para los dngulos negativos.

Las mismas dificultades presentan las definiciones de
angulo como conjunto de semirrectas de origen comiun,
o las de tipo conjuntista como las de Roanes (1973)
que ademds tienen otras dificultades afiadidas de tipo
conceptual, que analizamos en nuestro trabajo (Casas,
2002).

Es un tipo de definicién muy extendida en los libros de
texto de nuestro entorno cultural.

Angulo como par de rayos o par de semirrectas

En estas definiciones se hace uso de una concepciéon de
dngulo semejante a las anteriores, pero destacando los
bordes, las lineas que limitan los dngulos, y consideran-
do el dngulo como un par de rayos o de semirrectas con
origen comun.

La definicion propuesta por Lang y Murrow es de este
tipo (1983, p. 20):
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«Consideremos dos rayos Rpq y Rpm que parten del
mismo punto P. Estos rayos separan el plano en dos
regiones tal como se muestra en la figura.

f(’ 3

g

L

»Cada una de esas regiones se llamard dngulo determi-
nado por los rayos.»

Esta concepcidn tiene también sus limitaciones: las re-
feridas a la identificacién de a qué dngulo nos estamos
refiriendo. Si consideramos el dngulo como par de se-
mirrectas que confluyen en un punto, ;cémo se define
un dngulo céncavo o un dngulo convexo?, ;y cémo se
diferencian los dos dngulos que se forman en el vértice?,
(y un angulo negativo? Para hacerlo hay que recurrir a
ayudas en el dibujo, tales como los pequefios arcos que
suelen afiadirse, a veces con flechas en el extremo, y que
podemos observar en muchos libros de texto:

o o

Angulo como cantidad de giro

Un tercer tipo de definiciones son las que, a partir de
dos lineas que se unen en un punto, definen &ngulo como
«la cantidad de inclinacién entre las dos lineas» o «la
cantidad de giro necesaria para trasladar una linea a la
posicion de otrax.

Esta clase de definiciones no presenta los problemas
que tienen las anteriores a la hora de considerar dngulos
mayores que 360°, permitiendo ademas la expresién de
angulos positivos y negativos, aspecto este ultimo que de
ninguna manera quedaba contemplado en las definicio-
nes que hemos visto antes.

Pero, frente a ellas, presenta una diferencia sustancial, y
es que no implica algo material o representable, visual-
mente al menos, como lo puede ser una porcién del plano
o un par de rectas, sino que es una abstraccién que no se
conceptualiza facilmente en edades tempranas.

Esta definicion de dngulo representa, ademads, una visién
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diferente del concepto, una vision «dindmica», de algo en
movimiento, frente a las anteriores visiones «estaticas» de
dngulo como region del espacio o como par de rayos.

Construccion del concepto de dngulo

A la dificultad en la definicién del concepto y no s6lo en
el caso del de dngulo sino en el de otros muchos concep-
tos matematicos, se une otra dificultad: la derivada de la
diferencia entre la definicién formal y el proceso cogniti-
vo de construccion que siguen los alumnos.

Tall y Vinner (1981) hacen una distincion entre «defini-
cioén del concepto» e «imagen del concepto», aludiendo
a esta ultima como la estructura cognitiva total que se
asocia con el concepto y que incluye todas las imdgenes
graficas y las propiedades y procesos asociados a él, in-
sistiendo en la complejidad que supone la construccion
de una definicién personal del concepto.

El problema del aprendizaje del concepto de dngulo,
como en el caso de otros, radica en que los alumnos
deben integrar distintas experiencias educativas, pero
ademds deben integrar definiciones muy diferentes. Esto
es lo que indican Mitchelmore y White (1998, p. 4):

«[Los alumnos] Deben llegar a darse cuenta de que es un
concepto de dngulo mds amplio que la suma de las dife-
rentes definiciones de dngulo. No es posible expresar este
concepto en palabras —y si lo fuera no habria tal plétora de
definiciones— pero ciertamente implica dos lineas unidas
en un punto y alguna relacién entre ellas. La relacion se
expresa de forma diferente en diferentes circunstancias;
puede ser, por ejemplo, una cantidad de giro, la inclinacién
de dos rayos, o lo puntiagudo de una regién angular.»

A partir de estas definiciones, y a partir de las experien-
cias educativas, entre las que, en nuestra opinion, juegan
un importantisimo papel los ejemplos utilizados durante
la ensefianza, se construye el concepto de dngulo, a partir
de conceptos parciales, como una estructura en la que
entran a formar parte la propia definicién, la imagen
mental y los procesos asociados a la experiencia cons-
ciente o inconsciente.

Estaidea es clave, pues precisamente en ella se centra nuestra
investigacion: nos interesa conocer cudles son los procesos
mentales a través de los que el alumno construye, a lo largo
del aprendizaje, su propio concepto y su propia definicion,
como una estructura compleja en la que entran a formar par-
te elementos diversos que constituyen conceptos parciales. Y
para ello hace falta disponer de herramientas que permitan
identificar cudles son dichos elementos, cudles son los mas
importantes y cudles las relaciones entre ellos.

Nuevas técnicas en la investigacion del concepto:
redes asociativas Pathfinder
El estudio de los procesos mentales a los que antes nos

hemos referido ha sido tradicionalmente abordado, en la di-
d4ctica de las matematicas, en particular, y en muchos otros

203



INVESTIGACION DIDACTICA

campos en general, desde diferentes enfoques y con diversas
técnicas, entre las que podemos mencionar el uso de cuestio-
narios, los protocolos de pensamiento en voz alta, las entre-
vistas a profesores y alumnos o los mapas conceptuales.

Pero el gran problema de estas técnicas es que todas ellas exi-
gen la realizacién de tareas que suelen ser dificiles de llevar
a cabo y también un elevado esfuerzo y consumo de tiempo
por parte de alumnos e investigadores. Ello obliga en la ma-
yor parte de los casos a efectuar estudios con muestras muy
pequenas y andlisis casi exclusivamente de tipo cualitativo.

Por otra parte, su aplicacién exige un elevado nivel de
introspeccion del alumno, que no siempre es posible en
edades tempranas, ni con todos los alumnos, y que limita
sus posibilidades de empleo.

Exigen, por tdltimo una inferencia, en algunos casos ex-
cesiva, del investigador a la hora de obtener y analizar
resultados, lo que puede restarles validez.

Necesitamos, pues, utilizar nuevas técnicas que eviten
estos inconvenientes y, en ese sentido, creemos que las
redes asociativas Pathinder pueden suponer un avance.

Las redes asociativas Pathfinder (Schvaneveldt, Durso y
Goldsmith, 1985) pueden ser incluidas entre los métodos
de representacion del conocimiento que hacen uso de la
puntuacién de similaridad entre conceptos. Estos métodos
asumen que se puede utilizar una representacion espacial
entre los conceptos, que describird el patrén de relaciones en-
tre ellos en la memoria. La representacion se obtiene a partir
de una puntuacién numérica que se adjudica a la similaridad
o diferencia entre los conceptos percibida por un sujeto y
que corresponde a su distancia semdntica. La distancia se-
mantica pasa a ser considerada como si fuera una distancia
geométrica y los conceptos semdnticamente mas proximos
se representaran mas proximos en el espacio y andlogamente
los mas distantes. Dado que se pide al sujeto la realizacién de
una tarea extremadamente simple y en la que no influyen la
madurez o los conocimientos previos, se espera que los datos
obtenidos reflejen la estructura profunda de su memoria.

Aunque existen algunas variantes, la técnica mas general
de puntuacién de similaridad entre conceptos comienza,
primeramente, por la eleccién de conceptos que pueden
ser simples o mds elaborados, y después presentando
todos los posibles pares en orden aleatorio.

En ese momento se pide al alumno que, dados dos de
ellos, asigne una puntuacion a la similaridad o a la dife-
rencia que exista. Las puntuaciones se resumen en una
matriz de distancias que describe el grado de similaridad
o diferencia, y que habitualmente son transformados en
coeficientes de relacién entre O y 1, de modo que los con-
ceptos muy relacionados se puntian con valores proxi-
mos a 1, y los que no lo estdn se puntian préximos a 0.

Las matrices de datos de puntuacién o coeficientes de
relacion obtenidos se tratan mediante técnicas estadisticas
como la de andlisis de componentes principales, analisis de
Cluster, escalamiento multidimensional o redes Pathfinder.
Estos métodos estadisticos transforman los datos de inte-
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rrelacién entre conceptos en distancias entre puntos en un
espacio de dimensiones minimas, de tal manera que se ob-
tiene una representacion espacial o se determina la estructu-
ra subyacente de los datos. Muchos investigadores estan de
acuerdo en que estos procedimientos hacen posible definir
operativamente la estructura cognitiva (Fenker, 1975; Jo-
nassen, 1987; Preece, 1976; Shavelson, 1972, 1985; Wainer
y Kaye, 1974)

Las redes asociativas Pathfinder son representaciones
en las cuales los conceptos aparecen como nodos y sus
relaciones como segmentos que los unen, de mayor o
menor longitud segun el peso o fuerza de su proximidad
semantica. Veamos un ejemplo referido a conceptos de
ciencias naturales:

Movimiento

Estados del agua

Para obtener estas redes, como antes hemos indicado, se
parte de un conjunto de conceptos seleccionados dentro
de un campo de conocimiento y se pide al sujeto que eva-
lde cudl es la proximidad que considera que existe entre
cada par de ellos. Esto puede llevarse a cabo mediante el
programa informatico KNOT (Schvaneveldt, 1989), que
presenta en pantalla de forma aleatoria todos los pares
posibles y permite asignar el nivel de relaciéon mediante,
por ejemplo, el deslizamiento del cursor.

Use the mouse to rate the concepts:

liquido
calor

Low Relatedness High

A partir de los datos obtenidos, el programa calcula una
matriz de correlaciones como la siguiente —referida al
ejemplo del grafico anterior— y que representa los «pe-
sos» de los enlaces entre conceptos:
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Agua 3:;3: Animales Plantas M(;:‘e';cu- 111\1/;:1‘:1:) Calor (Ilislt:g:;; Sélido  Liquido Gas
Agua
Seres vivos 0,8000
Animales 0,7500 | 0,8733
Plantas 0,6400 | 0,7867 | 0,7533
Moléculas 0,2400 | 0,2367 | 04667 | 0,2333
Movimiento 0,3900 | 0,4067 | 03800 | 0,2267 | 0,3033
Calor 0,2733 | 0,5533 | 0,2700 | 0,2600 | 0,3300 | 0,5067
Estados del agua | 0,7067 | 0,2800 | 0,2267 | 0,3100 | 0,2533 | 0,5167 | 0,6867
Sélido 0,2367 | 0,2033 | 0,2933 | 02500 | 0,1667 | 02167 | 0,1633 | 0,7567
Liquido 0,7767 | 02267 | 0,2633 | 0,2300 | 02167 | 04367 | 0,2267 | 0,7867 | 0,4933
Gas 0,1600 | 0,2567 | 0,1900 | 0,2000 | 0,3000 | 0,2600 | 0,3000 | 0,7800 | 0,4667 | 0,4667

A partir de esta matriz, y utilizando otro algoritmo (Kama-
da y Kawai, 1989), ofrece una representacion grafica.

Dado que, en la matriz de datos, todos los conceptos
estdn relacionados en mayor o menor grado, aparecerian
unidos todos:

-’.'fﬁi;}::-.'l_

: liquido :ﬁ— -1
-

Pero esta red no ofrece informaciodn {itil, e interesa que
s6lo aparezcan los enlaces mads significativos. El meca-
nismo bdésico para determinar qué enlaces se incorporan
consiste en que un enlace s6lo se incorpora a la red si no
existe un camino indirecto a través de otros nodos cuya
suma de pesos sea menor que la de dicho enlace directo.
De este modo, en la red resultante, no todos los concep-
tos estdn necesariamente relacionados entre si, sino que
s6lo se representan aquéllos enlazados por senderos de
peso minimo, de manera que aparecen solo las relaciones
mas fuertes tal como se expone en la siguiente figura:
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Movimiento

Estados del agua

Seres vivos

Para seleccionar los enlaces, el algoritmo Pathfinder,
utiliza un procedimiento iterativo que, teniendo en
cuenta dos pardmetros (¢ y r), busca entre los nodos para
encontrar el camino indirecto mds préximo entre ellos y
conservar sélo los enlaces con un sendero de peso mini-
mo entre dos conceptos.

Los parametros ¢ y r determinan, pues, el nimero de
nodos que apareceran en la red, haciéndola mas o menos
compleja.

Por lo que respecta al pardmetro ¢, su finalidad es limi-
tar el nimero de enlaces que estdn presentes en la red y,
disminuyendo su valor, aumenta la complejidad. Si se
quiere que, en una red con n nodos, s6lo aparezcan los
enlaces mds importantes, se utiliza ¢ = n — 1. Suele ser
el valor mds usual en las investigaciones y es el valor
empleado en nuestro trabajo.
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Con respecto al pardmetro r, su importancia practica
radica en que, eligiendo r = infinito, y en virtud del algo-
ritmo matemédtico empleado, podemos utilizar datos que
no estén medidos en escalas de razon. Evidentemente,
la proximidad que un sujeto estima que existe entre dos
conceptos no se mide en una escala de razén, por lo que
en muchos estudios, el nuestro incluido, se utiliza dicho
valor de r.

Para una exposicién detallada de los aspectos anteriores,
puede consultarse Schvaneveldt (1989) y nuestro trabajo
(Casas, 2002).

En estos trabajos también puede obtenerse mas infor-
macién acerca del programa KNOT, que ofrece varias
posibilidades no sélo de representacion grafica, sino de
célculo de pardmetros numéricos, tales como la coheren-
cia de las redes obtenidas o la similaridad entre ellas, de
gran interés para la investigacion cuantitativa, pero a los
que no haremos referencia en este articulo por limitacio-
nes de espacio.

La gran aportacién que suponen las redes asociativas
Pathfinder es que permiten crear representaciones en
forma de redes de la estructura cognitiva de un sujeto
a partir de datos empiricos, y pueden ser generadas de
forma totalmente automatica.

Las redes asociativas Pathfinder tienen campos de utili-
zaciéon muy amplios (Jonassen, Beissner y Yacci, 1993;
McGaghie, 1996; Barab et al., 1996; Eckert, 1997; Chen,
1998; Ramey et al., 2001). En nuestro trabajo Casas
(2002) hacemos una revision bibliografica detallada de
la utilizacidén de esta técnica, en la que, basicamente, se
pueden observar cinco grandes lineas:

e Los primeros trabajos estdn dedicados a la investi-
gacion bdsica sobre la representacién de la estructura
del conocimiento, con trabajos como los de Gonzalvo
(1994), Wilson (1998) o McClure (1999) dedicados a la
validacion de la técnica y a su comparacién con otras ya
conocidas.

* Una segunda linea de investigacién es la dirigida a la
formacion del profesorado, con trabajos que tratan de
identificar cémo se pueden analizar las estructuras de co-
nocimiento de los alumnos y profesores, en qué manera
van evolucionando y cémo se van haciendo més similares
unas a otras conforme avanza el proceso de instruccion.
Entre ellos podemos sefialar el de McGaghie (1996) vy,
particularmente, el de Kokoski y Housner (1994), con
alumnos y profesores de matemadticas y ciencias.

e En tercer lugar estdn los trabajos enfocados hacia el
disefio y evaluacién de productos hipermedia educati-
vos, en los que, haciendo uso de esta técnica, se trata de
estudiar cudl es el proceso de utilizaciéon de estos pro-
ductos en campos tales como la ensefianza de la quimica
(Berger y Dershimer, 1993) o de los idiomas (Nelson y
Bueno, 1999). También en la misma linea hay trabajos
que tratan de diferenciar las caracteristicas del uso por
parte de usuarios expertos o novatos (Koneman y Jonas-
sen, 1994; Ramey et al., 2001).
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* Podemos sefalar, después, un buen nimero de inves-
tigaciones que utilizan las redes asociativas Pathfinder
para recuperar y representar datos cuando se tienen gran-
des cantidades de informacién. Entre ellas destacamos
las de Fowler (1992) o Byrne y McCracken (1999), sobre
creacion de tesauros basados en la proximidad semdntica
de documentos, o la de Fabrikant (2001), que genera un
modelo de realidad virtual con todas las noticias apareci-
das en un periodo en una agencia de noticias.

e Por tltimo hay un grupo de investigaciones muy varia-
das que tratan de estudiar la estructura cognitiva de los
sujetos en campos tan diferentes como las de distintos
tipos de enfermos mentales (Lindsay y Goldsmith, 1995;
Paulsen et al., 1996 ) o las de personas en distintas situa-
ciones sociales o de trabajo (Manguno, 1998; Haslinger,
2001; Schvaneveldt, 2001).

De los trabajos anteriormente presentados queremos des-
tacar dos importantes aspectos relativos a esta técnica:

— Su capacidad de representacion grafica, cada vez mas
valorada y utilizada en las ciencias sociales.

Estos trabajos destacan, ademds, que las propiedades
de una red gréfica resultan importantes, pues tanto la
colocacién de los nodos en la figura como la longitud
de los enlaces proporcionan por si solos informacién
importante. Mientras mds centralmente aparece coloca-
do un nodo, mds «central» es el concepto asociado en
la estructura cognitiva y, en cambio, la longitud de los
enlaces significa similaridad de los conceptos. Estas re-
presentaciones permiten destacar cudles son, dentro de la
estructura cognitiva de un alumno, los conceptos clave y
las relaciones mds importantes entre los mismos (Jonas-
sen, Beissner y Yacci, 1993; Bajo y Canas, 1994).

— La facilidad de obtencion de datos.

La forma de obtencién de datos en las redes asociativas
Pahfinder permite conseguir una gran cantidad de infor-
macién, que puede ser analizada con diferentes técnicas,
y para diferentes propdsitos, sin que ello suponga, ni un
gran esfuerzo para el investigador, ni para el sujeto de
investigacidn, por supuesto.

Estos datos, como puede verse en las investigaciones an-
teriormente citadas, no solamente pueden ser obtenidos
interrogando directamente al sujeto de investigacion,
sino también de forma automatica registrando sus inte-
racciones durante un trabajo o a partir de la informacién
contenida en documentos, lo cual la hace sumamente
interesante.

OBJETIVOS

El objetivo de este trabajo es realizar un estudio descrip-
tivo de la evolucion del concepto de dngulo en alumnos
desde 3° de educacién primaria hasta la edad adulta,
identificando cuéles son los conceptos parciales a partir
de los que se construye el concepto general de dngulo y
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cudles son los mas importantes dentro de la estructura
cognitiva de los alumnos.

Para ello utilizaremos una técnica que permita obtener
datos suficientes de una muestra amplia y con minima
interferencia por parte del investigador.

HIPOTESIS

Por tratarse de un estudio descriptivo, no se formulan
hipétesis que hayan de ser contrastadas posteriormente.
Se trabaja con la hipdtesis general de que las redes aso-
ciativas Pathfinder van a permitir identificar, dentro de la
estructura cognitiva de un sujeto, los conceptos parciales
mds importantes de un drea de conocimiento, entre los
que destacardn algunos mads significativos que otros.

MUESTRA

Se utiliz6 una muestra formada por 458 alumnos de
centros educativos de la Comunidad Auténoma de Ex-
tremadura, de los cuales 440 correspondian a los cursos
desde 3° de primaria, hasta 4° de educacién secundaria
obligatoria y 18 a alumnos de 5° curso de la carrera de
Matematicas.

Del total de la muestra, 410 alumnos fueron selecciona-
dos mediante un disefio aleatorio, utilizando un procedi-
miento multietapa, desde los niveles mds generales hasta
los mds especificos, combinando muestreo aleatorio
por conglomerados, muestreo aleatorio por estratos y
muestreo aleatorio simple. La afijacion se hizo de forma
proporcional a la poblacién total.

Se afadid, a esta muestra aleatoria, una muestra inten-
cional formada por 30 alumnos de elevado rendimiento,
de 4° de educacion secundaria obligatoria, participantes
en la Olimpiada Matemadtica de Extremadura y por 18
estudiantes de 5° curso de la carrera de Matematicas.

En el caso de los centros de primaria, para realizar la
prueba se seleccionaron los cursos 3°, 4°, 5°y 6° de pri-
maria y, en el de los centros de secundaria, los de 1°, 2°,
3°y 4°de ESO.

Este criterio fue establecido asi pues, es en el curso 3° de
primaria en el que se inicia el estudio del concepto de dn-
guloy se define como tal, puesto que, con anterioridad se
trabaja, 16gicamente, pero incluido en otros conceptos,
como puede ser el de giro, que es tratado desde el primer
curso de primaria.

En el curso 4° se incide de nuevo en el concepto de dngu-
lo y se profundiza mds en la formalizacion de las defini-
ciones y la ampliacion de situaciones en que aparece.

Practicamente, del andlisis de los programas escolares,

se deduce que, en los sucesivos cursos de ensefianza
obligatoria, el estudio de este concepto se amplia tan
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s6lo a tres grandes capitulos: las operaciones con dngu-
los, su medida y la caracterizacion de algunos tipos de
4ngulos segln su posicion.

Los fundamentos de la ensefianza de este concepto que-
dan, en nuestra opinion, establecidos en los cursos 3° y
4° de primaria, en los que se introduce de manera formal
y se inicia su estudio sistematico, lo que justifica iniciar
nuestro trabajo con estos cursos.

Con respecto a la muestra intencional, la primera parte,
constituida por 30 alumnos de 2° curso de ESO, parti-
cipantes en una prueba de alto rendimiento en matema-
ticas, la Olimpiada de Matemadticas en Extremadura,
fueron elegidos para representar un grupo de alto nivel
dentro de los escolares de su edad.

En cuanto a la segunda parte de la muestra intencional,
los alumnos de 5° curso de la Facultad de Matemaéticas
fue elegida por tratarse de adultos que, al igual que los
alumnos anteriores, tienen un elevado rendimiento Yy,
puesto que han elegido la carrera de Matemadticas, una
elevada motivacion hacia las mismas.

El nimero de alumnos de la muestra, distribuidos por
grupos, resulté como se indica a continuacion.

4° primaria 52 ]
4°ESO 46
Matematicas 18
Olimpiada 30
1°ESO 52
5° primaria 54
2°ESO 52
6° primaria 55
3° primaria 54
3°ESO 45
Total 458
I

METODO

Este estudio fue llevado a cabo por el método de en-
cuesta, aunque difiere de la tradicionalmente entendida,
ya que fue sustituido el cuestionario que caracteriza a
esta técnica por un instrumento informatico, el programa
KNOT, que sirve para la formulacién de preguntas, la
recogida de datos y la presentacién de resultados.

Dentro del tipo de investigacién por encuesta, llevamos
a cabo un disefio, transversal (Buendia, 1999), pues los
datos fueron recogidos de varios grupos de sujetos en un
determinado corte en el tiempo.

Para este trabajo en el que se hizo un estudio de la

evolucion del concepto de dngulo en distintas edades,
se tomaron muestras que representaban los distintos
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momentos evolutivos en la adquisicién y desarrollo de
este concepto, desde que se inicia su aprendizaje hasta
el final de la educacion secundaria, con referencias a la
edad adulta. Estudiando los resultados de los distintos
momentos evolutivos, podemos obtener una idea global
del desarrollo del proceso.

Eleccion de los conceptos parciales empleados

Como ya hemos explicado, esta técnica parte de un con-
junto de conceptos dentro de un drea de conocimiento,
que se presenta al sujeto para que éste establezca el gra-
do de similaridad que considera que existe entre ellos.
Evidentemente, y dadas las caracteristicas de la técnica
que hemos explicado, no se puede hacer que el propio
alumno elija los conceptos, y ello por dos razones:

En primer lugar, no podemos suponer que los alumnos
conozcan cudles son los conceptos parciales mds im-
portantes para la construccién del concepto general de
dngulo.

En segundo lugar, y atn suponiendo que cada alumno
eligiera sus propios conceptos parciales, seria imposible
comparar los resultados de unos alumnos con los de
otros.

La dificultad se centra, entonces, en seleccionar los con-
ceptos adecuados que hemos de comparar. Decisiones
tales como cudles son los contenidos relevantes para el
tema objeto de estudio o quien debe hacer la seleccién
requieren un estudio detallado antes de empezar.

En nuestro caso, para elegir cudles serian los conceptos
seleccionados, partimos de dos fuentes: entrevistas a
profesores con experiencia y revisioén de libros de texto.

Con la informacién recogida tanto de las entrevistas
como de los libros de texto, se procedié a elegir una
primera lista de dieciocho conceptos.

Tras esta primera seleccidn, se procedi6 a una segunda,
para la que se utilizaron dos criterios:

1) En primer lugar, un criterio de orden practico rela-
cionado con el programa Knot y con su utilizacién. A
la hora de usar este programa, el tiempo que el alumno
emplea es determinante, pues hay un limite maximo en
que puede mantener la atencion, antes de perder interés
por la tarea que estd realizando (Rohrer y Hoi, 1999).

Asi pues, y también por nuestro conocimiento anterior
en la utilizacién de este programa, determinamos que el
nimero maximo de conceptos deberia estar entre diez y
doce.

2) Un segundo criterio lo obtuvimos a partir de la literatura
cientifica relacionada con el tema. En esta literatura, los
conceptos parciales relacionados con el de dngulo suelen
aparecer agrupados de acuerdo con dos tipos de concep-
ciones, que podemos denominar dindmica y estdtica del
angulo.
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De acuerdo con los criterios enunciados, seleccionamos
once conceptos parciales asociados al de dngulo, agrupa-
dos en la forma que sigue.

— Concepcion «estdtica» de dngulo
Rincén
Regién angular
Lados de un dngulo
Rectas secantes

— Concepcion «dindmica» de dngulo
Orientacién
Giro
Direccion
Agujas del reloj

— Conceptos que participan de las dos
concepciones

Agulo

Abertura

Inclinacién

Estos «conceptos parciales», que forman el concepto
general de dngulo, debemos entenderlos en el sentido de
las imagenes evocadas de los conceptos a que se referian
Tall y Vinner (1981) —de las que tratamos anteriormen-
te— y abarcan distintos niveles de generalidad. Por ello,
otra clasificacién de los conceptos relacionados con el de
dngulo que hemos seleccionado y que puede resultarnos
util es la que puede hacerse atendiendo a su mayor o me-
nor nivel de generalidad, en el sentido de las jerarquias
que emplea Novak a la hora de clasificar los conceptos
de un mapa conceptual.

Atendiendo a este criterio, podemos clasificar los con-
ceptos anteriores como sigue:

agujas del reloj

. ) . CONCEPTOS
IHCIIHE[CIOH orientacion
GENERALES
angulo
£ £ OBJETOS
MATEMATICOS
direccion

EJEMPLOS

| lados de un dngulo | | region angular |

rincén
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En esta clasificacién podemos observar cdmo, segun
nuestra concepcion, existen conceptos generales, em-
pleados por gran parte de la poblacién, de los cuales el
mads general de todos (desde el punto de vista matema-
tico, aunque quizd no lo sea desde el del lenguaje de la
calle) es el de dngulo.

A este concepto se han de afiadir los de inclinacion, di-
reccion, orientacion, giro y abertura, que son de modo
casi exhaustivo los términos empleados en las distintas
definiciones de dngulo que aparecen en los libros de
texto.

En el siguiente nivel de generalidad hemos situado lo
que denominamos objetos matemdticos, y que son con-
ceptos utilizados en la definicién y descripcién de los
conceptos anteriores: region angular, lados del dngulo
y rectas secantes.

Por dltimo, al menor nivel de generalidad estan los que
utilizamos como ejemplos, y de los cuales sélo hemos
seleccionado dos: rincén y agujas del reloj.

Realizacion de la experiencia

El investigador se desplazé hasta cada uno de los centros,
pues de esta manera se quiso garantizar que la aplicacién
de la prueba fuera igual en todos los casos.

La puesta en practica se llevé a cabo con diez ordena-
dores Macintosh que fueron aportados por el equipo
de investigacién y en los que previamente se habia
instalado una copia del programa KNOT Mac, version
3.1. Para todos las redes de los alumnos, los pardme-
tros escogidos en las preferencias del programa fueron
q = 10, r = infinito, que como hemos indicado ante-
riormente, permiten obtener las redes mds sencillas
posibles.

A todos los alumnos se les impartieron tinicamente las
siguientes instrucciones textuales: «En el ordenador
van a aparecer una serie de palabras que tienen algo
que ver unas con otras, que tienen cierta relacion:
poca, mucha o regular. Tii tienes que indicar cudn-
ta. Si seiialas con el raton a la derecha es mucha, si
sefialas a la izquierda es poca, y hacia el centro es
regular».

No se les dio ninguna otra indicacién previa acerca
del contenido de la prueba, sino tan s6lo una demos-
tracién del manejo, que fue entendida perfectamente
salvo pequefias excepciones a las que se atendid
personalmente cuando los demds alumnos ya estaban
trabajando.

RESULTADOS Y ANALISIS DE LOS MISMOS

Se obtuvieron las 458 redes asociativas Pathfinder de los
alumnos, del tipo de las siguientes:

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2005, 23(2)

INVESTIGACION DIDACTICA

Orientacién

Direccion

Rectas secantes

Agujas del reloj

Lados de un dngulo

Orientacién

Direccion

Giro

Agujas del reloj

Region angular
Lados de un dngulo

Rectas secantes

Estas redes ofrecen una amplia informacién visual (re-
laciones entre conceptos, grupos que se forman entre
ellos, distancias...) que, ademds, puede ser completada
por parametros como la coherencia, o la similaridad que
se calcula por el programa KNOT, o las propias matrices
numéricas de datos, y que exponemos en nuestros traba-
jos (Casas, 2002; Casas y Luengo, 2004). Tal cantidad de
datos ofrece varios y sugerentes caminos de investiga-
cion. Sin embargo, en este trabajo sélo nos centraremos
en un aspecto que presentamos a continuacion.
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En estas redes, como podemos observar, aparecen nodos
principales (dngulo, agujas del reloj o lados del angulo) que
ocupan una posicién mas relevante dentro de la estructura,
pues presentan un mayor niimero de relaciones con los de-
mas. Llamamos «nodos muiltiples» a aquéllos que tienen
més de dos enlaces. Estos nodos nos permiten identificar
los conceptos mds importantes en la estructura cognitiva de
los alumnos, que denominamos «conceptos nucleares» en
nuestra teoria (Casas, 2002; Casas y Luengo, 2004).

De este modo podemos identificar cudles son dichos
conceptos en cada curso de la escolaridad, y estudiar as{
c6mo va evolucionando la estructura cognitiva en torno
al concepto de dngulo en distintas edades.

Para ello, registramos cudles son los principales nodos miil-
tiples que aparecen en ellas. Tras el recuento de todos los
nodos multiples, en la siguiente tabla podemos ver el tanto
por ciento de veces que aparece como tal cada uno de los
posibles nodos en las redes correspondientes a cada curso. En
esta tabla y en las que siguen, estdn representados los cursos
desde 3° de primaria (3°p) hasta 4° de secundaria (4°s), asi
como los alumnos de la Olimpiada (Ol.) y de Matemdticas
(Mat.).

3p 4% 5% 6% 1% 2% 3% 4% Ol Mat.

Inclinacion  [11,0/10,3[ 59 [ 6,8 | 4.5[23 (0827 0 [ 0

Direccién 74177166]74(90]92[50]62][3,1]206

Orientacién |59 |94 [8,1[56]68|54(50/09|31]26

Giro 11,815,196 (86]|75[85[50[62][15]|77

Rectas 8851122168 |53(62(67|7,1]7,7]5,1
secantes

Agujas 7.4 12,8]14,7(16,7(20,3|17,7(25,0|25,7|30,8 17,9
del reloj

Rincén 29 |11,1181143]75]69|83|18]77]|5]1

Angulo 12,5|13,7|21,3|14,8[17,3|18,5|21,7|23,9|26,2| 23,1

Lados ) 9,6 [13,715,4(10,5| 9,8 |13,8|15,8(10,6| 6,2 |12,8
de un dngulo

Region 125(34144(99|75(38|50(80]|7.7|17.9
angular

Abertura 1037,7]37(86|45(77]17]71]62]5.1

Aqui podemos observar cémo, por ejemplo, en 3°, el
concepto inclinacion representa el 11% de los nodos
multiples totales que aparecen en las redes de tales
alumnos. El concepto direccion representa el 7,4% del
total de los nodos multiples que aparecen en tal curso.
En la columna correspondiente a 3°, como ocurre en
todas las demds, la suma de porcentajes es 100.

Hemos sombreado, ademas, cuéles son los nodos mul-
tiples mas utilizados. Asi podemos ver, en conjunto, en
cada uno de los cursos, cudles son los nodos miltiples
que utilizan los alumnos.

Veamos a continuacion cual es la distribucion de estos
conceptos a lo largo de los distintos cursos.

En 3° de primaria, la distribucién en tanto por ciento

de los conceptos que los alumnos utilizan como nodos
multiples es la siguiente:
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35w T
3° de primaria |
30 o .
|
25 o r
Utilizacion |
como nodo 20 1 v
miiltiple '
% 15 4 -
r i
10 | r
'
5 J L
|
0 |
Inc.| Dir. | Ori. | Gir.| R.S.] AR.|Rin. |Ang. |[L.A.[R..

A.| Abe. |

Inc.: Inclinacién / Dir.: Direccién / Ori.: Orientacion / Gir.: Giro /
R.S.: Rectas secantes / A.R: Agujas del reloj / Rin.: Rincén /
Ang.: Angulo /L.A.: Lados de un dngulo / R.A.: Regi6n angular / Abe.: Abertura

Como podemos ver, hay varios conceptos que apa-
recen como nodos miultiples en proporciones simi-
lares: dngulo, region angular, giro e inclinacion son
los mas destacados, aunque los demads tienen una
representacién notable. Recordemos que es en este
curso cuando se inicia el aprendizaje del concepto
de dngulo.

En 4° de primaria, la distribucién es la siguiente:

35

4° de primaria
30

25 o
Utilizacion
como nodo 20
miltiple
% 154 . L

10+ i i

54 L

| Inc.

Inc.: Inclinacién / Dir.: Direccién / Ori.: Orientacion / Gir.: Giro /

Dir.l Ori. | Gir.

RS. | A,R4| Rin. |Ang.|L.A. | R.A.lAbe,l

R.S.: Rectas secantes / A.R: Agujas del reloj / Rin.: Rincén /
Ang.: Angulo /L.A.: Lados de un dngulo / R.A.: Regi6n angular / Abe.: Abertura

Esta distribucion es similar a la anterior, con dos dife-
rencias que queremos destacar: la menor utilizacién del
concepto region angular y el aumento de la frecuencia
de aparicién de agujas del reloj.

En el curso 5° de primaria, la distribucion de frecuencias
de utilizacion es la que aparece en el cuadro de la pagina
siguiente.

En este curso se observa una tendencia que se mantendra
ya durante toda la escolaridad: la concentracién de las
frecuencias de aparicién en unos pocos conceptos, que,
como podemos ver en la anterior figura son, en este caso:
«angulo», lados del dngulo y agujas del reloj.
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35
5° de primaria

30- L

25 3
Utilizacion

—,

como nodo 20 L
miltiple
% 15 -

10 -

5 =

Inc. | Dir.| Ori.

Gir. |R.s.| ARi Rin.| Ang. L.A.| R.A4|Abe4|

Inc.: Inclinacion / Dir.: Direccién / Ori.: Orientacién / Gir.: Giro /
R.S.: Rectas secantes / A.R: Agujas del reloj / Rin.: Rincén /
Ang.: Angulo / L.A.: Lados de un 4ngulo / R.A.: Regién angular / Abe.: Abertura

3
1° de ESO
30+ -
254 3
Utilizacién
como nodo () — L
multiple T
% 154 -
104 -
- ——
Sef 9
IInc.rDir.| Ori. | Gir. [R.S. JAR. | Rin. | Ang.| LA. |R.A. |Abe4]

Inc.: Inclinacién / Dir.: Direccién / Ori.: Orientacion / Gir.: Giro /
R.S.: Rectas secantes / A.R: Agujas del reloj / Rin.: Rincén /
Ang.: Angulo / L.A.: Lados de un dngulo / R.A.: Regién angular / Abe.: Abertura

Al llegar a 6° de primaria hay un cambio, pues vemos
que vuelven a utilizarse conceptos que parecian tener
una tendencia a dejar de aparecer (como «regién an-
gular»). Sin embargo, se mantiene la importancia de
dos conceptos: agujas del reloj y dngulo.

35
6° de primaria

304 -

25 2
Utilizacion
como nodo L
multiple
% 154 s

10

54 L

0

Inc. | Dir. | Ori. | Gir. | R.S. |AR. |Rin. |Ang. |[L.A. |R.A. |Abe.

Inc.: Inclinacion / Dir.: Direccién / Ori.: Orientacién / Gir. : Giro /
R.S.: Rectas Secanes / A.R: Agujas del Reloj / Rin.: Rincén /
Ang.: Angulo / L.A.: Lados de un dngulo / R.A.: Regién Angular / Abe.: Abertura

A partir de 1° de ESO, se acenttia una tendencia que
se mantendrd en toda la secundaria: el empleo de
cada vez menos conceptos distintos como nodos mul-
tiples, y la polarizacién en unos pocos. Ello destaca
ain mds si observamos que la media de aparicién de
los conceptos menos utilizados que estaba en 3° de
primaria en torno a un 10% baja en secundaria hasta
un 5, mientras que la de los mds utilizados aumenta
hasta un 15%. Esta evolucién podemos comprobarla
en los datos de 1° a 3° de ESO, que presentamos a
continuacion.
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3
2°de ESO
30 -
25 -
Utilizacion
como nodo () L
multiple — -
% 157 i
10 o
-
5 L
Inc. | Dir. |Ori. | Gir. [RS. JAR. |Rin. JAng. ILA. IRA. Abe[

Inc.: Inclinacién / Dir.: Direccién / Ori.: Orientacion / Gir.: Giro /
R.S.: Rectas secantes / A.R: Agujas del reloj / Rin.: Rincén /
Ang.: Angulo / L.A.: Lados de un dngulo / R.A.: Regi6n angular / Abe.: Abertura

35
3°de ESO

302

25 —
Utilizacion
como nodo 204
multiple
% 157

10+

——
5.4 —|
0. - - ] - s
Tnc. [Dir. |Ori. [Gir. [RS.JAR[Rin. [Ang.[LA. [R A [Abe.]

Inc.: Inclinacién / Dir.: Direccién / Ori.: Orientacion / Gir.: Giro /
R.S.: Rectas secantes / A.R: Agujas del reloj / Rin.: Rincén /
Ang.: Angulo /L.A.: Lados de un dngulo / R.A.: Regién angular / Abe.: Abertura
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En estos cursos, sin embargo, sigue manteniéndose la
frecuencia de aparicién de los mismos tres conceptos:
agujas del reloj, dngulo 'y lados del dngulo.

La tendencia que anteriormente hemos sefalado, se
acentua si cabe, en el curso 4° de ESO, y en los alumnos
de la Olimpiada:

35

4°de ESO
30 L

Utilizacion
como nodo (= L
miiltiple

% 154 -

r=nuill ]

Inc. |Dir. iOn’.[Gin RS. [AR.|Rin. [Ang |[LA. Abe.

—

RA.

Inc.: Inclinacién / Dir.: Direccién / Ori.: Orientacion / Gir.: Giro /
R.S.: Rectas secantes / A.R: Agujas del reloj / Rin.: Rincén /
Ang.: Angulo /L.A.: Lados de un dngulo / R.A.: Regién angular / Abe.: Abertura

35
Olimpiada

30 =1 v

25+ -
Utilizacién
como nodo () i
miiltiple
% 159 i

10

5+ | r

Dir. [Ori. [Gir. [RS. JAR. [Rin. [Ang. LA, [RA. |Abe.

0
|lnc<
Inc.: Inclinacién / Dir.: Direccién / Ori.: Orientacion / Gir.: Giro /

R.S.: Rectas secantes / A.R: Agujas del reloj / Rin.: Rincén /
Ang.: Angulo /L.A.: Lados de un dngulo / R.A.: Regién angular / Abe.: Abertura

En este tdltimo grupo, que, recordemos, corresponde a
alumnos de 2° de ESO, pero de capacidad superior, la
tendencia es aiin mds manifiesta: tan sélo dos conceptos
agujas del reloj y dngulo centran la mayor parte de las
redes asociativas.

Por ultimo, entre los alumnos de Matematicas, adultos,
observamos que, aunque hay conceptos que parecen
«resurgir» (tal como el de region angular, seguramente
como fruto de su formacién especializada en el mo-
mento), siguen manteniéndose bdsicamente los mismos
conceptos que fueron surgiendo a lo largo de la escola-
ridad:
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35

Matemiticas
30 =

25 =
Utilizacién
como nodo () =
multiple
%

Inc. |Dir. |Ori. |Gir. [RS. JAR. [Rin. [Ang. [LA. [RA. JAbe.|
| |

Inc.: Inclinacion / Dir.: Direcci6n / Ori.: Orientacion / Gir.: Giro /
R.S.: Rectas secantes / A.R: Agujas del reloj / Rin.: Rincén /
Ang.: Angulo / L.A.: Lados de un dngulo / R.A.: Regi6n angular / Abe.: Abertura

Dado que el objetivo tltimo de nuestro trabajo es estu-
diar el concepto evolutivo de dngulo a través de los dis-
tintos cursos de la escolaridad, creemos ahora que puede
resultar adecuado estudiar la evolucién de un concepto a
través de su frecuencia de aparicién como nodo muiltiple
en los distintos cursos y grupos. Aunque, reiteramos una
vez mads, los grupos de la Olimpiada y los alumnos de
Matematicas son grupos de caracteristicas diferentes,
los incluimos en este grafico para poder compararlos.
El grifico, pues, recordamos, tiene dos partes, separadas
por la linea discontinua: una parte refleja la evolucién
de los grupos escolares segtin su edad, y la otra es una
comparacién con estos dos grupos especiales.

Ello nos ayudara a conocer con una visiéon de conjunto
cudles son los conceptos mds importantes en la estructu-
ra cognitiva de los alumnos.

35+ :

W
5 8
e o

%o

[}

<

ek I_.I- 4

3 S T TR —

Cursos

3%p 4% 5% 6p 1% 2% 3% 4% Ol Mat
== Abertura ~®_. Agujas del reloj
=i Regién angular —#— Rectas secantes
Lados del dngulo Giro
“= Angulo & Orientacion
Rincén ~a. Direccion

@ Inclinacién

La interpretacion de esta gréfica, en concordancia con
los datos parciales que hemos presentado anteriormente
para cada curso, nos informa de cémo al principio de
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la escolaridad, la frecuencia de uso de cada concepto es
similar (todos estdn agrupados en la zona de la gréfica
que corresponde entre el 2,9 y el 12,5 por ciento). Esto
nos indica que todos los conceptos son utilizados en una
proporcién aproximada. Pero, conforme aumenta la edad
de los alumnos, hay conceptos (como los de agujas del
reloj, dngulo) que aumentan en su frecuencia de utili-
zacion, hasta un 30,8% y 26,2% respectivamente) des-
tacdndose claramente de los demds, mientras que otros
conceptos tienen una tendencia a ser utilizados cada vez
menos.

CONCLUSIONES

Observando los resultados anteriores, obtenemos las
siguientes conclusiones:

Al principio de la escolaridad todos los conceptos son
utilizados en proporciones muy similares, mientras que,
conforme avanza ésta, unos pocos conceptos tienden
a utilizarse mas que todos los demds como conceptos
principales.

Aparece, a lo largo de la escolaridad, un concepto que se
destaca como el mds importante: el de agujas del reloj.

Los siguientes conceptos en orden de importancia segin
su utilizacién son los de dngulo y lados del dngulo.

Podemos, pues, observar que existen conceptos cuyo uso
en las redes aumenta a lo largo de la escolaridad: agujas
del reloj y dngulo, mientras que existen conceptos cuyo
uso en las redes se mantiene a un nivel medio durante
toda la escolaridad, como el de lados del dngulo 'y, por
otro lado, el uso de todos los demds conceptos en las
redes se mantiene muy bajo y tiende a disminuir.

De los resultados obtenidos podemos concluir que en
la estructura cognitiva de los alumnos resultan ser muy
significativos tres conceptos: agujas del reloj, dngulo'y
lados del dngulo. Aunque dngulo es un concepto ge-
neral y lados del dngulo un concepto matematico, el
tercero de ellos agujas del reloj, que es precisamente el
mas utilizado de todos por los alumnos, es solamente un
ejemplo utilizado durante la ensenanza.

Estos resultados concuerdan con nuestra «Teorfa de los
Conceptos Nucleares», expuesta en Casas (2002) y en
Casas y Luengo (2004). Explicada muy brevemente,
parte de una sencilla idea: la adquisicién del conoci-
miento en general y su almacenamiento en la estructura
cognitiva de un alumno sigue un proceso andlogo a la
adquisicidn del conocimiento del entorno fisico.

El entorno fisico (una ciudad, una regién...) se conoce
partiendo de puntos destacados («hitos») entre los que
se establecen «rutas» para desplazarse de unos a otros.
El conocimiento basado en rutas de las que, si nos sali-
mos, nos perdemos, no es completo y el entorno fisico
no se conoce plenamente hasta que no se tiene la «vista
de conjunto», que nos permite conocer todas las rutas,
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cambiar de unas a otras si es necesario y elegir aquéllas
que sean mejores para cada propdsito, los «senderos de
minimo coste».

Partiendo de la adquisicién de ciertos «hitos», puntos
fuertes en la estructura cognitiva que denominamos
conceptos nucleares, se van estableciendo enlaces entre
ellos que constituyen «rutas» (relaciones entre algunos
conceptos) y «senderos de minimo coste» (asociaciones
entre grupos de conceptos que se establecen para un de-
terminado propdsito y que tienden a ser lo mds sencillas
posible) que conducen a la adquisicién de una «vision
de conjunto» (cuando se domina todo el campo de co-
nocimiento y se pueden establecer distintas asociaciones
en funcién de lo que se necesite). En dicho momento
podemos considerar que se ha adquirido adecuadamente
un concepto.

Del mismo modo, interpretamos nuestros resultados con-
siderando que los alumnos construyen su conocimiento a
partir de conceptos como los de agujas del reloj o lados
del dangulo, ejemplos ambos que tienen un soporte fisico
(de cardcter dindmico en el caso del primero) para, a par-
tir de ellos, ir adquiriendo otros conceptos, tales como
apertura, orientacion o rotacion, que carecen de dicho
soporte, y creando rutas de enlace con ellos, hasta tener
una vision de conjunto que representa la adquisicion del
concepto general de dngulo.

Los conceptos nucleares, como muestran los datos de in-
vestigacion, no son siempre los conceptos mas generales
0 abstractos, sino también otros como los ejemplos utili-
zados en la ensefianza, pero que resultan los mds desta-
cados en la estructura cognitiva del alumno. Utilizando
de nuevo el simil geogrifico, podemos decir que, cuando
se conoce un entorno geografico de una ciudad, no tie-
nen por qué ser sus principales avenidas o monumentos
nuestros puntos de referencia, sino quizd sélo algunos
puntos que nos han resultado interesantes porque fueron
los primeros que visitamos al llegar por primera vez. De
ahi que los conceptos que se adquieren en el principio de
la instruccidn suelan ser los mds importantes.

Repercusiones para la enseiianza y la investigacion

En el caso concreto de la ensefianza del dngulo, creemos
que es necesario abordarla desde una perspectiva muy
amplia, pues, como hemos tenido ocasién de comprobar,
es un concepto muy complejo, con numerosos matices
que han de ser presentados adecuadamente para que el
alumno consiga una integracion de todas sus partes.

Pero nuestros datos muestran cémo los alumnos centran
su estructura cognitiva sobre todo en aspectos relaciona-
dos con el soporte fisico de la nocién de angulo, como es
el caso de las agujas del reloj, que representan los lados
del angulo, otro de los conceptos nucleares identificados
y que, ademds, entra dentro de lo que antes hemos des-
crito como concepcién «dindmica». Esta concepcion di-
ndmica, parece ser, pues, la que resulta para los alumnos
mas «atractiva».
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A partir de los conceptos nucleares sefialados, se puede,
entonces, construir todo el conocimiento, adquiriendo
progresivamente otros conceptos que, como los de aber-
tura, orientacion o giro, carecen de un soporte fisico
propio y han de ser construidos con el trabajo en muchas
situaciones y modelos fisicos en los que estos conceptos
estan implicados.

Esto nos indica también el relativo interés que tiene
construir el conocimiento de este concepto en torno a
nociones como la de «regién angular», absolutamente
formales matematicamente hablando, pero que sdélo
aparecen como destacadas, paradéjicamente, en dos
momentos de la escolaridad: al inicio de ésta, y en los
alumnos de Matematicas, donde, en cierto modo, éstos
vuelven a aprender de nuevo, aunque mas formalizado,
el mismo concepto de dngulo.

Quiza en este momento interese también destacar que la
cuestion mds importante no es encontrar una definicién
de dngulo que sea adecuada, sino, como en otros muchos
casos, tratar de que sea el alumno el que construya su
propio concepto de dngulo; y que lo construya a partir de
las situaciones angulares que se le presentan y va mani-
pulando a lo largo de su escolaridad.

La importancia de la manipulacién de modelos fisicos
para conocer realidades abstractas queda, de nuevo,
reflejada por los datos de nuestra investigacion. Esta ha
mostrado cémo el recurso a soportes fisicos y actividades
manipulativas es de suma importancia para los alumnos,
pues, a lo largo de toda su escolaridad, recurren a ellos
a la hora de organizar su estructura cognitiva acerca de
conceptos complejos como el de dngulo.
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Una repercusién importante, de orden préctico, para la in-
vestigacion es que nuestra metodologia permite identificar
cudles son los conceptos nucleares en torno a los cuales los
alumnos estructuran su conocimiento, y no sélo en el conoci-
miento del concepto de dngulo sino, utilizando una metodo-
logia similar, en el de otros muchos conceptos matematicos.

Si la gran aportacién de Ausubel y Novak a las teorfas
educativas ha sido la consideracién de la importancia de
los conocimientos previos, precisamente, en la dificultad
de identificar de forma correcta en la practica aquellos con-
ceptos que son significativos para los alumnos, radica una
de las debilidades de su propuesta educativa. Si con nuestra
técnica podemos identificarlos y podemos estructurar la en-
seflanza en torno a ellos, hemos conseguido un avance.

Queremos, por dltimo, insistir en que existen muy pocas
investigaciones realizadas con esta técnica en las dreas de
matematicas o ciencias. Conocemos tan sélo las citadas an-
teriormente y, entre ellas, las nuestras propias. No existen,
pues, antecedentes de estudios o trabajos publicados que
aborden el mismo problema u otros relacionados. Por ello
no se pueden presentar mas aportaciones previas en el drea,
como es usual hacer en los trabajos de investigacion.

En el momento actual de la investigacion, el hecho de no
poder contrastar los resultados con otras investigaciones
constituye, légicamente, una limitacién de los resultados
obtenidos, pero consideramos que las posibilidades de
las redes asociativas Pathfinder para la investigacién son
enormes, y este hecho lo respalda el interés y la variedad de
ambitos en que han sido utilizadas y validadas. La didactica
de las matematicas puede enriquecerse con la utilizacién de
esta nueva técnica como se estd haciendo en otros campos.
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