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Resumen. En este articulo presentamos una investigacién que surge de un especial interés por estudiar y explorar el caso del infinito, en su
dualidad potencial-actual, en un nivel donde ya se han introducido conceptos formales del cédlculo diferencial e integral, y donde empiezan a
aparecer interconexiones y confusiones entre la «imagen formal» e «imagen informal» de estos conceptos. El estudio pretende contribuir con el
debate de la problemadtica del infinito e infinitos a nivel universitario. Se enmarca en un estudio cualitativo; el analisis de datos es inductivo y el
foco de investigacion es de cardcter exploratorio, descriptivo e interpretativo. Participaron en el estudio 89 estudiantes con edades comprendidas
entre 17 y 25 afios.
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Summary. We present a research springing from a special interest in studying and exploring the infinite and its duality power-present, at a level
where formal concepts of differential and integral calculus have already been introduced and where there appear interconnections and confusion
between the «formal image» and the «informal image» of these concepts. This paper attempts to contribute to the debate of the finite and
infinite problems at university level. It is framed within a qualitative study, the analysis of date is inductive and the focus of the research is of an

exploratory, descriptive and interpretative kind. Eightynine students aged between 17 and 25 took part in this study.

Keywords. Infinite, conceptual schema, perceptions, formal and informal image, calculus.

INTRODUCCION

El interés por el infinito o los infinitos matemaéticos, en
la matematica y en otras disciplinas como la filosofia o
la historia, es un asunto milenario. En las ultimas déca-
das, la problemadtica del concepto de infinito matemdtico
también lo es para la psicologia y para la didéctica de las
matematicas.

Son muchas las investigaciones realizadas, trabajos que
representan interés histérico, epistemolégico, psicolégico,
filosdfico o didactico. D’ Amore (1996, 1997) recoge nu-
merosos titulos (280) del afio 1951 al 1996 y muestra con
éstos la direccién que han ido tomando las investigaciones.
Después del 1996 siguen apareciendo nuevos trabajos, pero
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mdés recientemente la revista Educational Studies in Ma-
thematics dedica, al tema del infinito, el volumen nim. 48
(2001). Tall y Tirosh afirman que esta seleccion de articulos
pretende contribuir, desde la psicologia del pensamiento
matematico, al debate que, a lo largo de la historia, se ha
generado sobre el concepto y su desarrollo a lo largo del
tiempo, superando obstdculos tanto intuitivos como forma-
les o psicoldgicos. Se estudia en estos articulos el infinito
distinguiéndolo entre los infinitos y los infinitesimales del
cdlculo y los infinitos cardinales introducidos por Cantor.
Se comienza con su desarrollo histérico y se consideran las
distintas maneras en que se extrapola la experiencia finita a
las varias teorfas del infinito. Se sigue con la presentacion
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de estudios empiricos sobre las concepciones de los estu-
diantes y sobre la ensefianza de los infinitos en diferentes
contextos. En particular se aborda la ensefianza de los
limites en el calculo, especificamente de sucesiones, y del
infinito cardinal en la matematica formal.

Por otra parte, Garbin y Azcarate (2000, 2002) y Garbin
(2000) se hacen una serie de preguntas que derivan de
plantear el problema de estudio. El interrogante consiste
en cudl es la posible influencia de los lenguajes matema-
ticos en la concepcién del infinito actual y en las incon-
sistencias de los alumnos. La primera experiencia de la
investigacién llevé a querer identificar las inconsisten-
cias y representar, categorizar y analizar las situaciones
de coherencias que manifiestan los alumnos en relacién
con sus esquemas conceptuales asociados al concepto
de infinito actual y que se contextualizan en problemas
expresados en lenguajes matematicos diferentes: verbal,
geométrico, grafico, algebraico y analitico. Estos estu-
dios se realizaron con estudiantes entre 16-17 afios.

Trabajar en el ambito universitario hace surgir un espe-
cial interés por estudiar y explorar el caso del infinito, en
su dualidad potencial-actual, en especial el nivel donde
ya se empezaron a introducir conceptos formales del cal-
culo diferencial e integral, y donde empiezan a aparecer
interconexiones y confusiones entre la «ximagen formal e
informal» (Tall, 2001) de estos conceptos. Este articulo
pretende contribuir con el debate de la problemdtica del
infinito e infinitos a nivel universitario, y profundiza y
completa lo presentado en Garbin (2003).

En particular, el estudio pretende: @) analizar los efectos
que tiene en la percepcién de los estudiantes universitarios,
con conocimientos previos de célculo diferencial e integral,
la presencia implicita del «infinito pequefio» en preguntas
planteadas en distintos contextos matematicos, a partir de
los esquemas conceptuales de los alumnos; b) estudiar qué
tipo de conexiones y qué focos de atencién presentan y
establecen en las distintas cuestiones en que esta presente
el «infinito pequefio», asi como establecer una posible rela-
cién entre los focos de atencién y conexiones y la percep-
cién del infinito que éstos puedan establecer.

ANTECEDENTES Y FUNDAMENTACION TEO-
RICA

En la introduccidn se afirma que son numerosas las investi-
gaciones en didéctica sobre el infinito matematico pero al-
gunas se pueden considerar como pilotos y pilares en el drea
del infinito matematico. Fischbein (1978), Fischbein, Tirosh
y Hess (1979), Tirosh (1991), Nufiez (1994), Moreno y
Waldegg (1991), Tsamir y Tirosh (1995, 1999) revelan entre
otras cosas que la intuicién natural del infinito es sumamente
inestable y que las situaciones de conflicto que se presentan
dependen de las influencias conjeturales y contextuales.

De especial interés para nuestro estudio son algunos re-
sultados y aspectos de los trabajos de Fischbein (1978),
Fischbein, Tirosh y Hess (1979), Nufiez (1994), Fis-
chbein (2001), Kidron (2002), Garbin (2000), Garbin y
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Azcarate (2002) y Garbin (2003), que a continuacion se
resefian. Ante estos hallazgos resulta normal preguntarse
qué pasa con estudiantes de niveles superiores que ya
han tenido contacto con conceptos formales de cdlculo
diferencial e integral, interrogante que sustenta el proble-
ma de investigacion que aqui se presenta.

Fischbein reveld la naturaleza conflictiva de las intuicio-
nes del infinito en los estudiantes, enfocando su investi-
gacion en el infinito potencial como un proceso de limite
y el infinito actual en la teoria de nimeros cardinales.
Fischbein (1978) encontrd, en estudiantes de 8° y 9°
grado, que la concepcidn intuitiva del proceso de limite
tiende mas a ser un proceso infinito que un valor finito de
un limite. Esto fue confirmado mas tarde (Fischbein, Ti-
rosh y Hess, 1979; Fischbein, Tirosh y Melamed, 1981;
Garbin y Azcérate, 2000, 2002).

Uno de los interrogantes de nuestro cuestionario involucra
la serie 1/2 +1/4 + 1/8 + ... El estudio de esta serie como la
representacion de la suma de los segmentos, resultado de
divisiones sucesivas de un segmento AB de longitud 1 en
mitades, tuvo interés para estos autores. Matematicamente
esta serie (convencionalmente) es «igual» a 1; sin embar-
g0, «psicolégicamente» esta serie «tiende» a 1 (Fischbein,
2001). En el estudio de Fischbein, Tirosh y Melamed
(1981), los estudiantes contestaron que dicha suma es: in-
finita, tiende a 1 y es igual a 1 (con un niimero pequefio de
estudiantes que afirmaron que es igual a 1). Este resultado
fue igualmente encontrado en Garbin (2000), Garbin y
Azcérate (2002), pero ademads de las respuestas anteriores
hubo una repuesta adicional, algunos alumnos dieron un
valor a la suma tomando ésta como una suma finita, es
decir, evadieron la infinitud de la suma. Los esquemas
finitos prevalecieron en algunos estudiantes a pesar de la
representacion infinita de la suma.

Kidron (2002) propuso un estudio para investigar la
habilidad de los estudiantes de high school (grade 11,
N = 63) de percibir la suma como un limite, como un
objeto. Los estudiantes miraron el concepto desde dos
diferentes acercamientos y trabajando en un laboratorio
equipado con computadoras con el soffware Mathematica.
En el estudio se encontré la misma percepcién de suma
infinita como en otros estudios; sin embargo, el 43% ex-
pres6 una percepcion de la suma infinita como un limite y
el 56% escribié 1+ Y2+ V4 + ... = 2, un porcentaje «balan-
ceado» en ver la suma como proceso y como concepto.

Nufiez (1994) hace uso de la primera paradoja de Zenon,
de la divisiéon para ofrecer un acercamiento a cémo la
mente construye la idea de infinito; y lo hace con alumnos
de edades entre 8, 10, 12 y 14 afios. Nufiez afirma que la
situacion de la paradoja de Zendn presenta una situacion
de subdivisiones, un infinito pequefio, que implica una co-
ordinacién simultdnea entre el creciente nimero de pasos
y el decreciente resultado parcial que debe ser operado. El
concepto de suma infinita tiene dos «tipos» de iteraciones
(«divergente» y «convergente»), y diferente «naturaleza»
del contenido («cardinalidad» y «espacio»). Estos proce-
sos explicitados por Nufiez fueron tomados en cuenta para
construir las lineas de coherencia, instrumento de analisis
que se presenta en la metodologia, dado que, en el concep-

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2005, 23(1)



INVESTIGACION DIDACTICA

to involucrado en las cinco preguntas del cuestionario, es-
tédn presentes los dos «tipos» de iteraciones y la diferente
«naturaleza» del contenido.

Los estudios realizados con estudiantes de 16-17 afios
(Garbin, 2000; Garbin y Azcarate, 2000, 2002) no s6lo son
antecedentes, sino que, como en éstos, el tema de estudio, la
naturaleza del problema y el propésito de la investigacion,
entre otros, ofrecen la perspectiva tedrica del trabajo que se
esta presentando en este articulo, la cual, en cuanto al con-
cepto de infinito, ya se ha reflejado con los antecedentes.

El estudio se enmarca en el dominio del llamado pensa-
miento matemdtico avanzado, teoria cognitiva desarro-
llada por Tall y Dreyfus. Los conceptos de esta teoria
que se tratan son: a) de manera particular, el concept
image que llamamos esquema conceptual y entendemos
como: «el conjunto de todas las imdgenes mentales del
estudiante asociadas al concepto, juntamente con todas
las propiedades que le caracterizan» (Tall y Vinner,
1981); informal image y formal image (Tall, 2001), que
nombramos imagen informal y formal, la primera es al-
gln tipo de imagen que se tiene antes del acercamiento
con teorias axiomdticas, y la segunda con palabras de
Tall consiste en la parte del esquema conceptual que es
formalmente deducido de los axiomas. Esto enfoca el
problema especifico de la investigacion, la tensién entre
el infinito «perceptual» y el infinito «formalizado».

Por el tipo de preguntas que se plantea a los estudiantes
en este estudio y por el nivel de los alumnos en que no
ha sido formalizada la teoria de la cardinalidad de Cantor
resulta imprescindible considerar el tema de la intuicion,
su rol, caracteristicas y clasificacién (Fischbein, 1998)
También es importante considerarlo, por ser el conoci-
miento intuitivo un camino bdésico, junto al analitico, en
la actividad matematica, como mostrd Fischbein en su
articulo «Intuition and Proof» (1982).

METODOLOGIA

La investigacién se enmarca en un estudio de tipo cua-
litativo. El andlisis de datos es inductivo, ya que las
interpretaciones y categorias se construyen a partir de la
informacidn obtenida. Se sigue, en parte, la metodologia
adoptada en Garbin (2000) y Garbin y Azcarate (2002).

Instrumentos de recogida de datos y descripcion de
los participantes

La experiencia se realiza con 89 estudiantes universita-
rios con edades comprendidas entre 17 y 25 afios (73 de
los 89 tienen entre 18 y 20 afios). Nueve estudiantes de
ciencias (quimica y fisica) y 80 estudiantes de ingenieria
(polimeros, mecdnica, metalmecdnica, computacion,
eléctrica, produccidn, electrénica, geofisica y meta-
lurgica). Los alumnos pertenecian a tres secciones de
matematicas V, formadas aleatoriamente por el Departa-
mento de Matematicas. El desempefio de los estudiantes
es variado, el grupo no tenfa caracteristicas especificas
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resaltables salvo el tipo de carrera a la cual pertenen. Los
estudiantes tienen conocimientos previos formales sobre
limites, derivadas, integrales, sucesiones y series; todos
estudiaron los mismos cursos basicos (Matematicas I, II,
IIT y IV) dictados por el Departamento de Mateméticas
de la Universidad Simén Bolivar, de Venezuela.

Dos cuestionarios fueron aplicados a los estudiantes: C, y
C,. El primero consta de cinco preguntas, mientras que el
segundo sélo presenta una cuestién (problemas considera-
dos en Garbin, 2000; Garbin y Azcdrate, 2002). Las cinco
preguntas del C, (Anexo I) estdn inspiradas en la primera
paradoja de la ciivisi(’)n, de Zendn, y diferenciadas por el
contexto.

La paradoja de la dicotomia pone en superficie dos aspec-
tos. Si nos queremos mover del punto 1 al 2 de la recta
real, podemos hacerlo con un procedimiento finito, nos
movemos toda la unidad de una vez; o podemos utilizar un
procedimiento infinito, moviéndonos Y2 unidad, después %4
unidad, y asf sucesivamente. Si se ignora la posibilidad de
que hay puntos distintos a una distancia infinitesimal entre
uno y otro, es evidente que ambos procedimientos condu-
cen al mismo punto. Este hecho estd expresado en la «igual-
dad» 1 + 1 =1+Y%2+ % + 1/8 + ... que Zen6n consideraba
paraddjica. El hecho es que asumia a priori que no existia
el «infinito actual» y, entonces, que ningiin proceso infinito
podria considerarse completo (Rucker, 1995, p. 117).

En particular, las preguntas presentan una situacién que, en
lenguaje de Nuiiez, (1994) presenta un infinito pequefio que
implica cognitivamente una coordinacién simultdnea, el
creciente niimero de divisiones y el decreciente «espacio»
que se recorre o «resultado parcial» que se opera.

Para el segundo cuestionario (C,) (Anexo I) se seleccio-
naron tres (1, 3 y 4) de las cinco preguntas del C,y se
aplicaron al mismo grupo de alumnos después de aplicar
el C,. Su objetivo es extraer informacién sobre qué tipo de
conexiones y focos de atencién presentan y establecen los
estudiantes a partir de las preguntas 1, 3 y 4 del C,.

METOLOGIAS ESPECIFICAS Y ANALISIS

Redes sistémicas y esquemas conceptuales

Se opta por el uso de las redes sistémicas (Bliss, Monk y Og-
born, 1983) como sistema de clasificacién y representacion
de los datos cualitativos obtenidos a partir de las respuestas
dadas por los alumnos en el cuestionario C,. Se elabora una
red sistémica para cada una de las preguntas del C,. En el gra-
fico 1 se puede observar a modo de ejemplo la red sistémica
de la pregunta 4 y en los anexos se observan el resto de las
redes sistémicas elaboradas. Estas consisten en una determi-
nada configuracion de los datos, que permite mirar de mane-
ra efectiva todas las respuestas de los alumnos encuestados.
Como se puede observar, las redes se estructuran en forma de
arbol con ramas que se subdividen en «clases» (se usa como
formalismo la barra (I)), que son categorias que se excluyen
entre ellas. Los estudiantes habian sido identificados aleato-
riamente con ntimeros del 1 al 89.
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Grifico 1
Red sistémica. Pregunta 4.

Podrias determinar el valor de la funcién? (VF)

VF

lim,, oo f(z) =0 (54)
- - (1)(3)(5)(6)(7)(8)(17)(18)
Tiende (se acerca, se aproxima) a 0 (21)(24) (28)(29) (30) (31)(45) (47)
(48)(50)(53)(55)(57)(59)(62)(69)(71)(84)(86)
Se va convirtiendo en una linea recta (42)
T — 00, Yy — 00,

Sera el eje de las abscisas | llega un punto donde la funcién forma parte del mismo eje de abscisas (80)
Se acerca a 1 (40)

lim, . f(z) = 2, pero nunca sera 2 (51)(90)
Tiende (se acerca, se aproxima) a 2 | (2)(10)(12)(16)(19)(20)(23)(25)(26)(27)(33)(35)(38)(39)(44)(56)

(59)(60)(63)(70)(76)(77)(79)(85)(88)

En el oo, f(z) =2 (14)(46)(72)(75)
Por comodidad, la oscilacién va a variar muy poco (11)
El valor de f(z) se hace cada vez mas pequeno (73)
El valor es 2 | Tiende a transformarse en una recta (15)(52)

Cuando se hace extremadamente grande (4)

(9)(32)(34)(37)(43)(68)(82)(83)

Se podra calcular considerando una funcién trigonométrica y cuyo valor tienda a oo (49)

1y oo f(2) = 2 (36)(81)

lim, oo 45525 =0 (22)
Es infinita (67)
Tiende a oo (61)

No se puede determinar el valor f(z) =0 (13)(89)

No contesta (41)(58)(65)(66)(74)(78)
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A continuacioén se describe, por pregunta, la clasifica-
cién que ha permitido realizar las redes sistémicas, y se
presentan unas primeras conclusiones. No se describe la
pregunta 5, dado que su similitud con la pregunta 3 no
aporta datos nuevos para esta primera parte, pero si se
tendrd en cuenta para las clasificaciones que seguiran.

Pregunta 1
a) El proceso infinito no es completo.

En esta categoria, la concepcion del infinito es potencial.
El punto de biseccioén no coincide con el punto B: a) 39
alumnos afirman que el punto de biseccioén se aproxima
y tiende al punto extremo B. Veinte alumnos de éstos
afirman, ademads, que siempre hay una distancia para bi-
seccionar y 3, que en una recta o segmento hay infinitos
puntos. b) Dos estudiantes fundamentan su respuesta con
el uso de limites, afirmando que el limite de la sucesion
172" tiende a 0. ¢) Dos estudiantes fundamentan relacio-
nando la situacién del segmento con la serie £1/2" Para
uno de ellos la serie nunca es 1; para el otro, la serie no
converge.

b) El proceso infinito es completo.

Para este grupo de estudiantes, el punto de biseccién coinci-
de con el punto extremo B. La situacién es percibida como
actual. Entendemos, en este articulo, el infinito actual, como
el que estd asociado a la idea de totalidad, de completes y de
unidad. Un proceso (potencialmente infinito en sus orige-
nes) se considera acabado y los limites alcanzados.

* Doce estudiantes argumentan que el punto de biseccion
alcanza al punto extremo B porque las bisecciones son
infinitas. Los matices son distintos:

— El limite de la sucesién 1/2" tiende a O cuando n tien-
de a infinito (2 estudiantes).

— Afirma: «[...]es como una sucesion de puntos que
converge a B» (1 estudiante).

— Argumentan que es un caso limite, o usan limites o
series (2 estudiantes).

— Argumenta geométricamente: «El esquema repre-
senta la razon del segmento correspondiente entre un
niimero cada vez mds grande» (1 estudiante).

* Un estudiante explicita, en su argumento, la «divergen-
cia» y «convergencia» del proceso en el sentido de Nuifiez
(1994): «[...] cuando la cantidad de divisiones tiende a
infinito el tamariio del segmento tiende a 0 y alcanza al
punto B».

* Dos estudiantes acuden a lo «visual» y a la «cercania»:
«Estard tan cerca de B que no se va a distinguir el punto
de biseccion y el punto B».

¢ El punto B es alcanzado por la finitud del segmento AB
(1 estudiante).
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Un estudiante que no contesta la pregunta ni afirmativa ni
negativamente refleja su concepcion de la situacion: «[...]
yo puedo decir que el segmento AB es la suma de cada
una de las bisecciones, AB = 21/2" , suma desde n = 1 a
infinito». Para este alumno, dicha igualdad presupone una
divisién actual del segmento AB.

¢) Que el proceso infinito sea completo o no depende del
aspecto que se atiende.

En esta categoria se vislumbra la situacién paradéjica
de la pregunta. Un alumno afirma que, por la infinitud,
matematicamente es imposible, es decir, se sitda ante un
infinito potencial pero visualmente afirma que si es po-
sible. Otro afirma que «idealmente» si es posible que el
proceso infinito sea completo. Interpretamos que a nivel
de ideas la percepcion puede ser actual, pero afirma que
en la «realidad» siempre falta un trozo por recorrer.

d) El proceso es finito, el punto B es alcanzado.

Un solo estudiante explicita que se tiende de manera
finita al punto extremo B y, por esta razén, el punto B es
alcanzado. Es decir, la finitud del segmento determina la
finitud de las bisecciones.

e) El proceso infinito de biseccién no determina la res-
puesta.

En esta categoria (13 alumnos) no es la concepcién o
intuicién del infinito potencial o actual la que determi-
na la respuesta. La idea estd en que el punto B, por ser
extremo, no puede ser un punto de biseccion, lo cual
contradice el hecho de pensar que el punto de biseccién
coincida con el punto B.

/) Conceptos asociados.

No todos los alumnos nombran en sus argumentos los
conceptos de limite, sucesiones, o suma infinita. En la
siguiente tabla encontramos el nimero de alumnos que
hacen referencia, en sus respuestas, a los conceptos de
limite, sucesiones, series y la palabra tendencia. Dos
alumnos para negar la posibilidad de que el punto de
biseccidn alcance al punto extremo B hacen referencia a
la paradoja de Zen6n.

Limite Sucesu}nes lelf:es Tendencia
y series y series
Nim. de 13 7 2 4
alumnos
Pregunta 3

a) El proceso infinito no es completo, la serie converge.

Treinta y dos alumnos afirman la convergencia de la
serie pero sin aceptar que se alcance al punto limite. La
convergencia ha sido considerada hacia el 1, 2 o a un
nimero sin indicar el valor especifico. Las razones han
sido variadas como se puede observar en la figura del
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anexo IV; sin embargo, ninguno demuestra formalmente
la convergencia de la serie. Sobresale la idea de que se
va aproximando al valor de convergencia y que no llega
a ser exactamente este valor. Un alumno hace referencia
alapregunta 1 del C, para justificar que la serie converge
a un ndmero menor pero muy cercano a 1. Dos alumnos
identifican y resuelven erréneamente la serie, tratando de
usar conocimientos de series.

b) El proceso infinito es completo.

Catorce estudiantes afirman que el valor de la suma infi-
nita es 1. Dos de éstos resuelven la serie correctamente
resolviendo el limite de las sumas parciales. Cuatro
alumnos justifican, haciendo referencia al proceso expli-
cito de «divergencia» y «convergencia»: «a medida que
se va sumando se tienen sumandos mds pequeiios», «los
términos de la serie decrecen y tienden a 0»;y, cuatro
estudiantes representan la situacién como un cuadrado
de lado 1 y lo van dividiendo.

¢) No se puede determinar la suma o el valor de la suma
es infinito.

Siete estudiantes afirman que el valor de la suma no se
puede determinar. Dos de éstos afirman que es por la infi-
nitud de la suma, tres por verla como una serie divergente
y uno por escribir erréneamente la férmula del n-ésimo
término. Cuatro alumnos afirman que la suma es infinita.
Identifican o resuelven erréneamente la serie, tratando de
usar conocimientos de series, cuatro alumnos.

En la siguiente tabla se puede observar la relacién o
no-relacién que los estudiantes establecen con los cono-
cimientos de series o relacionando con otra pregunta del
cuestionario.

No escribe la Calcula la serie
suma como Comenta la demostrando la
serie, no tiene relacion con convergencia
en cuenta otra u otras a través del
conocimientos | preguntas del limite de
de series cuestionario las sumas
explicitamente parciales
Num. de
alumnos 2 3 2
Pregunta 4

a) El proceso infinito no es completo, la funcién tiende
(se acerca, se aproxima) a2,0o0 1.

Algunos estudiantes confunden la recta y = 2, con la
recta y = 0 y afirman que la funcidn tiende (se acerca, se
aproxima) a 0 (un estudiante afirma que a 1). Estos son
28 estudiantes. Veintinueve observaron correctamente la
rectay =2 y se encuentran en esta categoria de respuesta.
Dos de éstos explicitan que la funcién nunca serd 2. Un
alumno afirma que la funcion se acerca a 1.

b) El proceso infinito es completo.
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Dieciocho alumnos se encuentran en esta categoria y afir-
man que el valor de la funcién es 2. Tres visualizan que
tiende a transformarse en una recta. Cinco explicitan que
f{x) =2 en el infinito, y otro, cuando se «hace extremada-
mente grande». L.a mayoria expresa que la funcién tiende
(se acerca) a 2, ademads de afirmar que su valor es 2.

¢) La funcion es infinita

Tres estudiantes se encuentran en esta categoria. Uno
de ellos considera la funcién como una funcién trigono-
métrica y por ello afirma que su valor tiende a infinito.
No percibe el «movimiento» del rango, como proceso
«divergente».

d) No se puede determinar el valor.

Dos alumnos afirman que no se puede determinar el va-
lor de la funcién y afirman que f{x) tiende a 0.

A continuacién se puede observar el nimero de alumnos
que hacen referencia, o no a otros conceptos asociados, o
a teorias matematicas.

No explicita Hace
ningin concepto | referencia | Trata de justificar
ni se refiere y usa matematicamente
a teorias el simbolo la situacion

matematicas de limite

Nim. d

am. €e 69 6 1
alumnos
Pregunta 2

No tomamos en cuenta si la respuesta fue calculada o no,
sino la percepcién actual o no de la situacién planteada.
Como se puede observar en la figura del anexo III, hubo
particular dificultad para resolver este problema.

a) El proceso infinito no es completo, pero acotado.

Doce estudiantes se encuentran en esta categoria, y res-
ponden unos afirmativamente (8 estudiantes) y otros ne-
gativamente (5 alumnos) a la cuestién. Como se observa
en la figura del anexo III, las razones han sido variadas.
Se afirma (1 alumno) que esta situacién no se puede ex-
perimentar realmente pero que, a partir de una serie al
infinito, se obtiene un valor aproximado. Dos alumnos
argumentan que es por la misma razén de la pregunta 1
que sélo se puede dar un aproximado. Algunos (cuatro)
dan un valor aproximado, dos de éstos tratan de escribir
la serie que representa la situacién. Otros dos afirman
que, hallando una serie, se puede dar ese valor aproxi-
mado.

b) El proceso es infinito y no acotado.

Tres estudiantes afirman que la pelota no termina de rebotar y
dos que no se puede calcular la distancia porque es infinita.

¢) El proceso infinito es completo.
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Doce alumnos respondieron afirmativamente a la pre-
gunta y dieron una distancia. Siete de éstos escribieron
la distancia dejdndola indicada como una serie, por ejem-
plo: «D = 4 21/2"». Interpretamos que el estudiante aqui
acepta la suma como un limite, como un «objeto», la cual
da como resultado la distancia recorrida de la pelota.

d) El proceso depende del mundo fisico/finito.

Veinticuatro estudiantes, como se pude observar en la
figura del anexo III usaron argumentos finitos o rela-
cionados con el mundo fisico para contestar la pregunta
a pesar del proceso infinito implicito a la pregunta. Un
alumno escribe una suma finita y otro argumenta la po-
sibilidad de calcular la distancia recorrida por la pelota,
por la finitud de la distancia total. El resto considera que,
teniendo datos fisicos, es posible calcular la distancia,
que los agentes externos paran la pelota, que en el mundo
real se puede calcular, etc.

En la siguiente tabla se puede observar el nimero de
alumnos que, en sus argumentos, hacen referencia a la
teorfa de series y que relacionan esta pregunta con la
primera del cuestionario.

Escribe una serie. Hace Relaciona con la
referencia a series pregunta 1
Num.
16 2
de alumnos

Algunos resultados

Hemos podido observar, a través de las redes sistémicas,
que la mayoria de los estudiantes responden afirmativa-
mente o negativamente a las preguntas: a) dejandose
llevar por la intuicién o por la contextualizacién de la
pregunta; b) con argumentos que recurren a la divisién
infinita en mitades, posibilidad de poder dividir infi-
nitamente, o a la existencia de infinitos puntos en una
recta; ¢) sumando o aproximando valores; d) aceptando,
sin demostracion, la convergencia o divergencia de la
serie 21/2". En particular, de los 89 alumnos sélo 2 de
éstos prueban, a partir del célculo del limite de las sumas
parciales, que Z£1/2"= 1, y ninguno usa alguna prueba
de convergencia. En general usan pocos argumentos
matematicos formales para responder a las cuestiones y
es un menor ndmero de alumnos los que nombran, en sus
argumentos, los conceptos de limite, sucesiones o series.
Sélo 5 alumnos relacionan su respuesta con alguna otra
del cuestionario.

Ya se ha hecho referencia a que las cuatro preguntas pre-
sentan una situacién similar, cognitivamente hablando.
Los alumnos muestran que, si bien saben calcular una
suma infinita (aunque no calculen la suma), reconocen
si es convergente o divergente, y conocen y saben cal-
cular un limite al infinito; algunos aceptan la situacion
de que en el infinito se alcanza al punto limite y otros,
no. El proceso infinito implicito para algunos alumnos es
completo, para otros no lo es y un menor nimero man-
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tuvo esquemas finitos o fisicos a pesar de la infinitud del
proceso.

En la siguiente seccion, haciendo uso de las lineas de
coherencia (Garbin, 2000; Garbin y Azcérate, 2002), po-
demos ver que la percepcidn, potencial, actual o finitista,
de las situaciones matemadticas planteadas no se mantie-
nen estables en las respuestas de los estudiantes, a pesar
de los conocimientos de limites, sucesiones y series de
los estudiantes.

Lineas de coherencia

Se elabora, con los datos que presentan las redes sis-
témicas, un instrumento de andlisis, que se ha llamado
lineas de coherencia, construido con la metodologia de
Garbin (2000) y Garbin y Azcérate (2002). Para elabo-
rarlas se tiene en cuenta el concepto involucrado, las
respuestas de los alumnos representadas en unas tablas
resumen, derivadas de las redes sistémicas, y el contexto
de las mismas, expresado en los lenguajes matematicos
distintos (geométrico, verbal, analitico, grifico y alge-
braico). Ademds, como se afirmé en el marco tedrico,
se toman en cuenta también los procesos explicitados
por Nuiiez (1994). Se han establecido tres lineas: linea
finitista (o de evasion de infinitud), linea actual y linea
potencial. En el grifico 2, a modo de ejemplo, se puede
observar la linea 1; el resto, se observa en los anexos.
Estas lineas representan aquellas respuestas (correctas o
erréneas) que han representado una percepcién del pro-
ceso infinito, como acabado, no acabado o evadido por
el contexto fisico o por mantener esquemas finitos ante
las cuestiones. Estos graficos estan formados por tablas
entrelazadas entre si. Cada tabla tiene un enunciado que
corresponde a las respuestas dadas por los alumnos y
debajo del enunciado aparecen los nimeros correspon-
dientes a los alumnos que han dado dicha respuesta. Por
tanto, se puede observar la frecuencia de alumnos por
respuesta y, si se sigue el orden dado por los enlaces, se
pueden identificar aquellos estudiantes que mantienen o
no sus respuestas con una concepcion actual, potencial o
finitista de las situaciones planteadas.

En Garbin (2003) se establecieron 4 grupos de res-
puestas: finitista (1), actual (2), potencial (3) y grupo
mixto. El criterio para la conformacion de los grupos
es: si un alumno tiene tres o mds respuestas en una
linea determinada, se le sitda en el grupo de la linea
correspondiente. Es decir, si un alumno tiene tres o mas
respuestas en la linea 3, se le sitda en el grupo 3, que
corresponde al grupo potencial. En la siguiente tabla
podemos observar el nimero y el porcentaje de alum-
nos por grupo:

Grupo 1 2 3 Mixto
Num. de 3 12 32 42
alumnos

% 3,37 13,48 35,95 47,19
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Grifico 2
Linea 1. Linea finitista.

PREGUNTA 1

Responde afirmativamente
El proceso de biseccion es finito

52,61,89

PREGUNTA 3

El valor representa el total
de rebotes de la pelota

No se puede determinar.
Por la infinitud

Es o o tiende a Es una fraccion

70,76 82

5,65,66,69 87

PREGUNTA 2
Responde afirmativamente pero no calcula
Conociendo o calculando . La distancia recorrida durante . Por agentes externos parard
. . Es posible porque la Escribe una PR .
otros datos (tiempo, velocidad, . . . cada rebote se suma hasta . y serd posible determinar
distancia total es finita . suma finita . .
etc.) que la pelota se detiene la distancia
5,6,10,23,24,27,33,48,49,
66.76.86 46 32,61,73,82 89 3
Responde afirmativamente pero no calcula Responde negativamente
En el mundo real Haciendo llegar La pelota Se necesita Siempre
si se puede la altura del rebote no termina o velocidad o nim. es posible
hasta una altura minima hasta una altura minima de rebotar de rebotes encontrar h/2
11 62 2,26,65 7,45 25,70 13
PREGUNTA 4
Es infinita Tiende a o
67 61
PREGUNTA 5
Para ningtn valor n=0on=-l Para un n
€ Responde afirmativamente. n=>Lnl/4
Y =172 muy grande
Entonces Ln 1 = 0 n debe ser muy grande n=Ln(1/2)/2 0w
- n = (Ln2-Lnl)/Ln 1/2
89 20,24,48,52,88 16,18,32,51,57,61,66,77,87 5

De cada grupo se pueden establecer unas subcategorias
que permiten observar el nimero de respuestas «actualis-
tas», «finitistas (o de evasion)» o «potenciales». Es decir,
un alumno pudo tener cinco respuestas en la linea actual
(5A) o tres en la linea actual, una en la linea finitista (o
de evasion) y dos en la linea potencial. Esta situacion
se representa simbolicamente como 3A + 1F + 2P. En
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la siguiente tabla se observan las subcategorias y entre
paréntesis los nimeros que identifican a los alumnos
que pertenecen a cada subcategoria. Ejemplo: el alumno
nimero 61 estd ubicado en el grupo 1, cuatro de sus res-
puestas fueron «finitistas» (4F) y una «potencial» (1P).
Si se desea saber a qué preguntas corresponden dichas
respuestas, se observa la linea de coherencia respectiva.
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Grupo 1
4F + 1P 3F + 2P 3F+ 1A+ 1P 3F
(61) (5) (39) (66)
Grupo 2
5° 4A + 1P 4A + IF 3A 3A+ 1P 3A+2P
(14) (53,81) (73) 1) (4,9,37,46) (15,85)
Grupo 3
5P 4P+ 1* 3P 3P+ 1A 3P +2*
(35,40) (12,19,30,63,90) (28,47,50,54) (36,59) (1)
4P 4P+ IF 3P+ IF 3P+ 1A+ 1F
(22,23,39,79) (2,3,6,20,26,33,86) (10,13,67) (45,51,88)
Grupo mixto
1F+ 1P 1 2A+ 1P 1F+2A+P
(27,87) (34,58,74,80) (8,55,72,75) (18)
1F + 2P 1A+ 1P 2P 1F + 2A + 2P
(16,25,62,69,96) (31,43,68,84) (21,29,42,56,60) (11)
2F + 1P 1A +2P 2P+ 2F + 1A 2F+ 1A+ 1P
(65) (17,38,44) (82) (52)
2F + 2P 2A + 1F 1F + 1A+ 2P 2F + 1A + 2P
(24,48,70) (49) (7,77) (76)
2° 2A +2F 2A + 2P IF+ 1A+ 1P
(78) (32) (71) (57)

Se nota, entre otras cosas, que hay un solo estudiante
que, en todas sus respuestas, acepta que el proceso infi-
nito es acabado (grupo 2) y 2 alumnos, en el grupo 3, que
mantienen una concepcion potencial del infinito. Un alto
nimero de estudiantes se encuentra en el grupo mixto.

Los distintos contextos de las preguntas y conceptos mate-
mdticos asociados a las mismas determinan percepciones
distintas en la completes o no del proceso, esto a pesar
de los conocimientos del cdlculo diferencial e integral de
los estudiantes encuestados. Un hecho interesante es que
en el grupo 1, que son estudiantes que mantienen princi-
palmente esquemas finitos, no aparece la posibilidad de
la completes del proceso en ninguna de las preguntas. En
caso contrario, en el grupo donde si aparece y se acepta
alcanzar al punto limite, no hay casi presencia de respues-
tas finitistas (o de evasion de finitud), s6lo un estudiante
presenta una respuesta de este tipo.

Se hace evidente la naturaleza conflictiva de las intuicio-
nes del infinito, la influencia de los lenguajes y contextos
en las percepciones de los estudiantes, y la persistencia
de la imagen informal aunque ciertas ideas formales ha-
yan sido presentadas a los estudiantes.

Conexiones y relaciones que establecen los estu-
diantes entre las preguntas 1,3y 4
Distintos contextos requieren un foco de atencién sobre

diversos aspectos y es importante filtrar aquéllos que no
dejan hacer matemadticas (Pitta y Gray, 1997; citado en
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Gray et al., 1999). En el cuestionario C,, se pide a los
alumnos que definan, si existen, una o varias relacio-
nes (conexiones, similitudes) entre los tres problemas
(planteamiento y resolucién), preguntas 1, 3y 4 de C,.
Se analizan y se clasifican las respuestas en grupos no
excluyentes.

Los estudiantes expresan las relaciones de similitud
entre los tres problemas y focalizan su atencién en dis-
tinto aspectos (Garbin, 2003): a) El planteamiento del
problema: la respuesta del alumno estd en relacién con
lo que plantean los problemas o con lo que se pide ha-
cer: A(33)": «Supongo que el planteamiento de los tres
casos es probar el concepto de tendencia. Examinar si
para el estudiante es teoricamente posible que si una
sucesion, una suma, o fraccion tiende a un nimero
determinado, llegard eventualmente a tomar el valor
de dicho niimero. Para mi no es asi»; A (59): «Los tres
problemas son distintas maneras de plantear la misma
situacion, una suma infinita de términos que decrecen.
La primera es la forma geométrica, luego una forma
analitica (solo dlgebra) y después en forma grdfica».
b) El proceso de convergencia y divergencia implicito
en cada pregunta (aceptando o no la situacién limite):
A (16):«las funciones van haciendo que sea un valor
mds y mds pequeiio, ademds de que su planteamiento
es un valor que a medida que crece, genera un re-
sultado que tiende a otro valor mds pequeiio». c) El
concepto implicito, la nocién de infinito o el recono-
cimiento que se trata del mismo concepto o tema en
todas las preguntas: A(38): «los tres se relacionan con
el infinito»; A(82): «En los tres problemas se plan-
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tean que, para llegar a un resultado, hay que tener
en cuenta el © matemdtico [...]»; A(3): «La pregunta
es la misma, el concepto que se quiere «evaluar» es
el mismo para las tres preguntas». d) Los conceptos
asociados de limites, sucesiones o series: A(9): «Tie-
nen como fundamento las definiciones de limites, su-
cesiones y series». e) Resultados: puede ser el tipo de
resultado o el procedimiento o modo de resolucion del
problema: A(22): «la resolucion de los tres en forma
exacta es imposible»; A(8): «se resuelven similar-
mente». f) Encuentran similitud en algunas o detallan
semejanzas y diferencias entre los problemas: A(12):
«Solo hay similitud entre el problema 1 y 2 a manera
de fracciones»; A(75): «Entre el primer problema y el
segundo hay una similitud, pues hay un término que se

va dividiendo a la mitad y el siguiente término es cada
vez mds pequeiio. Sin embargo, en el primer problema
tenemos una sucesion y los puntos de la recta se van
acercando a un limite que seria el extremo B, mientras
que en el segundo problema tenemos una serie armo-
nica cuyos términos se van sumando sin converger a
un valor (su limite tiende a ® o no existe). En el tercer
ejemplo tenemos una funcion que tiene limite igual a
2y, al tener limite, podemos decir que tiene una simi-
litud con la sucesion del problema 1».

En la siguiente tabla se puede ver el nimero de alumnos
(en la etiqueta de cada grupo) y los alumnos por cada
grupo clasificado. La negrita indica que estos alumnos
no estan sélo en ese grupo.

Planteamiento Conceptos asociados
del problema
. Lenguajes Limite . . I
Planteamiento o o L. . . Serie y Suma Funcién Infinitesi-
L matematicos sucesion Limite Serie Sucesion 4
(Finalidad) . . sucesion 00 expo- males
diferentes y serie nencial
(8) (8) 4)
7 3 1 1
7) " ) (7) 3) (1) (1)
14
me | a3
24) (29) (34) 30)
2)21)(33) ©)19) @) | 39, G | W | O
(60)(81)(83) () (35) (44) ® (22) a7
(59)(69) (40) (51
(85) (50) (53) (47)
(46) a7
(62) (80) (55)
(88) (90) (61)
Proceso impli‘cito de c?nvergencia Concepto implicito
y divergencia
Acepta situacion limite | No acepta situacion No alude a la Nocién de El mismo concepto o teoria
(3) limite (1) situacion limite (3) matematica (2)
)
13)(16)(19)
(11)(15)(32) (70) 45)(52)(67) @1)(38)(82) 3)7D)
(72)(76) (88)
Resultados
Similitud en algunas semejanzas
Tipo de resultado Procedimiento o modo o diferencias en los lenguajes
de resolucion (13)
(11) (16)
10N X000
(39)(63)2383(71)(76) (56)(58)(63)(67) (A(6)(12)(14)(20)(30)(31)(48)(49)(60)(73)(75)
(TDH(T8)(87)
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El interés de este estudio también es establecer una
posible relacién, si existe, entre los focos de atencidén
que los estudiantes explicitaron al hablar de las posibles
relaciones y conexiones entre los tres problemas, y la
percepcion del infinito (potencial-actual) que mostraron
en sus respuestas.

A partir de la dltima tabla, se construye una nueva te-
niendo en cuenta a qué grupo pertenece cada alumno. De
esta forma se puede observar si hay alguna relacién entre
aquéllos que han mostrado una tendencia mayoritaria
de respuestas aceptando la completes o no del proceso
involucrado en las cuestiones planteadas y las relaciones
0 conexiones que establecieron entre las tres preguntas
de C,. La abreviatura Gr. quiere indicar grupo (ejemplo:
Gr.1 (2) = hay dos alumnos pertenecientes al grupo 1),
y Mix. quiere indicar grupo mixto (ejemplo: mixto (4) =
hay 4 alumnos del grupo mixto).

Analizando la tabla y los datos a los que ella se refiere, se
observa que no hay una conducta mayoritaria o relacién
directa que se pueda establecer entre aquellos alumnos
que han mostrado respuestas finitistas, actualistas o
potencialistas, y las relaciones de similitud que han ex-
presado. Se puede observar que hay muy poca presencia
de alumnos que se encuentren en el grupo actual, en las
categorias de conceptos asociados, «proceso implicito de
convergencia y divergencia» y del concepto implicito (4
de 50 estudiantes). Llama la atencién que en la categoria
«Proceso implicito de convergencia y divergencia», tres
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alumnos explicitan que aceptan la situacién limite; sin
embargo, uno sélo de éstos se encuentra en el grupo 2.

En Garbin (2000) se caracteriza la «tarea de conexion»,
«que consistiria en identificar y establecer relaciones
entre los problemas, en cuanto a lenguaje matematico y
registro de representacién semidtica se refiere, y recono-
cer los contextos (conceptual y global) de los problemas,
de manera que permita una influencia mutua dando lugar
a respuestas asociadas coherentes a los problemas». La
induccidn de esta tarea en algunos alumnos entrevistados,
deja en evidencia que ha sido «fundamental»: a) reconocer
en todas las preguntas el proceso de division infinita, con
los dos tipos de iteraciones, la divergente y convergente;
b) establecer la relacién y conexion entre las preguntas a
través de la sucesion numérica. Como se puede observar en
las tablas anteriores, los alumnos focalizaron su atencion al
describir las relaciones, conexiones o similitudes en los pro-
blemas del CZ, en diferentes partes estructurales de ellos, el
planteamiento, la resolucion, los resultados, los conceptos
asociados, etc. S6lo 13 alumnos de los 89 hacen referencia
al proceso implicito de convergencia y divergencia presente
en todas las preguntas. Nuevamente queda en evidencia
la persistencia de la imagen informal aunque hayan sido
introducidas ideas formales en la ensefianza, la cual es sen-
sible al contexto y lenguajes matemadticos involucrados. Es
probable que, en el esquema conceptual de los estudiantes,
se mantengan en tension constante el infinito «perceptual»
y las imdgenes formales asociadas a los conceptos formales
del calculo diferencial e integral.

Planteamiento Conceptos asociados
del problema P
Plantea- Lenguajes Limite, . Funcién R
R P ., L. . .. Serie Suma Infinitesi-
miento matematicos | sucesiony Limite Serie Sucesion sucesion - expo- males
(Finalidad) diferentes serie y nencial
Gr. 1(1)
Grupo 2 (2) Grupo 2 (1) Gr.3(5) Gr.2(2) Gr.3(2) Gr.2(1) Gr. 1(1) .
Grupo 3 (2) Grupo 3 (2) Gr.2 (1) Mixto (3) Gr.3(3) Mix. (2) Gr.3(2) Gr.3(1) Gr.3(1) Mixto (1)
Mixto (2) Mixto (1) Mix. (3) Mix. (3) Mix. (1)
Proceso 1mpllF1t0 de c?nvergen01a Concepto implicito
y divergencia
Acepta situacion No acepta No alude a Nocién de El mismo concepto o teoria
limite situacion limite situacion limite matematica
Grupo 2 (1) . Grupo 3 (5) . Grupo 3 (1)
Mixto  (2) Mixto (1) Mixto  (4) Mixto (3) Mixto (1)
Resultados
— Similitud en algunas semejanzas
Tipo de resultado Procedimiento o modo o diferencias en los lenguajes
de resolucién
Grupo 1(1) Grupo 2 (2) Grupo 2 (3)
Grupo 2 (1)
Grupo 3 (5) Grupo 3 (4)
Grupo 3 (6) Mixto (9) Mixto (5)
Mixto (3)
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CONCLUSIONES E IMPLICACIONES DOCEN-
TES

A partir de las redes sistémicas y de su andlisis, se
pudieron interpretar los esquemas conceptuales de los
estudiantes en relacién con la situaciéon matematica que
presentan las preguntas del C, las cuales fueron descri-
tas en la primera parte del articulo. Los estudiantes per-
ciben y muestran, en sus respuestas, una concepcion del
infinito que no se mantiene a lo largo de las preguntas.
En algunas de éstas, el proceso infinito no es percibido
como acabado y en otras, sin embargo, si es aceptada
la completez del proceso. A pesar de la edad y de los
conocimientos previos, saber calcular una suma infinita
(aunque no se calcule la suma), reconocer si es divergen-
te o convergente y conocer y saber calcular un limite al
infinito, muestra en algunos que aceptan la situacién de
que el infinito se alcanza en el punto limite y en otros no.
Siguen apareciendo respuestas finitistas a las cuestiones
y, en algunas preguntas, la contextualizacion fisico/finita
influye en evadir la infinitud.

Hemos visto y subrayado que la mayoria de los estudian-
tes, indistintivamente a si aceptan la situacién limite o
no de las preguntas, argumentan sus respuestas: a) de-
jandose llevar por la intuicién o por la contextualizacion
de las pregunta; b) con argumentos que recurren a la
division infinita en mitades, posibilidad de poder dividir
infinitamente o a la existencia de infinitos puntos en una
recta; ¢) sumando o aproximando valores; d) aceptando
sin demostracién la convergencia o divergencia de la
serie 21/2". En particular, de los 89 alumnos, sélo 2 de
éstos prueban, a partir del cdlculo del limite de las sumas
parciales, que X1/2" = 1, y ninguno usa alguna prueba
de convergencia. En general usan pocos argumentos ma-
temadticos formales para responder a las cuestiones y es
un nimero pequefio de alumnos los que nombran en sus
argumentos los conceptos de limite, sucesiones o series.
Sélo 5 alumnos relacionan su respuesta con alguna otra
del cuestionario.

Las lineas de coherencia permiten observar el comporta-
miento de las respuestas de los alumnos y establecer unos
grupos de respuestas con sus respectivas subcategorias.
Hemos visto que un solo estudiante en todas sus respues-
tas acepta que el proceso infinito implicado en las cues-
tiones es acabado, completo, y dos alumnos mantienen en
todas las respuestas una concepcién potencial del infinito.
La mayoria de los estudiantes dieron respuestas «mixtas»
(en el sentido que hemos descrito en el articulo). La «ima-
gen formal» de los conceptos asociados de limites, series,
sucesiones, etc. aparentemente también entr6 en conflicto
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con la «imagen informal» reflejada en cada situacion,
particularmente por el elemento intuitivo y contraintuitivo
de las preguntas. La «imagen informal» persiste en los
esquemas conceptuales de los alumnos aunque hayan sido
introducidas ideas formales durante la ensefanza.

A partir del segundo cuestionario se pudo establecer
una clasificacién de seis grupos (no excluyentes) de res-
puestas, que muestran, en parte, qué tipo de conexiones
reconocen y establecen los estudiantes entre tres de los
problemas planteados en el estudio. Esta clasificacién
evidencia que reconocer o establecer conexiones «fun-
damentales» entre un problema, que presenta una «mis-
ma» situacion cognitiva, pero representado en diferente
forma, no es una habilidad espontdnea y que debe ser
adquirida. El docente debe ser consciente de que el estu-
diante, ante un «mismo problema» pero representado en
diferentes lenguajes, puede o no reconocer este hecho,
asi como puede reconocer sélo algunos de los aspectos
estructurales de semejanza de los problemas, como los
clasificados. Las similitudes y diferencias, en cuanto a
planteamiento, concepto implicito, conceptos asociadas,
procedimiento de resolucion y tipos de resultados, deben
ser inducidos durante la préctica docente, asi como la
habilidad de reconocer aquellas conexiones «fundamen-
tales» que generen respuestas asociadas coherentes.

Otro interés del estudio era establecer una posible rela-
cidn, entre los focos de atencién y conexiones y la per-
cepcién del infinito que los estudiantes evidenciaron. A
partir de las clasificaciones realizadas y tablas disefiadas,
se observa que no hay conducta mayoritaria o relacion
directa que se pueda establecer entre aquellos alumnos
que han mostrado respuestas del tipo «finitistas», «actua-
listas» o «potencialistas», y las relaciones de similitud
entre las preguntas que han expresado.

Todos estos resultados inducen a pensar que el cono-
cimiento previo del célculo diferencial o integral es de
ayuda, pero no de una manera significativa o determi-
nante, para establecer y reconocer las conexiones «opor-
tunas» y «fundamentales» entre los problemas plantea-
dos, asi como de potenciar la nocién del infinito actual.
Ademas, como afirma Tall, se hace necesario reconstruir
conceptos y conexiones en el esquema conceptual para
buscar la coherencia deseada de la imagen formal.

NOTA

' A(33) indica: Alumno nimero 33. Se mantiene esta notacién para
hacer referencia a los estudiantes.
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INVESTIGACION DIDACTICA

ANEXO 1

Primer cuestionario (C,)

1) Observa la siguiente figura.
Nos muestra un esquema en el que se bisecciona cada vez el segmento de la derecha; es decir, los puntos M, N, O, P son los puntos medios de los
segmentos AB, MB, NB y OB respectivamente.

I I
A B

Si se siguen haciendo mds y mds bisecciones, jcrees que es posible llegar a una situacion en la que un punto de la biseccién coincide con el punto
B?

Explica tu respuesta de forma detallada.

2) Se deja caer una pelota desde 2 metros de altura sobre una superficie horizontal. Cada vez que la pelota llega al suelo, tras caer desde una altura
h, rebota hasta una altura h/2.

a) ;Podrias calcular la distancia total recorrida por la pelota? Explica tu respuesta de forma detallada.

b) (Podrias decir cudntos rebotes hard la pelota? Explica tu respuesta de forma detallada.

3) Considera la siguiente suma 1/2+ 1/4+ 1/8 + 1/16 + ... + ...
(Cudl crees que es el valor de la suma? Explica tu respuesta de forma detallada.

4) La siguiente figura representa la grafica de una funcién.

e

Describe lo que pasa con la funcion para valores muy grandes de x.
(Podrias determinar el valor de la funcién cuando x se hace extremadamente grande? Explica tu respuesta con detalle.

5) Considera la siguiente ecuacién: y =1+ 1/2 + 1/22 + 1/23 + 1/2* + ..+ 1/2" + ...
(Podrias decir para qué valor de n resulta y =27
Explica tu respuesta en forma detallada.

Segundo cuestionario (C))

La primera pégina del cuestionario presenta nuevamente las preguntas 1, 3y 4 del C,.
Aparece la siguiente indicacion: Lee los tres problemas y contesta a las preguntas que aparecen en las paginas siguientes:

1) Si existen, define una o varias relaciones (conexiones, similitudes) entre los tres problemas (planteamiento y resolucion) presentados en la
péagina anterior. Escribe detalladamente.
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Pregunta 1

ANEXO II

El punto de biseccién coincidira con el punto extremo B? (CB)

INVESTIGACION DIDACTICA

CB

Responde Negativamente

Responde afirmativo

Diferencia entre teoria y practica

Entre dos Nros reales (puntos)
hay oo niimeros (puntos) (2)(3)(6)(7)(15)(22)(37)(38)(51)(67)(70)

La serie > " ; 3- nunca llega a ser 1 (39)(40)
(1)(5)(21)(25)(26)(28)(35)(44)
(45)(50)(56)(60)(68)(72)(86)(90)

En una recta o segmento,

hay oo puntos (11)(13)(19)

Por oo, el punto se aproxima, tiende a B

Siempre hay una distancia para

biseccionar (4)(10)(12)(16)(17)(20)
(23)(24)(29)(33)(36)(43)(47)(54)
(59)(63)(77)(79)(81)(82)

lim,, o 5, tiende a 0 pero no llega a coincidir el punto (30)(65)
La °7° | 2 no converge (69)
(32)(73)(76)(78)(89)
Cuando el nimero de bisecciones
tiene a oo, el punto coincidira con B (85)

Usando limites y series
se podria demostrar que en el co puede ser B (9)

Es como una sucesion de puntos que converge a B (75)

Por la infinitud de las bisecciones | El esquema representa la razén del segmento correspondiente
entre un nimero cada vez mas grande  (41)

Bisecando progresivamente se llega
al caso limite en que el punto de biseccion
serd el mismo punto B (84)

3%
Mateméticamente se expresa Y. n =1"(1—1)B =B (58)
1im, oo ap = lim,, o 2% =0 (14)

Queda explicita la
Cuando la cantidad de divisiones tiende a co
convergencia y divergencia del proceso el tamafio del segmento tiende a 0
y alcanza al punto B (8)
Por la finitud del segmento (52)(61)(99)
Estara tan cerca de B que
No esté definido si el argumento es finito o infinito | no se va a distinguir el punto de biseccién
y el punto B (71)(74)

Mateméaticamente es imposible (por la co)
pero visualmente pareciera que si (55)

En el co el punto A tiende al punto B.
Idealmente si es posible, pero en la realidad
siempre falta un trozo para recorrer (80)

Responde negativamente
por no poder ser B un punto
de biseccién (no se puede

biseccionar, por no tener centro el punto)

No se explicita si el proceso es finito 0 oo (18)(27)(31)(34)(42)(57)

(62)(66)(87)(88)
Alude a oo (48)(49)
Explicita que el proceso es oo (83)

ED = |BA|,lfm,, .o a, = &2 =0, por lo tanto a., estd en B(53)
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ANEXO III
Pregunta 2
Podrias calular la distancia total recorrida? (DR)
_ 2-1 E
3mts ‘ asr _ 25 -3 -3 (30)
2 2
2mts | (15)
tiende a2mts | (1)
= Gmts | (4)(85)
2 _ =
Amts - 2 21+ 140,5+0,25...=4 (19)
243, 03=  (14)
Responde afirmativamente e indica una distancia A h+ % + % ot (51)
SAMS | 0540254 ..=3.9924  (67)

D=Yn=1"L (18)(41)(59)(81)
D=4yn=1%1)" (8
D=4 (12
D=h+2rYy2 %  (37)

Se demuestra igual que la pregunta anterior y es b (58)
La distancia total es finita  (46)

Escribe una suma finita  (89)

En un mundo real si se puede  (11)

Por los agentes externos pararia (3)

Haciendo llegar la altura del rebote hasta una altura minima  (62)
Se tomaria la distancia recorrida durante cada rebote

y se sumaria hasta que la pelota se detuviese  (32)(61)(73)(82)

Se puede calcular a partir de una serie  (52)(71)(88)(57)(78)(17)(44)
(10)

Como en el caso anterior (90)
Se puede calcular una aproximacién pero no el valor exacto  (20)
Serfa el limite de la serie h+ 22 + 2t + 2b 4 (9)

Calculando lim,,_., Sp,, donde S, es la suma del Nro de rebotes (77)
Tiempo, velocidad, altura (48)
Seria necesario el tiempo (5)
Formula de caida libre (66)
Calculando la velocidad (27)
Se necesita conocer

el nimero de rebotes
(10)(24)(33)(76)(86)
Elasticidad, energia (23)

A partir de una serie (valor aproximado)
Responde afirmativamente pero no calcula

DR =

Calculando otros datos (hasta h = 0)

oo (7)(45)
La pelota no termina de rebotar  (2)(26)(65)

No se puede dar un nimero exacto, se podria dar una buena aproximacion,
por la misma razon de la Pregunta 1 (63)

Es una situacion que no puede experimentarse realmente,
a partir de una seria al co se obtendra un aproximado  (35)

; : h
Siempre es posible encontrar 3 (13)
Responde negativamente Guarda relacion con el problema anterior,
pero la pelota lleva una velocidad determinada y terminara
su recorrido. Entonces si se podria calcular  (25)

D=

n=0 27
sin embargo usando el argumento de la Preg. 1 (entre dos nimeros reales hay otro real)
no se puede calcular a ciencia cierta el la distancia toral del recorrido  (22)

Se necesita tiempo y velocidad — (49)
Faltan datos | Se necesita velocidad inicial y Nro de rebotes  (70)
Se necesita tiempo y aceleracion  (6)
(16)(21)(28)(29)(31)(34)(36)(38)(39)(42)(43)(47)(50)(54)(55) (56)(60)(68)(69)(72)
(74)(75)(79)(80)(83)(84)(87)

No contesta
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ANEXO IV
Pregunta 3
(Cual es el valor de la suma? (VS)
, L . nlL
iz |8 = MMros [§ gr =limnce (3)" | =55 (53)

VS =

A medida que se va sumando

se tienen sumandos més pequefios  (48)
El alumno considera el cuadrado de lado 1 y lo va dividiendo  (49)(81)(4)(85)

En el co ya que es la suma » oo, 2%, (72)

1| Usa limite de las sumas parciales correctamente  (55)(77)

2, k=1 (13)

Los términos de la serie decrecen y tienden a 0 (14)(18)(89)

Tiene oo términos (1)

limy, oo 5 =0 (46)

Seré un valor aproximado a 1. La suma llega a 1.

Por la infinitud ~ (70)(76)

La suma no converge  (13)

Es una serie armonica y diverge  (75)
Porque es una serie geométrica  (41)

No se puede determinar el valor de la suma S6lo por tanteo  (62)
no1
i=12n" -

1Oo = Hmaﬂooah o =

lim,—c0 2In |n] | L =2In(c0)  (42)

Siempre esta creciendo

21| Yl g =g i = g lim e YL T (51)(67)

(20)(30)(40)(45) (57)

Por la infinitud ~ (2)(3)(12)(86)

> n1 3 = 1(...)es una suma que tiene un valor muy cerca de 1 (52)
1 3wes aproximadamente 1,tiende a 1 (11)(19)(21)

El limite de la sumatoriaes 1 (23)

Por mucho que se sume siempre estard por debajo de 1~ (35)

Un nimero menor pero muy cercano a 1, por el mismo problema 1 (36)

Es una progresion geométrica nunca llega a 1 (79)

Se estdn sumando a partir de % términos mas pequefios  (10)(15)(88)

Ya que la suma es un nimero de la forma %=1 (33)

Un namero muy cercano a 2, pero nunca 2. (39)

Converge a 1.(Nunca llega a 1)

(58)
2 | Todas las preguntas tienen la misma respuesta,
tenemos que calcular el valor del limite de 5, 5+, creo que tiende a 2. (90)

El valor representa el total de rebotes de la pelota  (82)

S, = MISCDSl,MCD = MCD de los denominadores  (31)

Una fraccion | Considera pocas fracciones y concluye que debe dar una fraccion  (87)
El valor no es un nimero exacto. Se puede aproximar a uno muy cercano (63)

No indica el valor numeérico

Un ntimero entre 0 y 1~ (6)

& (o)

Entre valores 1, 8 y 1 ya que el denominador de la serie de valores
dobla cada vez su valor y tiende a 0 (64)

La suma se hace cada vez méas pequenia, los sumandos decrecen

lo suficientemente réapido como para que tiendan a un valor especifico  (71)

El valor tiende a un ntmero finito

(66) )

Es una serie geométrica de razén 5 (65)

Se divide infinitamente entre 2 (5)

>°5%, 5+no tiene la suma, pero tiende a co  (69)

No contesta o no se entiende la respuesta

(7)(8)(9)(16)(17)(22)(24)(25)(26)(27)(28)(29)(32) (34)(37)
(38)(43)(44)(47)(50)(54)(56) (59) (60)(
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ANEXO V

Pregunta 5
(Para qué valor de n resulta 'y = 2? (VN)

n debe ser muy grande  (48)(52)

n = 0 ya que se cancelan todos los nameros  (57)
(1)(9)(14)(15)(17)(37)(38)(45)(55)(58)(63)(72)(73)(85)

El valor siempre se va ha acercar a 2, pero nunca va a ser 2,
pero cuando n = oo es tan cerca que se le da el valor de 2 (11)
Cuando n — oo (90)

Responde afirmativamente Cuando el area del cuadrado es 2 (dibuja un cuadrado)  (81)

n= In 12n—inl (16)
2
n=0 (87)

n=—lly= =2 (32)(51)(61)(77)

La suma es cada vez més infinitesimal  (22)
VN Es un nimero muy grande que no se puede calcular  (69)
No se puede calcular

Es el mismo caso del problema 3 (6)

(31)(76)

Responde negativamente Por el ejercicio 2 (36)

La suma tiende a 2 (2)(3)(13)(23)(28)(33)(35)(79)

P ingt 1 n .
ara ungun vaior Y= 17, Iny =nlnl, como In1 = 0, no existe este valor  (89)

(19)(47)

Enn=o00,y—2 (4)(30)(39)(40)(59)

converge a 51t que es menor que 2 (53)

La serie a,, = ATV

€L
Nunca y alcanzara el valor de 2 2"

(12)(50)(70)(82)(86)

Para un n muy grande (6 o0)  (5)(20)(24)

. on n = 10 ya se puede conseguir una buena aproximacién
Para un n relativamente grande C 0y p € P (88)

8 (25)(26)
No contesta | (27)(29)(34)(41)(42)(43)(44)(49)(54)(56) (60)(62) (65)(67)(68)(71)(74)(75)(78)(80) (83)(84)
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Linea 2. Linea actual

ANEXO VI

INVESTIGACION DIDACTICA

PREGUNTA 1

Responde afirmativamente

4,8,9,14,32,41,46,51,53,71,73,74,

75,76,78,84,85

PREGUNTA 3
Se puede calcular. El resultado El resultado _ La suma es
Es una serie geométrica de la sumaes 1 de la suma es 2 % = (MCD-1)MCD 1/2Ln2
1,4,14,18,46,48,49,55,
H 73.77.81.85.89 38 31 53
PREGUNTA 2
Responde afirmativamente
No caleula. - 3m 2m | 2Ln2 | D=h+2h31/2 | D=431/2" | D=31/2 | D=Sh/2"
Se puede calcular a partir
de una serie
18,41,
17,44,52,57,71,78,88 14,19 30 15 53 37 8 12 5081
PREGUNTA 4
El valor de fes 2 Se puede calcular con una funcién trigonométrica Lim (x>20)=2 Es el eje

y cuyo valor tiende a %

de las abcisas

4,9,11,14,15,32,34,37,43,
46,52,68,72,73,75,82,83

49

36,81

80

PREGUNTA 5

Cuandon=0 y=2

1,79,11,14,15,37,38,45,55,
58,63,72,73,81,85,90
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ANEXO VII
Linea 3. Linea potencial
PREGUNTA 1
Responde afirmativamente Responde negativamente
Se redondea la cantidad Por la infinitud del proceso, . . .
. . . Por la mitad de la distancia
por la finitud de la recta tiende o se aproxima a B

1,3,4,5,6,7,10,11,12,13,15,16,17,
19,20,22,23,24,25,26,28,29,30,33,
67 35,36,37,38,39,40,43,44,45,47,50, 2
51,54,56,59,60,63,65,68,70,72,77,
79,81,82,86,90

PREGUNTA 3
No se puede determinar el El resultado de la suma tiende a un nimero
valor de la suma finito (pero no llega a ese nimero)

2,3,6,10,11,12,15,19,20,21,23,30,33,35,36,39,40,42,45,51,

42,75 52,57,59,61,62,63,67,71,75,79,86,88,90
PREGUNTA 2
Responde afirmativamente
No calcula. Indica una distancia .
Afirma, se puede calcular un Con una serie,
T =4 =6 2a2m Valor aproximado
aproximado, no exacto.
20 51,67 4,85 1 40,90
Responde negativamente
No se podrd dar un nimero Serfa el limite de la serie
exacto sino una aproximacioén h+2h/2 +2h/4 + ...
22,35,63 9
PREGUNTA 4
La funcién tenderd a 0, 2, 1 o al eje de las abcisas Seva COI}IVII’thndO Nose p gede
en una linea recta determinar
1,2,3,5,6,7,8,10,12,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,33,35,38,39,40, 10 13.89
44,45,47,48,50,51,53,54,55,56,57,59,60,62,63,69,70,71,76,77,79,84,85,86,87,88,90 ’

PREGUNTA 5
Para ningtn valor No se puede calcular n
La suma nunca Por el La suma Un n grande 6,19,47,46
Lasuma—> 2 p Lo P
llegard a 2 ejercicio 2 se hace infinitesimal que no se puede calcular
2,3,13,23,28, 4,12,30,39,40,50,
33,35,79 53,54,70,82,86 36 2 69
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