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Resumen. En este articulo pretendemos mostrar qué tipos de analisis pueden hacerse de |os problemas de probabilidad que sean
Utiles para la formacion de profesores de mateméticas. Usamos como herramientas de andlisis elementos de un modelo de
competenciaen laresolucion de problemas que pueden ser de utilidad paral os problemas de probabilidad: herramientas heuristicas,
destrezas heuristicas y métodos de resolucién con contenido heuristico, al cual incorporamos la manera como se realizan los
andlisis; eso es, desde la introspeccion y desde la posicion del resolutor ideal, la nocion de sistema matemético de signos y la
consideracion de diferentes estratos de este sistema matemético de signos que permiten resolver el problema objeto de andlisis.
Palabr as clave. Probabilidad, formacion de profesores de matemadticas, resolucion de problemas, heuristica.

Summary. Inthisreport weintend to show what kinds of analysiscan be made of problems of probability so asto make them useful
for the training of mathematics teachers. Astoolsfor the analysis we use elements of a pattern of competence in problem solving
useful for problems of probability: heuristic tools, heuristic skills and solving methods with an heuristic content, to which we add
the way how we make the analyses, which is, from the introspection and the position of theideal solver, the notion of mathematical
system of signsand the consideration of different strata of thismathematical system of signsthat allow to solve the problems being

analysed.
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INTRODUCCION

El problema que se presenta en este trabajo es uno de
aquellos problemas que sirvieron en su momento para
experimentar la transicion de un sistema educativo a
otro. Sirvié también en cursos de perfeccionamiento de
profesores de mateméti cas de secundariaque estaban en
transicion de un sistemaeducativo aotro. Pero laverdad
esque pocos profesorestuvieron —tuvimos— estaoportu-
nidad, la de experimentar, la de actualizarse, la de
plantearsey resolver problemasdelaformaenlaquelo
hacemos aqui. Hoy, probablemente, pocos estudiantes
de secundaria tengan la oportunidad de resolver el pro-
blema al que nos vamos areferir, y esto, seguramente,
por dos motivos fundamentales: uno, porque la transi-
cion yase hizo —con el resultado que todos conocemos—
y, por tanto, los profesores de hoy no estan en lamisma
situacién de entonces, dando como consecuencia que
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hay poco tiempo paraactualizasey experimentar; y, dos,
no es un problema habitual en los libros de texto de
mateméticas de secundaria, @ menos de las editoriales
mas conocidas, aunque si puede encontrarse una pro-
puestaparecidaen un proyecto curricular delasmateméa-
ticas paralasecundariaobligatoria (Grupo Cero, 1995).
Hoy, el enunciado del problema, al que hago referencia
mas adelante, puede encontrarse en los materiales de
trabaj o paralas matemati cas de |a ensefianza secundaria
obligatoriaquelaConselleriad’ Educacigi Ciénciadela
Generalitat Valenciana edit6 a principio de los noventa
como resultado de aquella experimentacién. Recorde-
mos gue la ley que regul 6 estas ensefianzas es del ano
1992, por lo que en aquellas fechas el profesorado de
matemati cas que experimentabay anticipabalareforma
delaensefianza secundariacontabacasi exclusivamente
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con estos materiales para sus clases, incluyendo éstos
pequefias orientaciones metodoldgicas basadas en el
resultado de su experimentacion en épocas pasadas.

No es sorprendente que los impedimentos para una
ensefianza efectivade laprobabilidad y la estadistica en
| as escuel as sean |os mismos que los que tiene laresol u-
cion de problemas. La fuerte conexion entre esos dos
dominios de las matematicas ya han sido sefialadas con
anterioridad (Shaughnessy, 1992). Por ejempl o, laense-
flanzay el aprendizaje delaprobabilidady laestadistica
implican construir model os de fenébmenos fisicos, desa-
rrollar y usar estrategias (tales como la simulacién o el
conteo) y comparacion y evaluacion de diferentes enfo-
ques alos problemas para controlar posibles compren-
sionesy representaciones equivocadas. En este sentido,
ensefiar probabilidad y estadistica es ensefiar resolu-
cién de problemas, aunque en un dominio particular.
Ademas, los conocimientos de los profesores tanto en
probabilidady estadisticacomo enresoluciéndeproble-
mas son, en general, débilesy, en algunos casos, inexis-
tentes. Esto no esfallo de ellos, cuando histéricamente
|os programas de formaci n de profesores no han inclui-
do sisteméticamenteni laprobabilidad y estadisticani la
resol ucin de problemasparaprof esoresde mateméticas
en activo. Finalmente, la resolucion de problemasy la
probabilidad y estadistica son ambos, en algun sentido,
recién llegados a bloque de matematicas, al menos
desde la perspectiva de su inclusion en el curriculo de
secundaria y especialmente si uno lo compara con la
tradicion de otras partes del curriculo de mateméticas
(Shaughnessy, 1992).

Los andlisis que se mostrardn en este articulo deben
situarse en el contexto particular de la formacion de
profesores de mateméticas'. No en balde, con énfasis
diferentes, los hemos usado en nuestras clases con estu-
diantes de magisterio, con estudiantes de la facultad de
mateméticas y con estudiantes de tercer ciclo en didac-
ticadelasmateméticas. Pretenden analizar el proceso de
resolucién del problema, que hemos bautizado como el
problema de la cueva, desde algunos de los elementos
del modelo de competencia de la pura resolucién de
problemas (Puig, 1996) en lo que puede ser pertinente
para este problema de probabilidad.

LOS ELEMENTOS PARA UN ANALISIS DI-
DACTICO

En el contexto particular en el que se presenta este
trabajo, losanalisisque son pertinentes hacer del proble-
madelacuevatienen en cuentael ementosque, siendo de
origenes diferentes, confluyen aqui en lo que hemos
titulado simplemente como el problema de la cueva.
Estos elementos son:

a) el mundo de laresolucion de problemas que contem-
pla éstos en relacion con los sistemas matematicos de
signos (Filloy, 1999; Puig, 1997) con el que seresuelven
(Puig, 1996);
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b) el escenario en quesedesarrolla, curso dedidacticade
la probabilidad y la estadistica para la formacion de
profesores (Huerta, 2000);

¢) el nivel deandlisiscon el que se estudia el proceso de
resoluciény gue en este caso considerael nivel macros-
cOpico junto con laintrospeccién —tomando en conside-
racion la figura del resolutor ideal (Puig y Cerdan,
1988);

d) los elementos de un modelo de competencia tomados
delapuraresolucién de problemasy quetienenvocacion
de convertirse en un model o de competenciaen lareso-
lucién de problemas de probabilidad —modelo que esta
por construirse o construyéndose: herramientas heuris-
ticas (HH), destrezas heuristicas (DH) y métodos de
resolucién con contenido heuristico (MH) (Puig, 1996);

€) las DH paralaresolucion de problemas de probabili-
dad (Fischbein, 1977; Engel, 1975a, 1975b);

f) los procesos de resolucion y |os conceptos matemati-
cos implicados (Huerta, 2000).

Lasreferencias que seincluyen en lalista de elementos
gueseconsideran parael andlisisdidéactico del problema
delacuevadan cuentaabundantemente deell os. Nuestro
propdsito aqui esponerlosen juego durantelaresolucién
del problema, demaneraquepermitarealizar losandlisis
pertinentesy queseincluyen alolargo del texto. Asi, la
resolucion del problema se presentay se organiza aten-
diendo al primero de los elementos citados, | os sistemas
matemaéticos de signos. El escenario y, por tanto, el
sentido con el quesedeben considerar losandlisis, forma
parte de un escenario mas amplio: un curso de didéctica
de la probabilidad y la estadistica para la formacién de
profesores. Por otraparte, quien resuelve el problemaes
un resolutor ideal que sabe |as cosas que hay que hacer
en cada momento y por queé hay que hacerlas, tomando
en consideracionlasHH, DHy MH del mundo delapura
resoluciéon de problemas que son pertinentes para el
problemade probabilidad que se esta analizando. Final-
mente se consideran los sistemas de representacion,
consideradosaqui como DH, que permitenvisualizar los
conceptos mateméticos implicados en el proceso de
resolucion del problemay las reglas de célculo asocia-
das, como teoremas en acto, que permiten resolverlo.

EL PROBLEMA DE LA CUEVA. LOSENUN-
CIADOS

El problema de la cueva para los estudiantes de
primariay secundaria

V eintisiete exploradores estan perdidos en una cuevade
la que parten tres caminos. Uno de ellos conduce al
exterior en una hora. Los otros dos no tienen salida: si
entran por uno de ellos, vuelven ala cueva en dos dias,
y si entran por el otro, en tres dias.
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Como no llevan ningunaluz y la cueva esta obscuray
llena de obstaculos, eligen, cada vez que hacen un
intento por salir, uno de los tres caminos al azar.

Si cada explorador solo tiene comida para sobrevivir
durante menos de seis dias, ¢cuantos de los 27 explora-
dores crees que lograrén salir de la cueva?

El problema del estudiante para profesor?

El enunciado

Veintisiete exploradores estan perdidos en una cuevade
la que parten tres caminos. Uno de ellos conduce al
exterior en una hora. Los otros dos no tienen salida: si
entran por uno de ellos, vuelven ala cueva en dos dias;
y si entran por €l otro, en tres dias.

Como no llevan ninguna luz y la cueva esta obscura y
llena de obstéculos, eligen, cada vez que hacen un
intento por salir, uno de los tres caminos al azar.

Supongamos que:

a) Cada explorador sdlo tiene comida para sobrevivir
durante menos de seis dias.

b) La comida no es problema, siempre hay.
Las tareas. El estudiante como resolutor del problema

1) Paracadauno delos supuestos anteriores, hallar la
probabilidad que tiene un explorador de salir de la
cueva.

2) Paracadauno de los supuestos anteriores, hallar el
numero esperado de exploradores que saldran de la
cuevay el tiempo esperado para que finalice el pro-
ceso.

3) Paracadauno delos supuestos anteriores, disefiar una
simulacion del problemade maneraque permitaresolver
el problema por simulacién. Prestar atencion a los si-
guientes aspectos:

a) Generadores de azar posibles.
b) ¢Como deben usarselos generadoresde azar y por qué?

¢) ¢Cémo han de organizarse los datos con el fin de
facilitar una respuesta a las preguntas del problema?

d) ¢Qué significados pueden construirse de los concep-
tos de probabilidad y esperanza matematica, de los
apartados 1y 2, derivados de su uso en laresolucion del
problema por simulacion?

€) La clase de secundaria de la que sois profesores esta
compuestapor 30 estudiantes. L aprobabilidad que asig-
ne por simulacion cada estudiante o |la clase queremos
gue no exceda en méas de un € dela probabilidad tedrica
—calculada por nosotros con anterioridad— con un grado
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de confianza t. ¢Cuantas simulaciones debera hacer
como minimo cada estudiante?

La propuesta de trabajo del estudiante para profe-
sor. El estudiante para profesor como observador de
los procesos de resolucién

En los primeros apartados se propone alos estudiantes
paraprofesor que el problema se resuelvaen mas de una
forma, de maneraque cadasolucién del problemaimpli-
que poseer més de un componente de andlisis:

a) el componente formal, queimplicael uso del sistema
matematico de signos més abstracto;

b) laaproximacion alasecundaria, queimplicael uso de
un sistema matemati co de signos menos abstracto: siste-
mas de representacion y de reglas de cél culo asociadas;

¢) laaproximacion ala primaria con el uso del sistema
matematico de signos menos abstracto implicado en el
juego y el dbaco probabilistico (Engel, 1975b).

En el apartado siguiente se sugiere que el problema se
resuel vatambién por simulaciony apartir delainforma-
ciény, por tanto, de los datos, que ésta proporciona. Se
ha de analizar la simulacién desde una doble vertiente,
como método de resolucién de problemas de probabili-
dad y como contexto particular de ensefianza en el que
los estudiantes de primariao secundariaadquieran expe-
riencias sobre las natural ezas diversas de |0s conceptos
de probabilidad y de esperanza matemética.

LOS PROCESOS DE RESOLUCION DEL
PROBLEMA DE LA CUEVA ANALIZADOS
DESDE EL SISTEMA MATEMATICO DE
SIGNOS QUE LO RESUELVE

Hemos indicado que uno de los mundos posibles en el
gue ubicar laresolucion de problemas es aquél en el que
|os problemas se miran desde | os sistemas mateméticos
de signos que los resuelve. Procede, pues, tomar una
posicion respecto de esta nocién. Asi, adoptaremos la
posicién que describe Puig (1997) refiriendo que, en la
actividad matematica, «la combinacién de todos los
Signos que se usan —ya sean signos matematicos o un
sistema de signos mateméticos, el lenguaje vernaculo y
otros medios de representacion, quizas— constituyen un
sistema matemético de signos (SMS)» (p. 68) y 1o que
interesano esel estudio delos signos en si mismos, sino
que «desde el punto de vista de la didactica es mas
interesante los procesos de significacién y de produc-
cién de sentido que el estudio de los signosy sus tipos»
(p. 68). En consecuencia, lo que mostraremos serd el
sistemade signos que permiteresolver el problemadela
cueva, formado por diferentes estratos que determinan
niveles de abstraccion crecientes, tanto en el uso de los
signoscomo en lasignificacion que el uso de esossignos
dota a los conceptos de probabilidad implicados en la
resolucion del problema.

7



INVESTIGACION DIDACTICA

El estrato mas abstracto del SMS

Si indicamos por E;, parai =1, 2, 3, el espacio de pruebas
del intento i, el espacio de pruebas del problema es
X = ExXExXE;. En este espacio, una posibilidad —suceso
elemental— de salir de la cueva la podemos representar
por un vector de tres componentes no todos nulos®
(i, j, k), de manera que el conjunto de todas |as posibili-
dadesnos permite construir el espacio muestral asociado
al proceso aleatorio implicado en nuestro problema. Los
componentesi, j, kdeestevector indicarénlaposibilidad
del explorador en cada intento, de manera que los val o-
res posibles 1, 2 o 3 indicaran escoger la posibilidad de
la puerta que lleva al exterior en 1 hora, al interior
despuésde 2 dias o al interior después de 3 dias, respec-
tivamente. Asi, para cada explorador:

Xt={(i,j,kK/sii=1,entoncesj=k=0;siizlyj=1,
entoncesk=0perosij# 1, entoncesk =1}, quejunto con
X0={(i,j,K/i,jykdistintosde 1; obiensi | = 2,3,y
j=23, entoncesk=2,3,y s i=j=3entoncesk = 0}
permitendefinir el espacio muestral X comouniondisjunta
de X'y X% X=X0O X°

Definimos lafuncion de probabilidad p sobre X por p(x)
= (1/3)", donde n es el nimero maximo de componentes
no nulos del vector (i, j, k) que define a x(OX. Definimos
también el suceso salir de la cueva por el conjunto X'y
€l suceso no salir dela cueva por el conjunto X°, que por
construccion son conjuntos disjuntosy, a su vez, unién
disjunta de los vectores (i, j, k) que los caracteriza. De
esta manera, las probabilidades de | os sucesos conside-
rados estén definidas por:

p(X) =3 n(3),
siendon=1, 2, 3y por p(X° = 1- p(XY).

Sea Z la variable aleatoria que asigna a cada x/E X €l
ndmero de exploradores que salen delacuevay que para
cada x[JEX° el nimero de exploradores que no salen de
lacueva. Z sedistribuye segiin unabinomial de pardme-
tros (27, 2/3), siendo p = 2/3 laprobabilidad de salir de
lacueva, lo que permiteresolver lapreguntadel proble-
maE(Z) = 27 x 2/3 = 18 exploradores.

El uso del estrato mésabstracto del SM Squenospermite
resolver el problema exige, consecuentemente, que el
proceso de resolucién tenga un desarrollo 1égico con la
determinacion del espacio de pruebas, de las posibilida-
des o sucesos elementales, del espacio muestral, de la
funcion «probabilidad» sobre el espacio muestral, delos
sucesos implicados, de la variable aleatoria y de la
distribucién de probabilidad que organiza esta variable
aleatoria.

El estrato intermedio del SM'S

Vamos a considerar como estrato intermedio del SMS
aguél que usa como signos los propios de un sistema de
representacion, que en nuestro caso es un arbol y los
caminos que constituyen el &rbol, y lasreglas de célculo
asociadas al sistema de representacion.
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El espacio de pruebas consiste en un érbol de longitud*
3 que proporciona 27 caminos posibles. Unaposibilidad
es, pues, cualquier camino de longitud 3, como éstos:

Inicio del proceso - - EI

Inicio del proceso I 2 ] I 3 ] 3

Un observador externo® del proceso puede observar cual
es el final del mismo —que depende de las distintas
opciones que puede escoger un explorador—, dejando
ramas del arbol vivas o cerrdndolas de manera que los
caminos posiblesde salir delacuevase extiendan desde
lalongitud 1 hastalalongitud 3, como éstos:

Inicio del proceso

Inicio del proceso 2 3 1

que representan dos posibilidades de salir delacueva, o
éstos:

Inicio del proceso

Inicio del proceso 3 3

que representan dos posibilidades que no permiten salir
delacueva.

De otra manera, un explorador sale de la cueva si la
posibilidad escogida, el camino del &rbol, acabaen 1. En
caso contrario, no sale de la cueva. Asi, el espacio
muestral parael observador externo estaformado por 13
caminos de longitudes variables, de los cuales 6 condu-
cen al exterior de la cueva (suceso X) y los 7 restantes
no (X°%. Los sucesos X' y X° pueden verse como subcon-
juntos del espacio muestral —el arbol— o no, pero entodo
caso los sucesos son representaciones de trozos del
espacio muestral.

Laconstruccién del espacio muestral mediante un arbol
Ileva asociada la asignacion de probabilidades de cada
unade las posibilidades de escoger una puerta por parte
delosexploradores. Laequiprobabilidad que subyaceen
cualquierade las el ecciones permite asignar la probabi-
lidad 1/3 a cada uno de los tramos del camino, como
puede verse en el ejemplo siguiente:
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1/3
Inicio del proceso -
1
1/3 1/3 1/3

Inicio del proceso 2 3 1

H

Una interpretacién del significado de la probabilidad
recién asignada, cuando ahoraintervienen los 27 explo-
radores, permite determinar el nimero esperado de ex-
ploradores que se espera que recorran cada uno de los
caminos. Asi, con los gjemplos anteriores, podemos
determinar cuantos exploradores se esperaque transiten
por esos caminos:

1/3

/3 1/3 1/3

1
— 51 =1
27 Inicio del proceso 3 1 1
3

N}

©

Un recuento de los nimeros que hay al final de los
caminos nos permite saber el ndmero de exploradores
gue se espera que salgan de la cueva, lo cual constituye
larespuesta al problema planteado.

El proceso de resolucién del problema gue hemos desa-
rrollado con el uso del estrato intermedio del SMSnosha
permitido responder al problema sin necesidad de recu-
rrir al desarrollo 16gico que exige el uso del estrato mas
abstracto del SMS. Otras cuestiones sobre la misma
situacion problemética, que ahora son colaterales a la
preguntaoriginal del problema, pueden plantearseconel
fin de aprovechar el sistema de representacion que des-
cribeel espacio de posibilidadesasociado aesasituacion
probleméticay su potencial heuristico (Fishbein, 1977)
como herramientaque permite resolver otros problemas
relacionados. Unade estas cuestiones esla probabilidad
de salir de la cueva

Resolver esta Gltima cuestion exige introducir reglas de
célculo asociadas a caminos y érboles (Engel, 1975a).
Asi, la regla del producto para caminos nos permite
obtener una funcion de probabilidad definida sobre €l
arbol:

Para cualquier camino, y dada la equiprobabilidad en-
contradaalolargo deél, p (camino) = (1/3)", siendonla
longitud del camino.

Asi, por gemplo:

CET
)=
Inicio del proceso 2 E El (CG) = (1/3)3
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Teniendo en cuenta todas las probabilidades de los
caminosCi, coni=1,2..., 13, enlostérminos anteriores
y descrito el suceso salir de la cueva por los caminos 1,
2,3, 6,9y 10, calcular su probabilidad exige unanueva
regla, la regla de la suma (Engel, 1975a), que nos
permite obtener la probabilidad de un suceso que puede
producirse por unavariedad de caminos posibles.

Lavueltaala pregunta original, ahora con la informa-
ciénadicional delaprobabilidad conlaquepuedesalirse
de la cueva, permite explorar €l nimero esperado de
exploradores que se esperaque salgan de la cuevadesde
la perspectivade unanuevareglade céalculo, laregladel
valor medio para caminosy arboles (Engel, 1975b), en
el que la ponderacion que se realiza en cada uno de los
tramos de un camino exige el uso de laprobabilidad con
la que se transita por ese tramo, lo cual pondera el
numero de exploradores que se espera que transiten por
él. Lavariable aleatoria «nimero de exploradores» que
se espera que salgan de la cueva se interpreta como la
sumade un nimero de val ores esperados de cada una de
las variables al eatorias que define cada uno de | os cami-
nos por los que se puede salir al exterior.

El estrato menos abstracto del SMS

Este estrato es considerado asi porque en €l lossignos
con los que se vaaresolver el problema estan repre-
sentados por fichas dejuego, como lasdel parchis. Se
considera ademas un tablero de juego, larepresenta-
cion delacuevadel problemay las reglas parajugar,
esto es, lareglas paramover fichasy parafinalizar el
juego.

El espacio de pruebas en este estrato del SMS|o consti-
tuye el tablero de juego con 27 fichas blancas en su
interior. El juego, o las reglas del juego, exige que el
jugador tenga en cuentalas restricciones de cada unade
las fichas para los diferentes intentos por salir de la
cueva. Unaforma de tener esto en cuenta es introducir
fichas con colores diferentes cuyo significado sea, para
un observador externo, la situacién del explorador en el
proceso aeatorio. Asi, por ejemplo, una ficha verde
significaria un explorador en el exterior de la cueva
después de haber escogido |a puerta conducente al exte-
rior en una hora. Una ficha roja en mitad de un camino
significariaque un explorador haagotado sus recursosy
seencuentraen el interior delacueva. Deestaforma, el
espacio de posibilidades estaria formado por combina-
cionesdefichasde colores que el observador externo, €l
estudiante, observaria o bien dentro de la cueva o bien
fuera de la cueva.

Las reglas del juego estan relacionadas con lainterpre-
tacion intuitivade laequiprobabilidad de las tres opcio-
nes del explorador cadavez que hace unintento o, deun
modo mucho mas general, con la interpretacion de la
probabilidad por lafrecuenciarelativa. En nuestro caso,
mover fichas consiste en repartir equitativamentelos 27
exploradorespor lastresopcionesdelacueva, simular la
historia del problema (salir fuera, volver ala cueva) y
repetir hasta que el proceso quede terminado.

79



INVESTIGACION DIDACTICA

El suceso salir de la cueva estaria representado por el
conjunto de fichas fuera de la cueva, mientras que €l
suceso no salir de la cuevalo estaria por el conjunto de
fichas que han permanecido en el interior de la cueva
Lasfichas, en consecuencia, tienen un doble significado
en funcién delos colores que se hayan asignado. Asi, un
significado asociado al suceso es el que se derivade la
posicion de cada ficha en el tablero de juego, dentro o
fuera de la cueva; el otro significado est4 asociado al
color de cada ficha fuera de la cueva y que indica la
maneraen laque se haproducido el suceso salir fuera, a
laprimera (1 hora), alasegunda (2 o 3 diasy unahora),
oalatercera(4diasy 1 horao5diasy 1 hora). El color
delasfichasdentro delacuevano sonrelevantesparalas
cuestiones del problema.

El estrato del SM S que estamos considerando ahoraesta
formado por tres grupos de fichas que representan el
espacio de posibilidades (X) y los sucesos salir de la
cueva (X') y no salir de la cueva (X°). Claramente card
(X) = card (X*) + card (X9).

El problema estéa resuelto con sdlo determinar X'y su
cardinal. Pero, igual que con el estrato intermedio, pue-
den resolverse otras cuestiones relacionadas. Asi, la
probabilidad del suceso X, que comparalos tamafios de
los conjuntos fichas representados por X' y X, y que
puede expresarse como «tantos de tantos», puede defi-
nirse o bien como la relacion —en términos de razon—
entre el nimero defichasdel conjunto X'y el nUmero de
fichas del conjunto X o bien, perdiendo la cualidad del
color de laficha, como larelacion entre el nimero de
fichas que salen de la cuevay el nimero de fichas que
entraron. Andlogamente, puede determinarse la proba-
bilidad del suceso representado por X°.

LA EXTENSION DEL PROBLEMA. NUEVO
ESPACIO DE PROBLEMAS. NUEVO SMSY
NUEVOSESTRATOSDE ESTE SMS

La restriccion «tienen alimentos para menos de seis
dias» convierte el proceso aleatorio en finito. Eliminar
esta restriccion lo convierte en un proceso infinito. El
nuevo problema: «V eintisiete exploradores estan perdi-
dos en una cueva de la que parten tres caminos. Uno de
ellos conduce a exterior en una hora. Los otros dos no
tienen salida: si entran por uno de ellos, vuelven a la
cueva en dos dias, y si entran por €l otro, en tres dias.
Como no llevan ninguna luz y la cueva esta obscura y
Ilena de obstaculos, eligen, cada vez que hacen un
intento por salir, uno delostres caminos al azar. ¢Cuan-
tos de los 27 exploradores crees que lograran salir dela
cueva?» introduce alos estudiantes en un nuevo espacio
de problemas que se conocen como cadenas de Markov
(Gordon, 1997).

El estrato mas abstracto del nuevo SMS

Para cada explorador, el espacio de posibilidades puede
representarse por:
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X ={(,j... k,0,0..0..), con i, j, k 1, 2, 3, siendo
k=1s h# 1}, donde, por ejemplo, (2, 3,1, 0...0...) 0
(2,3,3,2,3,2,1,0...0...) representan la posibilidad de
salir de la cueva al tercer intento o al sexto intento,
respectivamente.

Un observador, considerando el proceso aleatorio como
un sistema, observa dos estados posibles:

E., el sistemaestaen el estado 1 (dentro de la cueva)
E,, €l sistema estden el estado 2 (fuera de la cueva).

Y lasiguienterelacién entre probabilidades condiciona-
les:

p (Ez/estamos en E; después de n intentos anteriores)
= p (E./estamos en E; en el intento n-1), es decir, la
propiedad de Markov.

Podemos preguntarnos por la probabilidad de alcanzar
un determinado estado «tarde o temprano» y laduracion
media del proceso aleatorio. Para ello, hemos de consi-
derar dos tipos de probabilidades:

p; = probabilidad de transitar en un solo paso desde el
estado E al estado Ej.

h; = probabilidad de transitar en un paso cualquiera
desde el estado E; al estado E;.

La cadena de Markov recién generada esté descrita
por la siguiente matriz 2 x 2, llamada matriz de
transicion:

P11:2/3 p12:1/3
P21:0 p22:1

Lasolucién alaprimera cuestion se obtiene mediantela
resolucién del sistemade ecuacionesh;; = pij + Sk Pik hy,
gue nos proporciona la siguiente informacién sobre las
probabilidades «tarde o temprano»: h,, = 1, hi = 1, hyy
=0 Yy h11 =2/3.

El conjunto de probabilidades de que disponemos nos
permite clasificar el conjunto de estados en: E; (exterior
de la cueva) como estado recurrente y absorbente y E;
(interior de la cueva) como estado de transicién.

La duracién media del proceso aleatorio se obtiene
resolviendo el sistema de ecuaciones siguiente:
rij= 1+ > piry, sSumaqueseextiende paraloskrj y piroO.
Claramente, nos interesa ri,= 3 (duracion media del
proceso gue nos permite alcanzar E, desde E,, tarde o
temprano).

L osresultadosanteriores, obtenidos paraun observador,

deben ser traducidos en términos del explorador prota-
gonista de la historia del problema. Asi:
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1) Laprobabilidad de salir delacueva (hy,) es 1. Asi que
es seguro que tarde o temprano se sale de lacueva (¢con
tal que se viva suficientemente?).

2) El nimero de exploradores que saldran de la cueva
sera 27.

3) El nimero medio de intentos que han de hacerse para
salir delacuevaes 3.

4) Como las tres puestas pueden ser escogidas con igual
probabilidad en cada uno de los intentos, y uno de ellos
necesariamente es el que conduce al exterior en 1 hora,
esde esperar guelos otros dosintentos se produzcan por
cada una de las puertas restantes, con una duracién
respectiva de 2 y 3 dias. En consecuencia, €l tiempo
esperado para que se detenga el proceso (todos los
exploradores fuera de la cueva) es de 5 dias y 1 hora.

El estrato intermedio del SM'S

El espacio de posibilidades para cada explorador puede
ser representado por un arbol infinito, el que se obtiene
de continuar los caminos que en el caso finito quedaron

E,

E,

Este arbol infinito puede traducirse a un grafo como éste:

1/3

2/3
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cerradospor larestriccién dealimentos. De estamanera,
excepto parael estado 1 (salir delacuevaen 1 hora), el
arbol se construye de la misma manera en los sucesivos
intentos, por lo quelaprobabilidad desalir en el préximo
intento eslamismatanto si estamosen el primer intento
como en el 200 (propiedad de Markov).

Mientrasquelosestados2y 3 (volver alacuevadespués
de 2 y 3 dias, respectivamente) son distinguibles para
cadaexplorador, paraun observador externo del proceso
aleatorio, estos estados significan estar dentro de la
cuevay, consecuentemente, el estado 1 significa estar
fuera de la cueva. Asi, pues, para este observador,
podemos considerar losestados E; y E, definidos de esta
manera:

E, = «Estar dentro de la cueva, no importa en que
intento.»

E; = «Estar fuerade la cueva, no importa en que intento
se produjo.»

Para estos dos estados, |os sucesivos intentos producen
lasposibilidadesquerepresentamosen el siguiente arbol
infinito.

E,
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Un grafo como el anterior nos permite clasificar 1os
estados quelo forman. Asi, E; esun estado vecino de E;,
puespuedeal canzarse en un solo paso desde el estado E;;
del mismo modo, E; es un estado vecino de si mismo. El
estado E; es un estado interior o de transicion, pues a él
le llegan flechas y también salen de él. El estado E; es,
en cambio, recurrente y absorbente, pues a él sblo le
Ilegan flechas y de él no parte ninguna.

Los sistemas de representacion que caracterizan este
estrato del SMS requieren, como en el caso finito, de
reglas de cal culo pararesponder alas preguntas sobrela
probabilidad deal canzar el estado absorbente E; partien-
do desde €l estado E; y la duracion media del proceso
aleatorio. Lasreglas conocidas como la. y 2a. reglasdel
valor medio (Engel, 1975b) resuelven estas cuestiones:

Yo =2l

1/3

2/3

Siendo a = hy,, que lausamos como incognitaauxiliar,y
aplicadas las condiciones frontera al estado absorbente
(h2= 1), laprimeraregladel valor medio nosda: a= 2/
3 a+ 1/3 1, ecuacién de una incégnita cuya solucion
a = 1 nos da la probabilidad de alcanzar el estado E;
desde el estado E,, tarde o temprano.

Laduracion media del proceso aleatorio exige imponer
al grafo las condiciones frontera al estado absorbente

r»= 0. La segunda regla del valor medio aplicada al
siguiente grafo nos da la duraci6n media buscada:

2/3

a=r"I
a=1+2/3a+1/3(0). Dedondea=3.

De la misma manera que los datos obtenidos hacen
referenciaaun observador, procede, como hemos hecho

con €l anterior estrato del SMS, traducir |os resultados

para el explorador.
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El estrato menos abstracto del SM'S

El espacio de pruebas o podemos representar mediante
uno de los dos grafos siguientes, seguin sealareferencia
del proceso aleatorio, el explorador o un observador
externo. Asi, para un explorador, el grafo siguiente
representa la situacion aleatoria que se describe en el
enunciado del problema, grafo que incluye ademés las
probabilidades de transicién entre estados:

1/3 Q
/
1/3

B

/

= Interior de la cueva
1 = Camino exterior 1 hora
2 = Camino 2 dias
3 = Camino 3 dias

Para un observador externo, el grafo y con las probabi-
lidades es el siguiente:

ne®

E = Estar dentro de la cueva
E = Estar fuera de la cueva

2/3

Resolvamos el problema, como hicimos en los casos
anteriores, usando lafiguradel observador y en este caso
el grafo que representa el proceso. En el interior situa-
moslos 27 exploradores representados por fichas. Aho-
ra, otro atributo que no sea el nimero de fichas no es
relevante paralaresolucion del problema. El tablero de
juego queda como sigue:

- "
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Lasreglasdejuego son, inicialmente, importadas desde
el caso finito. Asi que, después de 75 movimientos?, la
situacion es la que representa el grafo siguiente:

1/3/@

Lasituacion anterior no puede continuarse si solamente
se aplican lasreglas del juego que hasta ahora se tienen
y gque responden a unavision frecuentista de la probabi-
lidad. Es necesario romper este impéas con el uso del
abaco probabilistico (Engel, 1975b). Asi, puede consi-
derarse que el problema es equivalente a un grafo con
una carga critica’ de dos fichas, como el que representa
lafiguraanterior. Seintroducen fichasen el estado E; y
se juega. El proceso o juego acaba cuando, después de
mover, el estado cargado criticamente queda como esta-
ba a iniciar el proceso. La serie de grafos siguiente
representa el inicioy el final del proceso:

o
/@ ///
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Los resultados que produce la aplicacion del dbaco
probabilistico deben ser interpretados. Asi, seintroduce
unafichaen el estado E; y es absorbidapor el estado E,.
Paralafichaintroducida se realizan tres movimientosy
el proceso acaba. Con estos datos, |a probabilidad de
transitar desde el estado E; al estado E, es 1, yaque la
fichaque seintroduceen el estado E; es absorbida por €l
estado E,. Como el niUmero de movimientos es 3, para
una ficha absorbida, el nimero medio de movimientos
continuara siendo 3. Estos datos, que son para el obser-
vador, deben ser traducidos para el explorador:

— Si |la probabilidad de transitar de E; a E; es uno, es
seguro que todos |os exploradores saldran de la cueva.

—Si el nimero medio de movimientos de lasfichases 3,
entonces, por término medio, un explorador realizara
tresintentospor salir delacueva. En consecuencia, igual
gue hicimos en casos anteriores, es de esperar que estos
intentos recorran todos | os caminos posiblesy el tiempo
esperado seade 5 diasy 1 hora.

EL PROBLEMA DE LA CUEVA Y LA SIMU-
LACION

La simulacién

Decia Polya (1966) que todos |os problemas que impli-
quen fendbmenos azarosos de masas (de probabilidad)
podrian reducirse a problemas con bolsasy bolas, esco-
gidas éstas en cantidades apropiadas. Polya, partiendo
de la definicion axiomética de la probabilidad de von
Mises, considerala naturaleza empirica de la probabili-
dad de un suceso definida por la frecuenciarelativa de
las veces que ocurre.

Simular un problema de probabilidad es una destreza
con contenido heuristico (DH) (Puig, 1996) que permite
resolver el problema de probabilidad por otros medios.
Aungue hay una cierta transformacion del problema
original en el problema simulado, esta transformacion
no permite considerar el problema transformado como
diferente del original, yaquelo que hay que hacer eslo
mismo que en el problemaoriginal pero usando estavez
unadeterminadadestreza: dados, urnas, nimerosal eato-
rios. Es por eso por lo que la simulacion no deberia
considerarse como unaherramientaheuristica(HH) sino
como una destreza heuristica (DH).

Entre el problemaoriginal y el problemasimulado debe
haber unacorrespondenciaquelos haga equivalentesen
términos de probabilidad. Asi:

1) El espacio de posibilidades del problema original ha
de corresponderse en probabilidad con el espacio de
posibilidades del problema simulado. Por ejemplo, es-
coger unadelastresopcionesparasalir delacuevatiene
probabilidad 1/3. El espacio de posibilidades que puede
obtenerse al lanzar un dado cubico laplaciano conside-
rando los pares (1,2) para la opcién 1, (3,4) para la
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opcién 2 y los pares (5,6) para la opcion 3, permiten
establecer la siguiente correspondencia:

El par de resultados (X, y) a lanzar una vez el dado
cubico laplaciano se corresponde con la opcion A, para
A =1,2,3,enel problemadelacuevasi p[(X, V)] = p(A).
Cadavez que un explorador hace un intento por salir de
la cueva, dado que aln no lo ha conseguido, indepen-
diente del resultado del intento anterior, se hade corres-
ponder enlosmismostérminosdeindependenciaconlos
lanzamientos consecutivos del dado, si en ningln caso
anterior aparecio el 1o el 2.

Esto mismo que hemoshecho con un dado puede hacerse
con el generador de azar por excelencia, los niUmeros
aleatorios, cuyo uso como método de resolucion de
problemas de probabilidad se conoce con el nombre de
método de Monte-Carlo (Engel, 1975a).

2) Cualquier posibilidad en el problema original puede
conseguirse en el problema simulado. Asi, he de poder
salir alaprimera, segundao tercera, en el caso finito, o
encualquier caso, enel casoinfinito. Y esto esasi porque
es posible obtener el 1 0 el 2 a primer lanzamiento, al
segundo, al tercero, etc.

El procesodesimular, lainformaciony losdatos, y el
nimer o de simulaciones

Una simulacion consiste en una experimentacion del
proceso aleatorio que esté presente en el problemaorigi-
nal medianteel proceso al eatorio que hay en el problema
simulado. El proceso de simular consiste, pues, en la
obtencion de todos los resultados posibles del proceso
aleatorio simulado. Veremos después que esto es una
dificultad en la tarea.

Lo que se obtiene en cada simulacién es informacion
sobrelosresultados posibles del proceso al eatorio simu-
lado. Estainformacion hade ser traducidaen datos para
poder dar respuesta al problema simulado. Se requiere,
entonces, de un tratamiento estadistico de esos datos
—ordenacién y representacion mediante tablas y gréfi-
cos, analisis de los datos mediante medidas de centrali-
zacion y de dispersion— con el fin de dar respuesta a
problema simulado.

Todo tratamiento de fendmenos azarosos de masas,
utilizando laterminologia de Polya (al menos su traduc-
cion), esdependiente del nimero de simulacionesque se
hagan. En consecuencia, lafrecuenciarelativa asociada
a un determinado resultado posible —y, por tanto, la
probabilidad asi asighada— depende del nimero n de
simulaciones. «¢Cudantas simulaciones debemos de ha-
cer?» es una pregunta muy habitual que hacen los estu-
diantes. Se responde: «Cuantas més mejor.» Pero esta
respuesta, claro estd, depende de con qué fines se esté
usando la simulacion para resolver un problema de
probabilidad. Si la uso (profesor) porque no sé qué
probabilidad puede tener un determinado resultado, en-
tonces, cuantas mas, mejor, ya que (ley fuerte de los
grandes numeros), si pudierahacer infinitalafrecuencia
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relativaresultante, se podriaasociar con su probabilidad
en el limite de aquéllas. Es el caso, por gjemplo, de la
chincheta. Ahora bien, si sé (profesor) la probabilidad
perolos métodos que uso pararesolverlosolosfinesque
persigo aconsejan usar lasimulacién, entonces, €l nime-
ro de simulaciones que han de hacerse depende de dos
cosas (ley débil de los grandes nimeros): del grado de
aproximacion con el que se quiere que la frecuencia
relativa calculada por los estudiantes se aproxime a la
probabilidad tedricay del grado de confianzaque quiero
tener (profesor) dequeesto ocurraen misclases—aunque
también delaprobabilidad tedrica que hay que calcular,
pero esto lo dejamos parael final. Asi, por gjemplo, si la
probabilidad de salir de la cueva es 2/3 y quiero que la
aproximacion delafr, aestaprobabilidad seamenor que
0,01 con una grado de confianza del 95%, el nimero ny
(nimero minimo de simulaciones) a partir del cual esto
ocurreseobtienedeny=2/3 > [1-(2/3)]/ 0,012 5> 0,05; es
decir, ny = 44.444 simulaciones. En una clase de 30
alumnos cada uno de ellos deberia hacer sin desfallecer
y sin «trampas» un total de 1.481 simulaciones del
problema.

El resultado del problema resuelto por simulacion,
significadosasociadospor el sentido en el que seusan
los conceptos

El primer concepto que vamos a ver es el de probabili-
dad. La naturaleza de este concepto en un problema
simulado es empirica, adquiere el significado de «fre-
cuenciarelativa», yaque éstase usaaqui en este sentido.
Por tanto, el alumno (comoresolutor del problema) veen
la probabilidad un medio paraorganizar si un resultado
posible es mas 0 menos fécil o dificil de producirse que
otro, permaneciendo é a margen de la toma de esta
decision. Losndmerosdeciden. Eso hace que seapertinen-
te preguntar, por giemplo, si es «facil salir dela cueva» 0
«més dificil salir de la cueva que quedarse dentro», en
lugar de la «probabilidad de salir de la cueva».

L as medidas de centralizacion usadas para dar el resul-
tado de un problema por simulacién permiten que el
concepto de esperanza matematica o de val ores esper a-
dos adquiera aquel significado, pues aquéllos se estan
usando en ese sentido. Hay diferencias, no obstante, en
€l uso de estas medidasde centralizacién, yaqueno eslo
mismo usar una media aritmética que una moda o una
mediana como esperanza matematica o valor esperado.
La media aritmética deja a margen de cualquier deci-
sién al estudiante mientras que el uso de cualquiera de
lasotrasdos puede estar derivado de unadecision previa
del estudiante. Asi, ante la pregunta «;Cuantos explora-
dores esperas que se salven delos 27?», |o razonable en
el proceso de resolucién del problema de la cueva que
usa la simulacion es usar lamoda con el significado de
«valor esperado 0 esperanza matemética».

Dela conveniencia en el uso de la simulacion
El uso de la simulaciéon para resolver problemas de

probabilidad depende de muchas cosas. No encuentro
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demasiados argumentos para negar su uso, aunque a
veces, para determinados casos, no sea demasiado con-
veniente.

I maginemos que, en nuestro problema, queremos cal cu-
lar laprobabilidad de que sal gan exactamente 3 explora-
dores. La probabilidad teérica de este suceso es
3,1 > 10°. Para obtener esta misma probabilidad empi-
ricamente, el nimero de simulaciones que habria que
hacer, para los parametros que estamos usando, seria:
no=3,1Y 10°y [1-(3,1 Y 109)]/[(0,01)°]2 5 0,05. Esto
nosdaque ny = 6,2 10*°simulaciones, esdecir, del orden
de los diez mil millones de simulaciones. Sin comenta-
rios. Claro que también se puede decir que este suceso es
imposible o casi imposible, pero ésta es una razén de
otro estilo.

CONCLUSIONES

L os andlisis que hemos expuesto, y otros que se pueden
hacer y que mas adel anteindicaré, pretenden mostrar las
maneras de hacer que pueden ser objeto de ensefianza
con estudiantes para maestros y profesores de matema-
ticas. Su ubicacion enuntemario deformacién secorres-
ponderiacon lastareas que, entre otras, podrian hacerse
en didactica de la probabilidad y la estadistica. El pro-
blema que hemos usado para ejemplificar los analisis
puede usarse, desde el punto de vista metodol égico, de
mas de una manera. Una, como problema en el que
desplegar los diferentes andlisis que acabamos de hacer,
mediante su resolucién, y como contexto de ensefianza
en el que mostrar de qué manera puede analizarse cada
uno delos procesosderesolucién, introduciendo, enton-
ces, los elementos de andlisis.

En este segundo caso, usando el problemacomo contex-
to de ensefanza, |os dif erentes model os de competencia
gue se van construyendo permiten introducir no sélo los
elementosparael andlisisdel proceso deresolucién sino
otros que también estan presentes tanto en el problema
como en su resolucion. Recordemos algunos de ellos:

—Sediscutelanaturalezadel azar que estpresente en el
problema.

— Se analizalaindependenciade las pruebas por las que
pasacadaexplorador en los sucesivosintentos, indepen-
dencia que puede estudiarse entre los protagonistas del
problema: para un explorador y entre exploradores.

— Setomaen consideracion lafiguradel observador del
proceso y su papel en laresolucién del problema.

— Se consideran diferentes estratos del sistema mate-
matico de signos con los que se expresan tanto los
sucesos como sus probabilidades, en funcion del proce-
sofinito oinfinito, y que permiten resolver el problema.

— Se analiza el caracter heuristico de los sistemas de

representacion que forman parte de esos estratos. Los
arboles, por ejempl o, son sistemasderepresentacion que
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como destreza tienen potencial heuristico, ya que no
s6lo son Utiles para un buen nimero de problemas, sino
quetienen su propiaestructurainternay son generadores
de nuevos problemas; asi mismo, los grafos que repre-
sentan Cadenas de Markov.

— Se discuten |os significados de | os diferentes concep-
tos asociados a la estructura conceptual de la probabili-
dad que sederivan del uso delos mismosen relacion con
los diferentes sistemas de signos en €l que se expresan.

Ladistincién entre asignaciony calculo de probabilida-
desen funcion delos SM S usados paralaresol ucion del
problema conduce, por ejemplo, aun andlisislongitudi-
nal entre |os estratos del SMSy no sélo dentro de cada
uno de ellos. Detallar aqui todos estos andlisis daria
lugar aotro articul 0; no obstante, mostraremos un par de
gjemplos:

Usar los estratos més abstractos e intermedios en el
proceso de resolucion implica necesariamente célculo
de probabilidades, pues con el primero de ellos se ponen
en uso dos resultados de la teoria de la probabilidad, la
probabilidad de la unién disjunta de sucesos y la proba-
bilidad compuesta o conjunta; y con el intermedio las
reglasdelasumay del producto paracaminosy arboles.
Por el contrario, el uso del estrato menos abstracto
permite al resolutor asignar probabilidades unavez ter-
minado el proceso. Si consideramos que aprender mate-
méticas es también ser competente con los diferentes
estratos de los SM S, una ensefianza coherente con esto
ultimo potenciariael aprendizajeen el sentidoinversoal
gque hemos mostrado en la exposicion, es decir, comen-
zando con el SMSmenosabstractoy favoreciendo el uso
de los demas estratos en un orden creciente de abstrac-
cion.

El segundo ejemplo lo referiremos a una propiedad, la
propiedad de Markov. Formal mente, estapropiedad esta
expresada dentro del SMS més abstracto como una
probabilidad condicional que implica a estados de un
sistemaque esté sujeto aun determinado proceso al eato-
rio. Es necesario reconocer previamente esta propiedad
para poder resolver el proceso aleatorio infinito como
una cadena de Markov. Con €l estrato intermedio, la
propiedad de Markov sereconoce por cdmo seconstruye
el arbol infinito o el grafo, a que puede traducirse el
arbol infinito, que dacuentadel proceso aleatorio. Sien-
do el grafo de la manera que es, se pueden aplicar las
reglas de calculo que permiten resolver un grafo como
tal que representa una cadena de Markov. Finalmente,
con el estrato menos abstracto, la propiedad de Markov
es todavia mas facilmente reconocible por el hecho de
gue laficha estd en un estado o en otro independiente-
mentedelahistoriapreviadel proceso, detal maneraque
una ficha en el estado dentro de la cueva esta en la
mismas condiciones, en términos de probabilidad, de
salir de la cueva que cuando se inici6 el proceso o
después de un buen ndmero de pruebasy que le mantie-
nen en este estado.

El trabgjo que agui se ha descrito abre, en nuestra
opinién, muchas posibilidades de continuidad, ahora
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investigando, por ejemplo, alosresolutoresen los dife-
rentesniveleseducativoscon el findeanalizar nivelesde
competenciaen el uso delosestratosdel SMS, éstos que
se han mostrado aqui y otros que podrian derivarse de
esos estudios.

NOTAS

! Aunquesepodria, no meparecerazonabl ehacer unadistincion
explicitadesi laformacion serefiere a maestros de ensefianza
primariao profesoresde matemati cas de ensefianzasecundaria.
Aqui me referiré a formacion de profesores de matematicas,
entendiendo por ello que se habla de formacién de estudiantes
para maestros o profesores que tendran, entre sus tareas, la
tarea de ensefiar matematicas. Solamente el uso que se pueda
hacer de los andlisis que se van a realizar en este articulo
determinaran el nivel educativo de los estudiantes, tanto de
profesor de primaria como de secundaria.

2 El estudiante de profesor de mateméticas ha de resolver los
problemas que sus estudiantes resolveran con posterioridad.
Durante su formacion, lo que mis estudiantes resuelven son o
guellamo problemas con intenci6n didactica, como el que nos
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