INVESTIGACION DIDACTICA

INFINITO ACTUAL E INCONSISTENCIAS:
ACERCA DE LASINCOHERENCIAS

EN LOSESQUEMAS CONCEPTUALES
DE ALUMNOS DE 16-17 ANOS

GARBIN, SABRINA y AZCARATE, CARMEN

Departament de Didactica de les Matematiquesi les Ciéncies Experimentals

Universitat Autonoma de Bar celona
sgarbin@usb.ve
car men.azcar ate@uab.es

Resumen. En este articulo presentamos algunos resultados, reflexiones y aportaciones de un trabajo de investigacion (Garbin,
2000) que se centra en identificar las inconsistencias y representar, categorizar y analizar las situaciones de coherencia que
manifiestan los alumnos en relacidon con sus esquemas conceptuales asociados al concepto de infinito actual, el cua se
contextualizan en problemas expresados en lenguajes matematicos diferentes: verbal, geométrico, grafico, algebraico y analitico.
M etodol 6gi camentelainvestigaci én seenmarcaen un estudio cualitativo. El andlisisde datosesinductivoy el foco deinvestigacion
tiene un carédcter exploratorio, descriptivo e interpretativo. Participaron en el estudio 80 estudiantes de 16-17 afios.

Palabras clave. Infinito, esquemas conceptual es, inconsistencias, incoherencias.

Summary. We present in this article some of the results, considerations and contributions contained in a research work (Garbin,
2000) focused on the identification of inconsistencies and on representation, categorization and analysis of situations of coherence
showed by students, inrelationto their concept schemes associated to the concept of present infinity, withinthe context of problems
set forth through different mathematical languages: verbal, geometrical, graphical, algebrai c and analytical. From amethodol ogical
point of view thisresearch isframed within aqualitative study. Thedataanalysisisinductive and itsaim isexploratory, descriptive
and interpretative. Eighty 16-17 year old students took part in this study.

Keywords. Infinity, concept images, inconsistency, incoherency.

INTRODUCCION

Lapreocupacién por lasdificultadesdel aprendizajey de
la ensefianza de |os conceptos mateméticos en el bachi-
[lerato, en los cursos preuniversitariosy en los primeros
de la universidad, nos hizo escoger una investigacion
gue, desde el punto de vista de las concepciones de los
alumnos y alumnas, indaga y examina los motivos que
hacen delaprobleméticade un concepto matemético, un
tema para explicar y comprender.

Como problematica, nos ha interesado el concepto de
infinito matematico. Podemos hacernoslasiguiente pre-
gunta: ¢Por qué elegir este concepto? Podriamosdar dos
razones. laimportanciaquetiene el concepto tanto en si
mismo como en la ensefianza de la matematica. Sobre
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esta Ultima queremos recordar una frase de Dalessert,
citada en D’ Amore (1996): «La ensefianza de la mate-
matica debe dirigirse hacia dos objetivos que le son
propios: el sentido del rigor 14gico y la nocién de
infinito». De manera especial, a nosotras nos ha intere-
sado el trinomio: infinito - lenguajes mateméticos -
inconsistencias.

Al principio del bienio 1996-98, nos planteamos como
problemade estudio el interrogante de cual eslaposible
influencia de los lenguajes matematicos en la concep-
cién del infinito actual y en las inconsistencias de los
alumnos. Las preguntas que nos haciamos entonces eran
las siguientes. ¢COmo se describen estas inconsisten-
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cias? ¢Pueden ser categorizadas? ¢Qué tipo de conexio-
nes se pueden establecer entre lo verbal, geométrico,
grafico, algebraicoy numérico en el concepto deinfinito
actual ? Con estas preguntas en el horizonte, realizamos
un estudio previo exploratorio (Garbin, 1998; Garbin y
Azcarate, 2000), en que pudimos constatar lainfluencia
de los lenguajes mateméticos implicados en los proble-
mas aplicados a | os estudiantes, tanto en la concepcion
del infinito actual como en las inconsistencias asocia-
das. Los resultados nos han sugerido también que la
intuicion del infinito actual es «sensible» no solo al
contexto (Fischbein, Tiroshy Hess, 1979), sino también
alasimagenes conceptual es asociadas a otros conceptos
implicados en las cuestiones, en este caso el de funcién
y suma infinita. También mostramos que en las pregun-
tas en que esta implicado un proceso de infinitud, los
estudiantes no siempre responden teniendo en cuenta el
proceso infinito o evadiendo lainfinitud, respondiendo
demanerafinita. A las categorias de respuestas detecta-
das anteriormente a partir de problemas de divisibilidad
infinita(Fischbein, Tiroshy Hess, 1979; Nufiez, 1994: el
proceso terming; el proceso esinfinito; el proceso termi-
napero en lateoriano; y los que no contestan), nosotras
agregamos una categoria formada por las respuestas de
un grupo de alumnos que, para fundamentarlas, no con-
sideran el proceso de division infinito implicado en la
cuestion: «el proceso de division finito o infinito no
determinalarespuesta del alumnos.

Esta experiencia nos abrio nuevos interrogantes y mati-
z0 el planteamiento de la investigacion, que pretendia
identificar lasinconsistenciasy representar, categorizar
y analizar las situaciones de coherenciaque manifiestan
los alumnos en relaci6n con sus esquemas conceptual es
asociadosal concepto deinfinito actual y que se contex-
tualizan en problemas expresados en |enguajes matema-
ticos diferentes: verbal, geométrico, gréfico, algebraico
y analitico.

En este articulo presentamos algunos de | os resultados,
aportaciones y reflexiones de esta Ultima investigacion
(Garbin, 2000), principalmente enfocados a dejar en
evidencia la importancia de describir y distinguir los
términosinconsistencia eincoherencia, describir lo que
entendemos por tarea de conexiony reflexionar sobresu
posible importancia en la actividad matematica, en la
busqueda de cémo ayudar a desarrollo de un pensa-
miento coherente en el estudiante y, en consecuencia
posteriormente, tal vez de un pensamiento consistente
respecto a concepto que se esté trabajando, en nuestro
caso, €l infinito actual.

FUNDAMENTACION TEORICA Y ANTECE-
DENTES

El temade estudio, lanaturalezadel problema, el propé-
sito de lainvestigacion y los objetivos planteados son,
entre otros, los que ofrecieron la perspectivatedrica del
trabajo.
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Por motivos obvios de extension no podemos presentar
en su totalidad el trabajo tedrico, pero si podemos pre-
sentar |la fundamentacion y enmarque tedrico que estan
centrados en la teoria cognitiva desarrollada por Tall y
Dreyfus con relacion a desarrollo y crecimiento del
pensamiento matemético avanzado. Decidimos enfati-
zar aquell os aspectos que hemos considerado importan-
tes parafundamentar nuestrainvestigacion. L osconcep-
tos tratados fueron, de manera particular, el concept
imagey el concept definition (Tall y Vinner, 1981), los
cuales traducimos como esquema conceptual y defini-
ciéndel concepto (Azcérate, 1990); también el concepto
deprocepto (Grayy Tall, 1994) entorno aladualidad del
proceso y concepto. En cuanto a procesos podemos
distinguir entre: a) los implicados en la representacion
como son el proceso propiamente dicho, las representa-
cionesy translacionesy lamodelizacion; y b) losimpli-
cados en laabstraccion, esdecir, generalizar, sintetizar,
abstraer. También nos hemos detenido a describir los
procesosdel crecimiento cognitivo enlaetapadetransi-
cion desde la matematica elemental hacia la avanzada,
considerando que «el lugar donde el pensamiento mate-
matico elemental se convierte en avanzado no se ha
definido todavia con precision» (Tall, 1995).

Esta teoria era necesaria, pero no suficiente, para abor-
dar temas como la intuicion, las inconsistencias y las
representaciones, de especial importancia en nuestro
trabajo. Sehizo, pues, necesario completar el marco con
una mirada mas profunda hacia estos términos que aca-
bamos de mencionar.

La importancia que ha tenido y tiene la nocién de
intuicién en la matemética, en las ciencias y en la
educaci én matemética, hizo que surgieraun graninterés
por investigarlo, especial mente considerando el conoci-
miento intuitivo como un camino bésico, junto al anali-
tico, enlaactividad matemati ca, como mostrod Fischbein
en su articulo «Intuition and Proof» (1982). Estaimpor-
tancia podria ser la respuesta obvia a por qué escoger
esta nocion en el marco tedrico, ademas de considerar
gue en las preguntas que hemos planteado a nuestros
alumnos «entra en juego» la intuicién. Pero, alguna
razdn méas hemos encontrado al centrarnos en lanocién
de infinito.

Sabemos que el concepto aristotélico de infinito es una
nocién potencial quedomind enlahistoriahastalaépoca
cantoriana, y quetuvo unagran influenciaen el desarro-
Ilo de este concepto. Como ha sido expresado por
Fischbein (1982) este concepto potencial deinfinito esel
que responde a la interpretacion natural intuitiva del
infinito. «Un objeto potencialmente infinito (por ejem-
plo, unalineaque puede ser extendidaindefinidamente)
tiene un significado «conductual». Una operacién po-
tencialmenteinfinitatambién tiene un significado «con-
ductual» (por ejemplo, dividir indefinidamente un seg-
mentodelinea). Uninfinitoactual notieneunsignificado
conductual, por tanto, no escongruente con unainterpre-
tacion intuitiva» (p. 13).

Debemos advertir que las respuestas correctas a los
problemas de nuestro cuestionario resultan ser contrain-
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tuitivas; por otraparte, «lasintuicionesno son absol utas,
dependen del contexto...» (Fischbein, 1998, p. 367).
Dado el interés de nuestrainvestigacion y o expresado
anteriormente, resulté imprescindible considerar la in-
tuicion, su rol, su clasificacion y sus caracteristicas.
Fischbein (1998) describe las siguientes caracteristicas
generales de las cogniciones intuitivas: a) cogniciones
directas, autoevidentes; b) certezaintrinseca; ¢) coerci-
sion; d) capacidad de extrapolar; €) globalidad. También
clasificaalasintuicionescomo deaceptaciény anticipa-
cion, las primeras de las cuales pueden ser primarias y
secundarias.

El tema deinconsistencias tiene unarelevancia especial
ennuestro estudio. En el afio 1990, variosinvestigadores
de didéctica de la matemética dedicaron un lugar espe-
cial al temadelasinconsistencias en un volumen mono-
gréfico de la revista Focus on Learning Problems in
Mathematics. El objetivo principal y el deseo de los
investigadores era que dicho volumen sirviera para en-
riquecer el conocimiento béasico sobre el temay animar
a seguir investigando en este dominio. Los intereses
comunes a todos | os articul os son los posibles origenes
delasinconsistenciasy el sugerir estrategiasinstruccio-
nales para promover el aprendizaje a través de ellas.
Algunos presentaban investigaciones empiricas
(Wilson, Tall, Tiroshy Graeber) mientrasotros ofrecian
discusiones tedricas (Behr y Harel; Vinner). Steffe, por
otra parte, trata de este tema desde un punto de vista
constructivistay Tirosh proveeunasinopsissobreel rol de
las inconsistencias en el aprendizaje de la matemética.

Hemos querido dar a conocer aquellas aportaciones y
conclusiones que consideramos mas importantes para
nuestro trabajo y que provienen de las investigaciones
antes mencionadas. Subrayamos de manera especial la
clasificacién que hace Tirosh de lasideasinconsistentes
de los estudiantes, ya que permite situar las observadas
en nuestra investigacion.

Vinner (1990) habia distinguido dos tipos de inconsis-
tencias: lasque sederivan deun sistemaformal y lasque
suceden desde un punto de vista psicomatematico. Con-
sideré dos nivelesdeinconsistencias: las superficialesy
lasprofundas. Lasprimeras, derivadasdeunerror enuna
demostracion o como resultado de un axioma contradic-
torio con otro; y las profundas, que pueden ser derivadas
de un concepto mal formulado o debidas a la presencia
de conexiones implicitas erréneas. Tirosh aumenta esta
clasificacién ofreciendo otros tipos de ideas inconsis-
tentes, de particular importancia para la instruccién:
a) inconsistencias directas eindirectas; b) validez mate-
mati ca de | as proposiciones; c) inconsistencias externas
e internas; d) consciencia de los estudiantes de sus
inconsistencias.

En cuanto a la falta de consciencia de los estudiantes
sobre susideasinconsistentes, es unasituacion identifi-
cada y que preocupa en cuanto no ayuda a que los
alumnos puedan aprovechar sus inconsistencias para su
aprendizaje y hace que el método de crear un conflicto
cognitivo al estudiante no siempre tenga los resultados
deseados.
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Con relacion alos posibles origenes de inconsistencias
delasideas matematicasdelosestudiantes, Tirosh sigue
las misma éreas consideradas por Tall, ofreciendo una
subclasificacion que podemos ver en latabla siguiente:

La matematica: naturalezarelativa

La mente: conocimiento y creencias

— Discrepanciaentreel aprendizajeformal, intuitivoy el conoci-
miento algoritmico.

— Discrepancia entre el esquema conceptual y la definicion del
concepto.

— Naturaleza del contexto del conocimiento adquirido.

— Resistenciaa cambio conceptual .

— Percepcion del estudiante de la matemética.

El mensaje: el lenguaje, el curriculoy la instruccion.

* No son mutuamente excluyentes.

En nuestra investigacion también son importantes los
términoslenguajes matematicos, contextoy representa-
cién. De ahi que hayamos abordado el estudio del térmi-
no representacion. Janvier, en el afo 1987, editd el libro
Problems of representation in theteaching and learning
of mathematics, que destacé en esetiempo el temadelas
representaciones en la educacién mateméticay situd la
perspectiva tedrica del tema en ese momento.

Para complementar nuestro marco tedrico hubiésemos
podido centrarnos en la perspectiva tedrica que ofrecen
los articulos citados anteriormente. Sin embargo, sin
quitarleimportanciaatales aportacionesy sinolvidar la
resonanciade estos planteamientos, nos hemos centrado
en lateoria de |as representaciones semiéticas, desde el
punto de vista cognitivo, desarrollada por Duval (1993,
1996, 19993, 1999b), que llevé a afirmar que «la carac-
teristicaesencial delaactividad mateméticaesel cambio
deregistro de representacion y que la conversion de las
representacionesesun problemacrucial en el aprendiza-
je de las matematicas» (Duval, 1999a, 1999b). Hemos
presentado aquellos términos y definiciones que son
bésicos para entender las aplicaciones subsiguientes al
analizar la actividad mateméticadesde el punto devista
delasrepresentaci ones semi6ti cas. Especificamentepara
nuestro trabajo, los términos que més nos interesan
clarificar son: representaciones semidticas, registro de
representaci on, conversiony coordinacion delasrepre-
sentaciones.

Antes de centrarnos en la presentacién de algunas de las
investigaciones de interés didactico realizadas sobre el
infinito matemético, dimos un paseo por la historia del
concepto de infinito con especial interés por el infinito
actual. Este paseo lo hemosdividido entrespartes. Enla
primerahemoscontextualizado lasdos épocashistoricas
gque enmarcaron de maneraespecial el trabajoy el desa-
rrollo de tal concepcidn en |as grandes mentes matemé-
ticas. La segunda parte la centramos en la nocién de
infinito matematico con una mirada especial al infinito
actual y la tercera la hemos dedicado al matemético

89



INVESTIGACION DIDACTICA

Zendn de Elea. También presentamos dos recientes
aportaciones acerca de las paradojas de Zen6n (Harri-
son, 1996; Alper y Bridger, 1997). Para este paseo
seguimos de cerca la exposicion de Boyer (1992), asi
como el trabaj o epistemol dgicoy lasreflexionesrealiza-
das por Waldegg en su tesis doctoral (1987). También
tomamosen cuentalaexposicion que hace Rucker (1995)
en el primer capitulo de su libro Infinity and the Mind y
lade Moreno y Waldegg (1991), entre otros.

Son muchas las investigaciones realizadas en didactica
sobre el tema del infinito matemaético. Tall (1992), a
referirse a la transicién del pensamiento matemético
elemental a pensami ento mateméti co avanzado, en cuanto
a funciones limites, demostracién e infinito, present6
una serie de investigaciones realizadas sobre ese tema.
Tall citala existencia de investigaciones basadas en las
inconsistencias que existen entre el infinito cardinal de
Cantor y las intuiciones. Tales investigaciones tratan
delasconcepcionesy conflictospresentesenlamentede
los estudiantes, nombra explicitamente las siguientes:
Tall (1980); Fischbein, Tirosh y Hess (1979); Tirosh
(1991) y Sierspinska(1987). Mastarde, D' Amore (1996)
recogio un centenar de investigaciones que se han veni-
do desarrollando en los dltimos afios, completando la
lista presentada por Tall pero con un objetivo distinto:
mostrar algunas direcciones que hatomado lainvestiga-
cion en ladidéctica del infinito matemético, através de
una exposicién que no toma como referencialos distin-
tos conceptos del infinito y las concepciones correspon-
dientes, como lo hizo Tall, sino la referencia historica
del desarrollo del concepto. En este articulo podemos
encontrar investigaciones sobre | as paradojas de Zendn
y sobre algunas consideraciones de Galileo; investiga-
ciones aristotélicas y sobre l0s usos «actual» y «poten-
cial» del infinito; investigaciones sobre el continuo,
arededor de la adquisicién del infinito como mediday
conteo, sobre algunas sumas infinitas de Oresme y
Bolzano; otras que tratan la induccién; y, por ultimo,
investigaciones realizadas en el marco de la psicologia
del aprendizaje. El afio siguiente (D’ Amore, 1997) deci-
di6 publicar la bibliografia que posee sobre el tema,
completando la presentada el afio anterior. Consciente
de que es un tema muy estudiado, lallamabibliografia
inprogressy presentaen ella280 titulosque representan
trabajos o investigaciones de interés histérico, episte-
mol 6gi co, psicol égico, filostfico o didactico, realizados
a partir del afio 1951 hasta la fecha de publicacion del
articulo. Algunos de los articul os estan orientados hacia
el concepto mismo, y muchos otros, hacia la compren-
sién de otros conceptos matematicos, en los cuales €l
infinito esta implicito en los procesos cognitivos de
aprendizaje de los mismos. Podemos afiadir nuevos
articulospublicadosentrelosafios 1996-97 aestabiblio-
grafia de trabajos vinculados a concepto de infinito:
Riscos (1996); Stavy y Tirosh (1996); Blazek y Sitia
(1997), de orientacion matemética; Mura y Maurice
(1997); Harrison (1996) y Alper y Bridger (1997), de
orientacion fil os6fico-matematica.

Algunas de las investigaciones son consideradas piloto

y pilares en el area de la didactica del infinito matema-
tico, como lo son Fischbein, Tirosh y Hess (1979), Tall
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(1980), Tirosh (1991) y Moreno y Waldegg (1991).
Otras dos mas recientes, la primera, con una aportacion
desde un punto de vista psicol gico (Nufiez, 1994), y la
segunda, con un enfoque sobre metacogniciony consis-
tenciaenel casodel infinito (Tsamiry Tirosh, 1995), han
sido de particular interés para nosotras.

Con la presentacién bibliogréfica hemos querido resal-
tar la gran cantidad de literatura existente sobre el
infinito matemético. Asi, tenemosunaideasobrelagran
variedad de temaética e intereses surgidos a través del
tiempo. Hemos podido constatar quelasinvestigaciones
dedicadas especificamente a la intuicién del infinito
matematico, desde un interés didactico y psicoldgico,
hacen importantes aportaciones al conocimiento de las
concepciones del infinito que presentan los alumnos.
Ademés, ponen de manifiesto o intuitivamente contra-
dictorio que resulta ser este concepto y evidencian la
presencia de inconsistencias en las respuestas de los
alumnos, bésicamente influenciadas por €l contexto, en
problemas en que esté presente esta nocion.

No nos queda duda de la importancia, paraladidéctica
delamatematica, deconocer lainteraccidn entrelengua-
jes mateméticos - representacion - inconsistencias -
infinito, pero también escierto que ain quedamucho por
explorar en este campo especifico. Con este entorno,
gueremos nuevamente subrayar laimportanciay la no-
vedad de nuestro trabajo, que seguimos, en parte, pre-
sentando en este articulo.

METODOLOGIA

La investigacion se enmarca en un estudio de tipo cua-
litativo. El andlisis de datos es inductivo, ya que las
categorias e interpretaciones se construyeron apartir de
lainformacion obtenida. El foco de investigacion tiene
un cardcter exploratorio, descriptivo e interpretativo.
Estas caracteristicas son parte -y son propias— de la
«investigacion cualitativa» (Latorre et al., 1996).

Antes de esta investigacion se habiallevado a cabo una
experiencia piloto que llamamos investigacion previa
(Garbin, 1998; Garbin y Azcérate, 2000). De este estu-
dio exploratorio revisamos la metodologia, |os instru-
mentos de recogida de datos y andlisis de éstos, y se
corrigieron y completaron aguellos aspectos que asi |0
requerian. Realizamoslainvestigacion con nuevosy con
mayor nimero de participantes, y se construyeron nue-
vas categorias.

Instrumentos de recogida de datos y descripcion de
los participantes

Lainvestigacion se realizd con 80 estudiantes de 2° de
bachillerato detrescentroseducativos (dosgruposde 27
alumnosy uno de 26), cuyas edades estaban comprendi-
das entre 16 y 17 aflos. En el momento de la aplicacion
de los cuestionarios, 10s estudiantes no tenian conoci-
mientos formales previos sobre limites; hasta ese mo-
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Figural

1.- Observa la siguiente figura.

Nos muestra un esquema en el que se biseca cada vez el segmento de la derecha, es
decir los puntos M,N,O,P, son los puntos medios de los segmentos AB, MB, NB y
OB respectivamente.

M N OP
{ I T —+—
A B

Si se siguen haciendo mas y mas bisecciones.

;Crees que es posible llegar a una situacién en la que un punto de la biseccion
coincide con el punto B?.

Explica tu respuesta.

2.- Se deja caer una pelota desde 2 metros de altura sobre una superficie horizontal.
Cada vez que la pelota llega al suelo, tras caer desde una altura h, rebota hasta una
altura h/2.

¢ Podrias calcular la distancia total recorrida por la pelota?. Explica tu respuesta.

; Podrias decir cuantos rebotes hara la pelota?. Explica tu respuesta.

3.- Considera la siguiente suma

1+12+1/4+1/8+116+ . + ..

Cual crees que es el valor de esta suma?. Explica tu respuesta.

4 - La siguiente figura representa la grafica de una funcién.

=5

iz R A
apggd Dl

1,237
Tam

174

tsl oo

; Describe lo que pasa con la funcidn para valores muy grandes de x. ,Podrias determinar
| el valor de la funcién cuando x se hace muy grande?, Explica tu respuesta.

5.- Considera la siguienie ecuacion:
y=1+12+ 127+ 1/2° 2% |+ 12"+

¢Podrias decir para qué valor de n resulta y = 27 Explica tu respuesta.
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mento, lasunidadesdidacti casdesarrolladasen clase por
los profesores habian sido: el nimero real (ndmeros
reales y errores); trigonometria (razones trigonométri-
cas, resolucién detriangulosy ecuacionestrigonométri-
cas); estudio descriptivo de las funciones elementales
(polinomios, funciones polindmicas, racionales y de
proporcionalidad inversa); funcion real.

Dos cuestionarios fueron aplicados alos estudiantes: C,
Yy C..

El primer cuestionario, C; (Fig. 1), constade 5 preguntas
en las que esta presente el mismo concepto matemético,
el infinito actual, y los problemas son de divisibilidad
infinita. Laparticularidad delamayoriadelas preguntas
consiste en ser unaversion actualizada, diferenciadapor
el contexto, de la primera paradoja de Zendn de la
division. Otras generan la misma paradoja. Cinco len-
guajes matematicos distintos diferencian el contexto de
cada una: geométrico, verbal, analitico, gréfico y alge-
braico. Cada problema, en su enunciado, tiene unaparte
que usa la lengua natural como registro linguistico, al
explicar el problemay lacuestion planteaday otraparte
que usaotro registro de representaci 6n semiotica. Como
se puede observar, 10s registros de representacion se-
miotica (indicamos RRL paraindicar registro de repre-
sentacion linguistico y RR registro de representacion no
lingUistico) que aparecen en el enunciado son:

a) RR: figura geométrica (segmento de recta);

b) RRL: lengua natural;

¢) RRL: numérico (sumainfinita);

d) RR: gréfico cartesiano (funcion cartesiana);

€) RRL: escrituraalgebrai ca(ecuacion con sumainfinita).

El segundo cuestionario, C, (Fig. 2), se aplic6 una
semana después de pasar el C,. El objetivo de este
cuestionario era permitir alos estudiantes que tomaran
posicidn ante sus propias respuestas, darleslaoportuni-
dad de corregir, matizar y ampliar las respuestas dadas
en C,y relacionar o encontrar similitud entrelas pregun-
tas o respuestas. Por otra parte, considerar que podian
comunicarseentreellos, reflexionar sobreloocurridoen
el cuestionarioy poder corregir o completar nuevamente
las respuestas dias después, pensabamos que podia ser
beneficioso para evitar aquellas respuestas ingenuas o
producto deuna«conductapseudoanalitica» (Vinner, 1997).
En este tipo de problemas | os registros de representacion
tienen un fuerte carécter de estimulo visual, que puede
inducir al dlumno atener este tipo de conducta.

El cuestionario se aplicé de la siguiente manera:

—Seentregd acadaestudiante su propio cuestionario (C,)
contestado dias antes, un boligrafo rojo y el nuevo
cuestionario (C,).

—Se explicoé a los alumnos el objetivo de esta nueva
aplicacion, laoportunidad quetenian parapensar nueva-
mente sobre la tarea realizada dias antes y corregir o
matizar sus respuestas en caso de creerlo conveniente;
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ademas de este objetivo, el interés de recoger nueva
informacion a partir de la segunda pregunta del nuevo
cuestionario.

— El cuestionario C, constade dos parte (a) y (b). Seles
pidi6 contestar la parte (a) en C; y la parte (b) en C..

— El uso del boligrafo rojo se justificd explicando que
permitiano confundir las respuestas dadas en un primer
momento y las correcciones realizadas por |os alumnos
sobre las propias respuestas.

Esta experienciala hemos considerado positiva, yaque
permitié |a ubicacion definitivade todos | os estudiantes
en laslineas de coherencia (ver apartado, un instrumen-
to: laslineasde coherencia) y por laconductaobservada
enlosestudiantes durante estanuevasituacion. Lejos de
causar rechazo el «pensar sobre lo mismo», |osaumnos
se mostraron mas atentos y méas concentrados en la
nuevatarea. Hemos interpretado que el asombro queles
causo la posibilidad de revisar las propias respuestas y
reflexionar de nuevo acerca de las preguntas fue lo que
favorecio esta conducta, distinta (cualitativamente) ala
gue habiamos observado en la aplicacion del primer
cuestionario.

Un tercer instrumento de recogida de datos hasido el de
las entrevistas grabadas. Es un tipo de entrevista semi-
estructurada y dirigida. La entrevistadora acudio a la
entrevistacon un guién, que fue el mismo paratodoslos
alumnos. Las entrevistas tuvieron una duracién com-
prendida entre 30 y 45 minutos. Los problemas escogi-
dos para la entrevista han sido tres del C, (preguntas 1,
3y 4), y un cuarto problema, también de este cuestiona-
rio (pregunta2), que se proponeal estudiante despuésde
laresolucion de los tres anteriores.

Dado que se necesita el conocimiento de las categorias
establecidas durante el estudio y del trabajo realizado,
explicaremos méas adelantelos criterios seguidos parala
seleccion de los 6 estudiantes entrevistados y en los
anexos mostraremos el guién. Se hizo un andlisis des-
criptivo e interpretativo de cada entrevista.

Figura2
Instrumento de recogida de datos. Cuestionario.

Segundo cuestionario

Tienes el cuestionario que tu mismo/a has contestado:

a) Usando un boligrafo rojo puedes ahora corregir o completar
tus respuestas.

Si corriges o completas, explica por qué lo hacesy, en caso que
no lo hagas, explicatambién el motivo.

(Si no habias contestado alguna de las prguntas inténtalo
ahora.)

Larespuesta que das a cada pregunta, ¢crees que es la Unica
respuesta posible?

b) ¢Encuentras que existe alguna relacién o conexion entre las
preguntas? ¢Y entre las respuestas? Explicalo.
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Un instrumento: laslineas de coherencia

Optamos por el uso de las redes sistémicas (Bliss y
Ogborn, 1979; Bliss, Monk y Ogborn, 1983; Azcarate,
1990; Romero, 1996; Garbin, 1998) como sistema de
representacion de los datos cualitativos obtenidos a
partir delasrespuestas dadas por losalumnosen C;. Las
redes sistémicas posibilitan una configuracion de los
datos que permite mirar todaslasrespuestas efectivasde
los alumnos encuestados. Estos datos nos interesaban
para acercarnos a los esquemas conceptuales de los
estudiantes asociados al concepto de infinito actual.

Se establecio una red sistémica por cada pregunta del
cuestionario y se hizo un anélisis descriptivo e interpre-
tativo pregunta por pregunta. Los alumnos habian sido
identificados al eatoriamente con nimeros del 1 a 80.

Construimos unas tablas resumen a partir de las redes
sistémicas disefiadas con | as respuestas obtenidas en C;.
Estas se construyeron, considerando préacticamente la
mismaorgani zaciOn establ ecida en las redes sistémicas,
por categorias independientes. Se sigui6 lametodol ogia
empleada en el estudio previo (Garbin, 1998; Garbiny
Azcarate, 2000).

A partir de las respuestas de |os alumnos, representadas
en las tablas-resumen, y del contexto de las mismas,
expresado enloslenguajesmatemati cosdistintos (geomeé-
trico, verbal, analitico, gréfico y algebraico), construi-
MOS un instrumento que permite mostrar las respuestas
coherentes o incoherentes de |os estudiantes.

Paralaconstruccién hemostomado en cuentalos proce-
sos explicitados en Nufiez (1994). En el concepto invo-
lucrado en las cinco preguntas, estan presentes dostipos
deiteracciones, ladivergentey laconvergente, es decir,
gue el nimero de divisiones crece mientras la distancia
disminuye. Pero, por otro lado, esté la naturaleza del
contenido que tiene dos tipos de atributos: el nimero de
divisionesreferidoacardinalidady ladistanciacubierta
referida a espacio. Por ejemplo, en la pregunta 1,
el proceso de biseccion es divergente y el nUmero de
divisiones que se hacen para que el punto de biseccion
alcance al punto extremo B se refiere ala cardinalidad.
Por otro lado, la distancia que cubre cada division
disminuye, debido a que cada vez se van haciendo
segmentos méas pequefios; ésta serialaiteracion conver-
gente.

A partir delasrespuestas hemos establecido tres lineas
de coherencia que hemos llamado: linea finitista (o de
evasion de la infinitud), linea actual y linea potencial
(Figs. 6,7,8y9, en el anexo). Como podemos observar,
estos gréficos estan formados por tablas entrelazadas
entre si, las cuales han sido disefiadas a partir de las
tablas resumen. S se sigue el orden dado por estos
enlaces, sepuedenidentificar aaquellosalumnosqueno
mantienen respuestas coherentes entre las cinco pre-
guntas del cuestionario.

Observando cada linea podemos conocer |as respuestas
dadas por los alumnos, las cual es pueden ser correctas o

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2002, 20 (1)

no, consistentes o no con el concepto involucrado enlos
problemas. Mencionaremos aquellos alumnosy susres-
puestas que no aparecen en las lineas anteriormente
expuestas:

1) En la pregunta 1, contesta tanto afirmativamente
como negativamente. Ambas respuestas en sentido po-
tencial y actual se han considerado vélidas. Estos alum-
nos deberian contestar de forma paradéjica en todas las
preguntas.

2) Enlapreguntal, distingue entrelateoriay lapréacti-
ca, en el sentido delaprimeraparadojade Zenén, que es
inducida por el tipo deinfinito involucrado en C,. Estos
alumnos deberian distinguir entre lateoriay la préctica
en todas las preguntas.

3) En la pregunta 1, distingue entre la representacion
geométricay numérica, en el mismo sentido de la res-
puesta(b), pero al justificar distingue unaidentificacion
numeéricay geometrica en el registro de representacion
usado en lapregunta. Estos alumnos deberian distinguir
las respuestas dependiendo de la identificacion que se
pueda hacer de la representacion de cada pregunta.

4) No contesta. Esta clase aparece en muchas de las
tablas construidas. Estos alumnos pueden tener cual-
quier tipo de respuestas en las preguntas que contesten.

5) En la primera pregunta responde que el punto de
biseccion no alcanzaal punto B por no poder ser éste un
punto de biseccion, porque es punto extremo del seg-
mento. Esta respuesta no ha sido determinada por la
infinitud, sino por un obstaculo cognitivo. En las otras
respuestas, el alumno podria seguir en cualquierade las
tres lineas establecidas.

RESULTADOS

Categorizacion delos estudiantes segun laslineas de
coherencia

Laslineasde coherenciapermiten clasificar lasituacion
de coherencia o incoherencia de cada estudiante. Las
respuestas coherentes, en el sentido decadalinea, sonlas
que han determinado la clasificacion:

a) Si un alumno tiene tres 0 mas respuestas coherentes
segun una linea determinada, se le sitla en la categoria
de lalinea correspondiente.

b) Si un estudiante tiene tres respuestas coherentes en
unadelaslineasy tresen unalineadistinta, sele coloca
en la categoria compartida por ambas lineas.

¢) Si un alumno tiene susrespuestas situadas en diferen-
teslineas, selesitUaen unacategoriaque hemosllamado
mixta.

A partir del andlisis descriptivo e interpretativo hemos
encontrado lo siguiente:
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—Losalumnosfinitistas o que evaden lainfinitud (cate-
gorial):

a) En preguntas de tipo geométrico, algebraico o numeé-
rico, dificilmente contestan de forma infinitista en pre-
guntas en que lainfinitud se presenta en situaciones de
lavidareal y quelacoherenciadepensamiento esinducida
por espacios acotados 0 expresiones no acotadas.

b) Tienen respuestas alapreguntal (C,) del tipoB, Ty
P,Gy N oSy N. El conflicto entrefinito einfinito tiene
un grado de intensidad superior a grupo anterior y la
concepcion del infinito es basicamente potencial.

¢) La nocién de infinito actual aparece a partir de
representaciones queinducen aello (como, por ejemplo,
espaci os acotados, anal ogia de conceptos finitos, consi-
derar que la suma infinita debe tener un valor numérico
finito).

Con estos criterios hemos obtenido las 5 categorias de
alumnos:

1) alumnos que estén situados en la categoria 1;

2) alumnos que estan situados en la categoria 2;

3) alumnos que estan situados en la categoria 3;

4) alumnos que estan situados en la categoria 1/3;
5) alumnos que estan situados en la categoria mixta.

Estas categorias se pueden visualizar en lasfiguras 10 a
14 del anexo.

Para visualizar el recorrido de cada alumno segun las
Iineas de coherencia, hemos utilizado unalineacontinua
y la simbologia que aparece en la figura 15 del anexo
para representarlo. La representacion de la linea 1 es
distintaaladelaslineas2y 3, debido aquelalineal se
subdivideen 1.1y 1.2, determinadas por las respuestas
alapregunta 2, partes (@) y (b).

— Enlamayoria de las respuestas de |os alumnos actua-
listas (categoria 2), la concepcion actual entra en con-
flicto sobre todo en la pregunta 2 (C,), contexto «real-
fisico».

— Los alumnos potencialistas en la mayoria de sus res-
puestas (categoria 3) responden basicamente con la
intuicion natural del infinito.

Del resto de categorias hablaremos més adelante.

Inconsistencias e incoherencias

Cuando se hablade unaidea o pensamiento inconsisten-
te es con relacion al concepto matemético involucrado,
0 a contradicciones dentro de una teoria matemética
dada. Generalmente aparecen durante la resolucion de
un problema o en unarespuesta al mismo.

Unaforma particular de inconsistencias directas, segun
laclasificacion de Tirosh (1990), son las que se presen-
tan en la situacion en que los estudiantes tienen que
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resolver un mismo problema representado de diferente
forma, poniendo de manifiesto que los alumnos no
mantienen respuestas consistentes ante varias represen-
taciones. Esdecir, algunarespuestapuede ser consi sten-
te con el concepto para un tipo de representacion e
inconsistente con el concepto para una representacion
distinta.

En estasituacion particular enque el estudiantetieneque
resolver un mismo problemarepresentado de diferentes
formas, como ha sido el caso de nuestro cuestionario,
nosotros introducimos el término deincoherencia, pero
con un matiz distinto a de inconsistencia que hace que
podamos usar de manera diferente ambos términos aun-
que estén estrechamente relacionados. Trataremos de
explicar lo anterior a continuacién.

Tirosh (1990), al hablar de situacionescomo las mencio-
nadas anteriormente, describe el siguiente ejemplo: en
un estudio, los alumnos argumentaron que x = 3 es una
funciény al mismo tiempo no lo es, dado que lafuncién
estaba representada en un grafico cartesiano y también
estaba descritaen un diagramade flechas. En este gjem-
plo estamos hablando de dos tipos de graficos como
registros derepresentacion. Se presentaunasituacion un
poco distinta cuando estos gréficos aparecen en dos
problemas donde, tal vez, uno tenga un enunciado en
lenguaje natural y el segundo, en unlenguajeformal.La
contextualizacion del problema, entonces, influye en su
comprension.

En mateméticas se habilitan diferentes lenguajes mate-
maticos, como lo son el algebraico, analitico, geométri-
co, gréfico y verbal; éstos son los que hemos escogido
para nuestros problemas. Cada uno de estos lenguajes
genera contextos linguisticos matematicos diferentes.
Y cadalenguaje matemético utiliza unacombinacion de
ciertosregistros derepresentaci 6n semi6ticaque pueden
ser del tipo linguistico (Ienguaje natural, escritura alge-
braica, lenguajeformal...) o deotro tipo (figuras geomé-
tricas, gréficos cartesianos, esquemas...). Recordemos
que las representaciones semiéticas pueden ser produc-
ciones discursivas o no discursivas. (Fig. 3).

Por ejemplo, enlapreguntal del C,;, ademéasdel contex-
to conceptual, se genera un contexto geométrico dado
por el lenguaje geométrico usado en el enunciado. Vin-
culado aestelenguaj e estélacoordinacion de diferentes
registros de representacion semiotica. La primera parte
del enunciado, el proceso de division infinita por mita-
des, esta descrito con un registro semidtico lingdistico
(lengua natural), dando paso posteriormente aun regis-
tro de representacion semidtica no linguistico, que es
una figura geométrica (segmento de recta), terminando
el enunciado en lengua natural.

El estudiante, entonces, no sdlo tiene que resolver un
mismo problemarepresentado (en el sentido semi6tico)
de diferente forma, sino que ha de resolver un mismo
problema expresado en diferentes lenguajes mateméti-
cos. En estecaso, decir que estarepresentado de diferen-
teforma, quieredecir quetienerepresentacion distintay
lenguaje matematico distinto, lo que contextualiza ma-
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Figura 3
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teméticamente el problema (por €jemplo, muchas veces
el estudiante se enfrenta a esta situacion en una guia de
problemas o en un libro, a final de un tema, en una
seccion dedicada al aprendizaje de un concepto especi-
fico). Ante esta situacion en que el estudiante tiene que
resolver un mismo problema pero expresado dedistintas
maneras, se generan respuestas contradictorias entre si
(lade un problemacon respecto aotro). Nosotros |lama-
mMos a estas respuestas contradictorias entre si, respues-
tas incoherentes, o coherentes en caso contrario. Las
lineasde coherenciason lasque permitenidentificar este
tipo de respuestas coherentes o incoherentes. En conse-
cuencia, podemos tener un alumno cuyas ideas o res-
puestas sean inconsistentes con el concepto involucrado
(idea o respuesta errénea) y, sin embargo, mostrarse
coherente en su pensamiento (ideas o respuestas equiva-
lentes en problemas diferentes).

Las lineas de coherencia nos permiten determinar y
definir lo que paranosotros es un alumno coherente con
Su propio pensamiento.

Un estudiante es considerado coherente, en nuestro estu-
dio, si todas sus respuestas estédn en la misma linea de
coherencia (1, 2 o0 3). De esto se puede deducir que un
alumno puede ser coherente con su pensamiento aunque
sea inconsistente con el concepto matemético invol ucrado.

Por ejemplo, el alumno 26 (ver categoria 1, fig. 10) es
coherente en la linea 1, sin embargo es un alumno
finitista o que evade lainfinitud.

Podemos hablar de tres tipos de alumnos:

1) Alumno coherente y consistente: tiene todas sus
respuestas en lalinea 2.

2) Alumno coherente pero inconsistente: tiene todas sus
respuestas en lalinea3 o en lalineal.

3) Alumno incoherente: tiene respuestas que no son
coherentesenalgunalinea( 1, 2 0 3); por ejemplo, podria
tener tres respuestas en la linea 1, dos respuestas en la
linea2y unaenlalinea3.
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fisico

Contexto
geométrico

registros linguisticos (lengua natural,

/ escritura algebraica, lenguaje formal)
\ otros registros (figuras geométricas

graficos cartesianos, tablas...)

Teniendo en cuenta estos tres tipos de estudiantes y
observandolasfiguras 10 a 14 del anexo, correspondien-
tesalas categorias delos estudiantes segun laslineas de
coherencia, vemos que el alumno 26 es coherente en la
linealy el 46 enlalinea2. Curiosamente no hay ningdn
alumno de la categoria 3 que sea coherente, aunque
cincodeellos(3, 32, 38,43, 77) tienen unasol arespuesta
gue no es coherente con lalinea. Por ejemplo, en el caso
del alumno 32, todas sus respuestas menos la primera
correspondenalalinea3. Enlaprimerapreguntacontes-
taqueel punto de bisecciénno alcanzaal punto B, yaque
éste es punto extremo del segmento. Este alumno, si
superael obstaculo cognitivo especifico, podriallegar a
ser coherente en lalinea 3.

En cadacategoriaconstruidahay detresaseisrespuestas
coherentes; por tanto, el nivel o el grado deincoherencia
de cada alumno es diferente. Es decir, no todo alumno
incoherente lo es de la misma manera ni con la misma
profundidad. Vinner catalogd dos niveles de inconsis-
tencias: superficialesy profundas. Por el tipo de incon-
sistenciaspresentesen lasrespuestas delosaumnosque
se han evidenciado en el estudio, pensamos que la
mayoria son profundas. Creemos que esta profundidad
también tiene distintos niveles. En algin alumno sera
mas profunda gque en otro.

Nossituamosahoraen lascategorias, 2, 3, 1/3y mixta:
en cada categoria, de manera diferente a la que corres-
ponde alalinea 2, hay un numero bajo de respuestas
actualistas dadas por los estudiantes (Fig. 10-14).

Endosdeellas, la3ylal/3 (Fig. 12-13), se puede decir
que hay ausencia de respuestas actualistas, lo cua
Ilama la atencion. En estos alumnos, el contexto y los
registros de representacion semidtica influyen en dos
sentidos, hacialo finito o evasion de lo infinito, y hacia
unaintuicion potencial del infinito. Se podria decir que
la nocion potencia del infinito se mantiene profunda-
mente arraigada en la mente del estudiante, ya que la
influencia de representaciones acotadas no le llevan
hacia una respuesta del tipo actual. Hay una mayor
presencia de respuestas coherentes en el sentido poten-
cial, que evidencian un mayor arraigo de la concepcion
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potencial del infinito y una ausencia, aunque sea débil,
de lanocion actual del concepto.

Enlacategorial, adiferenciadela3y 1/3, hay presencia
de respuestas actualistas, aunque sean escasas. La pre-
sencia de este tipo de respuestas en el recorrido de
algunos alumnos nos indica que la representacion de
cada problemainfluye de manera distinta en estos estu-
diantesque enlosaumnos delas dos categorias anterio-
res. Cuando en lamente del sujeto loinfinitoirrumpeen
lo finito, eslamirada alos espacios acotados o el hacer
una analogia a conceptos finitos lo que permite que
acepte una primera presencia de un infinito actual.

L osestudiantesque pertenecen alacategoriamixta(Fig.
14) son muy sensibles a la representacion de cada pro-
blema, como |o demuestra la poca coherencia que se
observaen susrespuestas. Por otraparte, hay que distin-
guir entre los estudiantes que estan situados en esta
categoriasin ningunarespuestaenlalinea2, y losquesi
latienen.

Curiosamente, |a categoria mixta eslaque haobteni-
do un mayor ndmero de respuestas actualistas por
parte de los estudiantes (sin considerar la linea 2).
Esto indica que, en este grupo de estudiantes, la
nocion de infinito actual o la aceptacién del infinito
actual estapresente en mayor grado que en losgrupos
anteriores. Parece que lanocion potencial no estatan
arraigadacomo en el grupo delacategoria3y que, tal
vez, hay unamayor capacidad intuitiva paraacoger la
existencia de un infinito actual.

Lo expuesto anteriormente, mirando los tipos y origen
de incoherencias de cada categoria, permite pensar y
decir que lasinconsistencias presentes en las respuestas
de los estudiantes, derivadas principalmente de una
intuicion natural del infinito, tienen diferentesgradosde
profundidad en los alumnos.

Latarea de conexion

Teniendo como base lateoria cognitivade |as represen-
taciones semi6ticasdesarrolladapor Duval y citadaen el
apartado dedicado al marco tedrico, hemos descrito en
nuestra investigacion 1o que entendemos por tarea de
conexiony hemosreflexionado sobre su posiblerol para
lograr un pensamiento més coherente en el estudiante.

Supongamosquetenemosun problemamatematico expre-
sado de dos manerasdiferentes (puede ser cualquier par de
problemas de nuestro cuestionario C;). Tenemos los pro-
blemas A y B. Cada problema se expresa en un lengugje
matematico, 10 que genera un contexto propio al mismo
(Fig. 4). En cadauno se movilizan registros de representa-
€ion semidtica que podrian resultar iguales o diferentes.

Se accede al objeto matemético através de su represen-
tacion. En el caso de nuestro estudio, deberia ser el de
infinito actual, aunque, como hemos visto, algunos de
los registros de representaci ones semi6ticas han induci-
do a los estudiantes a representarse como objeto a un
infinito potencial. Por este hecho, en el gréfico (Fig. 4),
lafiguraqueindicalarepresentaci on del objeto matema-

Figura4
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ticovinculado al problemaA aparecede maneradisjunta
al del problema B, aunque en ambos la nocién matema-
tica seala misma

La situacion tedrica no cambiaria si 10s dos problemas
utilizasen el mismo lenguaje matematico.

Aunque |os elementos estructurales (lenguaje, sistemas
semi6ticos, simbolos) son diferentes en los dos proble-
mas (no necesariamente tendrian por qué serlo), el con-
cepto matematico involucrado es el mismo. Creemos
gue esimportante, como parte delaactividad mateméti-
ca, saber identificar esta situacion y saber utilizarla, ya
gue podriapermitir no solo obtener respuestas asociadas
coherentes sino también disminuir la compartimenta-
cion del conocimiento.

No hemos mencionado todavia los resultados de C,,
parte (b), donde algunos estudiantes afirmaron que las
cinco preguntas o respuestas del C; estén relacionadas
con el tema del infinito (27 alumnos); otros, que estan
relacionadas con la divisibilidad en mitades (17 alum-
nos); y, finalmente, 4 afirmaron que estan relacionadas
con €l infinito y la divisibilidad en «mitades». Sin
embargo, esto no ha sido suficiente para obtener res-
puestas asociadas coherentes; es necesario, ademas, sa-
ber utilizar y aprovechar lacomprensiony el proceso de
resolucion utilizado en los diferentes problemas.

De manera andloga, hemos querido entender las co-
nexiones, pero agregando unatarea que serealizaen la
actividad matematica durante el proceso de aprendizaje

de un concepto matemético, la tarea de conexion. En
este caso la conexidn se establece entre | as representa-
ciones; en el caso que estamos tratando, entre las repre-
sentaciones correspondientes a cada problema (Fig. 5).
Latareadeconexion consistiriaenidentificar y estable-
cer relaciones entre | os problemas, en cuanto alenguaje
matematico y registro de representacion semidética se
refiere, y reconocer los contextos (conceptual y global)
delos problemas, de manera que permitaunainfluencia
mutua, dando lugar a respuestas asociadas coherentes
con |los problemas.

Podemos ilustrar lo anterior con el siguiente ejemplo.
Pensemos en los problemas 1 y 3 del C,. La tarea de
conexion entre | os dos problemas consiste en reconocer
que en ambas preguntas esté presente la divisibilidad
infinita por mitades con dositeraccionesy con naturale-
za de contenido (contexto conceptual); son dos proble-
mas que representan el mismo concepto, pero tales que,
en el primero, se utiliza el lenguaje geométrico y, en el
tercero, €l analitico. Vinculadosaloslenguajes matema-
ticos, usados en el enunciado de ambos problemas,
estarian | osregistrosderepresentaci dn semiética: figura
geométrica (segmento, en la pregunta 1) y escritura
numérica (suma infinita, en la pregunta 3); especifica-
mente, en este punto, latarea de conexion consistiriaen
reconocer |os siguientes aspectos.

— Si se considera el segmento de dimension 1, es decir,
el segmento real [0,1], cada punto del proceso de bisec-
cion sedebeidentificar con cadauno delossumandosde
la suma infinita de la pregunta 3.

Figura5

Problema A

Representacién
semiética

Registro
semidtico

Lenguaje
matematico

Contexto
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— Lasumainfinita del enunciado representa numérica-
mente lasumainfinitadelos segmentos que son resulta-
do delasbiseccionesy, por tanto, unasolucion explicita
delaserie eslarespuestacorrectaalaprimerapregunta.

— Una respuesta de la pregunta 1 debe ser asociada y
coherente con la respuesta de la pregunta 3.

Hablamos de coherencia y no de consistencia, dado
que un alumno puede mantener una concepcion de infi-
nito potencial en unadelaspreguntas1 o3y, al conectar
|as preguntas de |a manera antes descrita, puede mante-
ner tal concepcién; es decir, mantiene la coherencia
respecto a la nocion matemética presente, pero no la
consistencia

También puede suceder que, en unade |as preguntas, €l
sujeto tienda a una concepcion potencial del infinitoy,
en laotra, aunaconcepcion actual. En este caso, si hace
la conexion entre las preguntas y es consciente de que
ambas respuestas deben ser asociadas y coherentes,
tendra que optar entre larespuesta potencial y laactual,
dejando en evidencia, en este caso, |0 paraddjico de los
problemas. Esprobable que, en estasituacion, el alumno
se deje llevar por laintuicién natural.

Queremos subrayar que pensamos que esta tarea no es
puntual sino que es un proceso no inmediato que aboca
en la adquisicion de una habilidad matematica.

Induccion delatar eadeconexién durantelasentrevis-
tas

Un gjemplo de lo que hemos afirmado en el parrafo
anterior o podemos dar a partir de nuestras entrevistas.
Estas se pensaron como instrumento de ayuda necesario
para obtener informacion sobre la posible influencia de
esta tarea de conexion en la blsqueda de coherencia.

Enlafigural6 del anexo podemosver el guidn usado por
laentrevistadora. Se puede observar que esunaentrevis-
tadirigida, en el sentido de que optamos por preguntas
que permiten inducir a estudiante a establecer cierto
tipo de conexiones entre |as preguntas.

Se entrevistaron 6 estudiantes seguin la categorizacion
realizada por lineas de coherencia, desestimando aque-
Ilos alumnos ubicados en laslineas 3y 1/3. Estos alum-
nos bésicamente tienen una concepcion potencia del
infinito, que es la natural, y se pensd que se obtendrian
datos menos ricos que con aquellos alumnos que se en-
cuentran en el resto de categoriasy que sehabian mostrado
masinfluenciados por las representaciones de las pregun-
tas. Los criterios usados para la seleccion han sido:

a) tener por o menos unarespuesta en lalinea 2;
b) tener por lo menos un cambio de respuesta;
¢) los comentarios escritos en los cuestionarios;

d) entre los alumnos que cumplen los requisitos y estan
en una misma categoria, seleccionar 10s que tengan
respuestas diferentes ala primera pregunta.
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Las preguntas planteadasfueronlal, 3y 4, en un primer
tiempo de la entrevista, y 1a 2, en un segundo tiempo,
después que los estudiantes habian resuelto las tres
primeras.

En la siguiente tabla podemos observar la situacion de
los estudiantes al final delaentrevista, conrelacionala
concepcion del concepto y situacién de coherencia-
consistencia de cada alumno.

Alumno | Concepcién Coherencia | Consistencia

nam. Incoherencial Inconsistencia

2 Conflicto- Coherente Inconsistente
paradoja

25 Actual enla Incoherente | Consistenteen la
la y 4a pregunta. la y 4a. pregunta.
Finitistaen la Inconsistente en la
3a y 2a pregunta 3a y 2a. pregunta.

42 Potencial Coherente Inconsistente

a7 Actual Coherente Consistente

58 Potencial Coherente Inconsistente

76 Potencial Coherente Inconsistente

El andlisisdescriptivo einterpretativo delasentrevistasha
dejado en evidenciaque, paragquelosalumnoslleguenala
situacion final de coherencia, ha sido fundamental:

a) Reconocer en todas las preguntas el proceso de divi-
sibilidad infinita, con los dos tipos de iteracciones, la
divergente y la convergente.

b) Establecer larelacion y laconexion entre las pregun-
tas através de la sucesién numérica.

Hemosidentificado que dichatarea puede ademésfavo-
recer:

1) La aparicion del conflicto y la consciencia de la
paradojaen el estudiante cuando hay, por |o menos, una
respuesta del tipo actualista, en algunos de los proble-
mas, y cuando no hay presenciade conflicto o conscien-
cia de la paradoja en la mente del alumno, previaala
tarea.

El siguiente didlogo puede ilustrar, como gjemplo, €l
conflicto que se vagenerando en el estudiantealo largo
delaentrevista. Corresponde ala parte de resolucién de
lasegundapregunta del C,. El alumno yahabiaresuelto
previamentelostresprimerosproblemascorrespondien-
tesalaentrevista. Se puede observar una autoblsqueda
de coherencia en el estudiante. En el cuestionario,
después de haber descrito el recorrido de la pelota, este
estudiante habia contestado que la distanciaque recorre
se puede calcular sabiendo el nimero de rebotes
(linea 1).
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Entrevistadora: «Y hace un medio de lo anterior y te estén
preguntando: ¢si haceunmediodeloanterior, cuantorecorrido
hace?»

[...]

Alumno: «Claro, si cadavez hace un medio del anterior, en un
principioyo diriaque... que claro, podria hacer infinitos botes
y, por lo tanto, se acercacadavez, ladistanciaesinfinita. Pero
si ponemos en funcion de, bueno... en esta suma... seria dos
veces..., bueno... y lorelaciono conlo que hedicho antes: si la
unidad es dos, |0 maximo vendria siendo cuatro, eso ya no
lo sé.»

[Vaescribiendolasumaquerepresentael recorridodelapelota
y sumando.]

Entrevistadora: «¢;Y, entonces, podrias calcular la distancia
total recorrida por la pelota?»

Alumno: «No sé, no laveo... es que es la misma suma que
el nimero dos; entonces, antes he dicho que esto se acerca-
baados, si esto ya son dos metros, mas dos metros... esto
es seis... No sé, ahora me parece que ya no sé€ mucho qué
digo.»

Entrevistadora: «¢Por qué te asusta decir que esto es seis?

Alumno: «No sé porque estoy diciendo todo lo que..., que me
pasa. Es que, bueno, el dia que nos pasaste esto ya iba escri-
biendo, perolas cosas que me parecia. Bueno, no habiallegado
a pensar, a hacer tantas relaciones, supongo que tampoco no
estuve tanto tiempo... y por esto ahora digo esto porgue son
especul aciones que yo hago, son cosas que yo pienso, pero que
quizés no las escribiria después... por eso ahora que lo voy
diciendo..., quizas|o que voy diciendo... jQué mal!

2) La «autobusgueda» de coherencia, de manera cons-
ciente 0 no, en las respuestas y afirmaciones relaciona-
das con las preguntas (através de latarea sellegaauna
mayor conscienciade lasemejanzadelasituacion plan-
teada en cada problema). De esta manera, la tarea de
conexioén podriaayudar aregular y completar |os proce-
SOS que son necesarios para la comprension de cada
problema.

Podemosver como gjemplo € siguientedidl ogo. Laentre-
vistadora hace la pregunta después de que ya se habia
inducido en el estudiante parte de la tarea de conexién
entre las preguntas 1 y 3 del cuestionario y se habia
identificado quelostérminosdelasumainfinitarepresen-
tan numeéricamente |os puntos de biseccion del segmento
de la primera pregunta en el caso particular [0,1].

Entrevistadora: «¢Sigues pensando aqui [se refiere a la la.
pregunta] si se llega a punto B si se sigue hiseccionando,
haciendo las divisiones, que de forma numérica seria esta
sucesion [sefialalos sumandos delasegundapregunta] _, _, 1/
8,...7'Y enlasegunda (pregunta 3 del C;), ¢sigues pensando
gue nunca se llega al 2? ¢Sigues pensando que ésas son las
respuestas?»

Alumno: «No, tienen que ser las mismas [se refiere a las
respuestas], que si aqui es si, aqui tiene que ser si, bueno que
llegaa?2y, si aqui si nollegaa2, aqui nollegaal punto B. No
Sé, Ccreo... porque, si es la misma sucesion de puntos... eslo
mismo que lo representen asi 0 con un grafico.»
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3) Laidentificacion del obstaculo cognitivo, creenciau
error conceptual gque no permite una respuesta consis-
tente alacuestion. Esto permite laintervencién didacti-
ca o docente adecuada seguin €l tipo y grado de profun-
didad de lainconsistencia.

Esta tarea permiti6, en lamayoria de los casos, superar
las limitaciones de los registros de representacion y la
influencia del contexto eliminando aquellas respuestas
fundamentadas en la representacion y dejando en evi-
dencia los aspectos antes mencionados. Hubo un solo
caso (25) en que laentrevistadorano consiguid inducir,
en sutotalidad, latareade conexién. Las posibilidadesy
consciencia de lalimitacion de algunos de los registros
derepresentaci on no han sido explotados en su totalidad
y el alumno se hadejado llevar por larepresentacion del
problema. Lasituacién se puede observar en el siguiente
didlogo. Enestapartedelaentrevista, el alumnoyahabia
identificado que la sucesion de puntos dada por las
bisecciones del segmento (0,1) eralamismaqueladada
por los sumandos de la suma infinita:

Alumno: «En ésta podrias Ilegar a punto B, a 1.»

Entrevistadora: «Haciendo esta sucesion, piensas que podrias
Ilegar a punto 1, en laprimerapreguntay en lasegunda, nolo
ves, ¢aungue relaciones que la sucesion es la misma?»

Alumno: «Si, yoveo... esque aqui, como | o tengo representado
pienso queaqui el B, pues, que puedesir haciendo bisecciones,
pero llegaras a punto B aqui no, aqui sigue al infinito [se
refiere ala sumal.»

En dos de los estudiantes entrevistados (2, 42), se evi-
dencialacreenciade que, dadalainfinitud del proceso,
el punto de biseccion no alcanza al punto extremo B: la
suma se aproxima a 2, la funcion se acerca a la recta
y = 2y lapelotarecorre unadistancia que se aproximaa
6 m, pero se dejala posibilidad de que en €l infinito las
respuestas puedan ser exactas; es decir, que es del tipo
actualista. A modo deejemplo, el alumno 2, refiriéndose
alacuarta preguntadel C, afirma:

Alumno: «...tampoco podriamos determinar el valor de la
funcién cuando x se hace muy grande, exactamente el punto, €l
valor dex quelafuncidn seria2, sino que cuando amedidaque
X vaya creciendo lay se acercara mas a 2.»

Entrevistadora: «¢No se podradecir, entonces, que lafuncion
sea 2? ¢O solamente se acerca?»

Alumno: «Enel infinito... pero claro, ¢(quéesel infinito? Como
decimos, en el infinito, infinito quiere decir que hay un valor
mas grande, entonces, claro, si, si cogemos, si, en el infinito
seria 2, pero...

Dosalumnos (58, 76) mostraron claramente unaconcep-
cion potencial deinfinitosin considerar laposibilidad de
que fuera posible la convergencia del proceso hacia un
punto exacto. Estos Ultimos presentaron un nivel de
inconsistencia més profundo que los tres mencionados
anteriormente y no dieron ninguna respuesta del tipo
actualista durante la entrevista. EI alumno 76, refirién-
dose ala primera pregunta del C,, expreso:
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Entrevistadora: «¢Mateméti camente cuantasveces puedeshacer
esas divisiones?»

Alumno: «!Huy!, infinitas, hasta que te aburras, claro. Lo que
pasa que habra un momento que, si lo haces a lapiz, pues el
grosor del 1apiz no esto, pero, si |o vas haciendo, matematica-
mente siempre tienes un punto.»

Entrevistadora: «Y matematicamente, si son infinitas veces,
¢no podras llegar?, porque fisicamente yo no puedo hacer
infinitos pasos.

Alumno: «No... Bueno... Pero matemaéticamente si, ésa es la
diferencia; o sea, mateméaticamente puedes hacer unas cosas
gue luego en realidad no son asi.»

Entrevistadora: «Pero no te permite |legar de todas maneras.
Pregunto, ¢mateméticamente aunque sealasinfinitas veces no
te permiten llegar al punto?»

Alumno: «Nunca llegaras a punto porque siempre habra un
punto entre donde estas tu, entre el punto siempre habra una
mitad, entonces nunca llegarés.»

A MODO DE CONCLUSION

En este articulo hemos querido mostrar la conveniencia
e importancia de haber distinguido los términos
inconsistencia e incoherencia en nuestrainvestigacion.
Entre otras cosas, lostiposy el origen de incoherencias
gue se observaron en las categorias de coherencia esta-
blecidas permitieron identificar un diferente grado enla
profundidad de las inconsistencias directas o del grado
de construccion o presencia del concepto de infinito
actual en los estudiantes. Teniendo en cuenta la distin-
¢ién mencionada, hemos podido clasificar tres tipos de
alumnos: alumno coherentey consistente, alumno cohe-
rente pero inconsistentey alumno incoherente. Esdecir,
en problemas de divisibilidad infinita en que esta pre-
sente la nocion de infinito actual, los alumnos pueden
mantener respuestas coherentesy consistentes, coheren-
tes pero inconsistentes o, dependiendo de larepresenta-
cion del problema, pueden dar unarespuesta consistente
0 no con el concepto, que puede ser coherente 0 no con
otra representacion del mismo problema.

Hemosdescrito|o que entendemos por tareade conexion
en la actividad mateméticay hemos dejado explicito 1o
que hafavorecido lainduccién de esta tarea durante las
entrevistas realizadas en la investigacion. Subrayamos
laimportancia de estatarea en la actividad matemética,
como ayuda para desarrollar un pensamiento coherente
en el estudiante, de manera particular cuando esta pre-
sente la nocion de infinito actual en los problemas
implicados en la tarea.
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El trabajo realizado por la entrevistadora durante las
entrevistas y los resultados obtenidos a partir de ésta,
sustentan nuestra afirmacion de que, asi como se hace
necesario intervenir didacticamente en las tareas de
cambio y coordinacion de los registros de representa-
cion, es importante tener en cuenta didacticamente, la
tarea de conexion. Un profesor, al resolver en una prac-
ticavarios problemas que son representadosde diferente
manerapero que presentan lamismanocion matemética,
tendraque ayudar a establ ecer |a conexiones pertinentes
a sus estudiantes, de manera que no sean problemas
aislados. Una manera podria ser la de comenzar con €l
reconocimiento de las diferencias de |a representacion:
reconocer el tipo delenguajey contexto, tipo deregistro
de representaci én semiotica usado en cada uno de ell os,
y establ ecer lasconexionesentrel os sistemas semi 6ticos
presentes y los registros. Podria ser una manera de
incidir en el desarrollo de un pensamiento consistentey
menos compartimentado. De igual manera, en las guias
de estudio o en las secciones dedicadas a problemas al
final de un apartado de un libro dedicado a un concepto
matematico especifico, seria necesario hacer explicitas
y presentesal gunasindicacioneso preguntas queayuden
aestablecer |as conexiones entrelos problemas o g erci-
cios presentados.

Nos pareceimportante subrayar quefomentar latareade
conexion en los estudiantes no deberia ser una labor
puntual, sino que deberia ser una préactica constante
propiade laactividad del docente durante el proceso de
ensefianza-aprendizaje. Proponemos esta tarea como
facilitadora y queda un camino abierto para nuevas
investigacionesque puedan, desde el punto devistadela
ensefianza, corroborar 1o antes expresado: proponer y
Ilevar experiencias didéacticas o intervenciones didéacti-
cas concretas en el aula o disefiar alguna unidad de
aprendizaje o guia de trabgjo, teniendo en cuenta el
binomio «coherencia/ consistencia» y la «tarea de co-
nexion» evaluandoy analizando | osresultadosdedichas
experiencias.

NOTA

! Estearticulo resume una parte de latesis doctoral «Infinito
actual: inconsistenciaseincoherenciasde estudiantesde 16-17
anos», realizada por Sabrina Garbin, bajo la direcciéon de
Carmen Azcarateen el programadedoctorado del Departamento
deDidacticadelasMateméticasy delasCienciasExperimental es
delaUniversidad Autonoma de Barcelona. El trabajo ha sido
realizado en el marco del proyecto «Pensamiento matemético
avanzado: procesos cognitivos de aprendizajey fendmenosde
ensefianza» (CICY T, BXX2000-0069).

% Pensamos que | as pocas que hay en uno de los dos grupos de
la categoria 3 no son significativas dentro de estas categorias.
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ANEXO

Figura 6

Primera linea de coherencia.

| PREGUNTA 1 |

Responde afirmativamente

El proceso de biseccion es finito

4,6,13,15,16,18,21,26,27,30

54,5556
| PREGUNTA 3 I
Elvalorde | Elresultado No se puede caleular o determinar | No indiea valor
la suma es corresponde a la alguno debido a
infinito auma de las 5 Po_r !a No $e conoce 1a infinitud de la
primeras fraccioned infinitud la farmula suma. Por faltar
generat datos.
5.9,13,15,22 | 26,53 16,17,18 5063 | 7 40,4869
49,53,57,68 84,65,67,79
71
PREGUNTA 2(a)
Responde Responda afirmativaments No contesta
negativaments infinitos No tiene conocimientos
Por el proceso metros suficientes, el proceso es | Describe el
infinito inacabable procesa como
17.21,24,47 63 12,44.61 49 10,13,19,68
66,77

PREGUNTA 2(b) |

Responde Responde afirmativamente| Responde negativamente | No contesta
afirmativamente
Considera Considera que tiende Lapelota nofLaaltura  [la | Forpante (a) se
infinitos a infinite para de nunca puedef observacion | interpretan =
rebotes rebotar serQ alude a infinitos rebotes
infinitud
11,12,22,43 46 | 27 3,17,31.32 | 66,67.77 20 an
54,63,76 38,44,47,48
52,53,58,60
PREGUNTA 4
La funcion llegara a ser una | Considera que puede tener
racta. El valorde f es 2 o 0. |cualquier valor dependienda
Proceso finito. del valor de x
1,6,7,11,13,15,20,26 27,42 | 49,60,76
56,62 .69
PREGUNTA 5|
Responde afirmativamente Responde negativamente n=-oc
Elvalorde n es un nimero |Es unn®tan fla suma Hay una i2 es
finito grande que |es infinidad menor
ne saldria en {intinita de que 2
la calsuladora respuestas
. T :
7,6.19.20263034.3548 |14 | 123720 173 4085 116
61,65,68,76,78 66’67'
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) ) Figura7
Primera linea de coherencia. Linea 1.1.

‘ PREGUNTA 1 |

Responde afirmativamente

Fl proceso de biseccidn es finito

4,6.13,15,16,18,21,26,27,30
54 55 56

1 PREGUNTA 3 I

Elvalorde [El resufiado No se puede calcular o determinar Na indica valor
la suma es |comresponde ata alguno debido a
infinfto suma delas 5 Par la No se conoce la infinitud de ta
primeras fracciones| infinitud la férmula suma. Por faltar
general datos.
5.913,15 22 | 26,53 16,17,18,50,63| 7 40,48 69
49,53,57,68 64,65,67,79
71
PREGUNTA 2(a)
Rasponde Se cansidera | Se considera| Respande Responde Ne contesta
afrmativamente | la necesidad |que no hay |afirmativamenta | negativamente
de conacer el jdatos " - - N
Indica uha n? de rebotes | suficientes | Se considerael |La pelotatiene  |La distancia Esctibe
distancia tanto para para afirmar compeortamiento | solo un depende de | fdrmulas
afirmar come |o negar de la pelota. movimiento io que haga | fisicas. No
Elproceso es  |para nagar Alude a finitud. ] vertical la pelota tisne datos
finito ’ suficientes
11,29,33.34.35 | 2,3.9.16.23 [5618,22.25 4
36.39.85,73.76 | 31,3856,59 |27.4145,50 é?‘?S‘ZS’SS'GQ ! 8,26
72,74 §1,53,55,57 ks
64,69.70.71

] PREGUNTA 2(b) |

Respande afirmativamante Responde negativamente No contesta
Considara No indica una cantidad No hay Depende de [ a)ide a Escribe
tinitos Conociendo Aluda a datos Ef;",g e finftud férmulas
rebotes algunos datos finitud suficientes ot fisicas
10,13,16,24,28,20,84} 5 15,15,41,50,57]1,4,6,7,9,14,21 | 18,25,26.51 | 78 33,45,80 8
32.33.39.42,56,81,65 58.62,64,71,74 |23,37,40,49,67 | 55,68,70,73
68,

I PREGIUNTA 4 |

La tuncidn llegars a ser una [Considera que puade tener
recta, E| valor de f es 2 o 0. [cualguier valor dependiendo
Procesa finito. del valor de x

1.6,7,11,35,15,20,26,27 42 |a9.6076

56.62 69
| PREGUNTA 5 l

Reaponde afirmativamente Responde negativamente
El valor de n es un nimero | E3 47 n2tan |Lasuma [Hayuna [1/2 es
finito grande que es infinigiad menor

no saldria en | infinita de que 2

la calsuladora respuastas
7.8,19,20,26,30,34 35,48 14 18,3750 |73 40,85
61,65,68,76,76 57,58,62

66,67
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Figura 8
Segunda linea de coherencia.

i PREGUNTA 1 |

Responde afirmativamente

El proceso de biseccion es %

@29,40,4é,46,47,59

’ PREGUNTA 3 |

E! resultado de la
suma es 2

£l resuitado de {a suma
es 1, 0 o un n? decimal

10,12,24,29,30,46
51,54,58,76

11,35,47,55

PREGUNTA 2(a}

Responde afirmativamente

Indica una distancia.
El pracesc es infinito

30,4654
PREGUNTA 2(b)
Respende Respande afirmativamente | No contesta
afirmativamente
. No indica cantidad. Obsarvacion Por parte (a) se
Infinitos rebotes Tiende a infinito. alude a o interpratan © rebotes
11,12,22,43,44,46 54,6376 | 27 20 30

| PREGUNTA 4 |

La funcidn legard a ser unha rasta,
Efvalordefes 240,
El proceso es infinito.

2,12,18,21,24,28,39 44,46 47 54

| PREGUNTA S |

n= =

Responds negativaments

2,12,22,24,25,28
29,36,39,42,44,45
46,54,5%,69,70,75

Serd un ndmero  » que
ha CONacemos.

49
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106

Figura9
Tercera linea de coherencia.

PREGUNTA 1 ]

Responde negativamente

Por la infinitud del proceso
se aproxima, se acerca aB

3,8,9,10,17.20,22,24,33,34
35,37,38,43,44,45,49,50,52
53,58,61,62,63,66,67,68,69
70,71, 72,73,74,75,77,78

PREGUNTA 2 [

El resuftade | El maximo Na se puede calcular Elvalorde la | El vaior de la
defasuma { valorque - — suma estd suma se
es 1,99, puede legar Mo ze puede| Los sumandos Elnfestd | antre aproxima a 2
5,00... g5 1,86, cafcular Un | cada vez se hacen | alrededor | 2y 299,
n® exactc | mas pequenos del 2
1,2,3,6,14,19.21
48234142 | 75 20 16,63 73 74 27,28,31,32,33
59 34,36.37,38,39
43,44,45,52,60
61,62,66,72,77
78,80
PREGUNTA 2(a)
Responde afirmativamente
El procesoc es infinito y |2
distancia se aproxima a
6m ces 599..
14,29,32,37,43,48
PREGUNTA 2(b)
Responde afirmativamente | Responda negativamente No contesta
Infinitos Ne indica La pelota nunca La altura nunca Observacién |Por parte (a)
rebotes cantidad para de rebotar puede set 0 aiude a sa intemretan
Tienda a o infinitud w rebotes
11,12,22,43| 27 3,17,31,32,3844 | 666777 20 30
46,54,63,76 47,48,52,53 59,80

| PREGUNTA 4 |

La funcidn se aproxima
aZalelexoad

No sa puede determinar.
Par la infinitud del procesc.
Munca serd 2.

3,4,5,8,9,10,14,17,19,23,29
31,32,33,36,37,38,41,43
48,50,52,53,55,58,59,64,66
67,70,71,7273,77

16,63

I PREGUNTA 5 l

n= © pefclasuma
no legard a 2

Responde negativamante

La suma nunca sera 2

23,24,42,45 47 59,60

1,3,4,6,9,17,21,31,32,32
38,41,43,53,64,71,77,80
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Figura 10
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Figurall

Linea 2
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Figura12
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Figura13

Linea 1/ 3
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Figura 15
Simbeolo Significado
; La respuesta corresponde 2 1a linea 1.
La respuesta corresponde a la linea . 1.
1.1
5 La respuesta corresponde a la linea 1.2
3 La respuesta corresponde a 1a linea 2.
La respuesta corresponde a la linea 3.
3
En la preguta 1, el punte de biseccion no puede
~B coincidir con B por ser este punto extremo del
segmento.
El alumno en su respuesta distingue entre Iz teoria
TyP ¥y la practica.
SvN El alumno responde: Si ¥y No. Acepta como cierta
M tanto 1z respuesta negativa como ta afirmativa.
El alumno en su respuesta distingue entre la
GyN representacion geométrica y 1a numérica,
® La respuesta corresponde a la linca de la categoria
en que esta situado el alumno.
o El alumno no contesta a la pregunta. No ¢ntiende
la pregunta o sélo hace alguna observacién.
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Figura 16

GUION DE LA ENTREVISTA
e Se pide al alumno que lea detenidamente los tres problemas.

s Se sugiere al alumno que resuelva los problemas en voz alta:
“ahora... pensemos en voz alta... cuando se piensa ¢n un problema, son
muchos los pensamientos, cuestiones, planteamientos, dudas, relaciones,
efc., que nos surgen... no tengas miedo a expresarlos”.

¢ Se introduce al alumno en la tarea de conexion.
¢Como conectarias ahora las 3 preguntas? ;Qué elementos, conceptos,
relaciones, propiedades, etc. tomarias en cuenta para conectar las
preguntas?
- Podrfamos comenzar con la primera...
trata de conectar la 1* con la 2°
la2*con la 3*y la 1 con la 3%

En caso de que sea necesario, por el tipo de respuesta del alumno,
dirigir la tarea con las siguientes preguntas:

- Con el proceso descrito en la 1* pregunta, ;podrias construir una
sucesion descendente de puntos?

(en caso que solo indique los puntos de biseccion sin dale ningin
valor mumérico sugerir: imaginate que el segmento AB es el
segmento 01).

- ;Puedes relacionaria (pregunta 1) con la pregunta de la serie?
/En qué te ayuda esta manera de ver al problema 1 para responder
la segunda pregunta?

- ¢Qué puedes decir ahora de la tercera?.

o Se sitiia al estudiante en la pregunta 2 del cuestionario. Se le proporciona
una hoja con el problema escrito para que lo lea.
Si recordamos nuevamente el caso de la pelota, jpodrias usar como
modelo algunas de estas preguntas para resolverlas?,

En caso de que sea necesario segln la respuesta del estudiante:
- Piensa en el recorrido de la pelota y trata de representarlo.

e Se sitia al estudiante ante una afirmacion global.
- Considera la siguiente afirmacion: “estos problemas son una
representacién geométrica, numérica y grafica (respectivamente) de
una misma situacion matematica”.
(Estas de acuerdo con esta afirmacién?
;A qué situacion se refiere?
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