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SUMMARY

This paper contains a brief description of aresearch about classification in the context of solid geometry. Models of
answers to tasks given by teacher training students of different courses and specialities are shown. To do the tasksit
is necessary to identify and enumerate examples of prism’'s subfamilies; to judge, state and justify relationships
between the subfamilies characterised and to represent by means of a diagram those relationships. Errors made by the
teacher training students are exposed as well as the difficulties they encountered when doing the tasks after the
quadrilateral inclusive classification was studied and different prism’s families had been established. The data
analysed was obtained from interviews, class-working sessions and written answers to homework activities. The
research was carried out with students of Escola de Magisteri Ausias March (Teaching School) of the University of

Valencia.

PRESENTACION

La actividad de clasificar es una de las caracteristicas
esencialesde cual quier ramadel pensamiento humanoy,
en particular, unaactividad fundamental en las matema-
ticas. Es sabidalagran utilidad que tienen en matemati-
cas las clasificaciones jerarquicas' y son numerosas las
publicacionesrelativas al modelo de Van Hiele que han
mostrado claramente que algunos estudiantes tienen
problemas con ellas (Battista y Clements, 1992; De
Villiers, 1987, 1994, De Villiersy Njisane, 1987; Fuys,
Geddesy Tischler, 1988; Van Hiele, 1986).

De Villiers (1987, p. 22) indica que «los nifios son
capaces de comprender aunaedad muy tempranainclu-
siones de clases como «los gatosy |os perros son anima-
les»; sin embargo, es, ciertamente, desde el punto de
vista psicol 6gico mucho mas dificil con figuras geomé-
tricas, ya que definir atributos es realmente més sutil y
complejo». Este autor concluye que la inclusion de
clases entre diferentes tipos de figuras geométricas (por
ejemplo, lainclusion delostridngul os equil&erosenlos
iséscelesy lainclusion del cuadrado en los rectangul os,
oincluso lainclusion entre diferentes pares de cuadrila-
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teros) no conlleva psicol égicamente la misma dificul -
tad, aunque la estructura |l 6gica podriaser lamisma. En
sus experimentaciones verifico que, de todas las tareas
propuestasalosnifios(identificaciondetiposdefiguras,
uso de terminologia geométrica, interpretacion de defi-
niciones dadas, argumentos deductivos de un paso, des-
cripcion verbal de propiedades de figuras, deduccion
maslargay clasificacionjerérquicadeconceptosgeomé-
tricos), laclasificacionjerarquicaresulté ser latareamas
dificil. Ademas en los cursos superiores se mejoraba
muy poco en el rendimiento (DeVilliers, 1987). Y, dado
quelaclasificacionjerarquicaapenasemergiavagamen-
teentreestudiantesquerendian bastantebien en cuestio-
nes que requerian deduccion formal, concluyé que, en
contra de la teoria de Van Hiele, la clasificacion jerar-
quicano esun prerrequisito parael pensamiento deduc-
tivo formal, sino que estatarea conllevamés dificultad.

Las investigaciones de De Villiers han ido més alla
respecto de las del modelo deVan Hieley han indicado
que «varias dificultades que tienen los nifios con la
inclusién de clasesjerérquicas (especia mentel os nifios
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masmayores) no subyace necesariamenteen lalégicade
lainclusion como tal, sino que a menudo tiene que ver
con el significado de la actividad, linglistico y funcio-
nal: linglistico en el sentido deinterpretar correctamen-
teel lenguajeusado enlainclusiéondeclases, y funcional
en el sentido de entender por qué la clasificacién jerar-
quica es mas (til que la clasificacion particion» (De
Villiers, 1994, p. 17).

La clasificacion en e mundo de los poliedros ha sido
menos investigada (Guillén, 1991, 1999a, 1999b). Al
pasar a tres dimensiones —que es un cambio draméatico,
en muchos aspectos—, resulta interesante observar la
dificultad que conlleva paralos estudiantes las relacio-
nes entre familias de solidos. La clasificacion en los
poliedros ofrece grandes posibilidades paraello. Por un
lado, permite trabajar diferentes clasificaciones parti-
ciones, con criterios de diferentestipos (visual es, cuan-
titativos, etc.). Ademas, se pueden establecer clasifica-
ciones particiones con varios criterios conjuntamentey,
si bien las clases resultantes son disjuntas, también se
pueden considerar las clases que corresponden a uno
solo de los criterios 'y, entonces, aparecen relaciones de
inclusién entre unasy otras (Guillén, 1991). Y también
se pueden establecer clasificaciones inclusivas o jerar-
quicas; por egemplo, una clasificacion de los prismas
cuadrangulares (Guillén, 1999b).

En este articulo nos fijamos en algunos problemasliga-
dos a | as clasificaciones mencionadas:

« Identificacion y enumeracion de ejemplos de las cla-
ses (familias de s6lidos) establecidas.

» Descripcion de las clases (familias de solidos) esta-
blecidas.

 Establecimiento y justificacion de relaciones entre
clases (familias de s6lidos).

» Expresion de las relaciones entre clases (familias de
sélidos) de diferentes maneras.

 Construccion de diagramas que representan las clasi-
ficaciones establecidas?.

Vamos a centrarnos especialmente en las relaciones
entrefamilias de prismas, bien en términos de ejemplos,
bien teniendo en cuenta sus propiedades. Después de
prestar atencion alas tareas de identificacion y de enu-
meracién de gjemplosdefamiliasde prismas, indicamos
modelos de respuestas de estudiantes de la Escola Uni-
versitariade Magisteri Ausias March® paralastareasde
juzgar y dejustificar relaciones de inclusién, exclusion
0 solapamiento entre familias de prismas. También pre-
sentamos los errores que cometieron y las dificultades
con las que se enfrentaron cuando, una vez tratada la
clasificacion inclusiva de los cuadril ateros —y después
de haber establecido diferentes familias de prismas—,
acometimos la tarea de identificar jemplos de familias
contenidas en familias de solidos, latarea de juzgar, de
enunciar y de justificar las relaciones que existen entre
familias de prismas, y la tarea de representar estas
relaciones mediante un diagrama.
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Lasfamilias de prismas que han sido el soporte paralos
resultados que presentamos son, por un lado, las que
surgieron al trabajar clasificaciones particiones con cri-
terios geométricos que tienen gran componente visual;
asi establecimoslos prismasrectosy oblicuos, convexos
y concavos. Al considerar criterios que centran la aten-
cion en la/ base/s o en las caras | aterales, establecimos
los prismas triangulares, cuadrangulares, etc.; asi
como los prismas de bases regulares y los de bases
irregulares; losprismasde caraslateralesregularesy los
gue no tienen todas caras laterales regulares. Clasificar
con el criterio de regularidad o igualdad de todas las
caras nos llevo alos prismas de caras regulares o alos
prismas de caras iguales, respectivamente*. Dentro de
los prismas cuadrangul ares centramos la atencién en el
cubo, romboedro, ortoedro, paralelepipedo, prismas de
basestrapeciosisoscel es, prismasde basescometasy |os
prismas de bases trapecios (Anexo |).

ANTECEDENTES

El estudio que aqui se presentaesparte deun trabajo més
amplio (Guillén, 1999a) realizado sobre la aplicacion
del modelo de Van Hiele ala geometria de los sélidos.
Respecto del temaque nos ocupaen este articulo, lo que
destacamosdel trabajo de Van Hiele (1986) es: a) por un
lado, la necesidad que sefidla que el estudiante pase un
ciertotiempo con losobjetos (clases de objetos) antesde
empezar a describirlos; b) por otro lado, que considera
que, después de cierto tiempo, los objetos (clases de
objetos) pasaran a ser la representacién de todas estas
propiedadesy habraunaequivalenciaentre el objeto con
un nombre concreto y las propiedades con las que lo
describen (p. 168); y ¢) que «después de que los estu-
diantes han examinado el carécter de sefia de varias
figuras, descubriran que algunas combinaciones de pro-
piedades producen las figuras deseadas y que otras
combinaciones no» (p. 170). También hay que mencio-
nar su advertenciade que «so6lo si lared usual (como se
ensefia en clase) de relaciones se acepta, €l cuadrado
tiene que entenderse como perteneciente al conjunto de
los rombos. Esta aceptacion debe ser voluntaria: en
nadie es posible forzar una red de relaciones» (p. 50).
Asimismo, Freudenthal (1973, pp. 417-418), al hablar
sobre deduccion, también advierte de que no se debe
imponer al estudiante unared de relaciones.

Otras investigaciones realizadas en este marco que su-
ponen un soporte para €l trabajo que presentamos aqui
son lasgue han considerado como objetivo evaluar si los
estudiantes pueden identificar y explicar relaciones en-
tre subclases de poligonos (cuadriléteros o triangul 0s);
por ejemplo, que todos | os rectangul os son paralel ogra-
mos o0 que lostriangul osisdscel es pueden ser triangulos
rectangulos (Battistay Clements, 1992; Fuys, Geddesy
Tischler, 1988). Aungue los trabajos mencionados se
refieren aclasificaciones de algunostipos de poligonos,
sus resultados o su «modo de hacer» pueden extenderse
en algunos casos a la clasificacion en el mundo de los
poliedros. También hay que considerar quelasclasifica-
ciones de los poligonos surgen inmersas en problemas
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de clasificacion en el mundo delos poliedros. Centrar la
atencién en la base de los prismas nos lleva a las clasi-
ficaciones de los poligonos, o de diferentes tipos de
poligonos, que asu vez generalizamosalos prismas; asi
establecemos | os prismas de bases regulares e irregul a-
res; los prismas triangulares, cuadrangulares, etc. En el
apartado de los resultados indicaremos aquéllos que
obtenidos en el contexto de lageometriade |os solidos,
trabajando con diferentesrepresentacionesfisicasdelos
solidos, corroboran los resultados conseguidos por in-
vestigaciones realizadas en un contexto de geometria
plana.

Como referencia para nuestro trabajo destacamos el
trabajo de De Villiers (1987, 1994), parte del cual se ha
realizado en el marco del modelo de VVan Hiele, pues ha
sido especia menteimportantepor el andlisisteorico que
realizadel papel y lafunciondelaclasificacionjerarqui-
caen matematicas. DeVilliers(1994) distingue diferen-
tes tipos de clasificacion (clasificacion jerarquica y
clasificacién particion; clasificaciénaprioriy clasifica-
cion a posteriori) y da breves comentarios paralaense-
flanza de una clasificacion jerarquica de | os cuadril ate-
ros. Y ahemosindicadolo queél entiendepor clasificacién
jerarquicay por clasificacion particién®. Por clasifica-
cidnapriori quieredecir «que el proceso degeneraliza-
ciény especializacion se utilizan deliberadamente para
producir nuevos conceptos que se colocan inmediata-
mente en relaciones jerarquicas o en particion con los
otros conceptos existentes. [...] En general, la funcion
mas importante de una clasificacion a priori es, por
tanto, claramente, la de descubrir o crear conceptos
nuevos» (p. 14). Ejemplosqueindican queaclaranloque
se entiende por clasificacion apriori y a posteriori, con
respecto a los cuadriléteros son: «Una clasificacion a
posteriori ocurriria, por ejemplo, si la clasificacion de
los cuadrados y |0s rectangul os se considerara después
de que se conocieran durante algiin tiempo, y sus propie-
dades se hubieran examinado minuciosamente. Por otro
lado, con unaclasificacién a priori comenzariamos con
el concepto mas especial, un cuadrado, y generalizaria-
mosel rectanguloy el paralelogramo consecutivamente
como conceptos nuevos. Por gjemplo, el rectangulo
puede generalizarse del cuadrado eliminando la condi-
ciéndequetodossu ladossonigual es, pero manteniendo
todavialacondiciondeigualdad desusangulos.» (p.14).

Este mismo autor subraya que la clasificacion de cual-
quier conjunto de conceptosno tienelugar independien-
temente del proceso de definir y que se deberiaenfatizar
que una definicién particion (y clasificacion) no es
matemati camente «erronea» simplemente porque sea
particion (por supuesto, siempre que contenga toda la
informacion necesaria para que se excluyan todos los
no-ejemplos). Afiade que algunas veces son necesarias
una clasificacion particion y sus correspondientes defi-
niciones paradistinguir claramente entre conceptos (por
ejemplo, cuadrilatero convexo, céncavo y cruzado, o
cometas concavasy convexas). También que, cuando se
clasificay se especifica un cuadrildtero dado, la parti-
cidnesunaestrategiaespontaneay natural; y que, «dado
guelaclasificacion y sus correspondientes definiciones
son arbitrarias y no absolutas, deberiamos conocer que
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la eleccion entre una clasificacion jerarquica y una
particion esamenudo materiade eleccién personal y de
conveniencia» (p. 13).

Pero €l trabajo fundamental de De Villiers (1994) es el
que da respuesta a la cuestion de por qué preferimos
(convencionalmente) la clasificacion jerérquica de va-
rios cuadril&eros convexos en vez de una clasificacion
particién. En este estudio sefiala las funciones mas
importantes de la clasificacion jerdrquica. De las entre-
vistas individuales con nifios y del contexto de la clase
encontré quelainclusion declasesentre diferentestipos
de figuras geométricas no conlleva psicol 6gicamente la
misma dificultad. Como posibles razones que explican
la discrepancia, enumeralos prototipos visual es usados
como ejemplos, o lamaneraen laque se han introducido
|os conceptos (con definicidn o con gjemplos). También
contempla la posibilidad de que las respuestas de los
estudiantes sean consecuencia de la natural eza errénea
delastareasdeidentificaciénvisual, dondeel estudiante
podria marcar €l ejemplo del cuadrilatero mas general
sin conocer que la intencion de la cuestion era que
marcase también |os casos particulares. Respecto a la
comparaciéndeparesdecuadriléeros, DeVilliers(1987)
apunta gque «parece que la inclusion del cuadrado en el
recténgulo es frecuentemente lamas dificil» (p. 22). En
este contexto de clase, este autor también encontrd
estudiantesque podian sacar conclusionescorrectasapli-
cando las definiciones que se le daban y hacer inclusio-
nes de clases jerarquicas aplicando estas definiciones,
pero que preferian no hacerlo (De Villiers, 1994, p. 17).
Y que «algunos estudiantes tenian dificultad con la
palabra es en un enunciado como un cuadrado es un
rectangulo. Parecieron interpretarlo como que un cua
drado “es equivalentea’ 0 “esel mismo que” un rectan-
gulo, y, por tanto (bastante correctamente), rechazaron
el enunciado como ridicul o o falso». Concluye que, para
guelaclasificacionjerdrquicadeloscuadrilaterostenga
sentido en el nivel 3 (ordenacion), es esencial que haya
tenido lugar una negociacion apropiada de significado
linglisticoy de significado funcional. Comprobo que el
uso del adjetivo especial (un cuadrado es un rectangulo
especial) ayudo a que algunos estudiantes comprendie-
ranlo quereal mente quieredecir gue uno essubconjunto
del otro. Y también tuvo efecto positivo que se hiciera
referenciaasituacionesanalogasdelavidadiaria, donde
| os objetos pueden verse como conjuntos especiales de
otro mas grande, por lo que tienen dos «nombres»
diferentes. Paraunanegociacién apropiadade significa-
do funcional apuntacomo necesario que se den suficien-
tesoportunidadesy actividades apropiadas paradiscutir
el valor o funcién de una clasificacion jerarquica, para
gue empiecen a comprender y apreciar la economia de
este tipo de clasificaciones (definiciones) y, después de
ver su conveniencia, |leguen a aceptarlas.

Trabajos desarrollados desde el punto de vista de la
ensefianza que han tenido en cuenta las sugerencias de
DeVilliers(1994) paratrabajar lasclasificacionesjerar-
quicasdeloscuadrilateros—y que también hemostenido
como referencia en este estudio— son los de Crainer y
Rubenstein (1993) y Maraldo (1980); en las tareas que
desarrollamosen clase (ver el apartado siguiente) seven
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reflejadas algunas cuestiones que ellosinvestigaron. En
estos estudios, para que se discutieray aceptarael valor
o funcién de laclasificacion jerarquica, se dieron alos
estudiantes suficientes oportunidades y se propusieron
actividades adecuadas. Crainer y Rubenstein (1993)
corresponde a un curso de geometria, de un afio de
duracion, con estudiantes de instituto. La clasificacion
jerérquica de los cuadrilateros la consideraron en dife-
rentescontextosy entiemposdiferentesy lausaron para:
a) clasificar teniendo en cuenta las propiedades que se
indican; b) dar nombres alos cuadrilateros menos fami-
liares; ¢) enfatizar lasrelaciones deinclusion quetienen
cuadril ateros de diferentes categorias; d) representar la
jerarquia en un diagrama con forma de red, €) construir
definiciones paradiferentes categorias de cuadril ateros,
mostrando la generalidad como rasgo de la jerarquia;
f) desarrollar argumentos sobre las relaciones de inclu-
sién o de solapamiento; y g) conectar el dgebracon la
geometria. Comprobaron que el marco conceptual sus-
tentado por lajerarquiaresul td ser econémico, en cuanto
gue no eranecesario trabajar mucho paraprobar propie-
dades para los cuadriléteros que en € diagrama queda-
ban colocados |os més altos. También verificaron que,
en ese nivel, se podian considerar definiciones alterna-
tivas para los cuadrilateros y que los estudiantes eran
capaces de verificar que probar otras propiedades deri-
vadas podria ser masfécil o masdificil dependiendo de
la definicion usada. Esto es, se expandiay reforzaba el
concepto de la definicién de los estudiantes. Maraldo
(1980) centrd su actividad en trabajar |os convenios que
hay implicitos en un diagrama de una clasificacion
jerérquica de los cuadriléteros (representaban los cua-
drilateros méas generales a laizquierda de |os més espe-
cificos), diagrama construido a partir de definiciones
dadas paralos cuadrilateros implicados. Hizo notar que
las flechas sirven para indicar algo muy importante en
matemati cas: |as propiedades de un cuadril &ero especi-
fico del diagramalastienentodosloscuadrildterosdela
derecha, conectados con él, pero no necesariamente
todoslosdelaizquierda. Y también se preocup0 de que
se discutieray aceptara el valor o funcién de laclasifi-
cacion jerarquica.

Como antecedentes para este estudi o tambi én cabe men-
cionar los trabgjos realizados por Castelnuovo (1963,
1979) y Fielker (1983, 1986) sobre la clasificacion de
cuadrilteros o hexégonos, desde el punto de vistade la
ensefianza. El trabajo deestosautores seve ampliamente
reflejado en el nuestro. En el trabgjo de Fielker (1983,
1986) se plantean problemas muy interesantes sobre
clasificacion, problemas que en nuestras experimenta-
ciones hemos trasladado a las familias de prismas con
bases cuadriléteros y hexégonos. Por otro lado, Castel-
nuovo (1963, 1979), con laconstruccién deloscuadril &
teros con varillas (agujeros) que se juntan con chinche-
tas, proporciona un entorno dinamico en el que los
cuadrados surgen como uno de los posibles rombos, el
rectdngulo como uno de los posibles paralelogramos,
etc. Trabgjar la clasificacion de los prismas cuadrangu-
lares, centrando la atencidn en la analogia que existe
entre elementos del planoy del espacio que comparten
relaciones, nosremitealaclasificacion de cuadrilateros
y al trabajo de Castelnuovo o de Fielker. Centrar la
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atencion en las caras laterales de los prismas, que son
paralelogramos, nos lleva ala clasificacion de éstos. Y
extendiendo «la manera de hacer» de Castel nuovo, con
laconstruccién o generacion demodel osde prismas, nos
proporcionamos un entorno dindmico para reflejar de-
terminadas relaciones entre familias de prismas. Por
ejemplo, a partir de «pulseras» de cuadrados, cerrando
por los dos lados con poligonos, obtenemos unafamilia
deprismas, ladecaraslateralesregulares; en estafamilia
hay prismascéncavosy convexas, y losprismasde caras
regulares estan contenidosen ella. Y cuando generamos
prismasapartir del experimento que muestra Castel nuo-
vo (1979), utilizando una «unidad base» formada por
dos poligonosque sejuntan con gomitas, como seilustra
en lafigura 1, los prismas de caras |laterales regulares
surgen como algunos de | os posibles prismas rectos, |os
prismas de caras regulares como algunos de los posibles
prismas de bases regulares, etc.

Figural

METODOLOGIA Y. CONTEXTO PARA LA
EXPERIMENTACION

El estudio que sedescribe aqui relativo alaclasificacion
en el contexto delageometriadelossélidosfue realiza-
do durante varios cursos académicos (1992-1997). Para
obtener lamayor cantidad posible de informacion sobre
lo que aprenden | os estudiantes sobre este proceso mate-
matico, utilizamos, por un lado, laentrevistay, por otro,
métodos que permiten obtener informaciéon de forma
simultaneasobregran variedad dealumnos. Asi, realiza-
mos un andlisis de:

— Respuestas de diferentes estudiantes, dadas por escri-
to, adeterminadasactividadesrel ativasalaclasificacion
de familias de s6lidos que o bien se plantearon para que
se resolvieran en casa antes de tratarlas en clase o se
plantearon después de experimentar unaunidad de ense-
fianza.

— Sesionesdetrabajo en lasque seabordaron problemas
ligados a «la clasificacion» en el contexto de lageome-
tria.

— Entrevistas individual es a estudiantes que participa-

ron en laexperimentaci On sobre cuestionesrelativasala
clasificacion en el contexto de la geometria.

Los estudiantes
El estudio se desarroll6 tomando como medio |os cursos

y grupos de estudiantes de magisterio, de diferentes
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niveles educativos, que se indican en la tabla I. Los
cursos correspondian a asignaturas del curriculo en vi-
gor en las que se impartia geometria y de las que la
investigadora era profesora. Eran asignaturas que se
impartian en el tercer curso, en la especiaidad de cien-
cias(3°C) odeeducacion especial (3°EE), hastael curso
académico 1993-94, o tenian caracter optativo, como
Geometria del Espacio (de 4 créditos), del plan de
estudios de la Diplomaturade Maestro de la Universitat
de Valencia®. El ndmero de estudiantes de cada grupo
gue asistianormal mente alas sesiones oscilabaentrelos
dos nimeros que indicamos en latabla | en el apartado
«num. de estudiantes».

Tablal
Grupos de estudiantes y niimeros entre |os que oscila el nimero de
estudiantes por grupo que participaron en | as experimentaciones.

GRUPO/S 3C P EE Opt. Geom. Esp.
y (tresgrupos)| (dos grupos) (dos grupos)
curso/s 1992-95 1993-94 1994-96
NUm. de 50-60 20-30 8-11
estudiantes/ 50-60 10-15 5-8

grupo 50-60

Previo a la experimentacion, los estudiantes de 3° C
habian cursado una asignatura anual de contenidos ma-
tematicos (laasignaturade 1°), unaasignaturaderesolu-
cion de problemas (las mateméticas de 2°) y unaasigna-
turadedidécticadelasmatematicas. El restodeestudiantes
que participaron en la experiencia solo habian cursado

una asignatura anual de contenidos matemaéticos (la
asignatura de 1°). Lo comun a todos ellos fue que no
habian tratado |ageometria delos sélidos anteriormente
y habian prestado muy poca atencién a la geometria
plana.

Laintencion de seleccionar diferentes grupos era obte-
ner una ampliainformacion sobre procesos de aprendi-
zaje. No pretendia comparar 10s datos obtenidos en los
diferentes grupos.

Sobrelas actividades de clase. Procedimiento de ac-
tuacion

Las actividades las plantedbamos unos dias antes de
tratarlas en clase para que |os estudiantes que quisieran
pudieranresolverlasen casa. Tenian como proposito que
se abordaran los siguientes problemas, ligados a las
clasificaciones particiones o alas clasificacionesinclu-
sivas: a) identificar y enumerar ejemplosdelasfamilias
establecidas al clasificar con un criterio o con varios
criterios; en particular, ejemplos de familias que contie-
nen aotrasfamilias de sdlidos; b) enunciar, comprobar
o justificar relaciones entre familias de sélidos; y
c) reflejar estasrel acionesen diagramasquerepresentan
las clasificaciones inclusivas (Tablas II, 11l y IV y
diagramas 2by 2c).

Las actividades, las planteabamos después de haber
tratado una clasificacién inclusiva de los cuadril teros
convexos. También se habiaconstruido el diagrama que

Figura 2

El diagrama de la figura 2a representa relaciones de inclusion entre los siguientes cuadrilateros: cuadrado (cd), rectangulo (rg), rombo, (rb),
paralelogramo (pl), trapecio isosceles (tpi), cometa (ct), trapecio (tp) y cuadrilatero (C).

Las familias de prismas cuadrangulares que se representan en el diagrama 2b son: cubo (C), ortoedro (O), romboedro (R), paralelepipedo (L),
prisma de bases cometas (PBc), prisma de bases trapecios isdsceles (PBti), prisma de bases trapecios (PBt) y prismas cuadrangul ares (PC).

Las familias de solidos del diagrama 2c son: prismaregular (el cubo) (PReg), prismas de caras regulares, (PCR), prismas de caras iguales (PCl),
primas de caras |laterales regulares (PCLR), prismas de bases regulares (PBR), primas rectos (PR), prismas convexos (PX) y los prismas (P).

tp

™
/
rg& cd
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reflejabaestaclasificacion (Fig. 2a) y se habian estable-
cidolasdiferentesfamiliasde prismasque servian como
soporte paralasrelacionesque considerabamos, partede
las cuales se muestran en los diagramas 2b y 2c. Por
ejemplo, 2b reflejaque € ortoedro esta contenido enlos
prismas de bases trapecios isdscelesy en | os paral el epi-
pedos:. «Todos|os ortoedros son prismas de bases trape-
ciosisosceles» y «todos los ortoedros son paral €l epipe-
dos». También reflejaque «losortoedros son prismasde
basestrapecios». Ahorabien, «todoslosparal el epipedos
no son ortoedros», «todos los paralelepipedos no son
romboedros» y deaqui podemos plantearnosseleccionar
€jemplos de | os paral elepipedos que no son ortoedros, o
gue no son romboedros, 0 que no son ni ortoedros ni
romboedros. Si nos fijamos en los ortoedros y rom-
boedros, el diagrama muestra que no se puede establ ecer
relacién de inclusion en ninguin sentido, pero no conclu-
ye que estas familias son excluyentes. el cubo esta
contenido en ambas. Podemos enunciar que «algunos
ortoedros son romboedrosy otrosno |o son» y «algunos
romboedros son ortoedrosy otros no 1o son». Y de aqui
cabeplantear: ;Qué ortoedrosno sonromboedros? ;Qué
romboedros no son ortoedros?

Al resolver las actividades propuestas, los estudiantes
tenian siempre a su disposicion model os de las diferen-
tes familias de prismas tratadas, material comercializa-
do formado por poligonos y diferentes unidades base
compuestas por dos poligonos igual es unidos por gomi-
tas(Fig. 1). En sesiones previas se habiadiscutido sobre
gué modelos de las diferentes familias podiamos cons-
truir con el material comercializado y sobre sus limita-
ciones. Se habian delimitado familias de prismas de las
gue podiamos obtener modelos de alguno de sus ejem-
plos (p.e., de los prismasrectos de bases regulares) y se
habia hecho notar la conveniencia de recurrir a otros
procedimientos para visualizar otros ejemplos de estas
familias o de otras como, de prismas oblicuos, de pris-
mas de basesirregulares, de prismas concavos. Se acon-
sejaba a menudo que se recurriera a procedimientos
dindmicos que nos permitieran visualizar varios casos;
asi destacabamos |o que se manteniay cambiaba en los
€jemplos obtenidos o subrayabamosque uno deellos (el
de la familia més especifica) era uno de los posibles
casos de unafamilia dada que podiamos generar con el
procedimiento utilizado.

Paralos paral €l epipedos, haciamos notar que, con mate-
rial comercializado, se pueden construir |os paral el epi-
pedos-ortoedros formados por cuatro rectdngulosy dos
cuadrados o por seis cuadrados; |os romboedros forma-
dos por seisrombos-no cuadrados o por seis cuadrados;
y también el paral el epipedo formado por cuatro cuadra-
dosy dos rombos-no cuadrados. Ahorabien, destacaba-
mosque conlaunidad formadapor dospoligonosunidos
por gomitas podiamos proporcionarnos representaci o-
nes visual es de todo tipo de paral el epipedos. Cuando €l
problema ya lo tenemos resuelto en el plano, —esto
es, aceptamos como posibles paralelogramos el rectan-
gulo-no cuadrado, — 1, €l paralelogramo-no rectangu-
lo-no rombo, Z—7, el rombo-no cuadrado, y €
cuadrado, [1,— a cambiar el poligono, eligiendo parala
unidad base uno de |los posibles paral el ogramos, pode-
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Tablall
Tareas de identificacion de subfamilias de paral el epipedos.

T.1 Pon gjes de paralelepipedos que ademas sean romboedros.
Haz dibujos de los cuadrilateros que pueden ser caras de esos
paralelepipedos. Ademas, responde a las siguientes preguntas y
explicatus respuestas.

¢Lascarasdelos paral el epipedos que son romboedros pueden ser
rectangul os? ¢Pueden ser cualquier tipo de rectangulo? ¢Todas
ellas tienen que ser rectangulos? ¢Pueden haber rectangulos de
dos tipos?

Responde a las preguntas anteriores para los rombos, en vez de
para los rectangul os.

T.2 Repitelatarea T.1 cambiando la expresién «paralelepipe-
dos que ademas sean romboedros» por «paralelepipedos que no
son ortoedros».

Tablalll

Tareas de juzgar y enunciar relaciones entre familias de prismas.

T.3 Indica si las siguientes afirmaciones son correctas o no.
Justifica la respuesta.
a) Todos los prismas de caras iguales son prismas convexos,
pero todos los prismas convexos no son de caras iguales.
b) Ni todoslos prismas de carasiguales son de carasregul ares
ni todoslos prismas de carasregulares son de carasiguales.
¢) No hay ningln prisma que sea ala vez de caras laterales
regularesy céncavo.

T.4 Formulalas relaciones que tienen las familias de prismas
siguientesy justifica la respuesta.

a) Prismas convexosy prismas de bases regulares.

b) Prismas convexosy prismas de caras iguales.

T.5 Selecciona los términos siempre, a veces 0 nunca que
muestra larelacion que hay entre | os pares de familias siguientes
y justificala respuesta.
a) Los prismas convexos son siempre, a veces 0 nunca
prismas de caras iguales.
b) Los prismas rectos son siempre, a veces o nunca
prismas oblicuos.

mos obtener |os romboedros, ortoedrosy el cubo. Estos
ejemplos de paralelepipedos surgen entre los muchos
gue se generan por este procedimiento. Y también se
puede mostrar que el cubo es uno de los posibles or-
toedros con base el cuadrado, 10 que cambia en todos
estos ortoedros es la altura.

Volviendo alas actividades que planteamos a |l os estu-
diantes, vamos a describirlas brevemente.

I dentificacion y enumeracion de ejemplos de clases. En
estastareas se pedia que seidentificaran todoslos ejem-
plosde unafamiliaB que conteniaaotrafamiliaA; o se
pedia que se identificaran gjemplos de B que no fueran
egjemplosde A. Los ejemplosy no-ejempl os selecciona-
dos para que se identificaran eran ejemplos de A (que
también lo eran de B), ejemplos de B que no lo eran de
A y modelos que no eran ejemplos ni de A ni de B. Los
presentabamosen diferentesposicionesy con diferentes
representaci onesfisi cas(model osmaci zos, model oshuecos
y como estructuras de aristas).
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Tabla |V

Pares de subfamilias de prismas que se relacionan.

Tipos de subfamilias

Ejemplo

Subfamilias excluyentes establecidas con criterios visuales

Prismas rectos y prismas oblicuos

Subfamilias inclusivas

Prismas de carasigualesy prismas convexos

Subfamilias que no son excluyentes ni inclusivas:

Establecidas con un criterio visual.
Criterios de regularidad o igualdad de todas las caras.
Criterios de igualdad o regul aridad de parte de las caras.

Criterios de igualdad de aristas o de angul os.
Una subfamilia establ ecida con criterio visual y la otra
con criterios de igualdad o regularidad de parte de las caras.

Prismas rectos y prismas convexos.

Prismas de caras iguales y prismas de caras regulares.
Prismas de bases regulares y prismas de caras laterales
regulares.

El romboedro y el ortoedro.

Prismas rectos y prismas de bases regulares.

Figura 3

Prisma recto Prisma oblicuo

El cubo surge como un posible ejemplo de ortoedro.
Todos | os cubos son ortoedros.

L os cubos son ortoedros.

L os cubos son siempre ortoedros

Todos | os ortoedros no son romboedros.

Ni todos los ortoedros son romboedros ni todos romboedros
son ortoedros.

L os ortoedros pueden ser romboedros.

L os ortoedros son a veces romboedros.

L os prismas rectos nunca son prismas oblicuos.
No hay ningln prismarecto que sea oblicuo.

En otrastareas, |o que se pedia era que se indicasen los
egjemplos de estas familias o subfamilias. La tabla |1
muestra ejempl os de estas actividades que solo serefie-
ren aparal el epipedosdeterminados. Paralasotrassubfa-
milias de prismas, las actividades que planteamos a los
estudiantes eran similares.

Juzgar, enunciar y justificar relaciones entre familias
de prismas. Para trabagjar este problema ligado a la
clasificacién, juzgar, enunciar y justificar relaciones
entre las clases establecidas, considerabamos situacio-
nes diferentes porque cambiaba la relacion que existe
entrelas familias o porque cambiabalamaneracémo se
presentaban lasrelaciones. Latablalll muestraejemplos
de estas actividades con dos o tres apartados.

L as actividades que planteamos a | os estudiantes tenian
muchos més apartados que las que indicamos como
egjemplo en la tabla Ill. Las relaciones que se daban
enunciadas o | os pares de familias que se proponian eran
similaresalasdelatablay permitianrelacionar otros pares
defamilias. Nos preocupamos de que se contemplaran las
situaciones reflgjadas en latabla | V.
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TablaV

Construccion de diagramas en forma de red parareflejar
relaciones entre familias de prismas. Sugerencias.

T.6 Construyeel diagramaquerelacionelassiguientesfami-
lias de prismas: prismas rectos, prismas convexos, prismas de
bases regul ares, prismas de caras laterales regulares, prismas
de carasregul ares, prismas de carasigual es, prismasregul ares
(el cubo).

Recuerdalo que yavimos con laclasificacion de los cuadril&-
teros:

Si dosfamiliastienenrelaciéndeinclusion, en el diagramaque
representa la clasificacion éstas estdn conectadas con una
flecha que va desde la familia contenida (ahi esta el origen)
hasta |afamilia que la contiene (ahi esta el extremo).

L os pares de familias que estan conectadas por un camino que
sigue este esquema ® ® ® tienen relacion de inclusién; la
familia en la que el camino tiene el origen esta contenida en
todaslasdemasdel camino, y lafamiliaque hay en el extremo
contiene atodas las implicadas en el camino.

Coloca las familias de solidos de manera que en el primer
nivel esté la familia de los prismas; en el segundo nivel, las
familias establecidas con criterios visuales; en el tercer nivel,
las familias establecidas con criterios que centran la atencién
en laregularidad de parte de |as caras; en el cuarto nivel...
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También tuvimosen cuentaquelasrelacionesinclusivas
se pueden formular como: todos... son..., los... son... y
los... son siempre... Las relaciones excluyentes se pue-
den verbalizar como: los... hunca son... y no hay nin-
gun... quesea... Y cuando lasfamilias se solapan pero no
tienenrelaciéndeinclusion podemosindicarlo como: no
todos los... son..., todos... no son... ni todos... son... ni
todos... son...,los... puedenser...ylos... sonaveces...La
figura 3 muestra algunos ejempl os.

En los enunciados de cadatipo nos preocupamos de que
se contemplaran ambas posibilidades: que unos fueran
correctos y otros no.

La interpretacién y la construccién de diagramas en
formadered. Relacionesentrefamiliasdeprismas. Otro
problemarelacionado con laclasificacion serefiereala
construccion dediagramas querepresentan lasclasifica-
cionesestablecidas. Particularizando lasclasificaciones
inclusivas, las actividades de este grupo tenian como
objeto que seinterpretaran los convenios implicados en
un diagrama que refleja una clasificacion inclusiva de
prismas. La tablaV muestra una actividad de este tipo
(TareaT.6) cuyodiagramamostramosenlafiguralc. En
ella incluimos las sugerencias que dimos para que se
tuvieran en cuentaal resolver todas las que planteamos,
andlogas a la de latabla, sélo que en |la representacion
estaban implicados otros grupos de familias de prismas.

El proceso de clasificar y el proceso de demostrar. El
proceso de clasificar esta intimamente ligado alos pro-
cesos de definir y de demostrar. Al fijarnos en lajustifi-
cacion de las respuestas, vale la pena hacer algunos
comentarios sobre cuestiones relativas a desarrollo en
clase de estas actividades. Por un lado, la tabla VI da
cuentade lasjustificaciones que haciamos paraexplicar
el tipo de relacion que habia entre los pares de familias
implicadas en un enunciado. Por otro lado, en clase
trabajamos la reformulacion de las relaciones entre las
clases establecidas en los diferentes tipos de clasifica-
cién tratados (clasificaciones particionesy clasificacio-
nesinclusivas). Nos centramos en el uso y negacién de
los cuantificadores. Trabajamos cémo enunciar lasrela-
ciones de diferentes maneras permitia reformular los
problemas propuestosy, en algunos casos, poder utilizar
lo queyase habiademostrado previamente (al reconver-
tir unarelacién en otra que ya se habia justificado). En
la clase subrayamos ademés que lasrel aciones entre dos
familias se pueden reformular a seleccionar familias
di cotdmi cas(complementarias) alasconsideradas. También
abordamos tareas que contenian enunciados con dos
relaciones entre clases, por lo que basta con que unade
ellas sea falsa para que todo el enunciado |o sea. Dado
que a gunos estudiantes tenian dificultad para desgl osar
las dos relaciones que aparecian, consideramos intere-
sante tratar este problema.

Las sesiones de trabajo. Las entrevistas

L os estudiantes de magisterio del curso 1994-95, de la
optativa de Geometria del Espacio estuvieron organiza-
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Tabla VI
Desarrollo de algunas pruebas. Secuenciatemporal.

Blsqueda de contraejemplo: ejemplo que justifica que las
familiasno tienen relacion deinclusién ni de exclusion. Suge-
renciasy cuestiones.

Como sugerencia indicamos gque habia que construir diferentes
gjemplos de la primera familiaimplicada'y después cuestionar si
entrelos ejempl os construi dos podia haber ejemplosdelasegunda
familiay ejemplos de la familia complementaria.

Pruebas para explicar que dos familias tienen relacion de
inclusion o de exclusion.

— Basadas en ejempl os. Se trabgjan las inclusiones o exclusiones
de familias en términos de ejemplos.

— En las relaciones de inclusion, en muchos casos se utiliza un
procedimiento paragenerar lafamiliaB que muestravisua mente
que la familia A surge entre los ejemplos que se obtienen de la
familiaB.

— Se verifica que una familia, o un elemento general de ella,
verificatodas |as propiedades (o la definicion) de la otra familia.
O queno hay ningun elemento deunafamiliaque verificatodaslas
propiedades de la otra.

— Se aplica en repetidas ocasiones que un gjempl o de una familia
tiene que verificar todas sus propiedadesy que, si unafamiliaesta
incluida en otra, verificara sus propiedades.

— Se remarca que entre los grupos de propiedades de las familias
hay una relacion de inclusion que es la contraria ala que existe
entre ellas en términos de ejemplos.

—Setrabajan lasinclusiones de familias en términos de grupos de

propiedades.

dosen dos gruposdurante todo el curso. Lasactividades
que realizaron en clase (propuestas previamente para
que se trabajaran en casa) se grabaron en video o en
casete. Cuando los estudiantesyalas habian resuelto las
comparaban con las de sus comparieros.

Las entrevistas realizadas en su mayoria fueron indivi-
duales, semidirigidas o dirigidas; sélo en algunas los
estudiantes intervinieron por parejas. Fueron grabadas
en video o en casete. Estas pretendian aclarar respuestas
pobres o respuestas que podian tener interpretaciones
diferentes. Por ejempl o, cuando algun estudianteindica-
ba que los prismas convexos a veces son rectos porque
algunolo es; por ejemplo, el ortoedro. De estarespuesta
se puede entender: a) se piensa que para justificar el
«a veces» basta con presentar un gjemplo; o b) hay un
olvido de mostrar el no-ejemplo. Otra respuesta que
necesitaria aclaracién seriala que en tareas de identifi-
cacion solo se indica el ejemplo mas genera como
ejemplo de una familia. Larespuesta podria estar basa-
da: a) en e establecimiento de familias disjuntas; b) en
un no-entendimiento de que laintencién de la cuestion
eralade seleccionar los casos particularesademas delos
ejemplosgenerales; o c) enlosejemplosprototipicos(en
losquese piensaprimero parabasar susjuiciosenellos).

Otrasveces, sebuscabainformacion sobrelosdiferentes

procedimientos que pueden aplicar |os estudiantes para
resol ver determinadastareas (ademéasdel yautilizado) y
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comprobar si pueden aplicar estos procedimientos en
otras actividades. En algunos casos lo que habia que
averiguar eraaqué se debe larespuestadada: porque se
consideraquelarespuestadadaessuficienteo porque no
se puede dar otra. Pongamos por caso cuando se juzga
adecuadamente que «los prismas de caras regulares son
prismas de bases regulares» y se da una respuesta en
términos de gjemplos (se indica que entre los jemplos
de los prismas de bases regulares estan los que tienen
caras laterales[] [] .~~~ rectos, mas altosy mas
bajos, y otros oblicuos. Los de caras laterales cuadra-
dos estan ahi). Esinteresante averiguar qué otro tipo de
respuestas se pueden dar: si también se puede razonar en
términosde propiedades(por €jemplo, seexplicaquelos
primeros cumplen todas las propiedades de los segun-
dos) o en términos de grupos de propiedades (esto es, se
explica que el grupo de propiedades de los primeros
contiene el grupo de propiedades de los segundos).
También esinteresante averiguar si se pueden extender
estos procedimientos paraexplicar relacionesentreotros
pares de familias de prismas.

ANALISISDE DATOS

Lasrespuestas a las actividades

Cada estudiante de los que particip6 en la experiencia
tenia asignada una carpeta en la que depositdbamos las
actividades que resolvia por escrito antes de que se
abordaran en clase. Ademés, las respuestas de cada
estudiante las agrupabamos seguin que correspondieran
atareasdeidentificar subfamilias, dejuzgar relaciones,
de verbalizarlas o de representar mediante un diagrama
las relaciones entre familias. Para cada uno de estos
alumnos, y para cada tipo de actividades, en hojas que
disefiamos paraello, anotdbamos|o que nos pareciaque
tuviera interés de sus respuestas.

Para cada actividad, las respuestas de varios alumnos,
las utilizdbamos en plan exploratorio; servian ademés
para corroborar |0 que ya habiamos observado |0s afios
anteriores con las experiencias previas realizadas con
otros cursos. Como g emplo, enlatablaVIl, mostramos
|as caracteristicas que delimitamos para hacer observa-
ciones en las respuestas de los estudiantes que habian
construido diagramas.

Con las caracteristicas observadas, disefiamos [&minas
para poder registrar si otros estudiantes presentaban las
caracteristicas delimitadas. Asi decidimos si éstas se
presentaban con la suficiente frecuencia para poder
presentarla como resultado de la investigacion. Si con
las respuestas de estos estudiantes aparecia algo nuevo
gue merecia atencion, se introducia también como ca-
racteristica para corroborar con las respuestas de estu-
diantes que alin no se habian analizado. Para cada acti-
vidadlosencabezamientosdelaslaminashacianreferencia
a las caracteristicas subrayadas sobre ellay a los estu-
diantes que la habian resuelto. En las casillas indicaba-
mosel niimero de «errores» que presentabael estudiante
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correspondiente y, en una lectura posterior, nos fijaba-
mos en |os pares de familias que estaban implicados en
ellos. Todos los datos que se repitieron en todos los
grupos de magisterio que participaron en la investiga-
cion, y que se reflgjaban en mas de 2 0 4 estudiantes,
seguln el nimero de estudiantes del grupo, |os presenta-
mos en el apartado siguiente como resultados de la
investigacion.

Tabla VI

Caracteristicas a destacar en la construccion de diagramas que
representan relaciones de familias de prismas.

a) No se dan alas flechas el significado que se ha asignado por
convenio.

b) Hay familias que no estan colocadas en el nivel adecuado.
c) Serelacionan familias que no tienen relacion de inclusion.

d) Se relacionan familias en sentido contrario a la relacién de
inclusién que presentan: el origen de la flecha esta en la familia
que deberia estar en el extremo.

e) No se relacionan familias que si que presentan relacién de
inclusion en un sentido (faltan por poner flechas que conectan
determinadas familias).

f) Se conectan directamente familias para las que ya queda
reflejada su relacion de inclusion a través de un camino, que
relaciona las familias implicadas con otras.

Respecto de laidentificacion de ejemplos de | as subfa-
milias, anotamos |os que no se identificaban adecuada-
mentey tratamosde averiguar (apartir delo que sehabia
escrito al explicar larespuestao mediante entrevistas) si
la exclusion de las familias especificas como gjemplos
de las més generales se debia a que se hacian clasifica-
ciones particiones o a otras razones. El resultado 1 que
presentamos en el apartado siguiente corresponde a
estas observaciones. Paralas tareas en las que se habia
gue enumerar ejemplos de subfamilias que cumplian
ciertas condiciones (por ejemplo, que no fueran rom-
boedros) y en las que se preguntaba sobre € tipo de
poligonos de sus caras, anotamos |os ejemplos que se
indicaban y no lo eran, y los que no se sefidaban y si lo
eran. También nos fijamos en si se tenian en cuentalas
condicionesimpuestaso si seindicaban simplementelos
ejemplosdelafamiliageneral implicadaenlaactividad.
Pongamos por caso, aunque se preguntaba por los para-
lelepipedos que no fueran romboedros, algunos estu-
diantes reflejaban con su respuesta que no tenian en
cuentalacondicion: indicabanlosejemplosque habiade
paralelepipedos, y al hablar sobre €l tipo de caras, res-
pondian de la misma manera. Otras respuestas refleja-
ban que no se entendiala condicidn que seimponia, 0 no
se entendian los cuantificadores implicados en | as pre-
guntas que hacian referenciaal tipo de caras. Cuando se
pediaque se indicasen gy emplos de paral elepipedos que
no fueran ortoedros se indicaba: las caras s6lo pueden
ser rectangul os, cuadrados también pueden ser, el cubo
es ortoedro. Otros estudiantes respondieron: no puede
haber ninguin rectangulo, porque sino seria ortoedro.
Losresultados 2 y 3 dan cuenta de estas observaciones.
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Lainterpretacion que haciamos de | as respuestas dadas
paralas tareas en las que se han de juzgar, verbalizar y
representar relaciones entre familias de prismas nos
Ilevé a precisar observaciones que se referian especial-
mente a model os de respuesta para justificar relaciones
entre familias de sblidos. Detallamos también dificulta-
desque conllevan estastareas, | as cua esconducen aque
los estudiantes cometan determinados errores. Asi, des-
pués de contrastar con entrevistas individuales las res-
puestas que considerabamos ambiguas, y de corroborar
cada observacién con respuestas de varios estudiantes
de los diferentes grupos en los que realizamos la expe-
riencia, delimitamos: a) modelos de respuestas; b) tipos
de relaciones entre familias que presentan mas o menos
dificultad; c) los enunciados que dificultaban o facilita-
ban las tareas; y d) otras dificultades con las que se
enfrentaban los estudiantes, que permiten graduar el
nivel dedificultad de latarea. Los seisresultados nume-
rados del 4 al 9 dan cuenta de €llo.

Lassesiones detrabajoy las entrevistas

Paralosdatosrecopiladosen cintasde video o de casete,
hicimostranscripcionesliterales (paraalgunasentrevis-
tas) o resiimenes (para las sesiones de clase del grupo
de Geometria del Espacio) que contenian lo destacable
decadasesiOn. Asi pues, conseguimosvarios protocol 0s
gue constituian el objeto de andlisis, y también varios
resimenes, en l0s que apuntamos |o que se consideraba
relevante, bien porque confirmaba lo que ya se habia
observado con las experimentaciones con otros estu-
diantes, bien porque podiaintroducirse como algo huevo
gue tenia que ser objeto de experimentacion.

Como ejemplo de entrevistaestructuradacabe sefialar la
gue utilizamos para aclarar respuestas que se habian
dado en tareas de identificacion de subfamilias, y que
mostramos en el anexo |1, con la intencion de que se
Ilegase a establecer una clasificacion jerarquica en los
paralelepipedosy que se llegase arepresentar laclasifi-
caciénen undiagrama. El guionde estaentrevistaesuna
adaptacién paralos paral el epipedos del que se presenta
en De Villiers (1987) paralaidentificacion de paralelo-
gramos.

RESULTADOS: MODELOS DE RESPUES-
TAS. DIFICULTADESY ERRORES

Vamos a comenzar presentando tres resultados que ha-
cen referencia aidentificacion y enumeracién de gjem-
plos de clases (familias de prismas) establecidas con
clasificacionesinclusivas, centrandolaatenciénensi las
respuestas de los estudiantes reflgjan dificultades de la
tarea asignada. Considerando A y B como familias de
prismas, de maneraque B contieneaA, el resultado 1 da
cuenta de laidentificacion de ejemplos de B cuando se
muestran model 0s que son gjemplos de A, gjemplos de
By-A y no gemplos de B. Los resultados 2 y 3 se
refieren alaenumeracion y descripcion de ejemplos de
clases (familias de prismas) de laforma B y-A.
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Continuamos exponiendo |os seis resultados que inten-
tan dar cuenta de lo que hicieron los estudiantes que
participaron en la experimentacién cuando se les plan-
tearon tareasdejuzgar, enunciar, representar y justificar
relaciones entre clases (familias de sdlidos) y cuando se
establecieron clasificacionesinclusivas: ¢Qué modelos
de respuesta dieron? ¢Con qué dificultades se encontra-
ron? ¢Qué errores cometieron.

1) Entareasdeidentificacién de ggemplosdefamiliasde
prismas establecidas con clasificaciones inclusivas, a
menudo lasrespuestas delos estudiantes son consecuen-
ciade:

— La familiaridad que se tiene con los ejemplos; en
algunos casos no se incluyen como ejemplos los que
pertenecen a una subfamilia contenida porque en estos
€jemplosno se suele pensar (aunque se acepte luego que
son ejemplos).

— La naturaleza errénea de las tareas de identificacion
visual, en las que el estudiante seleccionael gemplo de
la familia de prisma més general sin conocer que la
intencién de la cuestion puede ser que se seleccionen
también los casos particulares.

— Lasrespuestas son consecuenciade que |os estudian-
tes establecen clasificaciones particiones.

— Algunos estudiantes que pueden sacar conclusiones
correctas sobre inclusiones de familias en términos de
gjempl os, o aplicando definiciones, prefieren no hacerlo.

Por lo tanto, si no serealizan entrevistas de las respues-
tas de los estudiantes a tareas concretas, no siempre se
pueden sacar conclusionesrespecto desi |os estudiantes
realizan clasificaciones parti ciones cuando se proponen
clasificacionesinclusivas, o respecto de si los estudian-
tesrealizan clasificacionesparticionesen lugar declasi-
ficacionesinclusivasporquelasprimerasconllevan menos
dificultad.

Este primer resultado presentacuatro razones que expli-
can la identificacién de ejemplos de subfamilias que
realizanlosestudiantes. Laprimerarazén quedarefleja-
daenlasinvestigaci onessobre pol igonos deHershkowitz
(1990); ellalollamafendémeno prototipoy juicios proto-
tipicos. Las tres razones siguientes podemos encontrar-
lasen De Villiers (1994), y las dos Ultimas en Battistay
Clements (1992).

2) Lastareasdemostrar ejemplosdefamiliasde prismas
delaformaB y A o By-A (que cumplen determinadas
condiciones) presentaron grandes dificultades para al-
gunos estudiantes. A menudo no tenian en cuenta la
condiciénimpuesta o se teniaen cuentapero no se podia
aplicar correctamente. Por ejemplo, se intercambiaba el
papel de las dos familias implicadas en el enunciado.

Laexplicacion podemos encontrarlaen el propio conte-
nido del concepto. Aun razonando en términos de ejem-
plos, que conlleva menos dificultad que razonar en
términos de propiedades, se tienen que considerar los
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ejemplos de B distribuidos en dos familias (ByA y
By-A); setieneque aplicar que si AEB los ejemplosde
AyB sonlosde A, o que los ejemplos de By—A son los
de -A cuando se toma como referencia B.

3) En la tarea de mostrar ejemplos de subfamilias de
prismas que cumplen determinadas condi ciones, cuando
se pregunta por el tipo de caras que pueden tener y si
todas ellas pueden ser de una determinada clase, a
menudo las respuestas de | os estudiantes reflejan que no
pueden usar de manera mateméticamente correcta los
cuantificadores implicados en las cuestiones y que no
expresan correctamente la negaci 6n de estos cuantifica-
dores. Por gjemplo, no tener todas |as caras regulares se
indica en el sentido de que no puede tener ninguna cara
regular; o no tener todas las caras de un tipo se expresa
COmMo que no puede tener ninguna cara de ese tipo.

Asimismo, las respuestas también reflejan dificulta-
des paranegar criterios utilizados para establ ecer clases
en las que hay implicadas varias propiedades. Por ejem-
plo, paralos prismas de bases irregulares se indica que
las bases tienen lados y angul os distintos.

Estoserrorespodemosconsiderarloscomolamanifesta-
cion de las dificultades cognitivas que impiden com-
prender como usar y negar los cuantificadores.

4) En tareas en las que se han de juzgar, verbalizar,
representar y descodificar relaciones entre familias de
prismas hay respuestas incorrectas que cabe comentar:

— Entareas en las que se formula unarelacion entre las
subfamilias A y B, algunos estudiantes consideran la
relacioninversa. Esto es, nosejuzgalarelacion entrelas
familias A y B sino laque existe entre By A.

— En un diagrama no se interpreta adecuadamente el
significado dedosfamiliasque estan conectadascon una
flecha. Se muestran errores al enunciar relaciones entre
familias.

— En un diagrama no se interpreta adecuadamente el
significado de dos familias que no estan conectadas con
una flecha. Es usual que se interpreten como familias
disiuntas (no tienen ejemplos comunes).

— Entre los diagramas que construyen los estudiantes
gue representan una clasificacion de los prismas cua-
drangulares es usual encontrar algunos que no pueden
considerarse ni representaciones de clasificaciones del
plano ni del espacio, porque en ellos hay nombres de
solidos y de poligonos.

Sobre dificultades remarcamos:

— Algunos estudiantes tienen dificultades para estable-
cer, representar e interpretar si entre dos familias de
solidos dadas hay relacion deinclusién, de exclusion, o
tienen interseccién pero no estan incluidas una en otra.

— Algunos estudiantes tienen dificultad con la palabra
es en un enunciado como un cubo es un ortoedro.
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Cabe sefidlar que lasegunda dificultad queindicamosen
este resultado fue puesta de manifiesto en su totalidad
por DeVilliers(1994), en el contexto delaclasificacién
de cuadril&teros.

5) Modelo de respuesta: Para justificar relaciones de
inclusion, exclusion o solapamiento entre clases (fami-
lias de sdlidos) se indican ejemplos o contragjemplos, 0
bien ggemplosy contragjemplos. Se indican nombresde
familias o dibujosdeal guno de susejemplos. O seindican
las propiedades que tienen que cumplir los gemplos y
contragjemplos. En algunos casos sélo se indican las
propiedades del poligono de las bases del prisma.

En algunas respuestas, 10s ejemplos o contraejemplos
dados son adecuadosy se explicalarespuesta sobre por
gué las familias seleccionadas son ejemplos o contrae-
jemplos, 0 cémo se delimitan éstos. En otras, se dan los
contraejemplos sin mas explicaciones. A veces se hace
referenciaaal gunas propiedades del ejemplo o contrae-
jemplo pero no se precisan lo suficiente.

En algunas respuestas incorrectas:

— No se razona la relacion que se propone sino la
inversa.

— Se indica como contragiemplo un prisma que no es
gjemplo de ninguna de las familias de prismas que se
consideran.

— Al explicar con un contraejemplo que éste esejemplo
de una familia pero no ejemplo de la otra, a veces se
confunde el papel delasfamiliasy se sefialan propieda-
des que no son las adecuadas para explicar larespuesta.

— Se razona con un gjemplo, o con un ndmero insufi-
ciente, relaciones de inclusion entre familias. Esto es,
paralas relaciones que una respuesta matemati camente
completaexige dedemostracioneso deverificar que una
familiacumpleladefinicién deotra, en algunos casosse
dan gjemplos o contraejemplos (adecuados 0 no) y se
indican algunas propiedades de ellos.

Sobre dificultades cabe sefialar:

— Justificar si la relacion que se enuncia es correcta
presenta grandes dificultades para los estudiantes. En
general, justificar que dos familias se solapan pero no
estan incluidas una en otra presenta menos dificultades
paralos estudiantes que justificar unarelacién deinclu-
sion entre familias, ano ser que éstas sean muy conoci-
dasparalosestudiantesy estén muy acostumbradosaver
una como ejemplo de la otra.

— Ahorabien, seleccionar el gemplo delafamiliacorres-
pondiente que pueda servir de contragjemplo y explicar
gue es ggemplo y no-gjemplo de las familias implicadas
tambi én conllevadificultad paralos estudiantes.

— Lasrelaciones de la forma no puede haber... que no

sean... conllevan masdificultad paralos estudiantes que
| as relaciones enunciadas de otras maneras.
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6) Modelo de respuesta: Tanto en los enunciados para
los que unarespuesta adecuadaesa partir de ejemploso
contragjemplos como en los que hay que seleccionar la
palabrasiempreo lapalabranunca, avecesse explicala
respuesta verificando que una familia cumple (o no
cumple) ladefiniciénolaspropiedadesdelaotra(queen
algunos casos puede bastar con una propiedad).

En algunas respuestas incorrectas:

— No se razona la relacion que se propone sino la
inversa.

— Serazona con un ndmero insuficiente de propiedades
que unafamilia A estadincluida en otrafamilia B.

— Paraexplicar que dosfamilias A y B son excluyentes
se razona que una subfamiliade A no verificatodas las
propiedades de B.

Sobre dificultades cabe destacar:

— Ladificultad queconllevasel eccionar laspropiedades
gue caracterizan a una familia depende de la familia
considerada

— Considerar los ejemplos generales de las familias de
prismas (por ejemplo, el prisman-agonal de caras regu-
lares) y razonar a partir de ellos s verifican o no las
propiedades de otrasfamiliasconllevan también dificul -
tades paralos estudiantes.

Asimismo, resulta dificil paralos estudiantes distinguir
cuando en un razonamiento basado en un ejemplo con-
creto se han utilizado las caracteristicas propias del
ejemplo, 0 no ha sido asi, en cuyo caso este ejemplo
puede utilizarse como representante de la familiay el
razonamiento seria valido en general.

7)Modelo de respuesta: Para explicar relaciones de
inclusion entre familias se razona en términos de inclu-
sionesdelosejemplosdeellaso entérminosdeinclusio-
nes de grupos de propiedades.

En algunas respuestas incorrectas:

— No serelacionan adecuadamente lasfamiliasimplica-
dasy sus grupos de propiedades.

— Seasocian con relacion deinclusion algunas familias
gue no tienen esta relacién y, para otras que la tienen,
seleccionan la particulaa veces.

Sobre dificultades cabe indicar:

— Considerar las familias en términos de ejempl os, esto
es, divididas en subfamilias en las que se incluyen parte
delosejemplosdelafamiliamasgeneral, facilitaquelos
estudiantes puedan establecer relaciones de inclusion
entre clases (familias de primas), si bien esta tarea
también conlleva dificultades para |l os estudiantes.

— Llegar aver lasrelaciones deinclusién entre familias
como lainclusién inversa de sus grupos de propiedades
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y aplicar correctamenterelacionesentre familiasconlle-
va gran dificultad paralos estudiantes.

8) Modelo de respuesta: Para explicar relaciones de
exclusion entre familias se razonaen términosde grupos
de propiedades.

Algunas respuestas incorrectas reflejan un no-entendi-
miento de los cuantificadoresimplicados en | as cuestio-
nes y que no se expresa ain de manera correcta la
negacioén de dichos cuantificadores. Como en las res-
puestas del resultado 3, verificamos de nuevo que no
tener todaslas carasregulares se expresaen el sentidode
gue no puede tener ninguna cararegular; no tener todas
las caras laterales rectangulos se indica como que no
tiene ninguna caralateral rectangulo o que el poligono
irregular tiene lados y angulos distintos.

Sobre dificultades subrayamos que justificar relaciones
deexclusion entrefamiliasdicotomicasestablecidascon
criterios visuales conlleva menos dificultades que con-
siderar familias dicotomicas establecidas con criterios
gue centran la atencién en laregularidad o igualdad de
parte de las caras (las bases o las caras laterales) o de
todas €ellas.

De nuevo lajustificacién la encontramos en que en este
ultimo caso hay que negar un criterio que afecta a parte
delascaraso atodasellasy ademésen el criterio puede
haber implicadas varias propiedades.

Los resultados obtenidos relativos a «errores» de los
estudiantesy alas dificultades detectadas para determi-
nados tipos de relaciones pueden explicarse desde el
contenidomatematicoimplicado en ellas. Estapuede ser
laexplicaciondelosresultados5, 6, 7y 8. Cuando seesta
familiarizado con los ejemplos de unafamilia, justificar
gue se selecciona el término a veces —esto es, buscar €l
egjemplo y e contragiemplo, y verificar que lo son—
conllevamenosdificultad queexplicar larespuestacuando
se selecciona el término siempre. En este caso, parauna
respuesta correcta y completa, mas que trabajar con
ejemplos (en cuyo caso se hade considerar uno general
gue represente a todos, y para él verificar todas las
propiedadesimprescindibles delaotrafamilia), hay que
delimitar las propiedades que caracterizan ala primera
familia (la que aparece a la izquierda) y observar que
contienen todas las propiedades que caracterizan a la
otra (la que aparece a la derecha). Para una respuesta
completa, se tienen que considerar todas las propie-
dadesimprescindiblesde cadaunadelasfamiliasimpli-
cadas.

Cuando se selecciona el término nunca, para una res-
puesta correcta y completa necesariamente se han de
considerar todos|os ejemplosde unadelasfamilias que
serelacionan. Y en relaciones de este tipo, en muchos
casos hay que distinguir unos ejempl os de otros porque
dejan deverificar diferentescondicionesdeladefinicion
de laotrafamilia

Un caso particular que podemos examinar es cuando se
comparan dos familias dicotémicas en las que pueden
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venir caracterizadas por una Unica propiedad. En estos
casos es masinmediato verificar que ninglin ejemplo de
una de las familias (la que aparece a la izquierda)
verificatodas|as propiedadesimprescindiblesdelaotra
(la que aparece a la derecha), dado que para ellas se
puede considerar un ejemplo genérico para explicarlo.
Sepuedeexplicar apartir de é queno puedeverificar las
propiedadesque caracterizanalaotrafamiliay, paraello
no se utilizan las propiedades especificas del ejemplo,
por lo que la explicacion puede servir para cualquier
gjemplo.

9) Model o de respuesta: Paraexplicar que se selecciona
el slempre o el nunca a veces se utiliza la familia
complementariade unadelas que aparece en larelacion
dada.

L os resultados anteriores son coherentes con |os que se
presentan en otras publicaciones relativas al modelo de
Van Hieleen cuanto que todos ellos subrayan ladificul -
tad que conllevan las clasificaciones jerarquicas. Los
resultados de este trabajo perfilan o que puede ocurrir
cuando losestudiantes se enfrentan antelasclasificacio-
nes jerarquicas y la deduccién. Como en De Villiers
(1987) y De Villiersy Njisane (1987), de ellos se des-
prende quelainclusion declasesentrediferentesfiguras
geométricas no conlleva lamisma dificultad, aunque la
estructuraldgica sealamisma. Al igual que estos auto-
res, nos atrevemos a conjeturar que la clasificacion
jerérquica puede resultar una tarea mas dificil que las
deducciones de un sblo paso, por |0 que estatareano es
un prerequisito para el pensamiento deductivo formal,
sino que conlleva més dificultad.

IMPLICACIONESDIDACTICAS

L oshallazgosde este estudio tienen implicaciones prac-
ticastanto paramaestros o profesores como paradisefia-
dores de curriculo. Pueden utilizarse para el disefio de
actividades que tengan como propésito la ensefianza-
aprendizaje de los sdlidos y de ellos se desprenden
también sugerencias para la instruccion.

1) Castelnuovo (1963, 1979) utiliza las varillas con
agujeritos y chinchetas para juntarlas, permitiendo asi
que algunos cuadril ateros se transformen facilmente en
otros. Nuestras experimentaciones han confirmado la
gran utilidad que tiene este material usado por Castel-
nuovo, asi como |os entornos dinamicos que proporcio-
nan los procedimientos de construir o generar modelos
defamilias de solidos paraque al gunos estudi antesvean
y acepten la posibilidad de inclusiones jerarquicas.

2) Sefidlamos la conveniencia de gque los estudiantes
puedan trabajar, con diferentesactividadesy en diferen-
tes tiempos, las relaciones entre familias de sélidos.
Como hemos subrayado, |0os estudiantes tienen dificul-
tades para juzgar, enunciar y justificar si entre dos
familias de sdlidos hay relacion de inclusi6n, de exclu-
sién o tienen interseccién pero no estan incluidasunaen
otra. La construccion de diagramas que muestran las
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relaciones entre familias también conlleva dificultad.
Hay quededicar tiempoy atencion paraquelosestudian-
tes puedan salvar estas dificultades, que les pueden
Ilevar a cometer |os errores subrayados en este trabajo.

3) Dado que justificar las relaciones de inclusion o de
exclusién que existen entre familias de solidos conlleva
mas dificultad para los estudiantes que justificar una
relaci6n de sol apamiento, sugerimosque en primer lugar
se justifigue que dos familias se solapan pero no estan
incluidasunaen otra. Hacemos notar laconvenienciade
trabajar la blsqueda de ejemplos y no-ejemplos para
justificar estas relaciones de solapamiento.

Demostrar relacionesdeinclusion entre familiasconlle-
va grandes dificultades. Proponemos que se trabajen en
primer lugar estas inclusiones en términos de gjemplos,
para aplicar luego que, si una familia esta incluida en
otra, se verificaran sus propiedades. Por Ultimo se apli-
card que entre |os grupos de propiedades de las familias
hay unarelacion deinclusion que eslacontrariaalaque
existe entre ellas en términos de ejempl os.

4) Es aconsejable usar el adjetivo especial parareflejar
algunasrel acionesdeinclusion (por jemplo, un cubo es
un ortoedro especial). Al igual que De Villiers (1994),
comprobamosqueayudaaqueal gunosestudiantescom-
prendan lo que realmente quiere decir gque uno es sub-
conjunto del otro. También tuvo efecto positivo hacer
referenciaasituacionesanalogasdelavidadiaria,enlas
gue los objetos pueden verse como conjuntos especial es
de otro més grande, por lo que tienen dos «nombres»
diferentes (De Villiers, 1994).

5) Subrayamos la conveniencia de enunciar las relacio-
nes existentes entre las familias de varias maneras que
son equivalentes, tanto si son relaciones de inclusion,
exclusion o solapamiento. Aconsejamos que se haga
notar y se aplique que la relacién de inclusién entre
familias se puede formular como: todos... son..., los...
son..., los... son siempre..., no hay ningin elemento...
que no sea... Las relaciones de exclusién se pueden
enunciar como: los... nuncason... y no hay ningdn... que
sea... Y las relaciones de solapamiento como: no todos
los... son..., todos... no son..., ni todos... son... ni todos...
son..., los... pueden ser... y 10s... Son a veces...

Al reformular las relaciones propuestas se puede averi-
guar si dosenunciados son equivalentesono, obiensi la
reformulacion puede tener como objeto convertir un
enunciado dado en otro, para el que ya tengamos una
demostracion realizada, o cuya demostracién del enun-
ciado equivalente resulta mas sencilla.

6) Hay que prestar atencion adeterminar el sentido dela
relacién que se enuncia. Consideramos interesante ave-
riguar si, ante un enunciado de unarelacion, sejuzgala
relacién entre lasfamilias A y B o laque existe entre B
y A. Este problema hay que abordarlo en clase para
evitar respuestas muy comunes en las que, si bienen la
relacion que se da se formula una relacion entre las
familiasA y B, paraexplicar lasrespuestas se considera
lainversa.
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7) También vamos a subrayar los enunciados en los que
hay implicadasdosrelacionesentrefamilias. Sugerimos
que se incluyan en las tareas alguno de ellos, ya que,
entre otros, permiten abordar 10s siguientes problemas:
a) delimitar las dosrelacionesimplicadas en cada enun-
clado; y b) discutir quelosenunciadossol o son correctos
cuando las dos relaciones que figuran en ellas son co-
rrectas, ya que si, una de las dos relaciones que hay en
cada actividad es falsa, todo el enunciado completo es
falso al serlo una de sus partes.

8) Sefialamos |o interesante que resultatratar la clasifi-
cacion delos prismas cuadrangul ares unavez que se han
tratado clasificaciones de los cuadriléteros. Esta tarea
permite mostrar como se puede aplicar laanalogia para
explicar las relaciones de inclusion o no-inclusion que
hay entre pares de familias de prismas cuadrangulares
(Guillén, 1999b). Se puede hacer ver que el problema
puede resolverse trasladando el problema al plano y
justificando ahi larespuesta, unavez que se hayan hecho
lastraducciones correspondientes de |os elementos ané-
logos. Asi, se plantea realmente el problema de hallar
relaciones entre el cuadrado y el rectangulo, el romboy
el rectangulo, el paraelogramo y la cometa, porque
luego vamos a extenderlas a | os elementos anal ogos en
el espacio.

Queremos advertir de dos problemas que se presentan a
menudo, que son propios de esta clasificacion: uno se
refiereal peligro que conlleva aprenderse los diagramas
de memoria; y otro es un problema de lenguaje, provo-
cado por tener que distinguir entre nombres que corres-
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ponden afamiliasdepoligonosy otrosque corresponden
a sblidos. Es fundamental prestar atencién especia a
estos problemas cuando se resuelven estas actividades.

NOTAS

* Aligual queDeVilliers(1994), por clasificacion jerarquica
gueremos decir laclasificaci 6n de un conjunto de conceptosde
tal maneraquelosconceptos particul aresforman subconjuntos
delosmaésgenerales. Lasclasificacionesinclusivasojerarquicas
provienen delasrelacionesdeorden. En el egemplo quedamos
de la clasificacion y ordenacion jerarquica de familias de
prismas la relacién es de orden parcial, sin embargo, en una
clasificacion-particion, lossubconjuntos son disjuntos unosde
otros; laclasificacion particion seestableceapartir derel aciones
de equivalencia.

2 Como hemos indicado en la nota 1, en las clasificaciones
inclusivas o jeréarquicas, las inclusiones entre clases son el
aspectofundamental. Estas clasificaci onesse pueden representar
mediante un modelo que es unared.

3 En estaescuelauniversitariaesdonde se preparaal os futuros
profesores de educaci6n infantil (hasta 5 afos) y primaria (6-
12 afios).

4Hemosnombrado como prismasdecarasregulareslafamilia
de los prismas que tienen bases regulares y caras laterales
cuadrados. Los prismas de caras igual es son los romboedros
(tienen caras rombos) y hemos considerado el cubo como
ejemplo de romboedro

5 Esta asignatura corresponde a una version del curso de
geometria impartido alos estudiantes de 3° C adaptado a las
nuevas circunstancias.
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ANEXO |
GLOSARIO DE FAMILIAS DE PRISMAS

Prismas rectos: Prismas con caras lateral es rectangulos.

Prismas oblicuos y convexos: Prismas con caras|aterales que
no son perpendiculares a las bases cuya base es convexa.

Prismas céncavos: Prismas con bases céncavas.

Prismas de bases regulares: Prismas con bases regul ares.

Prismasdecaraslateralesregulares; Prismascon caraslateral es
cuadrados.

Prismas de caras regulares. Prismas con todas las caras
regulares (las bases y las caras latera es).

Prismas de carasiguales (romboedros). Prismas con todas las
caras iguales (rombos iguales, incluimos |os cuadrados como
rombos).

Ortoedros: Prismas cuyas caras son rectangul os (incluimoslos
cuadrados como rectangul 0s).

Paral el epipedos: Prismas cuyas caras son paralelogramos.

20O Q88

[/PRAB
skl

e l"

Prismas de bases trapecios isosceles. Prismas cuyas bases son trapecios isdscel es. Entre ellos tenemos |0s ortoedros.

Prismas de bases cometas: Prismas cuyas bases son cometas. Entre ellos tenemos |os romboedros.

Prismas de bases trapecios: Prismas cuyas bases son trapecios. Entre €llos tenemos |os paral elepipedos.
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ANEXO Il

=

¢Los modelos como los de la figura son paral el epipedos?

.

No

;Qué es urX)aral elepipedo?

Por que dices eso?{plic%& 6n } \
¢ Indicar propiedades

Indicar propiedades

pobre. : de |os paral el epipedos
L de los paralelepipedos gue permitan una
Explicacion gue permitan una —»clasificacion particion
aceptable. clasificacion jerérquica
Repetir el procedimiento
con otras formas.
Por ejemplo,
con & romboedro, Intentar]
el ortoedroy e cubo ¢Estés de acuerdo en que crc])r?c])t?rag
todas las formas que tengan v formas.
esas propiedades son )
paralelepipedos? Comparar las \ 4
propiedades
i mosra paeos
; i considerando |
E%Sgg:gégz,t' ene esas dlasficacion Y diferencias entre
A ' jerérquica las propiedades
* * seguin clasificacion
particion y
NO Sl clasificacion
v jerérquica.
) . Comprobar s € <
;‘%gﬁgj&g % ortoedro tiene esas
clasificacion propiedades. o eqjes decir, por
jerérquica. * tanto, que un ortoedro Rr%roigglgslas
<4+ es un paralelepipedo prop
Paralelepipedo "especia"? ¢Y que
P ﬁ todos |os ortoedros son 4
/ \ parael epiped{’
Sl t Hacen la
Ortoedro  Romboedro inclusion NO
\ / A ¢
Cubo o
. . Pero tu dices que todas
aJ_Dor que |as figuras que tienen esas
1CES €0+ propiedades son
¢ paral el epipedos?
Resolver ‘ Resolv;

4— Larazones
aceptable
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