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SUMMARY

In this paper the following main features of the meaning of proof in different institutional contexts, logic and
foundations of mathematics, professional mathematics, experimental sciences, daily life and teaching of mathematics
are analysed.This analysis suggests that the study of the epistemological and didactical problems involved in the
teaching of proof in school mathematics should be carried out within the most genera framework of human
argumentative practices. A possible explanation for some students’ cognitive conflict and difficulties with mathemat-
ical proof isthe fact that at the different teaching levels and various stages of personal mathematical activity, the

institutional meanings of proof are intertwined.

INTRODUCCION

Se observa en los Ultimos afios un interés creciente en
educacién matematica por la problematica de la ense-
flanzay aprendizaje de lademostracion. La mejor refe-
rencia que se puede citar para apoyar esta afirmacion es
larevista electrénica sobre la demostracion editada por
Nicolas Balacheff (URL, http://www-cabri.imag.fr/
Preuve/). Este interés parece justificado por el papel
esencial delassituacionesy procesosdevalidacionenla
propia mateméatica y el bajo nivel que muestran los
estudiantes en la comprensién y elaboraci 6n de demos-
traciones (Fischbein, 1982; Senk, 1985; Martiny Harel,
1989; Battistay Clements, 1995; Recioy Godino, 1996,
Recio, 2000).
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Pensamos, sin embargo, que los esfuerzos de clarifica-
cién realizados en el campo sobre la propia nocion de
demostraci6on mateméti ca, sobre susdistintastipologias
y relaciones mutuas, son insuficientes. La idea de de-
mostracién deductivay formal, entendida de un modo
rigidoy absoluto en el seno delacomunidad matemética
como |la Unicaconcepcién posible, parece necesitada de
unarevision tedrica. Consideramos, en este sentido, que
es necesario realizar un estudio sistematico sobre los
diversos significados de demostracién en distintos con-
textos institucionales, asi como sobre su relacion con
otras nociones proximas, tales como explicacion, argu-
mentaci én, razonamiento, verificacion, etc. Esteestudio
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podria facilitar la comparacion de las aportaciones de
distintasinvestigaciones, poner al descubierto nuevascues-
tiones deinvestigacion, aportar interpretaciones alternati-
vas de las dificultades de los estudiantes y elaborar pro-
puestas de intervencion didactica fundamentadas.

Creemos que los estudios sobre la demostracién en
educacién matemética deben enmarcarse dentro de la
problemética méas amplia de la evaluacion y desarrollo
de las distintas préacticas argumentativas en diversos
contextos institucionales. S6lo de esta manera seremos
sensibles a las distintas modalidades de demostracion,
de suscondicionesdedesarrollo, |os papel es que desem-
pefian en los distintos contextos instituticionales y las
relaciones entre las mismas.

En este trabajo vamos a analizar las diferencias de
significado de laidea de demostracién en distintos con-
textosinstitucional es, usando el marco tedrico sobrelos
objetos mateméticos y sus significados desarrollado en
Godino y Batanero (1994, 1998). En este caso implica
adoptar las situaciones de validacion y las préacticas
argumentativascorrespondientescomo nocionesde par-
tida, de las cuales se derivan los diferentes tipos de
demostracion como emergente de | os sistemas de prac-
ticas argumentativas, distinguiendo, ademas, entre sus
dimensiones institucionales y personales.

SITUACIONES DE VALIDACION Y PRAC-
TICASARGUMENTATIVAS

Lapal abrademostracion se utilizaen distintos contextos
condiversos sentidos. A veces estos diversos sentidosy
matices se reconocen mediante el uso de términos tales
como explicacion, argumentacion, prueba, etc. Aunque
en todos ell os se puedareconocer unaideacomun—lade
justificar o validar una afirmacion (tesis) aportando
razones o argumentos—; sin embargo, las diferencias en
los tipos de situaciones en que se usan, Sus rasgos
caracteristicos y 10s recursos expresivos puestos en
juego en cada caso pueden ser, de hecho, diferentes.
Estasdiferenciasen lassituacionesy préacticasargumen-
tativasindican sentidosdistintosdel concepto dedemos-
tracion —o bien diversos objetos demostracion segun el
modelo ontosemanti co adoptado.

Balacheff (1987) utiliza el término explicacion como
ideaprimitivadelacual derivalasdepruebay demostra-
cién. Paraeste autor, laexplicacién es un «discurso que
pretende hacer inteligible el caracter de verdad, adquiri-
do parael locutor, deunaproposicién o deun resultado».
Balacheff propone reservar el término prueba para las
«explicaciones aceptadas por unacomunidad dadaenun
momento dado» (p. 148). Seglin esto, para que una
explicacién sea una prueba ha de ser vista o reconocida
por alguien como razoén suficiente en el correspondiente
marco discursivo.

El uso que hace Balacheff de explicacion difiere del de

Duva (1993). Este autor distingue entre explicacion y
argumentacién por el valor epistémico diferente de las

406

razones aportadas en cadacaso: «enlaargumentacion se
tratademostrar el caracter deverdad deunaproposicion,
mientrasqueen laexplicaci6nlosenunciadostienen una
intencion descriptiva de un fendmeno, resultado o com-
portamiento» (Duval, 1993, p. 40). Consideramos, no
obstante, que laideade explicacion de Balacheff puede
asimilarse a la nocién de argumentacion de Duval.

Balacheff y Duval usan el término demostracion con
significados similares. una secuencia de enunciados
organizados segun reglas determinadas. En matemati-
cas, un enunciado se asume convenciona mente como
verdadero, o bien se deduce de los que e preceden con
laayuda de reglas de deduccion tomadas de un conjunto
de reglas bien definido cuya validez es socialmente
compartida. ParaDuval (1993), el objeto delademostra-
cion es la verdad y, por tanto, obedece a criterios de
validez, mientras que la argumentacion se propone lo-
grar la conviccion del otro o de si mismo, obedeciendo
a criterios de pertinencia.

Unadistincion importante es la que hace Krummeheuer
(1995), siguiendo a Toulmin, entre argumentos analiti-
cosy sustanciales. Los primeros son caracteristicos de
las deducciones |6gicas correctas, siendo tautol dgicos,
esto es, un aspecto latente de las premisas se elabora
visiblemente, pero no afiaden nada a la conclusion que
no fuera ya una parte potencial de las premisas. Los
argumentos sustanciales, por el contrario, expanden el
significado de las proposiciones en la medida en que
relacionan apropiadamente un caso especifico a éstas
por actualizacion, modificacion o aplicacion.

Desde un punto de vista cognitivo, las relaciones entre
razonamiento y argumentacion consideramos que son
las que se establecen entre un constructo y susindicado-
resempiricos. Balacheff (1987, p. 148) define el razona-
miento comola«actividadintelectual, lamayor partedel
tiempo no explicita, de manipulacién de informaciones
para producir nuevas informaciones a partir de datos».
Desde nuestro punto de vista, esta actividad intelectual,
gue no puede reducirse meramente alamanipul acion de
informaciones, daorigen alas préacticasargumentativas,
personales o institucional es, que constituyen su dimen-
sién ostensiva y comunicacional. Al mismo tiempo, €l
razonamiento se desarrolla por medio de dichas practi-
cas, de modo que el estudio del razonamiento esta
constitutivamenteligado al estudio delaargumentacion.

En este trabajo utilizaremos el término demostracion
para referirnos de modo genérico al objeto emergente
del sistemade practicasargumentativas (0 argumentos)
aceptadas en el seno de una comunidad, o por una
persona, ante situaciones de validacion y decision, esto
es, situacionesquerequierenjustificar ovalidar el carac-
ter de verdadero de un enunciado, su consistencia o la
eficaciade unaaccién. Abarca, por tanto, lastres acep-
ciones bésicas de la verdad que reconaoce la moderna
teoria de la ciencia: correspondencia, consistencia y
utilidad (Cafidn, 1993).

En la siguiente seccion trataremos de mostrar que la
caracteristica de una préctica discursiva de ser una de-
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mostracion es un atributo esencialmente contextual y
pragmético.

SIGNIFICADOS DE LA DEMOSTRACION
EIXLDégTINTOS CONTEXTOSINSTITUCIO-

Desde un punto de vista cultural, Wilder (1981) nos
recuerdaque «no debemosolvidar quelo que constituye
una“demostracion” variadeunaculturaaotra, asi como
de unaépocaaotra» (p. 346). Nosotrosvamosatratar de
mostrar que esta relatividad debe ampliarse a distintos
contextos institucionales cuando nos interesamos por
los problemas psicol 6gicosy didacticosimplicadosenla
ensefianza de la demostracion.

Consideraremos que un contexto o marco institucional
es un punto de vista local o una perspectiva sobre una
problemética determinada, caracterizada por el uso de
recursos expresivos e instrumental es propios, por hébi-
tosy normas especificas de comportamiento. En lo que
sigue trataremos de mostrar la diversidad de demostra-
ciones segun los contextos institucionales siguientes:
l6gica y fundamentos de las mateméticas, matemética
profesional, vida cotidiana, ciencias experimentales y
ensefianza de las matemati cas elemental es (incluyendo
aqui losnivelesprimarios, secundariosy universitarios).
En cada uno de estos contextos es posible identificar, a
su vez, puntos de vista mas locales en los cuales los
problemas de la verdad y la demostracion adquieren
connotaciones especificas. Asi, por ejemplo, las princi-
pal es tendencias sobre | os fundamentos de las matema-
ticas (logicismo, formalismo, intuicionismo, cuasi em-
pirismo) mantienen visionesdiferentes sobre el papel de
|a demostracion en mateméticasy sobre los criterios de
validez de unademostracion matemética (Hanna, 1995,
p. 42). Sin embargo, consideramos que €l nivel de
andlisisquehemosadoptado en estetrabajoessuficiente
paramostrar ladiversidad de objetosidentificablesy, en
particular, que no hay unateoriay una préactica unifor-
me, firmemente establ ecida, sobre la demostracion ma-
temética.

L 6gica y fundamentos de las matematicas

En l6gicay fundamentos de las mateméticas (al menos
en las corrientes preponderantes), la nocién de demos-
tracion estaintimamenteligadaalasnocionesdededuc-
cion y de sistema axiomatico (o formal). Como afirma
Garrido(1978), el argumento deductivo si noesel tinico,
es € principa objeto de lalégica formal, usdndose la
palabra argumento como sindnimo de argumento de-
ductivo. Los argumentos deductivos se realizan en €l
seno de un lengugje simbdlico que se construye a partir
de unaserie de simbolos elementalesy de unasreglas de
formacion de férmulas, de expresiones precisas, perfec-
tamente definidas y partiendo de dichos simbolos. Ese
lenguaje formal eslabase de un sistema axiomatico en
el quelasdeduccionessellevanacabo. Lo caracteristico
de un sistema axiomatico es disponer de un conjunto de
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enunciados que se admiten sin pruebay a partir de los
cuales se obtienen todos los demas enunciados de la
teoria, mediante un conjunto preciso de reglas de trans-
formacion.

En estos contextos, laveracidad de un teoremadescansa
enlavalidez delasreglasl|ogicasusadasen el proceso de
demostraci6n. El teorema aparece como unaconsecuen-
cia ldgica y necesaria de las premisas de que parte,
mediante la correspondiente inferencia deductiva. Un
enunciado (o teorema) aceptado como verdadero tiene
una validez universal e intempora garantizada por la
validez de las reglas | 6gicas usadas en la prueba.

Interesa también resaltar la indole de las situaciones
problematicas que se afrontan en estos contextos. Se
trata de justificar, con las méaximas garantias, la verdad
del sistema de proposiciones mateméticas o, al menos,
una parte del mismo. Esto implica buscar € sistema
minimo de axiomas (verdades evidentes por si mismas),
independientesentresi, no contradictorioy completo, de
tal maneraque, aplicando lasreglasdeinferencial 6gica,
puedan derivarse el resto de |as proposiciones matema-
ticas. Hay, pues, una probleméticatedrica de organiza-
cion y estructuracion del cuerpo de conocimientos
matemati cos. Pararealizar este trabajo con las méximas
garantias y rigor se requiere el uso de lenguajes
formales.

El objeto «demostraci 6n» en estos contextosinstitucio-
nales podemos describirlo sintéticamente como emer-
gente del sistema de practicas argumentativas analiti-
casformales, y su significado viene dado por losrasgos
intensionales, extensionales y representacionales des-
critos.

Esto no significa, no obstante, que incluso en estos
contextosinstitucional esno seutilizen argumentaciones
de tipo sustancial parajustificar afirmaciones. La acep-
tacion de los axiomas o postulados de cual quier sistema
matemati co se hace necesariamente mediante argumen-
tacionesintrinsecamenteinductivas. Recordemos aeste
respecto o que nos dice Poincaré (1902): «,Cudl esla
naturalezadel razonamiento matematico? ;Esreal mente
deductivo como ordinariamente se cree? Un andlisis
profundo nos muestraque no esasi; que participaen una
cierta medida de la naturaleza del razonamiento induc-
tivo, y que por eso es fecundo.» (p. 15)

Origen de la necesidad de | os teoremas matematicos

LasideasdeWittgenstein sobrelademostraciondifieren
sustancialmente de las defendidas por | os restantes fil 6-
sofosinteresados por los fundamentos de las matemati-
cas al introducir un componente convencionalista en el
nucleo de la misma. Para Wittgenstein, la necesidad
I6gica de cualquier enunciado es siempre la expresion
directade unaconvencién linguistica. Un teoremamate-
matico no expresa unapropiedad universal eintemporal
de ciertas entidades ideales; se trata, en cambio, de la
expresi6n disfrazadadeunareglaaceptadaqueestablece
lo que se debe obtener cuando los procesos de calculo
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pertinentes se realizan correctamente. La demostracion
es concebida como unarepresentaci 6n paradigmaticade
la correcta realizacién de ciertas transformaciones de
signos: «Lademostraci6n esnuestro model o de un deter-
minado resultado, que sirve de objeto de comparacion
(patrén) para trasformaciones reales.» (Wittgenstein,
1978, p. 132)

Su funcién es persuadir de que conviene extender el
aparato conceptual en unaciertadireccion, de queesdtil
aceptar lareglagramatical expresadaen el enunciado del
teorema. Para que una cierta construccion de signos—un
dibujo geométrico, una imagen formada por numerales
dispuestos de un cierto modo, o incluso una larga se-
cuencia de sentencias escritas— sea una demostracion
matematicas, se debe adoptar la decision de aceptar
ciertas definiciones previas de |os elementos que inter-
vienen, una decision que es equivalente a atribuir ala
construccion de signos en cuestion el papel de paradig-
ma de ese procedimiento correcto.

Wittgenstein no niega que las proposiciones matemati-
cas condicionales del tipo «si uno aplicacorrectamente
la regla “Suma 2" a 1000, obtiene 1002» tengan un
carécter necesario. La peculiaridad de su posicion
—derivada de sus interpretaciones del seguimiento de
una regla— se refiere ala naturaleza de la necesidad: la
fuente de la necesidad es una decisién linglistica que
declara que no tiene sentido cual quier enunciado empi-
rico que identifica un nimero distinto de 1002 como el
resultado producido, en una cierta ocasion, por una
correcta aplicacion de laregla «Suma 2» a 1000. (Fras-
colla, 1994, p. 128). La aceptacion de la proposicion
2 + 2 = 4 con caracter necesario e intemporal no es
porque se corresponda con propiedades de objetosidea-
les —que por ello expresa una verdad universal—, sino
porque hemos sido entrenados en seguir unas reglas de
uso (definiciones) de los simbolos 2, +, 4.

Queda abierta la cuestion de cudles deberian ser las
consecuencias de esta filosofia sobre la préctica de la
ensefianza y el aprendizaje de las mateméticas, pero
intuimos que pueden ser cruciales.

M atematica profesional

Lanocion de demostracion difiere fuertemente desde el
punto devistadelaldgicaformal y estudiosfundaciona-
|es matematicos respecto a la practica matemaéticareal.
Como indica Otte (1994), la vision |6gica de la demos-
tracion pone el acento en los aspectos linguisticos y
formales. Intentando liberar la demostraci én de contex-
tos concretos prescinde del significado de las expresio-
nes del sistemay las reduce a expresiones sintacticas,
sujetas areglas de transformacién formales. Reglas que
actlian sobre cadenasdetexto, transformandol asen otras
cadenas de texto, que ejercen en todo como si tales
cadenascarecieran designificado. Lamatemética, desde
estaconcepcion, setransformaen unagramaticaformal.
Lademostracion se convierte en un procedimiento pura-
menteal goritmico, que puede ser materializado median-
te el uso de ordenadores.
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Las demostraciones, bajo este esquema, se tornan ex-
traordinariamente complejas, |0 que hace que, para mu-
chasinvestigacionesmateméticas, laformalizacién com-
pleta de las pruebas, incluso aunque fuera posible en
principio, se hace imposible en la préctica. «Pueden
requerir tiempo, paciencia e interés mas alla de la capa-
cidad de cualquier matematico humano. Ciertamente,
pueden exceder la capacidad de cualquier sistema de
computacién disponible o previsible.» (Hersh, 1993, p.
390). Livington (1987), por ejemplo, muestraclaramen-
te lacomplejidad de la demostracién formalizada de la
unicidad del elemento neutro en teoria de grupos
(e=¢e*€ =¢'), comparada con su trivialidad mediante
una argumentacion analitica informal.

Esto hace, como afirmaResnick (1992), que lamatema-
ticacontemporanea esté repleta de working proofs, esto
es, demostraciones informales, no axiomatizadas. «In-
cluso un campo metodol 6gi camentetan consciente como
lal6gica matematica se desarrol |6 de modo no axioma-
tico, y ensu ensefianzal osl6gicoslapresentan como una
coleccién de pruebas y teoremas informales» (p. 12).

En el ambito profesional matematico, las demostracio-
nes son deductivas pero no formales, se expresan me-
diante el lenguaje ordinario completado con el uso de
expresionessimbdlicas. Lafundamentacion deunainfe-
rencia AP B no estribaen laexistencia de unareglade
transformacién que permite pasar de A aB, sino que se
apoyaen lasignificacion particular delasexpresionesA
y B, interpretada por el matematico quereaizalainfe-
rencia. Deeste modo, | osteoremas mateméati cospierden
de hecho su carécter de verdades absolutas, necesaria-
mente verdaderas (falibilismo).

Desde la propia matematica estan surgiendo, reciente-
mente, nuevas estrategias de validacion de | as proposi-
ciones mateméti cas que desafian la concepcion clésica
delademostracion deductivalineaalinea, talescomola
zero-knowl edge proof, holographic proof, visual proof,
y en general las pruebas basadas en comprobaciones
experimentales, a menudo en el uso de ordenadores
(Hanna, 1995, p. 43).

Asi pues, en este contexto, y en el dela«nuevaepistemo-
logiadelamatemética» (Lakatos, Davisy Hersh, Ernest,
Tymoczko, etc.), la demostracién adquiere rasgos dis-
tintos. Ante la imposibilidad de aplicar los métodos
formales de la |6gica matematica a la demostracion de
cualquier proposicion matemética, laverdad delas pro-
posi ciones matematicas avanzadas no queda plenamen-
te garantizada. Por la gran dificultad y especializacion
de los temas tratados en la matemética profesional, no
puede afirmarse la verdad definitiva de los teoremas
publicados. De este modo, la matemética real adquiere
un caracter falibilista, social, convencional, temporal.
Estasituacién llevaaHersh (1993, p. 389) adescribir la
demostracion en la practica real del matematico como
«un argumento convincentejuzgado como tal por jueces
cualificados». No hay un estandar general mente acep-
tado del grado de rigor y sistematizacion exigible a
una demostracion matematica; esto es, existen diver-
sos tipos de justificaciones, aunque probablemente
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debamos reconocer entre ellos algan tipo de organi-
zacion jerarquica.

Como sefiala Hanna (1989), la concepcién tradicional
bourbakista, basada en una vision formal, abstracta y
rigurosa de las mateméticas, estdcambiando. «Durante
las dos Ultimas décadas varios matematicos y educado-
res matematicos han desafiado el principio de que €l
aspecto més significativo de las mateméticas sea el
razonamiento por deduccion, que culmina en pruebas
formal es. Desde su punto de vistahay muchomasen las
matematicas que sistemas formales. Este punto de vista
reconoce la redlidad de la practica matemética. Los
matemati cos admiten que su demostracion puede tener
diferentes grados de validez formal —y todavia adquirir
€l mismo grado de aceptacion. L os matemati cos estan de
acuerdo ademas en que, cuando una demostracion es
vélida en virtud de su forma sblo, sin atender a su
contenido, es probable que afiada muy poco ala com-
prension de su materia eirdnicamente puede no ser muy
convincente.» (Hanna, 1989, p. 20).

En cuanto alaproblematicaafrontadapor el matematico
profesional, se centraen laresol ucién de nuevos proble-
mas, en incrementar el cuerpo de conocimientos y, en
menor medida, en laorganizacion y fundamentacion del
sistema completo de las matematicas. No se requiere el
grado de maxima seguridad caracteristicas del trabajo
realizado por | aspersonasinteresadas por |osfundamen-
tos de las matematicas. Balacheff (1987) distingue tres
tipos de situaciones que reclaman procesos de valida-
cion, las cuales son reconocibles también en €l trabajo
del matemético. Este autor caracteriza estas situaciones
por la funcién de las demostraciones producidas. para
decidir, convencer y saber. En las dos primeras, el
criterioprincipal eslaeficacia, mientrasqueenlatercera
es el del rigor.

Ciencias experimentales

La demostracion, en estos contextos, se basa principal -
mente en préacticas argumentativas de tipo sustancial
(empirico inductivas, analégicas, etc.) por medio delas
cuales concluimos que lo que es verdadero de ciertos
individuos de una clase es verdadero de toda la clase o
bien que lo que es verdadero, algunas veces, |o sera
siempre en circuntancias semejantes o con una cierta
probabilidad. No descartael empleo simultaneo deargu-
mentacionesdeductivas, enparticular inferenciasestadis-
ticas. Lavalidez delosenunciados de contenido empirico:

a) no tiene caracter absoluto y universal;

b) su validez seincrementa a medida que se muestran o
producen més hechos que se ajusten al enunciado;

c) un ejemplo que no se cumpla no invalida completa-
mente la afirmacion.

La demostracién pone en juego |0s recursos expresivos

deloslengugjesordinario, simbdlicoy cualquier tipo de
dispositivos concretos. En el caso de las ciencias expe-
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rimentales, los experimentos u observaciones se hacen
con el maximo cuidado, controlando todos | os factores
posibles que pueden influir en el mismo.

Laargumentacion matemética presenta, en losdominios
cientificos, connotaciones de prueba empirica. Las teo-
rias matemaéticas son consideradas verdaderas porque,
independientemente de sus interrelaciones formales y
deductivas, pueden ser comprobadas de forma experi-
mental en situaciones fenomenol 6gicas variadas. Para
autorescomo Kline (1980, p. 400): «Lacorrecciondelas
matematicas debe ser juzgada por su aplicabilidad al
mundo fisico [...] Son correctas en la medida que fun-
cionany, cuando no funcionan, deben ser modificadas.»
Es, segun estainterpretacion, su utilidad parafundamen-
tar teorias cientificas consolidadas lo que prueba, en
ultimo extremo, lavalidez de las teorias matematicas.

La verificacién en ciencias y matematicas

Granger (1992) estudia la funcion y el valor de la
verificacion paralaconstruccion del conocimiento cien-
tificoen general, asi como su papel auxiliar enlademos-
tracién matematica. La verificacién presenta en mate-
maticas unafuncién paradéjicaen cierto sentido, yaque
| os teoremas matemati cos son por natural eza demostra-
dosy verdadesde caracter general; laverificacion, por el
contrario, parece aplicarse a enunciados tomados en su
particularidad. Granger, sin embargo, analizalas situa-
ciones en las cuales verificar equivale a demostrar
—donde la verificacion de un enunciado coincide con la
explicitacion de sumismo sentido—y cuando desempefia
un papel de auxiliar de la demostracion. Elabora una
tipologia simple de la verificacion en matemética, dis-
tinguiendo tres tipos:

1) Verificacion de un resultado de operacion simple,
como, por gjemplo, los enunciados de la aritmética
elemental. ¢Qué quiere decir verificar que 7 + 5= 12?

Un primer sentido obvio consiste en proyectar |os obje-
tos abstractos en lo empirico, y en comprobar empirica-
mente un resultado, independientemente de la especifi-
cacion material, sensible, de los objetos el egidos como
proyeccionesdelos abstractos. Las entidades abstractas
son aqui los nimeros, dotadas alavez de un estatuto de
objetos y de un estatuto operatorio. La comprobacion
inmediata de la adecuacion de un esquema operatorio y
de los objetos abstractos, o representados concretamen-
te, es un privilegio de la aritmética elemental, que se
basa en la posibilidad de una exploracién en un nimero
finito de pasos del enunciado a verificar. En este caso,
«verificar significaiterar demanerafinitaunaoperacion
elemental y reconocer |os objetos asi producidos corre-
lativamente» (p. 91).

2) Un segundo tipo de verificacion aparece cuando las
operaciones cuyo resultado es el enunciado a verificar
presentan un cierto nivel de complejidad técnica. Aun-
que también en este caso verificar consiste en iterar una
operacién elemental un ndmero finito de veces, este
numero puede ser demasiado grande para que la itera-
cién seaefectiva. Lanatural eza delos mismos objetosy
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operaciones que intervienen en el enunciado determina
el tipo de verificacion puesta en juego. En esta segunda
especie, la verificacién es un calculo cuya realizacion
efectivapuede verse af ectada por posibleserroresy, por
tanto, no proporciona sino una garantia parcia de la
verdad o falsedad del enunciado.

3) El tercer tipo de verificacion serefiere alos enuncia-
dos relativos a construcciones geomeétricas. ¢Qué es
verificar unenunciado degeometriarepresentado enuna
figura? Como en |los casos precedentes, afirmaGranger,
consiste en efectuar operaciones, real o virtualmente.
Pero su resultado depende, entonces, en general de un
contenido ligado alo empirico. Se trata en este caso de
proyectar en lo empirico los conceptos abstractosy las
operaciones sobre estos conceptos.

Para los enunciados aritméticos elemental es, esta pro-
yeccién hace posible un procedimiento de verificacion
completa, como consecuencia de la finitud de los con-
juntos de elementos explorados, pero también por su
carécter «discreto». «Los objetos geométricos para los
que se propone verificar propiedades no poseen sino
excepcionamente finitud del nimero de elementos que
se consideran en ellos, ni caracter discreto. Los procedi-
mientos de verificacion dejan de tener en este caso la
claridad y el carécter decisorio que tenian en las dos
especies precedentes.» (p. 94) En este caso es cuando
una actividad demostrativa se inserta sobre |0s propios
procesos de verificacion, |os cuales adquieren unafun-
cion de auxiliar de la demostracion matematica.

Ensintesis, lanaturalezadelaverificaciony susrelacio-
nes con lademostraci6n son, segiin Granger, lassiguien-
tes (p. 113):

a) Verificar en mateméticas es comprobar un resultado
de operacion, simple o compleja, realizada, en definiti-
va, sobre simbolos.

b) La condicion determinante de la autonomia de la
verificacion esla exhaustividad de |os campos operato-
rios. Cuando esa exhaustividad falla, los enunciados
matematicos no tienen sino un sentido que depende,
entonces, de demostraciones.

¢) El estatuto de la verificacion, y su validez misma,
depende de manera esencial de la naturaleza de los
objetos que aparecen en los enunciados sometidos a
verificacion.

Los procesos de verificacion estén, por tanto, estrecha-
mente asociados a tentativas de demostracién, corona-
das o no por el éxito, desempefiando un papel heuristico
y exploratorio (por ejemplo, pararechazar una conjetu-
ra), aungue insuficiente, excepto en la verificacion de
resultados de operaciones simples.

Vida cotidiana
En la vida cotidiana se suele usar una argumentacion

informal, que es situacional, dependiente del contexto e
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incluso dependiente delapropiasituacionemocional del
sujeto. Este tipo de argumentacién informal no dalugar
necesariamente averdades, porque se apoyaen conside-
raciones que pueden tener exclusivamente un valor lo-
cal, careciendo del valor objetivo de la prueba.

En el razonamiento natural o informal, puesto de mani-
fiesto en nuestras inferencias cotidianas, desempefia un
papel importante el razonamiento por analogia. Toda
inferencia anal 6gica parte de la similitud de dos 0 mas
€0Sas en uno 0 mas aspectos paraconcluir lasimilaridad
de esas cosas en algun otro aspecto. El razonamiento
informal implica razonamiento sobre las causas y las
consecuencias, y sobre las ventgjas y desventajas, los
prosy los contras de determinadas proposiciones o de
alternativas sobre las que hay que decidir. Fernandez y
Carretero (1995, p. 43) atribuyen alal6gicainformal las
siguientes caracteristicas:

— Se aplica a cuestiones de la vida cotidiana, aunque
también a cuestiones profesionales o académicas.

— Se aplica a cuestiones relevantes para el individuo.

— Estarelacionadaconlacapacidad de elaborar y val orar
argumentos y contraargumentos.

— No utiliza un lenguaje formal o simbdlico sino el
lenguaje ordinario.

— Es dinamico y muy dependiente del contexto.

— Se aplica atareas abiertas y mal definidas.

— Se aplica atareas no deductivas.

El razonamientoinformal esutilizado entodoslosdomi-
nios de conocimiento, incluso en las matematicasy las
ciencias naturales. Si, como afirman Garuti, Boero y
Lemut (1998, p. 345), hay continuidad cognitivaentrela
fase de produccién de conjeturas y la construccion de
demostraciones, puede considerarse que estas formas
argumentativas constituyen, en matematicas, | os prime-
ros estadios de la demostracion.

La demostracion en la clase de matematicas

Para los curricul os, textosy profesores de matematicas
de los niveles de ensefianza primaria, secundariay uni-
versitaria, en general, los teoremas mateméticos son
necesariamente verdaderos. Pero las argumentaciones
que establecen esaverdad son, en el mejor de los casos,
argumentaciones deductivas informales y con frecuen-
cia argumentaciones no deductivas o incluso argumen-
taciones basadas en criterios externos de autoridad.

La matemética elemental —incluida la que se ensefia en
los cursosuniversitarios— constituye un cuerpo de cono-
cimiento cuyaverdad, en general, no seponeen duda. Se
disponen de distintas pruebas paralos teoremas que son
aceptadas por la generalidad de los mateméticos profe-
sionales. Constituye, pues, un cuerpo de conocimientos
exento del caréacter falibilista que se atribuye a algunos
resultados de la «<matemati ca avanzada» o, a menos, asi
se suele presentar enlostextoscorrespondientesy enlas
clases de mateméticas. «La epistemologia escolar es
fundamental mente platonista; tanto los conocimientos
matemati cos como |0s criterios de validez de un enun-
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ciado preexisten acualquier suceso que pudiera ocurrir
en laclase.» (Balacheff, 1987, p. 172)

Herbst (1998) ha observado, desde una perspectiva na-
turalista, distintos modos deimpartir clases de matema-
ticas de nivel secundario analizando como funciona la
demostracion en dichasclases, comosevaidaenellasel
conocimiento matemético y qué férmulas de negocia-
cién establecen el profesor y los alumnos al respecto.
Identifico nueve categorias de practicas de validacion
efectivamente usadas: el gjemplo genérico, el gjemplo
aislado, los experimentos cruciales, la ostensién como
prueba, lajustificaci én pseudomatematica, laanal ogiay
lametafora, lasimetriau ostensién metaforica, el célcu-
lo simbdlico y la prueba «oficial ».

En estos contextos institucionales, particularmente en
los niveles superiores, se espera de |os estudiantes que
adquieranlacapacidad de comprender y realizar pruebas
de teoremas mateméti cos, que establezcan la verdad de
| os mismos con absol uta seguridad, convenciéndose asi
mismosy acual quier personadedichaverdad demanera
irrefutable. Setratade un uso delademostraciénidiosin-
crésico, distinto del que se hace por e matemético
profesional. Estetiene que elaborar demostraciones que
convenzan alosrefereesdelasrevistas; el estudiante de
matematicas tiene que convencerse, y explicar su con-
vencimiento al profesor, delaverdad necesariay univer-
sal del teorema.

Como afirma Balacheff (1987), en la practica profesio-
nal delainvestigacion matematica, unademostracion es
una demostracion hasta que se demuestra lo contrario.
Pero estaposicion es dificil de mantener en el contexto
escolar. «<kEnun momento u otro, losalumnos, puesto que
“estédn alli para aprender”, tienen necesidad de una
garantia sobre la validez de sus producciones y, si
existen posiciones contradictoriasenlaclase, no pueden
subsistir juntas durante mucho tiempo.» (p. 173). El
profesor tiene que sancionar la verdad o la falsedad de
los enunciados, la correccién de las pruebasy lasinter-
pretaciones producidas en la clase, 10 que condicionay
determina el estatuto de laverdad y la demostracion en
este contexto institucional.

SIGNIFICADOS PERSONALES DE LA DE-
MOSTRACION MATEMATICA

En laliteratura de investigacion en educacién matema-
ticaabundan|as publicaciones quedescriben lasdificul -
tades de | os estudiantes de | os distintos niveles educati-
vos con las demostraciones matematicas, asi como sus
modos especificos de razonamiento.

Harel y Sowder (1996) han estudiado la dimension
subjetiva o personal de la demostracién. Estos autores,
al proceso empleado por un individuo para suprimir o
apartar dudas sobrelaverdad de unaconjeturalo llaman
demostracion. «Unesquemadedemostracionindividual
consiste en lo que constituye asegurar y persuadir para
esa persona» (pp. 3-60). De manera equivalente pode-
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mosinterpretar dichos esquemas como «lo quesignifica
demostrar» para un sujeto, esto es, el significado perso-
nal del objeto demostracion segin proponen Godino y
Batanero (1994,1998). Las distintas categorias de es-
guemasdedemostracion queidentifican Harel y Sowder
representan un estadio cognitivo, unahabilidad intelec-
tual en el desarrollo matemético delosestudiantes, y son
derivadas de las acciones realizadas por |0s sujetos en
procesos de demostracion. Distinguen tres categorias
principales de esquemas de demostracion: basados en
convicciones externas (ritual, autoritario y simbdlico),
empiricos(inductivosy perceptual es) y anal iticos(trans-
formacionales y axiomaticos).

Para Harel y Sowder, la ata incidencia entre |os estu-
diantes de los tres subtipos de esquemas de demostra-
ciodn basados en «convicciones externas» asi como el
esquema de demostracién empirico-inductivo pueden
explicarse por la influencia de hébitos escolares en
consonanciacon tal estiposde précticasargumentativas.
El andlisis que hemos presentado en |as secciones ante-
riores sugiere, en efecto, que en las clases de matemati-
cas elementales pueden predominar las préacticas argu-
mentativas no analiticas, sobre todo en los niveles de
ensefianza primaria y secundaria. Estas practicas argu-
mentativas—implementadas de manerainconsciente por
|os prof esores de matemati cas— pueden haber sido extra-
poladas desde otros contextos institucional es, como los
de lavida cotidiana o de las ciencias empiricas.

No se debe olvidar ademéas el papel que juegan las
formas argumentativas sustanciales en las fases de bus-
queda y formulacion de conjeturas en la resolucion de
problemas. Los argumentos analiticos, propios de la
demostracion matematica, no son las Unicas préacticas
argumentativas que utiliza el matematico profesional
para convencerse de la verdad de sus conjeturas. Este
modo derazonar serevelacon frecuenciaestéril, cuando
no un estorbo, en las fases de creacion/descubrimiento
delassolucionesdelosproblemas, enlascualeseslicito
y necesario desplegar formas de argumentaci én sustan-
ciales, enparticular, lainduccion empiricay laanal ogia.
Recordemos las palabras de Polya (1944, p. 116): «Las
matemati cas presentadas con rigor son unacienciasiste-
matica, deductiva, pero las matemaéticas en gestacién
son una ciencia experimental, inductiva.»

CONCLUSIONES E IMPLICACIONES PA-
RALAINVESTIGACIONY LA ENSENANZA

Sin duda podemos apreciar algunos rasgos comunes en
los usos de la palabra demostracion en los distintos
contextos institucional es descritos, 1o que permite ha-
blar delaidea de demostracion en sentido general. Pero
este modo de hablar genérico, abstracto, metafisico no
debeocultar laricay complejavariedad de sentidos que
adquiereel concepto dedemostraciono, si seprefiere, la
diversidad de «objetos demostracidn» existentes para
los miembros de dichas instituciones, cada uno con un
significado local. Creemos que, cuando estamos intere-
sados por |os problemas psicol 6gicosy didacticosinvo-
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lucrados en los procesos de validacién de proposi ciones
matemati cas, interesa considerar que no hay un concep-
to dedemostracionsino diversos, tanto desde el puntode
vistasubjetivo como institucional (Godino y Batanero,
1994, 1998).

Reconociendo estadiversidad de objetosy significados,
estaremos en mejores condiciones de estudiar los com-
ponentes del significado, |as circunstancias de su desa-
rrollo, los papeles que desempefian en los distintos
contextos, en definitiva, de comprender las relaciones
ecoldgicas que se establecen entre los mismos y su
carécter sistémico. Esta modelizacién ontosemantica,
de caréacter antropol 6gico, puede ayudar a tomar con-
ciencia de los conflictos cognitivos y culturales que se
plantean atodo individuo que se ve forzado a participar
como sujeto en distintos contextos institucional es.

Dado que los estudi antes se encuentran simultaneamen-
te sujetosadistintasinstituciones, en cuyo seno seponen
en préctica distintos esquemas argumentativos, parece
razonable que los estudiantes tengan dificultades en
discriminar el uso respectivo de cadatipo deargumenta-
cién. En consecuencia, consideramos que tales esque-
masinstitucional es de demostraci én pueden ser factores
explicativos de los esgquemas subjetivos manifestados,
por lo que deben ser tenidosen cuentaeinvestigadoscon
mas profundidad.

En el propioy genuino trabajo del matematico profesio-
nal convivenlasdistintasformasbasi casderazonamien-
to: el empirico-inductivo (argumentacion sustancial, prueba
empirica) y el 16gico-deductivo (en sus distintas moda-
lidades, transformacional es y axiométicas). Ambas for-
masestan relacionadascon distintasfasesdel proceso de
matematizacion. Laprimeraentraen juego basicamente
en las fases de creacion/ descubrimiento de | as solucio-
nes de un problema, mientras que la segunda, en los
procesos de formulacion, comunicacion y validacién
frente a otras personas (y frente a uno mismo). En los
distintos niveles de ensefianza se precisa articular de
algin modo los distintos significados de la prueba,
desarrollando progresivamente en los estudiantes los
conocimientos, lacapacidad discriminativay laraciona-
lidad que se debe poner en juego en cada caso. Los
esquemas informales de demostracion no pueden ser
vistos simplemente como incorreciones, errores o defi-
ciencias, sino como etapas en la apropiacion y dominio
de las précticas argumentativas matemaéticas.

L a ensefianza de |as matematicas debe procurar que los
estudiantes controlen y dominen las diversas practicas
argumentativas, asi como ser conscientes de lasrel acio-
nesdial écticasentrelasmismas. No obstante, lacomple-
jidad del significado delos argumentos analiticosen el
contexto delamatematicaprofesional implicalaparcia-
lidad de su comprension y el dominio en los niveles de
secundaria e, incluso, universitaria.

Laensefianzadelaargumentaci 6n anal itica debe quedar
integrada como unafase mas del quehacer matemético,
enlaquesetratade convencer aunomismoy alosdemés
del caracter necesariamente verdadero de las conjeturas
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matematicas. Pero estafasetienequeincardinarseconel
planteamiento delas cuestiones, laelaboracion de supo-
siciones y argumentos heuristicos potencia mente ver-
daderos, como proponel ateoriadesituacionesdeBrousseau
(1986). De lo contrario, se corre el riesgo de forjar en el
estudiante una vision reduccionista e irreal, aunque
popular, de las matematicas, segun la cual ésta es una
coleccion de definiciones, teoremas y pruebas.

Estamos de acuerdo con Schoenfeld (1994, p. 76) cuan-
do afirmaque «lademostracion no esunacosaseparable
delasmateméticas, tal y como aparece en loscurriculos;
es un componente esencial del hacer, comunicar, y
registrar lasmateméticas. Y pienso que puede ser incor-
porada en nuestros curriculos, en todos los niveles.»

(p. 76)

Pero también debemos reconocer que los procesos de
validacion -y, por tanto, lasdemostraciones— puestosen
practica en los niveles de educacion primaria seran
distintosdelosrealizados en secundariay éstos diferen-
tesasuvez delosuniversitarios. «Esnecesariotomar en
consideracion la naturaleza de la racionalidad de los
alumnosy lascondicionesde su evolucion, pero también
tomar en cuenta el andlisis didactico de los criterios
aceptadosde demostraci én que deben poder evolucionar
en el curso de laescolaridad.» (Balacheff, 1987, p. 170)

La comprension y el dominio de la argumentacion
axiomatico-deductiva por parte de los estudiantes re-
quiere el desarrollo de una racionalidad y un estado
especifico de los conocimientos. Exige «la adhesién a
unaprobleméaticaquenoesladelaeficacia(exigenciade
la préactica) sino la del rigor (exigencia teorica)
(Balacheff, 1987, p. 170). En esta misma idea incide
Fischbein (1982) cuando afirma que, para la compren-
sién de lo que realmente significa una demostracion
matemati ca, «lamente del alumno debe sufrir unamodi-
ficacién fundamental» (p. 17). Pero la construccion de
esta racionalidad es un proceso progresivo que requiere
tiempo, asi como adaptaciones ecoldgicas del «objeto
prueba» (transposiciones didacticas) en los distintos
niveles de ensefianza.

Somos conscientes de que se precisa realizar nuevas
investigaciones paraidentificar con mas detalle las ca-
racteristicas de las diversas variedades de demostracion
esbozadas en este trabajo en los distintos contextos
institucional es considerados. En particular, esnecesario
realizar investigaciones empiricas, mediante observa-
ciones etnogréficas de clases y entrevistas clinicas a
estudiantes, para verificar la principal hip6tesis que ha
emergido de nuestra indagacion: «que los esguemas
institucional es de demostracién son variables explicati-
vasdelos esquemas personalesy quelosconflictosen el
uso de dichos esquemas son motivados por lasuperposi-
ciénindiscriminadadelasdiversasformasargumentati-
vas en la actividad matemética de la clase».

No pretendemos que de nuestras reflexiones se puedan
derivar normassobre cémo afrontar el temadelademos-
tracion enlaprécticadelaensefianzadelasmatematicas.
No obstante, unaconsecuenciarazonable de estetrabajo
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para la préactica docente que podemos hacer se puede
expresar en |os siguientes términos. «es necesario que
los profesores de mateméticas sean conscientes de la
variedad de argumentaciones usadas por las personas
paravalidar sus afirmaciones segun los contextos insti-
tucionales en que se hacen tales afirmaciones y de las
diversas formas argumentativas que se ponen en juego
enlaclase de mateméticas». El problemadecémolograr
gquelosalumnosdominenlasdiversastécnicasargumen-
tativasy discriminen su uso seguin las circunstancias de
latarea solicitadadebe ser objeto dereflexion einvesti-
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