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SUMMARY

Departing from two protocols that show the difficulties presented to define the triangle in primary school pupils, and
through atheoretical framework based on Orton (1990), Herskhovits (1990), Tall and Vinner (1981) and Van Hiele
(1981) to establish the meaning that the definition hasin Mathematics, we accomplish asummary of definitions of the
concept of trianglein various original texts, as well asin material and computer programs.

A short analysis of the definitions presented is accomplished and we offer certain theoretical evaluationsto justify the

answers given by the students.

INTRODUCCION

Protocolo 1

— Entrevistador: ¢Qué es un tridngulo?

—M. Teresa (Alumna de4°deprimaria): Hum... (Sin saber qué
decir.)

— Ent.: Si te digo que dibujes, en este papel, uno, ¢sabes
hacerlo?

—M.T.: iClaro que si!
Protocolo 2

— Ent.: (Sefialando un triangulo rectangulo con los catetos
paraelosaloslimitesdel papel, en unalaminacon triangulos
y figuras mixtas curvilineas de uno, dos o tres arcos) ¢Es esto
un triangulo?

— Estefania (Alumna de 3° de primaria): No... (Se queda
pensando.)

—Ent.: ¢Por qué...?

— Estefania: Le falta esta parte (Sefialando con el dedo una
trayectoriageométricaque completa un isoscel es.) paraserlo.
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Estos dos protocolos realizados con alumnas de un
colegio de primaria muestran:

— ElI primero, las dificultades para expresar una
definicion personal del concepto (personal concept
definition (Tall y Vinner, 1981)) de un poligono
fundamental como es el tridngulo, aunque se tenga
por parte del alumno un determinado componente del
esquema conceptual (Azcarate, 1992) (concept
image, Tall y Vinner, 1981) y sea capaz de hacer un
dibujo.

— El segundo, que laimagen prototipica que laalum-
na hafijado en su mente le hace negar que la figura
presentada sea un triangulo (porque no se parecealo
que se le ha ensefiado a identificar como tal), lo que
sitla a esta alumna en el nivel 1 de Van Hiele, de
reconocimiento o visual (Hoffer, 1981; Clementsy
Battista, 1992). La misma alumna le da atributos
irrelevantes como relevantes (ser isosceles, en este
caso, como necesario paraconstituir triangulo) segun
el esquema de Hershkowitz (1990).
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En este articulo presentamos un anélisisdeladefinicion
tanto formal como personal de conceptos mateméticos,
viendo determinadas implicaciones en el proceso de
ensefianza-aprendizaje y centrandonos en € caso del
triangul 0. Se muestran variasdefinicionesformales pre-
sentadas en textos de diferente procedencia, clasey afio
de edicion, asi como la manera en que se puede definir
y construir convariosmaterialesy contresprogramasde
ordenador.

En el momento actual, los recursos que el profesor de
matemati cas de cual quier nivel educativo puedetener en
cuentaparaplanificar susacciones, llevarlasacaboenel
aulay reflexionar sobre los resultados (fases preactiva,
activa 'y posactiva del proceso ensefianza-aprendizaje)
son los textos, materiales y programas de ordenador.

Debido a€llo, los consideraremos para mostrar cémo las
definiciones formales de triangulo expuestas en los dife-
rentestextos, las utilizaciones delos materiales paracons-
truir triangulos y la manera cémo los programas de orde-
nador (de simulacion geométrica) trazan triangul os sobre
la pantalla pueden influir tanto en las definiciones perso-
nales como en |os esquemas conceptual es de los alumnos.

LA DEFINICION DE CONCEPTOS MATE-
MATICOS

Segun Orton (1990), no se puede esperar que |os estu-
diantes aprendan a través de definiciones, siendo nece-
sario utilizar egemplosy contraejemplos para la defini-
cion de un concepto matemético. Para este autor, se
aprende latriangularidad a través de gy emplos de trian-
gulosy del contraste con otras formas.

Probablemente, Estefania no habia recibido suficiente
formacion en cuanto a ejemplos y contragjemplos del
triangul o, llevando | as propi edades de determinado tipo
(isosceles) alacategoriade condicion necesariaparaser
tridngulo.

Segun Tall y Vinner (1981) «La mente humana no es
puramente légica; la forma compleja como funciona
variaa menudo de lalogica matematica. EI comprender
cOmo ocurre este proceso, tanto con éxitos como con
errores, nos lleva a formular una distincién entre el
concepto matemati co formalmente conocido y el proce-
so cognitivo por el que se concibe [...] El esqguema
conceptual (concept image) describe la estructura
cognitiva completa que esta asociada al concepto, con
inclusion detodas|asimagenes mental es, propiedadesy
procesos asociados al mismo. Se construye alo largo de
losafios, mediante experienciasdetodo tipo, cambiando
cuando el individuo se encuentra con nuevos estimulos
y hechos.» (p. 151).

Vinner (1991) sefiala que «el esguema conceptual es
algo no verbal asociado en nuestra mente con el nombre
del concepto. Puede ser una representacion visua del
concepto en el caso de que éste tenga representaciones
visuales|[...]»

286

Tall y Vinner (1981) establecen la definicion de un
concepto o «concepto definicidn» (concept definition)
como «las pal abras usadas para especificarlo. Puede ser
personal o formal, siendo esta Ultimalaque es aceptada
por la comunidad matemética» (p. 152).

M. Teresacareciadel «concepto definicion» del triangu-

lo, aunque teniaun componente del esquemaconceptual
del mismo (una representaci 6n mediante un dibujo).

Hershkowitz, 1990, p. 82.

Definicién del concepto
»,
Un conjunto
minimo
Clasificacion

Atributos
irrelevantes Algunos Atributos
relevantes
Algunos | Algunos l Todos
Ejemplos A Ejemplos
negativos del (positivos) del
concepto concepto

ParaHershkowitz (1990), lasrel aciones entre los atribu-
tos del concepto quedan reflejadas en el esquema ante-
rior. Sefiala que €l prototipo es la base para el juicio
prototipico. Para cada concepto, los individuos usan el
ejemplo prototipico como un modelo en su juicio de
otros casos.

En el protocolo 2 se puede observar claramente que la
alumna ha establecido un determinado prototipo (el
tridngulo isésceles 0 el equilatero) para sus juicios;
es decir, ha atribuido o que es un atributo irrelevante,
el tener dos lados iguales, que poseen algunos trian-
gulos(losisbscel es) comorelevantey necesario paraser
triangulo.

Para determinados andlisis se utilizaran los niveles de
razonamiento geométricodevanHiele, el cual constade
cinco niveles (Hoffer, 1981).

Nivel 1: Reconocimiento. El estudiante aprende algo de
vocabulario y aprende la forma como un todo.

Nivel 2: Andlisis. El estudiante analiza las propiedades
de lasfiguras.

Nivel 3: Ordenacion. El estudiante ordena |6gicamente

las figurasy comprende las interrelacionesy la impor-
tancia de definiciones precisas.
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Nivel 4: Deduccion. El estudiante comprende el signifi-
cado de deduccion y del papel de los postulados, teore-
mas y demostraciones.

Nivel 5: Rigor. El estudiante comprende la importancia
de precision en el trato de la fundamentacién e interre-
laciones entre estructuras.

Estefaniahabia aprendido vocabulario y considerabala
forma como un todo, lo que la situaba en el nivel 1.

Loscuatro marcostedricosreferenciados, consideramos
gue estan relacionados entre si. La relacion entre los
gjemplos y contragjemplos propuestos por Orton y los
atributos relevantes e irrelevantes indicados por
Herskhovitz, entendemosque pueden danlugar aun entra-
mado paralaconstruccion del concepto, logrando que se
forje en e alumno un esguema conceptual adecuado.
También se podria alcanzar con dicho entramado €l nivel
2 de van Hiele, de manera que el alumno fuese capaz de
establecer y aplicar definicionesmedianteel andlisisdelas
propiedades de la figura, en este caso del triangulo.

APROXIMACION MEDIANTE DIVERSOS
-(I.-?‘ILEJ)IE-(BOS DE LA DEFINICION DE TRIAN-

¢Como sedefineel tridngul o en lostextos? Revisaremos
varios, quetienen diversasaplicacionesy usos, haciendo
determinados andlisis.

Debido a su caracter excepcional, comenzaremos esta
revision por un libro antologico. El Euclidis Elemento-
rum en la traduccion de Federici Commandini en la
version latina de Simson, conservado en la biblioteca
universitaria de la universidad hispalense. Seguiin Puer-
tas (1991), ésta sefial 6 un paso a una fase superior del
proceso de depuracion y rigor de las versiones de los
Elementos. Se utiliz6 sabiamente por Commandini el
material que tenia a su disposicion: teoninosy escolios
que se conservaban en el Vaticano. Fue una version
influyente hasta que aparecié la version de Peyrard
(1814-1818).

En su pagina 4, dice:

Reproduccén de la portaday de la pagina 4 del Euclidis Elementorum (1756),
autorizada por la Biblioteca Universitaria de la Universidad Hispalense.

EUCLIDIS
ELEMENTORUM

LIBRI PRIORES SEX,

ITEM

UNDECIMUS ET DUODECIMUS,

E¥X VERSIONE LATINA

FEDERICI COMMANDINI;

Sublatis Tis quibus ofim Libri hi a T row &, aliifve, Vidad funt,

Et quibufdam Ev ¢ 11D 15 Demonflrationibus Reftitutis,

A ROBERTO SIMSON, MD.

In Academiz Glafguenfi Mathefeos Profefflore.

GLASGTUAFE,

IN AEDIBUS ACADEMICIS
EXCUDEBANT ROBERTUSs ET ANDREAS FOULIS
ACADEMIAE TYPOGRAPHI

M.DCC.LVL

EUCLIDIS ELEMENTORUM

XIX.
“ Segmentum circuli ot figura quag re@d linea et circuli circumferen-
1} continetur,”
: XX.
Redtilineac figurae funt, quac redtis contnenour linels.
XXIL
Thilaterae quidem, quae wribus.
XXII.
Quadrilaterae, quae quatuor.
XXITL
Muldfaterae vero, quae pluribus quam quaraor reis lineis continentus:
XXI1V.

Trilaterarum figurarum, acquilaternm eft wlangulom, quod tia larera
habet acqualia.
XXV.
ofceles, quod duo tantum zequalia latera habet.

JANYAVA|

XXVIL
Scalenum vero, quod wia inaequalia habet latera.
XXVIL
Ad hace, uilaterarum figurarum, re@angulum quidem twriangulum eft,
quod reftum angobum habet.
XXVIL
Obtufangulum eft, quod obmforn habet angulum,

/] / /\ Acutangulum

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2000, 18 (2)

287



INVESTIGACION DIDACTICA

«XX. Rectilinae figurae sunt, quae rectis contenitur
lineis.

»XXI. Trilaterae quidem, quae tribus.»

Obras generales sin implicaciones matematicas
Comenzamoslarevision desde unaperspectivacultural.

LaEnciclopedia Universal llustrada Europeo America-
na, de EspasaCalpe (1966), dice: «Triangulo, la, F., In.,
y C. Triangle, It. Triangolo, A. Dreleck, P.y E. Tridngu-
lo. (Etim. del |atin triangulus), n. Geom. Figura forma-
dapor treslineasque se cortan mutuamente». Esta obra
dedica31 paginasaconsiderar multiples propiedades
y teoremas. La expresion matemética lineas es im-
precisa.

En la Gran Enciclopedia Larousse (1977), se dedica al
término casi una pagina, indicando su etimologia, del
latin triangulum, y siendo su segunda acepcion: «n.m.
Figura formada por tres puntos no alineados, y por tres
segmentos que losunen dosados (lostrespuntosson los
vértices, y los tres segmentos, los lados)». Esta defini-
cion no consideratriangulo al «degenerado» (¢Estrian-
gulo la figura formada por tres segmentos sobre tres
puntos alineados?...).

En la Encyclopaadia Britannica de Benton Publisher
(1982), se encuentra: «Triangle, geometrical figure for-
med by three points that are not on aline.» (Tridngulo,
figura geométrica formada por tres puntos que no estan
alineados). Se hace inmediatamente distincion entre el
triangulo planoyy el esférico. Eslaunicaobraconsultada
gue hace estadistincion enladefinicion. Al igual quela
anterior obra, excluye el tridngulo «degenerado».

El Diccionario de la Lengua Espafiola Cumbre de
Everest (1990), indica: «Triangulo: m. Figuraforma-
da por treslineas que se cortan.» Esta obra es de uso
escolar.

En el Diccionario de la Lengua Espafiola, de la Real
Academia Espafiola (1992), el tridngulo tiene tres
acepciones. La segunda es la que nos interesa «2. m.
Geom. Figura formada por tres rectas que se cortan
mutuamente formando tres angul os».

Esta definicién es casi la Unica que incluye el hecho de
formar tres angulos, el cual subyace en laetimologiade
lapalabra (tri-angulo). Essignificativo que a poligono
de cuatro lados en lugar de denominarlo cuadrangulo le
denominemos cuadrilatero quiza por considerarse que
cuadrangulo es una cacofonia.

Obras que son especificas par a consulta de matema-
ticassin ser libros detexto

En este apartado, revisamos cinco diccionarioso formu-

larios de matematicas, que pueden formar parte de la
biblioteca matemética de un profesor.
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En el Formulario Matemético del Bachiller, de SM
(1949), en Manuale Sintetico di Matematica, de Bévesi
(1989) y en el Diccionario Oxford de Mateméaticas, de
Clapham (1992) no aparece ningun epigrafe dedicado
expresamente a concepto, aunque si a algunas de sus
propiedades; asf, por €jempl o, «expresionesdelasmedi-
dasdeladosy otros elementosen lostriangulos][...]» en
el primero de ellos.

Interpretamos que la falta de una definicion se debe a
que, por ser unafiguramuy elemental, los autoresno la
han considerado necesaria, dando por supuesto que el
lector a quien se dirige el libro conoce e concepto
y su definicion, comenzando directamente por sus
propiedades.

Enel Diccionario Basico deMatemédticas, de Diaz (1980),
se define como «poligono de tres lados o angulos».

En Geometria sin esfuerzo, de Sanchez (1983), setiene
como definicién y caracteristicas de un triangulo: «Se
entiendepor triangul o unaporcién de plano limitada por
tres rectas que se cortan dos a dos. Se representa por el
simbolo A.»

En esta definicion se hace una consideracion acerca del
simbolo que puede hacer comprender |a respuesta dada
en el protocolo 2 por la alumna de 3° de primaria, al
visualizar de manera prototipica el triangulo, identifi-
candolo con laimagen que se le muestra.

Obrasdetexto

En este apartado consideramos imprescindible hacer
unadivision temporal, debido a que en | os afios sesenta
se produjo un movimiento estructuralista formal en lo
quesellamé matematica modernay quesereflej6, como
veremos, en loslibros de texto. En primer lugar, revisa-
remos textoshasta1960. En segundo lugar, se agruparan
textos que se publicaron desde 1961 hasta 1973 y, en
tercer lugar, desde 1974 hasta nuestros dias.

Desde una perspectiva didéactica, las definiciones que
presentan estos textos son un referente de sumaimpor-
tancia para este articulo. A veces, en el desarrollo dela
labor del profesor y en el estudio realizado por los
alumnos, €l libro de texto ha sido el Unico guia en el
proceso de ensefianza-aprendizaje.

a) Obras de texto en el periodo 1884 a 1960

En el Tratado de Geometria Elemental, de Cortazar
(1884), en cuyapagina2 hay unaindicacién acercadelas
«copias» que en aquellos tiempos quiza se prodigasen,
se indica: «Habiéndose impreso subrepticiamente en
Paris las obras de Juan Cortazar, se hace presente que
todos |os jemplares de dicha procedencia estéan plaga-
dos de errores tan perjudiciales paralos que se propon-
ganestudiar enelloscomolohasidolafalsificacionpara
losintereses del legitimo propietario, que hace la publi-
cacion solamente en Madrid.» En ella se define: «Se
Ilamatridngulo al poligono que tiene tres lados.»
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En Nocionesy Ejerciciosde Aritméticay Geometria, de
Ruiz (1926), Tratado de Geometriade Tercer Grado, de
Brufio (1950) y Matematicas del Primer Curso de Ba-
chillerato, de Baratech-Estevan (1958), se indica que
«tridngulo es el poligono de tres lados».

En Mateméaticas. Revalida Elemental, 4°, de Marcosy
Martinez (1960), obra en cuya portada se observa ados
alumnos que estan haciendo un cono con una cartulina,
setiene en laleccién 14. «Tridangulos 157. Definiciones
y clasificacion. “ Tridngulo es una porcion de superficie
planalimitada por tres rectas que se cortan dos a dos.” »
Junto a la obra Geometria sin esfuerzo, de Sanchez
(1983) son las Unicas consultadas en las que aparece en
la definicion la palabra porcién.

En Geometria. Curso Superior, de Brufio (1960), se
sefiala: «CapituloI1: Tridangulos. 8§ 1- Generalidades. 57.
Definicion. “Triangulo es la figura plana formada por
una poligonal cerradade treslados. O de otro modo, un
poligono convexo de tres lados y tres angulos. O tam-
bién, lafiguraformada por tresrectas que se cortan dos
ados.”»

Este esel Unico texto de esta seleccién en el que €l autor
hace referencia de tres definiciones. Es de resefiar el
énfasis colocado en lasegundadefinicion al indicar que
el poligono debe ser convexo, por dos motivos.

En primer lugar, eslalnicavez que aparece el concepto
poligono convexo en esta revision de definiciones.

En segundo lugar, habiendo dado el autor previamentela
definicion de poligono convexo, «Un poligono se llama
convexo cuando todos sus puntos estédn en el mismo
semiplano respecto a uno cualquiera de sus lados», es
una redundancia incluir dicha caracteristicaen la defi-
nicion.

b) Obras de texto desde 1961 hasta 1973

En El mundo de losnimeros. 5° curso, de Osunay otros
(1967), seindica: «Lostriangulosy sus propiedades: “El
trozo de planolimitado por 3 segmentosderectasellama
triangul0.” »

En Fundamentos de geometria, de Coexeter (1971) se
dedica el primer capitulo al triangulo, pero sin dar una
definicion del mismo. Es un estudio espléndido de pro-
piedades y teoremas.

En Matematicas 5° curso de educacion general basica,
de Prada y Cela (1971), se dice en a apartado del
tridngulo. «1 triangulo. “1.1 Dibujaun éangulo MBPYy la
recta b, que no pase por el vértice B y que corte alos
lados del angulo comoindicalafigural 1.2 Coloreaen
naranjalainterseccion del angulo MBP con el semiplano
de bordeb, que contieneal punto B. Estainterseccion se
Ilamatridngulo.”»

Habia hecho su irrupcién la denominada matematica

moderna. Los autores indican en laintroduccion: «Este
libro esta concebido comouninstrumento al serviciodel
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trabajo personal del alumno orientado por el maestro que
asume asi la noble funcion de guiay orientador.»

Aunque no esta en el objetivo de esta revision de la
definicion del tridngulo, consideramos significativo de
lo queocurriaenlaépocaincluir ladefinicionde poligo-
no realizada por estos autores; «Al conjunto de triangu-
los, cada uno consecutivo con el siguiente, como o son
losdelafigural, lellamaras poligono.» (Sin comenta-
rios...)

Figural
Praday Cela, 1971, p. 173.

B & D

En Matematica moderna, primer curso de segunda ense-
flanza, de Vézquez y Ramos (1972), se indica sobre
triangulos: «Definamos dos puntos sobre una recta y
tomemosun tercer punto que no esté contenido enellay,
uniendo los otros puntos con él, veremos que hemos
podido definir tres segmentos. Los tres puntos no estan
alineados. Entonces, podemos decir: si en un plano se
tienentrespuntosno alineadosy éstosse unen por medio
de segmentos, la figura formada se llamatridngulo. La
unién del conjunto de puntosinterioresy losdel contor-
no representan una region triangular.»

Estos autores son, con Jiménez y Gonzélez (1973), los
Unicos de todos los textos consultados que diferencian
entre contorno (fronteraen el caso que veremos a conti-
nuaciondeJiménezy Gonzalez) del trianguloy laregién
interior del mismo.

Ademas, aparece el concepto mateméati co conjunto, que
deagunamaneraaglutinéy marco ladenominada(como
el libro en cuestion) matematica moderna. Explicita-
mente descarta, de los triangulos, el triangulo «degene-
rado.

En Mateméticas 6°, Libro de Consulta del Alumno, de
Jiménez y Gonzalez (1973), de considera: Concepto de
triangulo: «Un angulo convexo es el conjunto de semi-
rrectas contenidas dentro de la regién angular AOB y
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gue tengan como origen el punto de interseccion de AO
y BO, d cual se le llama vértice. Tracemos un angulo
convexo y una recta que los corte. Observa. Hemos
obtenido unafiguraformadapor tresrectas que se cortan
dosados. Vamosarayar dichafiguray, lalineaquesirve
defrontera, derojo. Lospuntosinterioresalalinearoja
forman una figura que Ilamaremos triangulo.

Es de reseflar 1o «enrevesado» y «exclusivo» de la
definicion ofrecida.

Para terminar este apartado dedicado al periodo 1961-
73, indiquemos que en el prélogo de Mateméatica 1, de
Rojo y otros (1973) se escribe lo siguiente:

«Hemosrealizado este primer texto procurando cumplir,
entre otros, los siguientes objetivos: 1. Desarrollar el
programaparael primer afio del ciclo béasico, instrumen-
tando los llamados “temas nuevos de matematica mo-
derna’ como enfoque integrador del mismo, mas que
como tépicos 0 puntos a exponer por separado [...]»

Indican estos autores: «2.15. Concepto de tridngulo.
Sean A, By Ctrespuntosno alineadosde un planoo. La
interseccion de los semiplanos S[AB, C], S[BC, A],y
S[AC, B] se llamatriangulo ABC.»

Es una definicion que se distingue por su formalismo'y
el utilizar el concepto de semiplano que en estarevision

ya ha aparecido dos veces: en Brufio (1960) al definir el
poligono convexo y en Praday Cela (1971).

La definicion dada por Rojo y otros (1973) se aparta
claramente del resto delasdefinicionesque estaneneste
articulo. Podria ser incluidaen el nivel 4 (de deduccion
formal) devan Hiele (Hoffer, 1981; Clementsy Battista
1992). Explicitamente los autores también excluyen el
triangul o «degenerado».

c) Obras de texto desde 1974

En Matematicas 1 EGB Ciclo Inicial, de Ferreroy otros
(1981), se dice: «Triangulo: Poligono de 3 lados.»

En Matematicas 3° EGB Ciclo Medio, de Ramosy otros
(1988), se dice: «Clasificacion de los poligonos por sus
lados: Tridngulo: El tridngul o tiene 3 lados, 3 vérticesy
3 angulos.» Aparece en esta definicién el concepto de
angulo, que no es frecuente.

En Trio, Educacion Primaria (Primer Ciclo) de Batalla
y 0tros (1992), se expone: «el triangulotiene 3 ladosy 3
vértices», ante una figura que es un triangulo escaleno
con los tres lados inclinados respecto alos limitesde la
hoja.

Estos autores muestran una serie de dibujos, entre los
cuaeshay unaperchay unasefial detrafico (triangul os),

Educacién primaria. Primer ciclo. Batallay otros (1992). Reproducido con autorizacién de la editorial Vives.

égulo Cuadrado Rectangulo cm;Q
@ LA qué figura se parece?
AN VAN
[ 1
O U
Q Oy
AN A%z
1 1
O ]
O O
A 7 A
—1 1
U Ll
Ol O
Lf-leSB»
i

@ Lados y vértices:

El tridngulo tiene:

_ 3 ladosy 3 vertices
vértice - -

El recténgulo tiene:
1
l)/,, ladas y [/f‘ érlices.
) }
El cuadrado tiene:
lados y vértices.

La sefial de STOP tiene:
J}/ lados y / vértices.
¥

1y

Il Une los puntos:

1e o2
3 y
— ¢Cudntos lados liene? // )
5e o }/
o4 - ¢ Cuéntos vérticas tiena? i
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una cinta de casete (rectangulo), una funda de un disco
(cuadrado), una pelota de tenisy una rueda de bicicleta
(circulos), paraquelosalumnoscontesten alapregunta:
«¢A qué figura se parece?»

Consideramos, dado que este texto se corresponde a 1°
de educacion primaria, que la visualizacion (que, segiin
Hershkowitz [1990], es «la habilidad de representar,
transformar, generar, comunicar y reflexionar sobre la
informacién visual») delafiguraes necesariaantes de
ofrecer una definicion.

El tener ante si ejemplosy contragjemplos, de acuerdo
con Orton (1990), permite al alumno captar la esencia
del concepto.

También es de resefiar en este texto el uso de atributos
irrelevantes como tal, siguiendo el esquema de
Hershkowitz (1990). El presentar en lamisma hojatres
triangul os, uno equil &ero (lasefal decedael paso), otro
iséscelescon labase (el lado mayor) inclinadarespecto
al borde de la hoja (la percha), y otro escaleno,
doscirculos, etc., permite a alumno distinguir el trian-
gulo (cualquiera en cualquier posicién) deotrasfiguras
geométricas.

En Discovering Geometry. An Inductive Aproach, de
Serra (1993), se comienza definiendo el poligono:
«A polygonisaclosed geometricfigureinaplanformed
by connecting line segments endpoint to endpoint with
each segment interescting exactly two others.» («Un
poligono es una figura geométrica cerrada en un plano
formada por segmentos conectados por sus extremos 'y
cada uno unido exactamente a otros dos.»)

A continuacion, en unatabla, se indica: «You classify
polygons by the number of sidesthey have.» («Clasifi-
gue los poligonos por el nimero de lados que tienen.»)

En el prefacio de este libro, escrito por Shaughnessy, se
sefiala: «Michel Serra ha escrito un libro de geometria
genuinamente emocionante. Este libro es Gnico y en él
los estudiantes “ crean” geometria realmente por si mis-
mos|...] Losconceptosson en primer lugar introducidos
visualmente, después analiticamente, luego inductiva-
mentey, al fin, deductivamente. El espiritu del texto es
consistente con las investigaciones recientes sobre el
desarrollo del pensamiento geométrico en los jévenes,
particularmente los niveles de pensamiento de van
Hiele[...] El autor hace excel ente uso deaproximaciones
de “contragjemplosy ejemplos’ que alientan alos estu-
diantes a construir sus propias definiciones.»

Terminamos estarevision con el Cuaderno de Activida-
des1, deFrailey otros(1996), en el que se puede ver en
unalédmina: «Buscalostridngulos, varias copasde arbo-
les, un frontal de una casa, varios tejados triangulares,
una sefial de ceda el paso, entre otras figuras geométri-
cas, como rectangulos, évalos y elipses (aproximada-
mente).»

A esta lamina, que esta dirigida a una actividad de
alumnos de 1° de primariay que, en principio, estabien
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estructurada, por ser visual, se le pueden hacer dos
objeciones desde |a perspectiva de | os prototipos:

— En primer lugar, todos |os triangul os presentados son
o equilateros, oisodsceles, por lo quelarespuestadadaen
el protocolo 2 por Estefania es coherente con lo que
puede haber entendido respecto al triangulo,

— En segundo lugar, todos los tridngulos de la lamina
tienen labase paralelaalabase del papel, con lo que se
puede generar el conocimiento de que un atributo que es
irrelevante segin el esquema de Hershkowitz (1990)
anteriormente indicado, pase a ser relevante.

Resumen de las definiciones revisadas en los textos
a) Definicion de tridngulo

Salvo el periodo 1960-74, se puede decir que la defini-
cién formal dada por |os textos revisados de los afios
1884-1996 es (I 6gicamente) similar, siendo un poligono
de treslados.

Es resefiable como la denominada matematica moderna
Ilegd aafectar aladefinicion de un concepto matematico
elemental como el que nos ocupa.

Consideramos que el ejemplo de Batallay otros (1992)
es una magnificamuestrade definicién de un concepto
matematico en € nivel correspondiente y que puede
Ilevar amejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje de
las matematicas.

b) El tridngulo como poligono

En las obras citadas en los apartados anteriores solo
aparece € concepto de poligono en una de las siete
definiciones. Quizael ser obrasde consultageneral haya
influido en los autores de dichos textos ano incluir este
término matematico en la definicion para que los | ecto-
res no versados en matemdaticas, que posiblemente sean
mayoritarios, no tengan que recurrir a buscarlo. Puede
apoyar esta hipotesis el hecho de que no aparezcaen las
obras del apartado sobre obras generales.

En los libros de texto hasta 1960, de seis definiciones,
aparece € concepto de poligono en cinco; sélo Marcos
y Martinez (1960) no lo contiene. Sin embargo, este
texto, cuando define el poligono, sefiala: «He aqui los
nombres de varios poligonos, presentando una tabla
segun el numero deladosy nombre: 3lados, triangulo.»

En loscinco libros de texto realizados en ladenominada
matematica moderna, entre 1961y 1973, el concepto de
poligono esta ausente en casi todos, pero creemos que
ahorael motivo esbien distinto del comentado sobre las
obras de consulta. Es de resaltar en este periodo la
definicion hecha de poligono por Praday Cela (1971)
anteriormente citada, al considerarlo como «conjunto de
triangul osconsecutivos». Quizael formalismoimperan-
te en laépocahizo «borrar» de ladefinicion el hecho de
ser un poligono.
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En los cinco libros de texto consultados desde 1974
hasta nuestros dias, el concepto de poligono vuelve a
estar presenteentresdeellosy, enaquéllosenlosqueno
aparece, estd, anuestrojuicio, justificado. Lasdosobras
encuestion son Trio, deBatallay otros(1992) y Cuader-
nos de Actividades, de Fraile y otros (1996), que estan
dirigidas a alumnos de primero de primaria, y en este
curso debe primar la visualizaciéon en el proceso de
ensefianza-aprendizaje de |a geometria, con lo que ob-
viar, «decir», que un triangulo es un poligono a tales
alumnos es necesario desde un punto de vistadidéactico.

c) Atributos de los triangulos

En cas todas las figuras presentadas, los triangulos
tienen un lado horizontal. Ello Illeva a los alumnos a
considerar como atributo relevante lo que esun atributo
irrelevante. Una de las pocas excepciones se encuentra
en Batallay otros (1992), que se ha reproducido.

También es frecuente presentar triangulos isésceles o
bien en algunos casos equil &teros, como ocurreen Fraile
y otros (1996), con lo que en estos casos el prototipo
puede llegar a ser considerado como exclusivo paralos
juicios.

d) ¢Pueden estar los vértices situados en linea recta?

La gran mayoria no descarta explicitamente que los
vértices puedan estar situados en linearecta, por lo que
entiendo que se puede considerar el triangulo «degene-
rado», con sus vértices en linea recta.

TRIANGULO Y MATERIALES

A continuacion serealizaun breveandisisdelautiliza-
ciénde material esparapresentary construir el tridngul o.
Su utilizacién en clase, creo que puede permitir al
alumno avanzar del nivel dereconocimiento —en el que
el estudiante aprende algo de vocabulario y aprende la
forma como un «todo»— al nivel 2 deandlisis—en que el
estudianteanalizalaspropiedadesdelasfiguras(Hoffer,
1981; van Hiele, 1999).

El geoplano, segun Dickson y otros (1991), facilita la
comprensién de las propiedadesde lasfiguras. Billstein
y otros (1990) consideran que el geoplano es un recurso
paralasactividades que serealizan al nivel 1 visual de
Van Hiele, precediendo con actividades intuitivas a la
ensefianza de férmulas de &rea. Asi mismo, la NCTM
(1989) lo recomienda para evaluar las destrezas de
expresiéon y comprension oral de los alumnos.

Las distintas trazas geométricas que pueden presentar
losgeoplanos (cuadradas, triangulares...) son muy Utiles
para «construir» y trabajar distintostipos de triangulos,
ya que através de €llos se pueden estudiar sus propie-
dades.

El tangram es otro recurso que, segin Canals (1994), es
Gtil para ordenar figuras, componer, descomponer y
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transformar una figura en otra. Permite construir muy
diversos tipos de tridngulos.

El «mecano», con varillas de distinta longitud que se
enlazan con pequefiastuercas, permite «construir» trian-
gulos de diversos tipos.

Lasimple hojade papel, mediante |os cortes pertinentes
permite «construir» un tridngul o —que se puede mani pu-
lar—y, haciendo las dobleces oportunas, por ejemplo,
trazar las rectas notables del mismo, con lo que se
pueden analizar propiedades.

M. Teresa, a propuesta del entrevistador, se ofreci6 a
representar mediante un dibujo con lapiz y papel €l
triangulo.

TRIANGULO Y ORDENADOR

¢COmo definen (construyen sobre la pantalla) los pro-
gramas de ordenador el triAngulo? Veamos tres casos:
Win-Logo, Cabri-Géométrey Cabri |l nosserviran para
el propésito.

a) Win-Logo (1995) de Longman

Abelsony diSessa(1980) sefialan que «lo masimportan-
te atener en cuenta acerca de lageometria de latortuga
es ser una matemética disefiada para la exploracion, no
sblo para presentar teoremas y demostraciones».

Estas palabras del primer capitulo parecen premonito-
rias de las consideraciones actual es acerca del proceso
de ensefianza-aprendizaje de la geometria (van Hiele,
1999).

Serra (1993) incorpora este programa a sus «Computer
activity», en sus «Regular Polygons and Star Polygons
with Logo».

El siguiente procedimiento de Win-Logo nos da como
resultado un tridngul o:

to triangulo: a: ang: b; vamos a crear un procedi miento
con tres variables

fd: & le indicamos a la tortuga que avance :a

rt: ang ; latortuga giraun angulo de (:ang)®, con lo que
el correspondiente angulo del tridngulo tendra (180 - :
ang)°

fd: b; latortuga avanza: b

home; la tortuga recorre el camino hasta € punto de
partida, con lo que el tridngulo queda construido

ht; latortuga desaparece para que en lazona de graphics
solo esté el tridngulo

end; finalizamos el correspondiente procedimiento.
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Tridngul o construido por Win-Logo en el procedimiento triangulo
con las variables 30 140 50.

El programanos indicara en lazona de text: «Y ou have
defined tridngulo». Asi pues, una vez que el procedi-
miento ha sido preparado, mediante la orden: triangulo
30 140 50, por gemplo, €l programa construira un
triangulo.

Las posibilidades que dan las variables introducidas
permiten que, por ejemplo, si tenemos un laboratorio de
matematicas, cadaal umno construyaen su ordenador un
triangulo diferente al resto. Esde notar que, si €l angulo
degiro esjusto de 180°, el triangul o es el «degenerado».
Dependiendo de las caracteristicas de los alumnos, la
sesién de trabajo puede continuar de muy distintas for-
mas. ¢Cuanto mide el tercer lado? ¢Cuanto miden los
otros dos angul 0s?...

b) Cabri-Géométre (Version 1.7) (1988-92)

Este programa de simulacidn geométrica Cabri (Cahier
de Brouillon Interactive (Cuaderno de trabajo interacti-
vo) fue desarrollado en el Laboratorie de Structures
Discréeteset de Didactique del Institut d’ Informatique et
M athématiquesAppliquéesdelaUniversité Joseph Fourier
de Grenoble, por Jean Marie Laborde y Frank Belle-
main. Permite, mediante el men( «Creacin», comando
«Triangulox, construir untriangulo, bien en puntoscrea-
dos «sobre la marcha», bien en puntos previamente
construidos, ya sea aislados, ya sea sobre un objeto
previo. ¢Permite construir un tridngulo degenerado?
La respuesta es que si.

Permitetambién, unavez construido, medir laslongitudes
de sus lados, marcar sus angulos'y medir sus amplitudes.

Desde una perspectiva que se puede denominar geome-
tria dinamica, permite, «arrastrando» cual quier vértice,
modificar el tridngulo inicial, con la caracteristica de
gue todos los elementos, relaciones y propiedades se
maodifican versus el nuevo triangulo obtenido.

c¢) Cabri-Géometre I1* (Version 1.1) (1988-96)
Para construirlo, podemosir seleccionando los vértices

sobre cualquier figura que tengamos dibujada o bien
hacerlo «sobre la marcha».
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Usando el cuadro de herramientas «Medir», podemos
medir su perimetro y su érea, 1o que laversion anterior
no permitia (media las longitudes de cada uno de los
lados, y €l &rea no tenia presencia en los menus).

En segundo lugar, podemos modificar el tridngulo de
varias maneras.

— «Arrastrando» los vértices. Si los vértices estdn aisla-
dos, podremos movernoslibremente por todala zona de
dibujo (que mediante «Control» y «Clic» del raton si-
multaneo podremosir viéndola). Si estan ligados a una
determinada figura, ésta restringird el movimiento del
vértice, ano ser quetomemos«Fijar/Liberar» del cuadro
deherramientas«V er», en cuyo caso no podremos «arras-
trarlo». Si hemos pedido € perimetro y el area, irén
cambiando devalor enfuncién delostriangul ossucesivos.

— «Trasladando, girando, o realizando semejanzas».

Consideramos que estas posibilidades indican que este
programa de simulacion geométrica toma el tridngulo
como un «objeto matematico» al poder operar geométri-
camente con él.

Construccion de un triangulo con Cabri 11. Se ha seleccionado un

vértice en la zona de dibujo «independiente», otro sobre un objeto

(el segmento) y el tercero nos pregunta si se desea que esté sobre
otro objeto (la circunferencia).

T
4
' . .
K En esta circhipferennia
e i

El triangulo es una fuente inagotable de propiedades y
teoremas. El teorema de Morley (Coexeter, 1971), que
se descubrid a principios del siglo xx, indica que, dado
cualquier tridngulo, si trazamos las trisectrices de los
tres dngulos y buscamos los tres puntos de interseccion
mas cercanos a los lados, estos puntos construyen un
triangul o equilatero. El programa Cabri |1 incorpora por
defecto una macro (Trisecta.mac) para la triseccion de
angulosy unafigurapresentando el teorema(Trisec.fig).

Con relacion alos protocol os que han sido hilo conduc-
tor deeste articulo, lasalumnas de 3°y 4° de primariano
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habian realizado ningunasesion delaboratorio informa-
tico de matematicas, |o que es|dgico en cuanto a Cabri,
en sus dos versiones.

Consideramosque Cabri esparaalumnosde 6°de prima-
ria en adelante, debido alasimplicaciones geométricas
gue tienen sus mendsy comandos (bisectriz, mediatriz,
lugar geométrico...).

En cuanto aWin-L ogo, segun Abelson y di Sessa (1980)
esun lenguaje que puede servir paratrabajar a multitud
de estudiantes, desde preescolar hasta alumnos de pos-
doctorado. Asi, pues, consideramos que si podian haber
tenido experiencias con él, pero tampoco habian tenido
posibilidades de utilizarlo.

CONCLUSIONES

Hemosrealizado un estudio del tridngulo desde la pers-
pectivade la definicion ofrecida del concepto en diver-
S0s textos, construccion con diversos materiales 'y por
programas de ordenador.

L ostextos presentan definicionesenfuncion del lector y
del momento en que se escriben, habiendo un paréntesis
temporal en la época de la denominada matematica
moderna.

Los materiales analizados (tangram, mecano, papel y
geoplano) no tienen las mismas caracteristicas, y cada
uno tiene posibilidades didécticas diferentes, siendo el
profesor el que, teniendo en cuenta el contexto escolar,
delimite aquellas caracteristicas que desee resaltar para
obtener un fin adecuado.
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