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SUMMARY

In this paper, we study the historical development of the concept of functional limit in the textbooks of bachillerato
and COU during the last fifty years. We analyse twenty-seven booksin three stages. In the last one, which gathersthe
resultsfrom the others, we consider three dimensions: conceptual, cognitive and phenomenologic that show usawide
perspective of the changes experimented in this development.

INTRODUCCION

Durante los Ultimos afios se ha producido un interés
creciente hacia la historia de la educacion matematica,
motivada, entre otras razones, por el fracaso que ha
seguido a los proyectos de reforma curricular. Este
interés se hatraducido en el ambito de lainvestigacién
en publicaciones sobre la evolucion de los programas
oficiales, la formacion de profesores, |as corrientes di-
décticas dominantesy el andlisis de los cambios que se
han producido. En este marco se ha puesto de manifiesto
laimportanciadel andlisisdel libro detextocomoreflejo
delaactividad que serealizaen el aula. De acuerdo con
Schubring (1987), si separtedel hecho dequelapréctica
delaensefianzano estatan determinada por |os decretos
y Ordenes ministeriales como por los libros de texto
utilizados para ensefiar, se llega a la necesidad de un
andlisis de dichos libros de texto. La produccion abun-
dantedemanuales, lavariedad y riquezade sus conteni-
dos, laincidenciaen el aula de este material, su funcién
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como transmisor de contenidos socialmente aceptados,
hace queresulteinteresante estudiar |a contribuci6n que
han tenido en la historia de |a educacion matemética.

El andlisis de libros de texto se ha llevado a cabo en
diferentesambitos deinvestigacion. Si bienloshistoria-
dores de la educacion han realizado aportaciones como
tesisdoctoral es, exposiciones, coloquios, etc. relaciona-
dos con los manual es escolares, son escasos | ostrabajos
referidosalasmatematicas. Esto se detecta, enel casode
Francia, en el trabajo de Choppin (1993) en el que hace
un balance bibliométrico de la investigacion francesa
sobre la historia de los manual es escol ares. Lasrazones
de dicha escasez se pueden deber, ajuicio de Choppin,
tanto alafalta de formacion matemética delos historia-
dorescomoal escaso interés de los matemati cos por este
tema. Centrandonos en el campo de la educacion mate-
matica, Howson (1995) distingue entre investigaciones

463



INVESTIGACION DIDACTICA

realizadas sobre textosa posteriori, esdecir, laformaen
gue se ha usado un libro de texto, como ha contribuido
al proceso de aprendizaje y qué obstaculos se han
presentado, que son escasas, Y las realizadas a priori
gue son méas numerosas. Entre estas Ultimas hay que
sefialar |os trabajos de Chevallard y sus colaboradores
(Chevallard, 1985; Chevallard y Johsua, 1982), en los
gue aparece la nocion de transposicion didactica, es
decir, latransformaci 6n delamatematica (savoir savant)
en el contenido escolar (savoir enseigné), que serefleja
fundamentalmente en los libros de texto. En la misma
lineaestael trabajo de Tavignot (1993). Otrasinvestiga-
ciones se centran en los aspectos relativos a lenguajey
la legibilidad (Pimm, 1987, 1994). Por su parte, Otte
(1986) pone €l énfasis en lo que transmite el texto, las
relaciones entre el conocimiento y su representacion
textual y las variaciones en las interpretaciones. En
Dormolen (1986) se hace una clasificacién de los ele-
mentos que son imprescindibles en un libro de texto de
matematicas. Lowe y Pimm (1996) consideran que hay
una tétrada asociada a un libro de texto: e lector, el
escritor, el profesor y el mismo libro, y que las caracte-
risticas de cada uno de ellos, asi como sus interacciones
determinan el uso de este material en el aula. También
se han llevado a cabo algunos estudios comparativos
como el que aparece publicado en un monogréfico de
TIMSS (Third International Mathematic and Science
Study) realizado por Howson (1995) sobre libros de
texto para nifios de 13 afios de ocho paises diferentes.

Por ultimo, resultaimprescindibledestacar €l trabajo, ya
mencionado, de Schubring (1987) sobre metodol ogiade
andlisishistérico delibrosdetexto, enel que se conside-
ra necesaria una aproximacion global que analice, en
primer lugar, los cambios en las sucesivas ediciones de
un libro de texto, para pasar luego a buscar |os cambios
en otros libros de texto y, por Ultimo, relacionar estos
cambios con los que se han producido en el contexto, es
decir, cambios en los programas, en | os decretos minis-
teriales, enlos debates didacticos, enlaevolucion delas
matematicas, en la epistemologia, etc.

En nuestro trabajo hemosrealizado un analisisdelibros
de texto estudiando |os cambios que se han producido a
lo largo de més de cincuenta afios en un concepto clave
para la ensefianza del andlisis como es el de limite
funcional. El uso dediversasedicionesdealgunosdelos
libros analizados, su comparacion con otros libros del
mismo periodoy su relacion conlos programasoficiales
en aguel momento nosproporcionaran losdatosesencia-
les para concretar cua ha sido la evolucion de dicho
concepto.

METODOLOGIA

Hemosanalizado librospublicadosdesdelaterminacion
de la Guerra Civil hasta nuestros dias. De acuerdo con
Schubring (1987), la produccion de libros de texto se
Ilevaacabo dentro deun contexto determinadoy respon-
de alas corrientes epistemol 6gicas y didacticas al uso;
ademds, existiendo en el caso espafiol disposiciones
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legales sobre el curriculo, los libros de texto tienden a
adaptarse aellas. Por estarazon, por un lado, se presen-
tan sucintamente | os planes de estudio vigentes durante
laépocaanalizadaincluyendo el tratamiento del concep-
to de limite en los mismos; por otro, los libros se han
agrupado por periodos que, en lineas generales, corres-
ponden alos sucesivos planes de estudio:

1) Periodo comprendido entre 1940y 1967. Este periodo
abarcadesdeel final delaGuerraCivil hasta1967 enque
se publican los textos piloto para la introduccion de la
matematica modernaen el bachillerato. Tiene un punto
deinflexién en 1953, afio en el que se publica un nuevo
plan de estudios (modificado parcialmente en 1957). Se
han analizado cinco libros de este periodo.

2) Periodo comprendido entre 1967y 1975. Este periodo
abarca desde laintroduccion de la matemética moderna
hasta la implantacién del bachillerato unificado y poli-
valente (BUP) en 1975. Sehan analizado nuevelibrosde
diversos autores y editoriales, entre ellos los textos
piloto publicados por laComisién parael Ensayo Didac-
tico sobre la Matematica Moderna en los Institutos de
Ensefianza Media.

3) Periodo comprendido entre 1975y 1995. Este periodo
comprendedesdelaimplantacién del BUP hastael inicio
de los nuevos Bachilleratos derivados de la Ley de
Ordenacion General del Sistema Educativo (LOGSE).
Se han analizado trece libros.

El criterio paralaseleccion deloslibrosdetexto hasido
el delosautores mas «famosos» o de las editorialesmés
«importantes» de cadauno de |os periodos. También se
ha procurado gue |os autores elegidos tuvieran produc-
cién enlosdistintos periodos, paraestudiar laevolucion
del tratamiento del concepto de limite.

El andlisisdelibrosdetexto se hallevado acabo en tres
etapas, cada una de las cuales profundiza el trabajo
realizado en la etapa anterior.

En la primera etapa, se han elaborado fichas con los
datosfundamentalesdel libro: titulo, autor/es, editorial,
afio de edicion, plan de estudios, y un resumen del
contenido de |os capitul os relacionados con €l limite.

En lasegunda etapa se han hechotablas comparativasde
loslibroscorrespondientesacadaperiodo, queincluyen:

a) Modo de introduccién del concepto: formal, heuristi-
COS 0 constructivo.

b) Tipo de definicidn: topol 6gica, métrica, geométricao
por sucesiones.

¢) Secuenciacion: sehahechounlistado delasdefinicio-
nesy propiedades rel acionadas con el limite, numeran-
dolas segun su orden de aparicion.

d) Tipos de gjerciciosy problemas.
En latercera etapa se han considerado tres dimensiones
de andlisis:
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a) Analisis conceptual, que se refiere acémo se definey
organiza el concepto alolargo del texto, representacio-
nesgraficasy simbdlicas utilizadas, problemasy ejerci-
cios resueltos o propuestos, asi como ciertos aspectos
materiales de los libros de texto que determinan la
presentacién del concepto.

b) Analisis didactico-cognitivo, que serefieretanto ala
explicitacion de los objetivos que | os autores pretenden
conseguir como al modo en el que se intenta que el
alumno desarrolle ciertas capacidades cognitivas
(Duval, 1995).

¢) Analisis fenomenol dgico, que se caracteriza por los
fendmenos que se toman en consideracion con respecto
al concepto en cuestion, en nuestro caso el de limite
funcional. Aqui seconsiderael anélisisfenomenol 6gico
didéctico, en el que intervienen los fendmenos que se
proponen en |as secuencias de ensefianza que aparecen
en los libros analizados (Puig, 1997).

1) Desde la terminacién de la Guerra Civil hasta la
intr oduccién delamatematicamoder naenlosingitutos
de bachillerato (1940-67)

Durante este periodo, estuvieron vigentes dos planes de
estudios: el de 1938, que se promulga durante la Guerra
Civil y se modificaen el de 1953.

El plan de 1938 organizaba |os estudios de bachillerato
en siete cursos; se accedia superando una prueba de
acceso a los diez afios, estableciéndose un examen de
estado al finalizar el mismo, requisito indispensable
para acceder a la universidad. Trataba de aunar los
aspectos cientificos y humanisticos en un solo tipo de
bachillerato. Laasi gnatura de matematicasformabapar-
te delos programas de los siete cursosy se desarrollaba
de modo ciclico. En la distribucion de materias no
aparece explicitamente el célculo diferencial eintegral,
aunque lacostumbre delaépocaeraintroducir estaparte
en los contenidos de algebra o de a gebra superior.

Anélisis conceptual

Andlisis didactico-cognitivo

Anélisis fenomenol 6gico

* Secuenciacién de contenidos

« Definiciones: tipo y papel que juegan
en el texto

* Ejemplosyy gjercicios subyacente
 Representaciones gréficas y simbolicas

» Aspectos materiales

« Objetivos e intenciones del autor
(expresadas habitualmente en el prélogo)
« Teorias de ensefianza-aprendizaje

« Capacidades que se quieren desarrollar

« En torno alas porpias mateméti cas
« En torno a otras ciencias

* Fenémenos de lavida diaria

Sin lugar a dudas, |as concepciones epistemol 6gicas de
los autores acerca del conocimiento matematico estan
relacionadas con el modo de transmision de dicho cono-
cimiento y van a determinar qué tipo de capacidades se
pretendendesarrollar enlosalumnos, por lo que, aveces,
es inevitable mezclar componentes epistemol 6gicos y
cognitivos en este andlisis. Esto mismo sucederacon el
analisis cognitivo y fenomenol 6gico.

RESULTADOS

Vamos a presentar los resultados de cada uno de los
periodos considerados, de acuerdo con €l andlisis con-
ceptual, cognitivo y fenomenol 6gico que hemosllevado
acabo segun el esquemaanterior. No obstante, enlo que
se refiere a conceptual, aunque en la investigacion
original (Sierra, Gonzalez y L6pez, 1997) se cubrieron
ampliamente | os cinco aspectos considerados, aqui, por
razones de extension, noslimitaremos alas definiciones
y alas representaciones graficas y simbdlicas.
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En 1953 se establecio un nuevo plan de estudios para el
bachillerato. La nueva organizacion rompi6 el caracter
unitario que habiatenido hastaentonces, estructurando-
se en bachillerato elemental (10-14 afios) y bachillerato
superior (14-16 afos), teniendo este Ultimo dos especi a-
lidades denominadas cienciasy letras; ademas, se esta-
blecid un curso puente con los estudi os superiores deno-
minado preuniversitario. Las finalidades declaradas en
la presentacion del nuevo plan de estudios fueron: des-
congestionar las ensefianzas tedricas, evitar la excesiva
reiteracion del método ciclicoy garantizar el cultivo de
asignaturas masimportantesy formativas. Laasignatu-
ra de matematicas era obligatoria en el bachillerato
elemental y en la especialidad de ciencias del bachille-
rato superior.

L os conceptos de limite y continuidad aparecen en los
cuestionarios (programas) de sexto curso dentro del
blogue de andlisis. En estos cuestionarios, el limite
aparece ligado al concepto de sucesion, que posterior-
mente se aplicaparadefinir lacontinuidad defunciones.
Los cinco libros analizados se han agrupado en dos
bloques:
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Bloque A

Bloque B

 Fernandez de Castro, M. y Jiménez Jiménez, J.L.
Matematicas. Preparacion del examen de estado.
Escelicer. Cadiz- Madrid. ( sin fecha, anterior a 1995).

« Brufio. Matematicas 6° curso.
Ediciones Brufio. Madrid. 1968.

* Rios, S. y Rodriguez San Juan, A.
Matematicas. 6° curso de bachillerato. Los autores.
Madrid. 1950.

* Rios, S. y Rodriguez San Juan, A. Mateméticas.
5° curso de bachillerato. Los autores. Madrid, 1968a.

* Rios, S. y Rodriguez San Juan A. Matematicas.
6° curso de bachillerato. Los autores. Madrid. 1968b.

El tratamiento del concepto de limite en los libros del
blogue A valigado alos conceptos de sucesiony varia-
ble de un modo oscuro, mientras que en los libros de
Sixto Rios y Rodriguez San Juan adquiere un estatus
propio que no aparece en los libros del blogque anterior.
En estos dos Ultimos autores se observa, sin lugar a
dudas, la influencia de Julio Rey Pastor (1888-1962).
Como es bien sabido, Rey Pastor se propuso elevar el
nivel delamatemati caespariolaconsiderando su retraso
«en medio siglo en la geometria y en andlisis un poco
mayor». Para ello se trazd un plan minucioso de modo
que con el advenimiento de la segunda Republica, en
1931, se puede considerar que en Espafia existia ya una
cultura matemati ca contemporanea. Pues bien, discipu-
lossuyoscomo Sixto Riosy Rodriguez San Juan, contri-
buyeron a dotar de esa contemporaneidad a nuestra
matemati ca, no solamente en laenseflanza universitaria
sino también en la secundaria.

A continuacion se presentan los resultados mas destaca-
bles en cada una de las tres dimensiones de andlisis.

ANALISIS CONCEPTUAL
Definiciones

Ladefiniciondelimiteexperimentaunaevol ucion desde
loslibrosdel bloque A alosdel bloque B, aunquetienen
elementos comunes como son laideade infinitésimosy
el lenguaje de incrementos. En particular, en el libro de
Fernandez de Castro y Jiménez Jiménez (sin fecha),
después de la definicidn de los conceptos de variabley
desucesion, aparecela definicion delimitede variable,
particularizando para el caso de sucesiones:

Sedicequeunavariabletieneunlimiteotiendeaun
limite si, en la sucesion de sus valores, se verifica
que a partir de uno de ellos |la diferencia entre los
demasy el limite es, en valor absoluto, tan pequefia
como se quiera.

Es una definicion donde se mezclan el concepto de
variabley el de sucesion. Posteriormente, al identificar
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funcion con variable se mantiene la definicion anterior
de limite. Ademas, laidea de infinitésimo esta implici-
tamente subyacenteen ellay, efectivamente, el lenguaje
deinfinitésimos se utilizaabundantemente alolargo del
tema.

En Brufio (1968), hay un cierto cambio; ladefinicion de
limite se da explicitamente utilizando el lenguaje de
sucesiones:

Unafuncién f(x) tiene limiteb cuando la variable x
tiende a a cuando eligiendo cualquier sucesion de
valores x,, X,,... ,X, quetienen limite a; los corres-
pondientesvaloresdef(x): f(x,), f(x,),...,f(x ) tienen
por limite b.

Enloslibrosde Sixto Riosy Rodriguez San Juan (1950,
1968a, 1968b), aunque el concepto de funcidn se sigue
presentando ligado al concepto devariable, el concepto
delimiteyaseempiezaadefinir apartir delasfunciones,
y se hace mediante sucesiones. La definicion es:

El limite de la funcién f(x) cuando x tiende aaesel
numerob, si severificaquelosvaloresdelafuncion
f(x) se aproximan tanto como queramosa b, toman-
do los valores de la variable x convenientemente
préximos a a (no se hace ninguna hipétesis sobre el
valor de la funcién en el punto a).

Esta definicién se completa dando una interpretacion
geométrica del [imite de una funcion en un punto utili-
zando entornos simétricos. Se observa en estos dos
autores una preocupacion por 10s aspectos geomeétricos,
gue se traduce tanto en las interpretaciones de |0s con-
ceptos como en los gjercicios propuestos, donde apare-
cen problemas de limites en contextos geométricos; es
una caracteristica que no se dard en €l resto de los
periodos.

A nuestro juicio, durante este periodo se observa un
cambio progresivo en la definicion del concepto de
limite, desde su presentacién, ligado a la idea de
variable, hasta la introduccion del concepto de fun-
cion, clarificandose el concepto de limite a partir del
de funcion.

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 1999, 17 (3)



INVESTIGACION DIDACTICA

REPRESENTACIONES GRAFICAS Y SIM-
BOLICAS

Representaciones gréficas

Enloslibrosdel bloqueA, lasrepresentaciones gréficas
son muy escasas. En el libro de Fernandez de Castro y
Jiménez Jiménez (s.f.) hay un cuadro resumen de las
operaciones con limites donde aparecen las indetermi-
naciones.

En los libros del bloque B, hay un aumento notable de
representacionesgraficas: sedaunainterpretacién geomé-
trica del limite y se ponen contragemplos sobre la
existenciadelimite, paralo cual seutilizalarepresenta-
cién gréfica de lafuncién E(x) (parte entera de x). Las
representaciones gréficas empleadas son cartesianas.

Representaciones simbdlicas

La notacién que se usa para el limite en los libros del
blogue A esta orientada alaideade variable. Lasvaria-
bles se representan con las letras minlscul as del abece-
dario y los infinitésimos con las letras griegas corres-
pondientes alas utilizadas paralas variables. Se utiliza
el simbolo (pararepresentar el infinito, y esto ocurrirade
aqui en adelante en todosloslibros analizados. Asimis-
mo, se hace uso del valor absoluto (con la notacidn
clasicadelasbarras) en las demostraciones. Ademéas de
lasexpresionessimbolicas, aparecen expresionesverba-
les a lo largo de los textos como: «tienden a», «tan
peguefio como se quierax», «n creceinfinitamente», «ma-
yor que cualquier nimero por grande que sea», «tiende
acero masrapidamente que». También setratan 6rdenes
de infinitésimos e infinitésimos equival entes.

En los libros del bloque B aparece una simbolizacion
mas moderna del |imite, los autores escriben:

lim f(X) = b, 0 bien f(x) - b, cuando x- a.
gue se lee: f(x) tiende a b cuando x tiende a a.

Se usa mucho el lenguaje de €. Asi, cuando los autores
demuestran que el limite de una funcién es un cierto
valor, alolargo dedichademostracion afinan el valor de
€ (e/2, €/4...) de modo que al final salga en el segundo
miembro de la desigualdad. También son frecuentes
expresiones que hemos mencionado anteriormente para
los libros del blogque A.

Aungue las representaciones gréficas y simbdlicas son
muy escasas, se observa una progresion notable, de
modo que, en los libros de Sixto Riosy Rodriguez San
Juan (1950,1968b), | ostipos derepresentaci 6n son acor-
des con su época, de acuerdo con laideade contempora-
neidad a que ya hemos hecho referencia.

Andlisis didactico-cognitivo

Como ya se ha sefialado anteriormente, los prélogos o
las introducciones a | as diferentes |ecciones nos ponen
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sobre la pista de | as capacidades que | os autores preten-
den desarrollar en los alumnos. Ahora bien, hay que
tener en cuenta que la ordenacion de la educacion se-
cundaria en Espafia solo permitia, en lapréctica, que un
numero limitado de espaiol es al canzase este nivel edu-
cativo, constituyendo una élite entre la poblacién espa-
fiol a; precisamente, aeste nimero reducido de alumnos,
seleccionados primordia mente por criterios socioeco-
némicos, van dirigidos estos libros.

El Unico libro en el que aparece explicitado el objeto de
la leccién es en el de Fernandez de Castro y Jiménez
Jiménez (s.f.) donde los conceptos tienen un carécter
esencialmente instrumental, ya que lo que se pretende
es: «Hallar unasreglas sencillasque nos permitan cal cu-
lar conseguridady rapidez el limitedevariablescompli-
cadas en las que intervienen operaciones diversas alge-
braicasy aun trascendentes.» Este carcter instrumental
esta presente también en los otros libros estudiados.

Una segunda caracteristica es el carécter ciclico de los
contenidos que se repiten en sucesivos cursos amplian-
dose y compl etdndose en cadauno respecto del anterior.

Entodosloslibros, el desarrollo essecuencial y formal,
aunque las demostraciones no son totalmente rigurosas,
Sino que tienen ciertos componentes intuitivos. Laidea
gue subyace es la de una matematica ya hecha que €l
alumno debe memorizar y practicar resolviendo ejerci-
cios. En definitiva, las capacidades que se pretenden
desarrollar en el alumno son: memorizacion de defini-
cionesy propiedadesy practicaagoritmica, con alguna
excepcion en los gjercicios planteados.

Andlisis fenomenol 6gico

En el libro de Fernandez de Castro y Jiménez Jiménez
(s.f.), cuando trata el concepto devariable, hace alguna
referencia a fendmenos naturales como: hora del dia,
estacion del afoy circunstancias meteorol 6gicas. Hecha
esta salvedad, el resto de los libros hace solamente
referencias a aspectos matematicos cuando presentan
los conceptos de limite y continuidad y, en general, el
Ifmite es concebido como una preparacion parala deri-
vada; aunque en algunoscasos, como en el libro de Sixto
Riosy Rodriguez San Juan (1950), hay un componente
geométrico importante referido al estudio de limites de
pendientes de rectas secantes auna curva, delongitudes
de cuerdas, de éreas bajo ciertas condiciones, de suce-
siones de circunferencias.

INTRODUCCION DE LA MATEMATICA
MODERNA (1967-75)

Como esbien conocido, acomienzosdelos afos sesenta
triunfé en casi todo el mundo occidental |aensefianzade
las Ilamadas «mateméticas modernas»; en el caso espa-
fiol, se introdujo progresivamente en |los programas de
bachillerato. Las razones de dicha introduccién, estan
recogidas en Ricoy Sierra (1994), y son las siguientes:
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a)La matematica moderna proporciona esquemas
mas sencillos para poder presentar |a materia del bachi-
Ilerato.

b) Con la matemética moderna se pueden organizar di-
chas materias de modo més racional.

c¢) Losfines esencial es de lamatematicaen laensefianza
media son dos: formativo e instrumental.

d) Ambos fines pueden lograrse con mas eficacia me-
diante la matematica moderna.

€) Tanto en lateoriacomo en los algoritmos, el alumno,
con lamateméticamoderna, puede llegar adiscurrir con
mas precision y claridad.

f) Conlamatematicamodernase estudiaran las materias
gue tengan carécter fundamental, y las que no poseen
este caracter quedaréan relegadas como simples ejerci-
cios adesarrollar por los alumnos.

En 1962 se constituyé la Comision para €l Ensayo
Didéactico sobrelaMateméticaModernaenlos|nstitutos
Nacionales de Ensefianza Media, presidida por el profe-
sor Abellanas. La Comision edito, en los afios 1967 y
1969, textos piloto para el 5°y 6° curso de bachillerato,
respectivamente, que se convirtieron, de hecho, en el
nuevo programadematemati casque progresivamente se
fueimplantando en el bachilleratoy cuyoscimientosson
lateoriade conjuntosy las estructuras de las matemati-
cas en sentido bourbakista, es decir, las estructuras
algebraicas, de orden y topol6gicas.

Por lo queserefiereal limite, en dichostextos piloto, en
5° curso se hace una breve introduccién a este concepto
en el capitulo dedicadoafuncionesdevariablereal y, en
6° curso, dentro de un capitul o titulado de igual manera,
se profundizaen ambos conceptos, primando el punto de

vista topoldgico. Los nueve libros analizados se han
agrupado en tres bloques.

Estosbloquesrepresentan trestendencias observadasen
este periodo. Asi, los libros del blogue A siguen el
modelo delaetapaanterior (representado enloslibrosde
Sixto Riosy Rodriguez San Juan). Losdel bloqueB, que
comprenden lostextos piloto y los que siguen sus orien-
taciones e ideas, suponen una ruptura presentando las
nuevasideas acercade laensefianza delas matematicas.
Finalmente, los del blogue C introducen la matemética
estructural y axiomatica, pero alavez proponen activi-
dades para el alumno y las explicaciones se apoyan en
ellas. Se aobserva que, junto a nuevo paradigma que
surge como una auténtica revolucién, se mantiene, co-
existiendo con él, el antiguo. Esto nosrecuerdalasideas
kuhnianas sobrelaestructuradelasrevoluciones cienti-
ficas.

Los resultados en cada una de |las tres dimensiones son
los que se exponen a continuacion.

Andlisis conceptual

Definiciones

Ladefiniciondelimitevaevolucionando haciaun mayor
formalismo. Asi, enel bloque A seenfatizaladefinicion
por sucesiones, aunque también aparece de modo resi-
dual la definicion topolégica que les lleva a utilizar
entornos generales. En loslibros piloto (bloque B) apa-
rece la siguiente definicion:

Diremos que una funcion f(x) =y tiene por limiteb
paraXx = a, cuando paratodo entorno E, del punto b,
severifica f—y(Ep) = Ex-a, 0 bien, f—1(Ey) =E.. Enel
segundo caso, ademas de tener limite la funcién en
x=a, diremos que es continua en dicho punto.

Bloque A

Bloque B

Bloque C

« Sin autores. Matematicas sexto curso.
Edelvives. Zaragoza. 1972 (aprobado por
OM 23-2-68).

 Segura, S. Matematicas 6° curso. ECIR.
Valencia, 1974.

e Tuduri, J. y Casals, R. COU.
Mateméticas especiales. Vimasa. Terrasa,

 Abellanas, P., Garcia Rua, J., Rodriguez
Labajo, A., Casulleras Regés, J. y Marcos
de Lanuza, F. Matematica moder na:
Quinto curso. MEC. MADRID, 1967.

 Abellanas, P., Garcia Raa, J., Rodriguez
Labajo, A., Casulleras, Regas, J. y Marcos
de Lanuza, F. Matematica moder na.

Sexto curso. MEC. Madrid, 1969.

» Agustin, JM. y Vila, A. Mateméticas 6°
Bachillerato. Vol. 2. Vicens-Vives.
Barcelona, 1973.

* Marcos, C. y Martinez, J. Mateméticas
generales COU. SM. Vaencia, 1973.

1974.
* Marcos de Lanuza, F. Matematicas 5°
curso. G. del Toro: Madrid, 1972a.
* Marcos de Lanuza, F. Matematicas COU
optativa. G. del Toro. Madrid, 1972b.
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En loslibros del bloque C se utiliza preferentemente la
definicion topoldgica, aunque se quiere conducir pro-
gresivamente al alumno a partir de ciertos eemplos
hasta las definiciones.

Representaciones gréaficasy simbdélicas

Representaciones gréficas

Aparecentablas, gréaficascartesianasy otrasrepresenta-
cionesestrechamenteligadasal tipo dedefinicion quese
utiliza. En cuanto alastablas, cuando losautorespresen-
tan el concepto de limite utilizando sucesiones, por
ejemplo, en el libro de la editorial Edelvives (1972)
(blogue A), aparecen tablas con los valores de dichas
sucesionesy los correspondientes de f(x), mientras que,
cuando se utilizala definicién topoldgica, en el libro de
Agusti y Vila(1973) (bloque C), lastablasdevaloresde
lafuncién se usan para comprobar que se verificadicha
definicién en casos particulares.

Las gréficas cartesianas aparecen en todos |os libros
analizados, algunas de €ellas incluso reaizadas a mano
alzadapresentando | as caracteristicasqueintereseresal -
tar. Por ejemplo, cuando se da la definicion en sentido
topol égico, se representan entornos de un puntoy de su
imagen inversa, incluso cuando se trata del infinito.

En el blogue C, hay ademés otrosti pos de representacio-
nes graficas como diagramas de Venn (Marcosy Marti-
nez, 1973) y uso de la recta numérica (Agusti y Vila,
1973).

Representaciones simbolicas

Todos utilizan limf(x) = | con lasletras a, | u otras

X - a

diferentes, y también f(x) — |. Las excepciones, las
constituyen los libros de Marcos de Lanuza (19723,
1972b) del bloque B conlimf(x) = | y el libro de Agusti

X - a

y Vila(1973) del bloque C con limF = I.

L as notaciones evolucionan desde las correspondientes
aladefinicién de limite por sucesiones hasta la defini-
cién topol 6gica, adaptandose a cada tipo de definicion.
En particular, el significado quesedaal simbolo € varia
de unosaotros: mientras que en unos se considera como
algo «arbitrariamente pequefio» (Segura, 1974, bloque
A), en otros se considera simplemente € > 0 (Tuduri y
Casals, 1974, blogue A; Marcos y Martinez, 1973,
bloque C).

Como en loslibros del bloque B se utiliza la definicién
topol égica, aparecen referencias a entornos. En los tex-
tos piloto se utilizan representaciones simbdlicas de
dichosentornos, bien utilizando subindicescomoE,y E,
o0 bien entornos centrados (b - €, b + €) y en otros textos
se tratan de forma exclusivamente verbal. También en
loslibrosdel bloqueC, aparecen notacionesde entornos;
por ejemplo, en Agusti y Vila(1973), se dice:
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Diremos que | es el limite de F en &, si para todo
entorno B del se puede encontrar un entorno redu-
cidodeaA = A - {a} de modo que f(A,)<B.

También en este bloque seinicia el uso de los simbolos
deloscuantificadores. Asi, en Marcosy Martinez (1973),
aparece la siguiente definicion:

Se dice que lafuncidnf(x) tiende hacia L cuando x
tiende hacia +« (0 hacia -»), si para todo € > 0
existe un real positivo A, tal que |x| > A implica
|f(x)-L| <€

Oe>0,JA>0tal quelx|>A O |f(x)-b<e.

Analisis didactico-cognitivo

Los libros del bloque A no tienen prélogos en donde
los autores expresen sus ideas acerca de la ensefianza-
aprendizaje delasmatematicas. No obstante, como yase
ha sefialado, siguen el modelo de la etapa anterior y las
capacidades que pretenden desarrollar son: aprendizaje
memoristico de las definiciones y aplicacion de estas
definiciones a laresolucion de gercicios.

Los libros del bloque B suponen una ruptura con el
blogueanterior, yaquecon ellosseintroducelamatemé-
ticamodernaen el bachillerato. De acuerdo con Steiner
(1987), las ideas acerca del conocimiento matematico
influyen en las teorias de ensefianza-aprendizaje de ese
conocimiento; por ello, para poder llevar a cabo este
andlisis cognitivo, tenemos que hacer referencia acier-
tos aspectos epistemol 6gicos, maxime cuando estamos
en un punto de ruptura con el pensamiento anterior.
Siguiendo las ideas de |la matemética moderna, en los
textos piloto, los conjuntos y las aplicaciones son los
cimientos sobre los que se pretende construir el edificio
delamatematica, y lasestructuras, lasherramientaspara
construir dicho edificio. Estasideas se ven reflejadas en
el tratamiento del limite: la orientacion topoldgicano es
casual sino que es justamente la preconizada por los
pioneros de la reforma de las mateméticas de acuerdo
con las ideas bourbakistas. Por ello los conceptos de
conjunto, nimero real y entorno se utilizan constante-
mente. Enlosotrosdoslibrosde este bloque se enfatizan
lasideas aparecidasen lostextos piloto. En consonancia
con lo dicho hasta ahora, |as capacidades que se preten-
den desarrollar son: adquisicién de las formas de hacer
del nuevo lenguaje de la matemética moderna, el cono-
cimiento de la definicién de limite en este lenguaje, €l
aprendizaje de las definiciones mediante actividades
dirigidas, la aplicacion de las definiciones a la resolu-
cion de gercicios y el desarrollo de algoritmos para el
calculo de limites de expresiones algebraicas.

Los libros del bloque C se sitlan decididamente en la
corriente de la matemati ca moderna con las implicacio-
nes cognitivas subyacentes. Esto se expresa claramente
en el prélogo del libro de Marcosy Martinez (1973), en
el cual no sdlo se ensalza a Bourbaki, sino que también
sehace mencion explicitaaPiaget, diciendo textua men-
te que «Piaget hademostrado quelasformashumanasde
pensamiento coinciden conlasestructurasdelamatemé-
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tica moderna». Asimismo, el libro de Agusti y Vila
(1973) tiene una clarainfluencia de las obras de Papy y
sus colaboradores, con una preponderanciade | os aspec-
tos topologicos sobre los métricos segin el espiritu
bourbakista, pero con numerosas actividades. Adverti-
MaOs, por consiguiente, un cierto cambio en lavision de
estos autores sobre la ensefianza de las matemaéticas. Si
hasta ese momento se miraba casi exclusivamente el
contenido de la materia, en estos libros se empieza a
considerar al alumno como sujeto que aprende, tratando
de explicar este aprendizaje desde |as teorias piagetia-
nas. Respecto a las capacidades que se pretenden desa-
rrollar, en nuestra opinién, son muy diferentes de un
libro aotro, probablemente por |os cursosdistintosalos
que se dirigen. Asi, mientras que en el libro de Marcos
y Martinez (1973) se pretende que €l alumno aprenda
memoristicamente las definiciones, que se acostumbre
al mecanismo delasdemostracionesdeductivasy realice
numerosos ejercicios, en el libro de Agusti y Vila
(1973), se pretende que el alumno vaya construyendo
de una manera dirigida los distintos conceptos, que
entrevea algunas demostraciones y realice numero-
SOs gjercicios.

Analisis fenomenol 6gico

Enloslibrosdel bloque A no hay referenciasasituacio-
nes o fendmenos propios de otras ciencias distintas de
lasmatematicasy, en el caso de éstas, sereducen acasos
de funciones polinémicas, radicales, logaritmos, co-
cientes de polinomios y funciones trigonométricas. La
ideadelimite funcional sdlo aparece como ejemplo mas
significativoen Segura(1974), enel casodeungrifoque
deja caer una gota cada minuto. Dicha idea esta basada
en el limite de sucesiones.

Respecto del bloque B, no hay referencias afenémenos
que puedan ser organizados mediante el limite y que
sean exterioresalapropiamatematica. Lamatematicase
encierraen si mismay seexplicapor ellamisma. Incluso
desaparecen las interpretaciones y los problemas en
sentido geométrico de laépoca anterior. Parece como si
esta parte del andlisis matematico fuera independiente
del resto delasramas de las matematicas. Insistimosen
la predominancia de la vision topoldgica en el caso del
Iimite. Incluso en el caso de la discontinuidad de una
funcién, la idea de estar partida, mas que una idea
intuitiva, es unaidea que se utiliza parareafirmar el uso
de los entornos.

Tampoco en los libros del bloque C hay referencias a
fendmenos distintos de los de la propia matematica,
aungue existen algunas peculiaridades. Asi, el concepto
de limite no solo esta ligado a funciones expresadas de
formaalgebraica, sino que aparece en relacion con otras
ramasdelamatemaética, comolageometria(en el casode
Marcosy Martinez, 1973) y | as estructuras matematicas
(Agusti y Vila, 1973).

En definitiva, todos los libros analizados reflejan un

cierto espiritu de la época en cuanto a la concepcion de
las mateméticas. Esinteresante resaltar que, aunquelos
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promotores de la reforma, Papy y Dieudonné, entre
otros, sefial an quelas mateméti cas estén por todas partes
y gue son un instrumento para comprender |a realidad,
en escasas ocasiones, en sus obras dedicadas a la ense-
flanza, aparecen las mateméticas para interpretar fend-
menos de otras ciencias. |gual sucederaen el caso espa-
fiol, en los libros de texto de este periodo, lo que va a
marcar toda una generacion de profesores y alumnos,
que transmitiran y asimilaran, respectivamente,
unas matematicas sin conexion con otras ciencias y
fendmenos.

DESARROLLODEL PLANDEESTUDIOSDE
BACHILLERATO UNIFICADO POLIVA-
LENTE (BUP) Y DEL CURSO DE ORIENTA-
CION UNIVERSITARIA (COU). 1975-95

A comienzosdeladécadadelossetentaseemprendeuna
reestructuracion del sistemaeducativo espafiol, que cul-
minacon laaprobacién de la Ley General de Educacion
y Financiamiento de la ReformaEducativa, promulgada
el 4 de agosto de 1970. Se establecio el bachillerato
Unificadoy polivalente, BUP, y el curso de orientacion
universitaria, COU, necesario para acceder a estudios
universitarios. Laduraciondel bachillerato seestablecio
en tres cursos (14-17 afios). El plan de estudios se
estructuraba en materias comunes, materias optativasy
ensefianzas y actividades técnico-profesionales.

L as matemati cas aparecieron como una asignatura den-
trodel areaCienciasMatematicasy delaNaturaleza. Sin
embargo, hasta el afio 1975 no se estableci6 el curriculo
para el nuevo bachillerato (Decreto del 23 de enero de
1975, desarrollado en el BOE del 18 de abril del mismo
ano). Las matemédticas tenian un caracter de asignatura
obligatoriaen cadauno de lostres cursos del bachillera-
to, aunque posteriormente las del tercer curso pasaron a
ser opcionales.

El concepto de limite aparece en los documentos oficia-
les en 2° curso, sugiriendo como orientacion didactica
introducirlo de forma métrica en contraposicion con la
orientacién topoldgica del periodo anterior y, en cam-
bio, reducir el calculo de limites a casos sencillos.

En el mismo decreto en el que se aprobaba el plan de
estudios de bachillerato, se regulé el curso de orienta-
cion universitaria estableciendo un nucleo de materias
comunes y dos opciones; en cada opcién aparecian a su
vez, dos materias obligatorias y tres optativas, entre las
cuales el alumno debia escoger dos de éstas. Las mate-
maticas figuran como optativa en la opcién A y como
obligatoriaen laopcion B. El programa contenia cuatro
grandes temas, siendo uno de ellos: «<Ampliacion del
céalculodiferencial eintegral», sin pormenorizar su con-
tenido.

Ambosprogramasmantienen unaorientacionformalista
y estructuralista. Ricoy Sierra(1997) sefialan tresideas
gue sustentan el convencimiento del caracter irreversi-
ble dado al programa de las matematicas modernas. en
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primer lugar, el carécter cientifico, completoy avanzado
del nuevo programa de las mateméticas escolares. Este
punto devistaesparcial eincompleto, ya que se desco-
nocen las dificultades de fundamentacion y desarrollo
delamayor parte delostemas de lamatematicaelemen-
tal enbase al programabourbakista. Lasegundaideafue
lasupuestaimplantaci 6n de estosprogramasen |lamayo-
ria de los paises, salvo raras excepciones, y su acepta-
cién universal. La tercera razon fue la legitimacion
desde el punto de vistade la psicologia, bajo lainfluen-
cia de los grandes psicdlogos cognitivos de la época,
principalmente Piaget y Bruner. Sin mayor criterio,
durante afios se defendio que la ensefianza del as estruc-
turas matematicas a los nifios y adolescentes estaba
fundada en argumentos cognitivos, respondia a una
modernateoria del aprendizajey tenia caracter evoluti-
vo. «Tenemos, pues, gue en |os afos setenta se produce
en Espafia una confluencia de intereses entre algunos
profesores universitarios, ciertosresponsablesadminis-
trativos del disefio curricular y algunos psicologos dela
educacion, quienes con una considerable deficienciade
formacién sobre e curriculo de las mateméticas, sus
problemas y limitaciones, establecen un programa de
formacion formalista desde preescolar hastalauniversi-
dad. Lavigencia de este curriculo, la ciframos en vein-
tidésafiosy su periodo deinfluenciaindiscutiblesesitda

en la década de los setenta.» (Rico y Sierra, 1997,
pp. 46).

Salvo algunasexcepciones, el programade lamatemati-
ca moderna se recibio acriticamente y se incorporé a
nuestro sistemaeducativo sin unareflexion propiasobre
nuestras necesidades especificas.

Mastarde, en 1987 (OM de 3 de septiembre) se modifico
laestructuradel plan de estudiosde COU. Se establecie-
ron cuatro opciones, incorporando alasopcionesCy D
orientadas hacia las ciencias humanas y sociales, una
nueva asignatura llamada Mateméticas |1 con tres gran-
des temas, uno de los cuales se titulaba: «Andlisis des-
criptivo de funcionesy gréficas», en el que se indicaba
gue no esimprescindible laformalizacion del concepto
de limite ni tampoco utilizar unanotacién rigurosa para
definir un vocabulario basico. En nuestro trabajo no
hemos analizado libros de texto de esta asignatura.

Durante la década de los ochenta, se produjo un amplio
debate sobre lareformaeducativa en Espafa que culmi-
né con la aprobacién y promulgacion en 1990 de la
ley de Ordenacion General del Sistema Educativo
(LOGSE), que hasupuesto unaprofundatransformacion
de dicho sistema. Estaley establece una nueva etapa de

Bloque A

Bloque B

Bloque C

Bloque D

e Marcos de Lanuza, F.
Mateméticas 2° BUP. G. del
Toro. Madrid, 1978.

¢ Marcos de Lanuza, F.
Matematicas especiales. COU.
G. del Toro. Madrid, 1976.

» Agusti, JM. y Vila, A.

Matematicas. Vectores, 2° BUP.

Vicens Vives. Barcelona, 1976.

« Guillén, J., Navarro, R.,
Pefia, JA. y Ferrer, S.
Matematicas 2° Bachillerato.
Magisterio. Madrid, 1976.

« Boadas, J., Romero, R.

y Villalbi, R. Matematicas
2° curso de BUP. Teide.
Barcelona, 1976.

« Etayo, J., Colera, J.

y Ruiz, A. Mateméticas 2°
de BUP. Anaya.
Salamanca, 1977.

* Anzola, M., Caruncho, J.

y Gutiérrez, M. Mateméticas
2° de Bachillerato. Santillana.
Madrid, 1976.

e Lazcano, |. y Barolo, P.
Mateméaticas 2° BUP.
Edelvives. Madrid, 1993.

« Alvarez, F., GarciaC.,
Garrido, L.M. y Vila, A.
Matematicas. Factor 2.
Vicens Vives. Barcelona,
1992.

* Grupo Cero. Mateméticas de
bachillerato. Volumen 2.
Teide. Barcelona. 1985.

* Hernandez, F., Lorenzo, F.,
Martinez, A.y Valdés, J.
Sgno |1. Matematicas 2°
Bachillerato. Brufio.
Madrid, 1989.

« Colera, J. y Guzmén, M.
Bachillerato. Mateméticas 2.
Anaya. Madrid, 1994.

* Guzmén, M. y Colera, J.
Mateméticas | COU.
Anaya. Madrid, 1989.
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12 a 16 afios denominada educacion secundaria obliga-
toria (ESO). El bachillerato se reduce a dos afios de
duracion, que se cursaran como regla general entre los
16y los 18 afios, suprimiéndose el COU. Se han estable-
cido cuatro modalidades de bachillerato: artes, ciencias
delanaturalezay delasalud, tecnologiay humanidades
y ciencias sociaes. En el momento de llevar a cabo esta
investigacion no esta implantado, de forma general en
todo el Estado espafiol, el bachillerato LOGSE, y son
escasos los libros de texto dedicados al mismo, por lo
gue no se harealizado un andlisis de esos manual es, que
posponemos para una investigacién posterior. No obs-
tante, las orientaciones didacticas preconizadas para el
nuevo bachillerato se ven reflejadasen algunoslibrosde
texto que recogeremosacontinuacién, loscualesaungque
estan escritos para BUP, participan de las nuevas ideas
metodol 6gicas derivadas de la LOGSE, en las que se
resaltael papel de las matemati cas como un conjunto de
conocimientos que nacen de la necesidad de resolver
problemas précticos, y se remarcalaideade que partici-
par en el conocimiento matemético consiste, masqueen
laposesion delosresultadosfinalesde estaciencia, enel
dominio de su «forma de hacer».

Loslibrosanalizados de este periodo son los siguientes:

Loslibrosdel blogue A continGian enlalineainiciadaen
el periodo anterior, por 10 que no exponemos los resul-
tados. En loslibros del bloque B seimpone latendencia
de la matemética moderna. Una metodologia diferente
es la que presenta el Grupo Cero de Valencia (en la
misma linea que el Grup Zero de Barcelona) siguiendo
las ideas de la fenomenologia didactica de Freudenthal
(se ha hecho un andlisis particular de este libro). La
influenciadelosnuevosplanteamientosse hardpresente
en los libros del bloque D.

Andlisis conceptual

Definiciones

La definicién de limite se da prioritariamente de forma
meétrica, aungque también se utilizan | as definiciones por
sucesiones y la topolégica. Asimismo, se consideran
todosloscasosposiblesdelimitey se danlascorrespon-
dientes definiciones.

Enloslibrosdel bloque B se pone énfasisen loslimites
laterales en unintento de analizar el concepto de limite
hastallegar asuformalizacion. Asi enel librodeGuillén
y otros (1976) se dice:

Diremos que una funcién f(x) tiene por limite b
cuando x tiende a a por la derecha, y lo simboliza-
remos por

limf(x)=b

X - a*

cuando, para todo nimero positivo € (por pequefio
quesea) existe un nimero positivo o, dependientede
€, tal, que se cumpla:
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O<xa<olO /f(X)-b/l<c¢

Anélogamente, diremos que f(x) tiene por limite b
cuando x tiende a apor laizquierda, y 10s simboli-
zaremos por

limf(x)=b

X - a

cuando, en las mismas condiciones, se tenga:

O<ax<ol /f(x)-hl<e

Los limites por la derecha y por la izquierda se
[laman conjuntamente limites lateral es.

Claro esta que, cuando existe lim f(x), también existen

X-a

lim f(x) y lim f(x), y lostres son iguales entre si.

X - a* X - a

En los libros del bloque D, el acento se pone en los
Iimitesinfinitosy en el infinito, yaque, al dar unavisién
mas fenomenologica del concepto, éste se introduce a
través de | as sucesiones que conducen de forma natural
hacia dichostiposde limite. Asi, en el libro de Guzman
y Colera(1989) seintroduce ladefinicion delimitedela
siguiente manera: «El estudio de limites de funciones,
cuando x — oo, essimilar al de sucesiones que se acabade
realizar en el tema anterior. Ahora la expresion
lim f(x) requiere, obligatoriamente, la notacion x— oo,
X — 00

pues, adiferenciade n, x puede tender tambiéna -« o a
cualquier nimero. El lim f(x) puede existir 0 no»,

X - ©

dando a continuacion la definicion de limite de forma
meétrica.

Representaciones gréficasy simbdlicas

Representaciones gréaficas

Hemos detectado un aumento considerable de repre-
sentaciones gréficas respecto del periodo anterior,
manteniéndose la relacion existente entre el tipo de
definicion presentaday larepresentacién gréafica uti-
lizada.

En los libros del blogue B aparecen tablas, aunque con
distinto sentido. Asi, por ejemplo, en el de Boadas y
otros (1976) se utilizan para aproximarse al valor de la
variable estudiando | os correspondientesval oresdef(x),
en Anzolay otros(1976) se utilizan parael trabajo enlos
valores de & de la definicion del limite, y en el de
Hernandez y otros (1989) se vacalculando ladiferencia
entre los valores de la funcion y el candidato al limite.
Todo €ello acorde con las definiciones que utilizan los
distintos autores. Por el contrario, en los libros del
blogue D son escasas las tablas de valores de la
funcién.
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Gréficas cartesianas aparecen en todos |os libros como
apoyo a las distintas definiciones de limites, aunque
difieren de unos libros a otros. En los del bloque D, €l
énfasis que los autores ponen en los limitesinfinitos se
traduce en una proliferacion de representaciones gréfi-
cas de asintotas por medio de lineas punteadas.

Otrasrepresentaciones gréaficas son tablas-resumen tan-
to de operaciones con limites como de expresiones
indeterminadas y de sintesis de la unidad.

Representaciones simbdlicas

L asrepresentaci ones simbdlicas son muy abundantes al
comienzo del periodo considerado, el lengugjedecy &
esta consolidado y aparecen por doquier simbolos, su-
bindices, valores absolutos, flechas, etc., aunque en
ninguno de los libros aparecen los simbolos de los
cuantificadores. Todos los libros utilizan la notacion
lim f(x) = | en que las letras a y | son sustituidas, a
X - a

veces, por otras distintas. Como hemos sefialado ante-
riormente, los limites laterales son muy utilizados, lo
que se reflgja en la aparicién de la correspondiente
notacion simbdlica en dos versiones:

En las editoriales Santillana, Teide
y Magisterio.

lim lim

X-a X-oa

lim lim

X - a X - a

En la editorial Anaya.

x<a X>a

Comoyasehadicho, loslimitesinfinitosse presentan en
todos los textos; todos consideran, excepto Teide, los
casos+m y -o0, |0 que sereflejaen lanotacion simbdlica
correspondiente.

El uso del lenguaje deentornoso deval or absoluto viene
determinado por el peso que losautoresdan alas defini-
ciones topologica 0 métrica en sus respectivos textos.
En Anzolay otros (1976) y en Boadasy otros (1976), en
los que la definicion topol 6gica juega un papel prepon-
derante, se utilizan los entornos aunque con distinta
notacion: E(l,g), en el primero, y E (1), en el segundo.

Sin embargo, al final de periodo, los autores tienen una
tendenciaalasimplificacién del simbolismo, existiendo
un aumento en el uso de expresiones del tipo:
«muy préximo a», «por grande que sea», «mayor que
cualquier nimero real por grande que sea», «valores
muy cercanos a», etc.

Analisis didactico-cognitivo

En los prélogos de los libros del bloque B, 10s respecti-
VOS autores expresan sus intenciones coincidentes en
todosellos. Laideapredominante es presentar |las mate-
maticas desde la corriente de la matematica moderna,
con rigor, pero, «al mismo tiempo evitar caer en un
excesivo rigorismo que harian ininteligibles las citadas
cuestiones paralosa umnosde estaedad» (Anzolaet al .,
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1976) o «con el lengugje y el rigor necesarios, pero al
mismo tiempo viables paralos alumnos» (Boadas et a .,
1976). Sin embargo, anuestro juicio, el rigor se mantie-
ne alo largo delos textos; hay una disonancia entre los
propositos expresados por |os autoresy su concrecion al
presentar el concepto de limite.

Losautorespresentan unalistadeobjetivosmaso menos
operativosal comienzo decadaunidad o leccién. Asi, en
Guillén y otros (1976), los objetivos que se pretenden
alcanzar son:

1) Definir limite funcional finito. Definir limiteslatera-
les por la derecha y por laizquierda.

2) Definir limite funcional infinito.
3) Definir limite funcional en el infinito.

El método predominante para alcanzar estos objetivos
consiste en presentar muchos y variados ejemplos y
gjercicios intercalados en el texto. Al final de cada
capitul o aparecen numerosos €jercicios de revision, re-
capitulacion y ampliacién. En algunos casos (Boadas et
al., 1976) se dirigen a «aquellos alumnos mas exigentes
consigo mismos o0 a aquéll os que necesiten de repeticio-
nes o mayor préctica» Por su parte, Anzola y otros
(1976) presentan al final del libro una parte de comple-
mentos y ampliacién «concebidos para atender a las
diferencias individuales». De acuerdo con las ideas
expresadas en | os prélogos de | os respectivoslibros, las
capacidades que se pretenden desarrollar son las si-
guientes: aprendizaje de las definiciones, no solo
desde el punto de vistaverbal, sino desde el simbdli-
co, manipulacion de simbolos, reglas | 6gicas, cono-
cimiento del método deductivo, adquisicién de las
herramientas necesarias para la resolucién de ejerci-
cios y comprension de algunas propiedades funda-
mentales. Sera en COU cuando estas habilidades se
consoliden.

Aunqueenloslibrosdel bloqueD sesiguedesarrollando
el plan de estudios de 1975, hay en ellos un enfoque
distinto, ya que, como se ha dicho anteriormente, parti-
cipan delasideasderivadas delaLOGSE. Asi, en estos
libros observamos las siguientes caracteristicas:

a) Importancia concedida a la motivacién, ya que «los
conceptos matemati cos surgen de modo natural del de-
seo de explorar cuantitativamente larealidad» (Guzman
y Colera, 1989, prélogo).

b) El apoyo en la historia de las mateméticas y en sus
aplicaciones.

¢) Lapresentacién intuitiva delos conceptos antes de su
desarrollo formal.

d)La actividad intensa de los alumnos a través de la
realizacion denumerososejerciciosy problemas, siendo
éstos de diferentes tipos.

€) Laconexion con larealidad y con otras ciencias, que
se manifiestaen la presentacion de diversos fenémenos
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que se pueden organizar desarrollando los conceptos
matemati cos.

f) El énfasispuesto en los procedimientos de resolucion
de problemas.

g) Laincorporaci6n de apoyos didacti cos como resime-
nes, utilizacion de la calculadora, orientacion en €l uso
de herramientasmateméticasy ejerciciosdeautoeval ua-
cion.

h) La presentacion de anécdotas, hechos curiososy lla-
mativos pararesaltar el aspecto social, Iudicoy cultural
de las mateméticas.

L as capacidades que se pretenden desarrollar son, entre
otras: aprendizaje comprensivo deladefinicion partien-
do de las intuiciones hasta llegar a su formalizacion,
desarrollo de estrategias de pensamiento (experimentar,
observar, buscar pautasy regularidades, formular conje-
turas, demostrar), comprensi6n, interpretaciony predic-
cion de ciertos fendmenos y reconocimiento de la apli-
cabilidad de las mateméticas a otras ciencias.

Todo esto configura una nueva generacion de libros de
texto, donde se notan lasinfluenciasdeciertascorrientes
deladidéacticadelas mateméticas, como lafenomenol o-
gia didactica, € aprendizaje por descubrimiento y la
resolucion de problemas.

Analisis fenomenol 6gico

En loslibros del bloque B no hay referencias afenéme-
Nnos propios de otras ciencias distintas de las matemati-
cas, y dentro de la propia matematica se observa un
deslizamiento hacia la manipulacion de simbolosy as-
pectos puramente formales, en los que se ha perdido el
significado de los diferentes conceptos.

Sin embargo, en los libros del blogue D, son continuas
las referenciatanto a situaciones de lavida diaria como
a diversos fenémenos de la naturaleza en los cuales
interviene el concepto de limite, especialmente en el
libro de 2° de BUP de Coleray Guzman (1994). Las
situaciones planteadas son las siguientes, referidas ala
relacion entre:

» El volumen de unacajay su lado
 El &reade un cuadrado y su lado
» El pesodeundepdsitoy loslitrosdeaguaquecontiene

« Laaltura de rectangulos inscritos en un angulo y su
base

« El porcentajedeaudienciadelatelevisiény lahoradel
dia

» Laalturadel aguadeundepdsitoy el tiempo quetarda
en llenarse

« El aumento que proporcionaunalupay ladistanciade
ésta a objeto
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» La temperatura del agua que en el inicio esta en
ebulliciony el tiempo de enfriamiento a partir de ella

« El volumen de una esferay su radio
e Laintensidad del sonido y la distancia al foco

Por su parte, en el libro de COU de Guzméan y Colera
(1989), al final del capitul o aparece un punto dedicado a
laaplicabilidad de lamatematica donde se presentan las
relaciones entre las mateméticas y ciencias naturalesy
seargumentasobrelaaplicacion delasmateméticasalas
mismas. Se observa, por consiguiente, que en estos
libros se produce una ruptura en la concepcion de las
matematicas como ciencia en contraposicion con las
ideas bourbakistas. Las mateméticas, ademas de los
aspectosformales, son uninstrumento paracomprender,
interpretar y predecir diversos fenémenos; esta concep-
cionsereflejaalolargo deambostextosy, en particular,
al tratar el concepto de limite.

Analisis del libro del Grupo Cero*: Matematicas de
Bachillerato (Volumen 2)

Analisis conceptual

En estelibrono hay ningun capitul o especial dedicadoal
Iimite (ni alacontinuidad), s6lo hay un apéndiceal final
del mismo. Ambos conceptos estan difuminados a lo
largo de todo €l libro.

Lanotacién delimiteaparece por primeravez al tratar la
velocidad instantaneaen el capitulo dedicado alasderi-
vadas, pero se trata solamente de una notacién, en
ningun caso de una definicion. Posteriormente en el
mismo capitul o aparece la definicién de derivada como
un limite. Mas adelante, dentro del capitulo sobre el
estudio sistematico de las gréficas trata sobre asintotas
verticales, utilizando términos y notacién de tender
hacia infinito y de aproximacién.

En un capitulo posterior, dedicado a sucesionesy limi-
tes, se enfatizalaidea de sucesion como unafuncién de
N en R, tratando los limites de sucesiones como un caso
particular de limite funcional. Finalmente, dedica el
apéndice alaformalizacion delos conceptos de limitey
continuidad, llegando aladefinicién topol 6gicadelimi-
te apartir de la idea de aproximacion.

Analisis didactico-cognitivo

Segun los planteamientos del Grupo Cero (1985), el
aprendizaje debe predominar sobre la ensefianza. Las
teorias constructivistas del aprendizaje subyacen en las
ideas de este grupo; ademds, estas ideas influirdn en la
configuracion del curriculo oficial actualmente vigente.
Por ello setrata de que sea el alumno el queinvestigue,
conjeture y rectifique, si es preciso, para alcanzar el
conocimiento, siendo labor del profesor |a de gestionar
el aprendizaje. Por esto, el libro no busca sefialar un
programa, sino aportar materiales para el trabajo de los
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alumnos. En palabrasdelosautores. «en unaclaseactiva
de mateméticas, la tarea primordia es hacer matemati-
cas, esdecir, matematizar». Y entienden hacer matema-
ticas como la actividad intensa del alumno estudiando
diversosfendmenos, conlosconceptos matematicosque
sirven para organizarlos e interpretarlos. A través de
estosplanteamientossepretendedesarrollar enlosalumnos
capacidadesinéditas hasta ese momento enloslibrosde
texto como: inducir, conjeturar, experimentar, analizar,
rectificar lospropioserrores, sintetizar, bajolatuteladel
profesor.

Analisis fenomenol 6gico

El texto se desarrolla de acuerdo con la aproximacion
fenomenol 6gica de Freudenthal, incluso en el prélogo
del libro se hace la siguiente cita de este autor: «la
mentalidad matemética se expresa en la tendencia a
matematizar |as matematicas. Por supuesto quelos estu-
diantes deben aprender a matematizar situaciones rea-
les. Matematizar situaciones matematicas puede ser €l
final, pero no el comienzo. Para muchos, el objetivo de
la ensefianza de las mateméticas es introducir a los
muchachos en un sistema de matematicas, sistema que,
innegablemente irradia encanto estético, el cual, sin
embargo, no puede ser captado por personas que ho
tengan un profundo conocimiento de las mateméticas.»
Hay, por consiguiente, a nuestro juicio, una diferencia
profunda con el resto de los autores, todos hablan de
hacer matematicas, pero estaideadifiere esencialmente
desde laperspectivaque laconsiderael Grupo Ceroy la
perspectiva en que la consideran los deméas. Mientras
gue los autores anteriormente analizados se «encierran»
en lamismamatematicacomo cienciay paraelloseso es
hacer matematicas, el Grupo Cero, siguiendo las ideas
de Freudenthal, parte de una serie de fendmenos, de la
fisica, economia, etc., que matematizan. En palabras de
|os mismos autores: «no tratan de desarrollar un cuerpo
de ideas mateméticas y solo después introducir varias
aplicaciones, sino que las aplicaciones deben surgir de
un modo natural, alejando la posibilidad detoda separa-
cionficticiaentreteoriay préactica». Por ello serompela
secuencia ejemplo - definicién - propiedades - gjerci-
cios, convirtiéndola en presentacion de diversos feno-
menos - andlisis de estos fendmenos - introduccién del
concepto organizador - nuevos fendmenos - gjercicios.

CONCLUSIONES

Aunque, en este articul 0, no se han presentado pormeno-
rizadamentelosplanesdeestudio, se puede, no obstante,
hacer una breve consideracion sobre los mismos.
En general, y hasta la Ultima reforma derivada de la
LOGSE, el curriculo oficial se caracterizapor ser cerra-
do, con indicaciones precisas acerca del contenido, dis-
persas sobre lametodologiay préacticamentenulas sobre
la evaluacion. Ademés, han existido periodos caracteri-
zados por el carécter experimental de los programas,
como hasido el caso de lamateméticamodernao de las
ideas constructivistas preconizadas en la Ultima refor-
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ma. Se puede afirmar, entonces, que hay como «puntos
detransicién»en el cambio deestosprogramasoficiales.
Sin embargo, apesar del caracter cerrado de los progra-
mas, se observaque €l curriculo no hasido uniformeen
cada una de las épocas; al analizar los libros de texto,
hemos demostrado las diferencias notables existentes
entre ellos, a pesar de que en cada época deberian
gjustarse a las disposiciones oficiales.

También se observa, tanto en los programas oficiales
comoenloslibrosdetexto, lainfluenciadelascorrientes
internacional es. Despuésde un primer periodo, dondela
atencién estabapuestaen el rigor de las definiciones, se
continuo con el delamateméticamoderna, con el acento
puesto en la formalizacion. Superado este periodo, se
observa que los autores de los libros de texto tratan de
presentar |os conceptos conectados a situaciones con la
intencion de dotarlos de un sentido.

En los puntos de transicion a los que hemos hecho
referencia anteriormente, aparecen libros de texto que
marcan diferencias con el periodo anterior; en particu-
lar, nos referimos a los textos piloto elaborados por la
Comision parael Ensayo Didéactico sobrelaMatemética
Moderna en los institutos nacionales de ensefianza
mediay loslibrosdel Grupo Cero deVaencia. También
se constata el paso progresivo de los «libros de autor»,
comolosde Rodriguez San Juan, Sixto Riosy Marcosde
Lanuza, alos «libros de editoriales», como Magisterio
Espafiol, SM, Anaya y Santillana, por citar las cuatro
mas importantes del mercado espafiol, durante los Ulti-
mos veinticinco afos. Los libros de texto son productos
de cada época, con su lengugje y sus justificaciones;
ademés, se observaquetérminoscomointuicién, aplica-
cion de la matematica, matematizacioén, rigor tienen
distintos sentidos en cada uno de |os periodos conside-
rados, eincluso en cada periodo, de unosautoresaotros.

Haciendo hincapié en el limite, tanto en los programas
oficiales como en los libros de texto, se observa una
evolucién desde su consideracién ligado al concepto de
funcion (que se identificaen el primer periodo con €l de
variable), pasando por un largo periodo en el que tiene
entidad propia, hasta las Ultimas reformas en las que se
enfatiza el caracter instrumental del mismo. Hay un
periodoinicial (hastalosafioscincuenta) en el quesedan
definicionesenlasquesemezclael conceptodevariable
y el concepto de funcidn, seguido de un periodo en el
gue, aunque se clarifica e concepto de limite, este
concepto se define mediante sucesiones. En el periodo
de la matemética moderna se pone el énfasis en la
presentacién topoldgica del concepto, aunque hay una
traduccion inmediata aladefinicion métrica; sin embar-
go, estatendenciano esgeneral entodoslosautores. Con
laimplantacion del BUP derivado delalLey General de
Educacion (LGE), se consolidalatendencia de la mate-
matica moderna, considerando el concepto de limiteen
si mismo, definiéndose como limiteslateralesy presen-
tando todoslos casosfinitoseinfinitosdel limitey dela
variable. En los Ultimos libros, antes de la entrada en
vigor delos bachilleratos LOGSE, aparece unatenden-
cia a presentar €l concepto de limite en el marco de
fendmenosdelanaturalezao situacionesdelavidadiaria
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NOTAS

" Estearticulo espartedeun proyecto deinvestigacion financiado
por el Centro de Investigacion y Documentacion Educativa
(CIDE) del MECy por laJuntade Castillay Ledn.
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