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SUMMARY

Inthiswork we show theresults of astudy we have done on 6 studentsdealing with two variable linear equations, when
they have previously elaborated a conception —in the context of one variable linear equation— according to which
equations are numerical equalities and letters are numbers to be discovered. The elements on which 5 out of the 6
students ground to uphold unicity of solutions, and those used by the one who can conceive several solutionsfrom the
very beginning, aredescribed. Wethen report our interpretation of thestudents’ work throughout theinterview interms

of the notions of variable, infinity of solutions, and also dependence and covariation.

INTRODUCCION

Este trabajo es parte de una investigacion que venimos
desarrollando desde 1994 y que buscaidentificar condi-
ciones de apropiacion del algebraelemental en alumnos
de la escuela media. Inscribimos la misma en el marco
tedrico y metodolégico de la teoria de situaciones
(Brousseau, 1986) y delaingenieriadidactica (Artigue,
1988).

Nuestrainvestigacién se ubicaen lacomplejaproblema-
ticadel pasajedelaaritméticaa dgebra. Como partede
nuestrosanalisisprevios, hemosconsiderado losaportes
que diferentes investigadores realizan tanto para carac-
terizar la ruptura que supone este pasaje como para
describir los elementos esenciales de la actividad
algebraica.
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Loselementosrelativosalarupturaque hemostenidoen
cuenta fundamental mente son:

—los sentidos del signo igual (Vergnaud, 1984; Kieran,
1980);

—laatribucién de significado paralos pasosintermedios
en la resolucién de un problema (Vergnaud et al.,
1987);

—laconservacién delatraza delas operaciones efectua-
das (Chevallard, 1984).

Como caracterizacion delaactividad algebraica, hemos
considerado esencialmente:
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—ladistincién entre sentido y denotacién o valor mostra-
tivo y valor designativo (Chevallard, 1985; Drouhard et
al., 1995);

—la estructura multidimensional de andlisis de la compe-
tencia algebraica elaborada por Grugeon (1995);

— ¢l rol de lamodelizacion en el razonamiento algebraico
y las consecuencias de la aproximacion funcional al
algebra (Janvier, 1996).

A fin de lograr una caracterizacién del funcionamiento
del sistema de ensefianza actual con relacién ala ense-
flanza del dgebra, realizamos a lo largo de nuestro
trabajo una serie de acciones utilizando en cada caso una
metodol ogia diferente. Estas acciones consistieron en;

1) Una encuesta exploratoria destinada a indagar sobre
|as representaciones de |os alumnos acerca de ecuacio-
nes, variables e incégnitas (95 alumnos de 2° a 5° afio de
una escuela publica de la ciudad de Buenos Aires).

2) El estudio de una propuesta de ensefianza de introduc-
cién al algebra, representativa de las practicas usuales
hoy en nuestro pais. Este trabajo consistio en la observa-
cion delas clases en un curso de primer afio, entrevistas
al docente, analisis del texto utilizado y entrevistas a
alumnos, en una escuela publica del suburbio de Buenos
Aires. La escuela fue elegida teniendo en cuenta su
prestigio entre las escuelas de la zona.

3) Entrevistas a alumnos de tercer afio del mismo esta-
blecimiento, quienes ya habian pasado por el aprendiza-
je de sistemas linedles. El informe correspondiente cons-
tituye el objeto de este articulo.

Si bien los resultados de la encuesta exploratoria fueron
comunicados en diferentes trabajos (Panizza, Sadovsky,
Sessa, 1995a; 1995h), dada |a temética que serd aborda-
da en este articulo, nos interesa aqui mencionar uno en
particular. A los alumnos de cuarto y quinto afio (16-18
afos) —que en la Argentina significa que ya han estudia-
do ecuacién de larectay sistemas de ecuaciones linea-
les— se les solicitaba que propusieran una solucion de la
ecuacion 3x + 2y =7. El 90 % de los alumnos no pudo
obtener ningunasolucion delaecuacion. El 10% restan-
te utilizo un procedi miento en ese momento sorprenden-
te paranosotras. agregar otra ecuacion lineal y resolver
el sistema resultante.

El estudio de |a propuesta de ensefianza —actual y usual
en nuestro pais— en la cual el dgebra se introduce en el
primer afio de la escuela secundaria, a través de las
ecuaciones de primer grado con una incognita, mostroé
que, a partir del conjunto de tareas que los alumnos
realizan, elaboran unaconcepcion segun lacual laecua-
cién esunaigualdad numéricay lasletras son nimeros
a «develar» (Panizza, Sadovsky y Sessa, 1996). Estos
resultados coinciden, de alguna manera, con lo que ya
habia anticipado Carolyn Kieran a proposito de las
ecuaciones: «Presumimos que las concepciones primiti-
vasdelosnifios de lo que es unaecuacion no contienen,
en general, la idea de que tengan términos literales a
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ambosladosdel signoigual. Lasecuacionesdeeseestilo
carecen de sentido a lavista de la presunta concepcion
ingenua de los nifios de una ecuacién como un hecho
numérico ligeramente disfrazado con la falta de algin
componente» (Kieran, Filloy Y ague, 1989).

¢Cudl seria la influencia de dicha concepcién en la
comprension de otros objetos de ensefianza que apa-
recen mas adelante? Anticipamos en ese momento
gue los alumnos tendrian dificultades en €l trata-
miento de objetos algebraicos con infinitas solucio-
nes o aun con varias soluciones, objetos tales como
ecuaciones con dos 0 mas variables y ecuaciones de
grado mayor que uno.

Para avanzar en €l trabajo entrevistamos a alumnos que
acababan de pasar por el aprendizaje de sistemas de
ecuaciones lineales (15-16 afios) en la misma escuela
donde habiamosrealizado el estudio anterior, relativo a
la propuesta de ensefianza. Centramos nuestra atencion
en €l objeto una ecuacion con dos variables, objeto que
antici pabamos no podria ser tratado sin conflicto desde
la concepcidn antes elaborada.

El objetivo de este articulo es presentar los resultados
del estudio que realizamos a partir del material de estas
entrevistas.

Nuestro conocimiento del curriculo y el andlisis de los
libros de texto usuales en nuestro pais nos permitian
afirmar que la escuela considera el objeto «ecuacion
lineal con dosvariables» en dos situaci ones especificas:
0 bien como ecuacion de la recta, donde la misma
aparece entonces como «la etiqueta del dibujo de una
recta» o bien como una de los componentes en los
sistemas lineales.

Nosotros elegimos no indagar directamente sobre estos
Ultimos porque sospechabamos que el objeto «sistema
de ecuaciones en la escuela» podria haberse visto res-
tringido aunaversién que acoplara bien con la concep-
ciéndelaecuaciény delasletrasque sehabiaconstruido
anteriormente. Es decir, sospechabamos que los siste-
mas lineales podrian haber sido tratados como «dos
igualdades numéricas que se cumplen para un par de
numeros desconocidos, a develar». Nuestra indagacion
confirmd largamente estas sospechas, como podraverse
através de nuestro andisis.

¢Podrian concebir los alumnos una ecuacion con dos
variables aislada de | os sistemas de ecuaciones estudia-
dos en la escuela? ¢Serian capaces de otorgar entidad a
este objetoy al mismo tiempo reconocerlo como «partex»
de un sistemalinea ?

JPodrian los conocimientos aritméticos de los alumnos
ayudarlos ahora tanto como o habian hecho para una
ecuacion con una incognita?

¢Colmo selasarreglarian con lasinfinitas soluciones de
una ecuacion con dos variables, habida cuenta de la
concepcion de las letras como incognitas que habian
elaborado?
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¢Seutilizalanocion de variable de algunamaneraen €
trabajo de los chicos con las ecuaciones, o la misma
queda confinada al campo de las funciones, que en
general se estudian en forma separada?

En nuestro trabajo tomamos estas preguntas de orden
general como orientadoras de lainvestigacion. Sin pre-
tender responderlas acabadamente, nuestro articulo in-
tenta avanzar en estas cuestiones.

LA ENTREVISTA

Disefiamos una entrevista que fue administrada a tres
parejas de alumnos pertenecientes a un mismo curso de
tercer afo. Se trata de alumnos que han «entrado» al
mundo algebraico a través de las ecuaciones de primer
grado con unaincognitaen el marco de la propuestaque
fue objeto de andlisis en el trabajo anteriormente men-
cionado. Losalumnos han trabaj ado ademas con funcio-
nes lineal es, sistemas de ecuaciones lineal es (dos ecua-
ciones con dos variables) y polinomios en una variable
(operaciones, factoreo).

L os estudiantes que participaron de la entrevistafueron
seleccionados por la profesora de la clase respondiendo
anuestro pedido de elegir alumnos rel ativamente «bue-
nos», que pudieran disponer con ciertacomodidad delos
conceptos trabajados y con suficiente habilidad en las
técnicas de despgjar incognitas. Pensdbamos que traba-
jar con alumnos con muchas dificultades —dada la mul -
tiplicidad defactores queinfluyen en el hecho de que un
alumno sea «flojo» en matemati cas —hubiera obstaculi-
zado el trabajo de interpretacion.

Laentrevistacomenzariapor presentar alosalumnosun
problema de enunciado que describiera una relacion
entrelos precios de dostipos de objetos!. Dicharelacion
es expresable por una ecuacion lineal con dos variables
y los @ umnos deberian encontrar valores posibles para
€S0S precios.

No era nuestra intencion indagar sobre las dificultades
gue podrian enfrentar 10s estudiantes para expresar en
una ecuacion las relaciones del problema, y estaba pre-
visto ayudarl os en ese aspecto en caso de ser necesario.
La decisién de comenzar con un problema—y no direc-
tamente con una ecuacion— respondié a objetivo de
indagar si, en alguna medida, ellos podrian producir la
escritura de una ecuacion con dos variables cuando la
misma no forma parte de un sistema de ecuaciones.

Unavez lograda la escriturade la ecuacion se pediriaa
los alumnos hallar 1as soluciones. En caso de no poder
hallarlas, estaba previsto que la entrevistadora les pro-
pusiera distintos pares entre los cual es habria una sol u-
cion. Encontrada una solucién (con o sin ayuda) se les
preguntaria sobre la existencia de otras soluciones dela
ecuacion. Hicimos la hipétesis de que la concepcién de
las letras como incAgnitas llevaria a los alumnos a
sostener que la ecuacion lineal con dos variables tiene
solucién Unica
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A partir de este supuesto, disefiamos un segundo mo-
mento paralosalumnosque sostuvieran launicidad. Les
recordariamos el trabajo con sistemas de ecuaciones y
luego les presentariamos, para resolver, un sistema de
dos ecuaciones una de las cuaes seria la tratada en la
primera parte de la entrevista.

Eranuestro objetivo provocar un cierto desequilibrio, al
hacer aparecer —al resolver este sistema— una nueva
solucion. En este punto, el disefio se apoyd en otro
supuesto nuestro acerca de los conocimientos de los
alumnos. unaecuacion de dosvariablesen un sistemaes
el mismo objeto que esa ecuacion fuera del sistema?.

En cada entrevista participamos dos de nosotras: una
conduciendo €l didlogo conlosalumnosy otra haciendo
un registro escrito. Ademas, las entrevistas fueron gra-
badas en audio.

Presentamos ahoraal gunos resultados que provienen de
nuestro andlisis de las entrevistas. Paraello, estructura-
mos este trabajo alrededor de dos grandes gjes:

— ¢l tratamiento que hacen los alumnos del objeto una
ecuacion con dos variables;

—larelacién que ellos establecen entre | as soluciones de
la ecuacion con dos variables y las soluciones de los
sistemas lineales.

BUSCANDO LAS SOLUCIONES DE UNA
ECUACION LINEAL CON DOSVARIABLES

Casi todos los alumnos entrevistados enfrentan el pro-
blemaextendi endo conoci mientosproduci dossobreotros
objetos: ecuaciones de unavariable y sistemas lineales
con dosvariables. En muchosdelos procedimientosque
utilizan es posible reconocer también fuertes marcas de
Su experiencia aritmética.

Uno solo de los estudiantes entrevistados, se apoya, en
cambio, en el concepto de funcion.

Viejos conocimientos para un objeto nuevo

Si bien, unavez leido el enunciado, todoslosestudiantes
lo traducen sin dificultad a una ecuacion distinguiendo
lasdosvariables, reciéntoman concienciadeque setrata
de un objeto con el cual nunca habian interactuado
cuando comienzan a manipularlo —infructuosamente—
para obtener soluciones.

La escritura de la ecuacion parece responder a que €l
problema propuesto tiene un formato similar alos quelos
alumnos resolvian a propdésito de ecuacionesy sistemas.

Unavez escritalaecuacion con dosvariables, losalum-
Nos Se apoyaron en sus conocimientos de ecuacion con
unavariabley de sistemas|ineal es, extendiendo basica-
mente una propiedad y un procedimiento.
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Unicidad de la solucién: extension de una propiedad

Casi todos |os alumnos anticipan que la ecuacion debe
tener solucion Unica. Se basan principalmente en dos
cuestiones:

L as representaciones gque tienen los alumnos acerca de
los problemas que se resuelven con ecuaciones, les
hacen ver en el contexto del problema unajustificacién
alaunicidad delassoluciones. («Notienesentido buscar
mas valores, porque los precios yalos tenés.» Luis).

Las representaciones de las letras como ndmeros ya
determinados pero desconocidos contribuyen a que los
alumnosbusquen el valor delaxy el valor delay. («Vos
tenés dos letras, que vendrian a ser tus incégnitas.
Cuandoresolvistelaecuacion, por cadaunadelasletras
vas atener un monto y listo.» Pedro).

Sustitucion en si misma: extension de un procedimiento

En la bisqueda de soluciones de laecuacion, casi todos
los chicos adaptan al nuevo objeto los procedimientos
aprendidos para un objeto cercano: sistema de ecuacio-
nes. El procedimiento incorrecto que resulta podria
nombrarse como sustitucion en si misma y consiste en
despejar una variable en funcién de la otra y luego
reemplazar, en la escritura origina de la ecuacion, la
variable despejada por la expresion obtenida.

Losalumnos no ven, ni a priori ni a posteriori, que eso
losconduce aunaidentidad. De algin modo, al reempla-
zar unavariable por o que se obtuvo al despejar, tienen
laimpresi6n de haber respetado larel acién entrelas dos
variables en juego. De hecho han aplicado al objeto
transformacionesque «respetan» laigual dad (aunque no
conservan €l conjunto solucién).

Todos los alumnos evidencian desconcierto al arribar a
una expresion que no saben interpretar. Frente a esto
reaccionan de diferentes maneras:

— Algunos, al llegar a expresionescomo 0 =00y =,
declaran que la ecuacién no tiene solucién y, en la
medida en que piensan que el problema si tiene, invali-
dan la ecuacién como modelo del problema. («Para mi
hay soluciones (del problema), pero esta ecuacion no
sirve.» Danidl).

—Un alumno, Pedro, aplica también este procedimiento
pararesolver laecuacion 2x -3y =5—presentadafueradel
contexto de un problemaverbal—llegando alaigualdad
5 = 5. Veamos un extracto del protocolo en este
punto:

E: —-Y entonces, ¢cudl eslasolucion?

P. -5 paraxy 5 paray.

E: —¢L o podés verificar?

P: —(Sustituye x e y con estos valoresy obtiene -5 = 5).
iMe equivoqué! Lasoluciones-5y 5.

Dos tipos diferentes de «conocimientos» parecen co-
mandar el trabajo de Pedro en este tramo:
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— Un conocimiento correcto: para decidir si un par eso
no solucién, se deben sustituir las letras por los valores
obtenidos. Si se llega a una igualdad, los valores son
solucion de la ecuaci on.

— Un conocimiento incorrecto: dos nimeros que se
obtienen como consecuencia de operar sobre cada lado
del signo igual son interpretados como solucion de la
ecuacion (en el proximo parrafo profundizaremos el
andlisis de este fendmeno).

Lastrazasdela aritmética

Laatribucién de significados que hace Pedro se inscribe
dentro de un fendmeno ya encontrado por diversos
investigadores, por ejemplo, Vergnaud y otros (1987):
losalumnos piensan quelo que estaacadalado del signo
igual en una ecuacion es una cuenta indicada cuyo
resultado debe tener algun significado. El igual es, en
muchos casos, un signo de escritura para separar dos
informaciones o cantidades, como una coma.

En nuestro trabajo, hemos encontrado que este fenéme-
no adquierelassiguientes caracteristicas: cual quierasea
el procedimiento utilizado por los sujetos para operar
conlaecuacién dedosvariables, al llegar aunaigualdad
numeérica (verdadera o falsa), adjudican a cada uno de
los nimeros involucrados a cada lado de la ecuacion
algunos de los siguientes significados:

a) o es @ «resultado» de la ecuacion, o seala solucion,
COmo vimos recién en Pedro;

b) o, en caso de estar trabajando en laresolucion de un
problema, es alguna otra cantidad que tiene un sentido
preciso en términos del problema.

Analicemos dos episodiosrel ativos a esta asignacién de
significados basados en el problema.

Luisy Florahan planteado yalaecuacion4c=3b + 8
para buscar soluciones del problema de las cartucheras
y las biromes. Como no pueden encontrarlas solos, la
entrevistadora les propone pares de nimeros para que
verifiquensi seran solucion delaecuacion. Al proponer-
lesc =5, b=4, ellos reemplazan y concluyen:

L: —No son los valores.
F: —No, porque no cuestan igual.

Lareferenciaesal problema, ya que, al hacer la cuenta
de cadalado del igual enlaecuacion, elloslointerpretan
como €l precio de las cartucheras y de las biromes
respectivamente. Queda claro que € igua que ellos
tienen alavista, y escrito por ellos mismos al anotar la
ecuacion, no tiene el significado de una equivalencia.
Este error esmuy persistente: apesar de que laentrevis-
tadora alerta a los chicos del error y ellos parecen
entender, poco después® prueban con 10y con 8:

L: —Medacon 10y 8. Vostenés que anosotrosnos dio
con5y4. Supuestamente, si vosmultiplicaspor dos, nos
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tiene que dar igual. Fijate: 4 x 10 =40y 3x 8 = 24,
24 + 8 =32

F: —iSi, da!

L: —j32 es 8% menos que las cuatro cartucheras!

Nuevamente, el igual en la ecuacion no significa igual
valor numérico.

El otro episodio en el que aparece el mismo fenémeno
—de asignacion de significados ligados al enunciado
del problema— involucra a Rodolfo. Se le ha pro-
puesto también a él el par (5,4) como solucién de la
ecuacion:

Py

: —Hay que reemplazar.

E: —¢Y entonces?

R: —El problema es que me tiene que dar mayor.
E: —¢Qué es o que te tiene que dar mayor?
R:—Lasxy lasy.

E: —¢Y teda?

R: — Acasi (Dice sefialando la expresiéon x =5,y = 4.)
Pero donde metienequedar mayor esaca, en el resultado
(Dicesefialando laexpresion 20 = 20 que obtuvo correc-
tamente al reemplazar en la ecuacion 4x = 3y + 8.)

En sintesis, estamosante unaasignaciondesignifica-
dos muy centrada en la formulacién del problema,
gue ignora lainformacion que provee el signo igual
en la ecuacién y provoca, al mismo tiempo, tanto la
aceptacion de soluciones incorrectas como el rechazo
de las correctas.

El conceptodefuncién comoherramientaparaabordar
la ecuacion

Hasta aqui nos hemos referido al grupo mayoritario;
analicemos ahora el comportamiento de Ariel, €l Unico
alumno que se apoy0 en el concepto de funcion.

Desde el comienzo, Ariel afirma que la ecuacion tiene
infinitas soluciones.

A: —Es complicado

E: —¢Por qué?

A: —Porque tengo dos incognitas; tendria que hacer una
funcion.

A continuacion, para obtener soluciones de la ecuacion,
fijavaloresaunadelasvariablesy, entonces, obtiene el
correspondiente valor de la otra.

Esta centraci6n en el concepto defuncién quele permite
operar exitosamente paraobtener unasolucién blogquea,
sin embargo, su acceso aalgunos procedi mientos Utiles.
A todoslos grupos, en algin momento de la entrevista,
se les proponen pares de valores para que verifiquen si
son solucién de la ecuacion. Casi todos los chicos lo
hacen sindificultad. Ariel, en cambio, rechazael proce-
dimiento dereemplazar simultaneamentex ey por un par
de ndmeros insistiendo en que hay que darle un valor a
unaincégnitay luego despejar.
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Aparentemente, estamarcafuncional en Ariel favoreceria
laideade dependenciaendetrimento delade covariacion,
gue subyace a la manipulacién simultanea de un par
determinado paraverificar si setratao no deunasolucion.

Otro aspecto que resultainteresante analizar en lamane-
raen que Ariel abordalas soluciones de la ecuacion con
dosvariableseslarelacion que estableceentre el proble-
may laecuacion. Hemos observado que paraél, unavez
establecida la ecuacion, es el contexto ofrecido por el
problema el que determina el espectro de posibles solu-
ciones, con todo lo que ello implica: por un lado, se
transformaen lafuente parahallar soluciones, variar los
datos, etc.; y, por el otro, esas variaciones se encuentran
limitadas por la interpretacion que hace Ariel de dicho
contexto.

Esto puede verse nuevamente, no solo a través de sus
producciones, sino también a través de los argumentos
que utiliza para convencer a Pedro de la existencia de
muchas soluciones. Por gjemplo, para encontrar una
primera solucién, le dice: «Tendrias que ponerle precio
alas biromes.» Una vez hallada se produce el siguiente
didlogo entre Ariel y su compafiero:

E: —(Refiriéndose a las soluciones de la ecuacion 4 x =
3y +8.) ¢Habra otra posibilidad?

P: —No, si son dos incAgnitas.

E: —¢Qué pasa si son dos incognitas?

P: —Tienen dos Unicas soluciones.

E: —¢Por qué?

P: —Porque si hay dos cosas que no se saben, cuando se
saben, son dosincognitas. Vostenés que averiguar X ey,
vos tenés estas dos en un problema. En una ecuacion,
tenésqueaveriguar x ey. Cuando averiguaste éstay ésta,
¢cuantas soluciones sacaste?

A: —Dos soluciones.

P: —Y bueno, con dos tnicas incognitas, son dos soluciones.
A: —No son Unicas porque, si aumenta el precio de las
biromes, ¢qué hacés?

Vemos, entonces, que el argumento que utiliza Ariel
para afirmar que hay mas soluciones —el precio de las
biromes— se basa en el contexto del problema.

En cuanto al procedimiento desplegado por é mismo
para obtener soluciones, Ariel despeja x (cantidad de
cartucheras) en funcién de y (cantidad de biromes) y
resuelvedando un valor «imaginario» paray. Sinembar-
go, este «valor imaginario», lejos de ser un valor positi-
vo arbitrario, se encuentra para él muy ligado a su
significado en el problema: fundamental mente tomadel
contexto un rango razonable para la variabilidad dey.

No quedaba claro para nosotras en ese momento, hasta
gué punto Ariel se apoyaba en el problema durante el
proceso de resolucion de la ecuacion o recién en el
momentodeexplicar surazonamiento (teniendo en cuenta
gue estabaargumentando paraconvencer aun comparie-
ro o al entrevistador). Fue por eso que lo «re-entrevista-
mos», unos meses después. En esta segunda entrevista,
Ariel estaba solo. Le presentamos una ecuacion de dos
variables sin problema de enunciado. Si no lograba
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obtener soluciones, apelariamos a un problemay luego
le presentariamos un sistema lineal que incluiria la
ecuacion tratada en primer lugar.

Frentealatareadetener queencontrar solucionesde una
ecuacion dedosvariables, Ariel no encuentrasoluciones
y solo, cuando la entrevistadorale formulaun problema
gue se modelizamediante laecuaci 6n dada, él puede dar
valoresaunadelasvariablesy obtener valoresdelaotra.
A continuacién se da €l siguiente didlogo:

E: —Estoquevoshicistetesirve pararesolver laecuacion
gue te planteamos al principio...

A: -Si.

E: —¢No podrias haberlo hecho sin el problema?

A: —No, porquelaimaginacion que me daeste problema
no me la dan los nimeros solos.

Concluimos que Ariel utiliza—y necesita— un problema
como referente para el proceso de resolucion, en el
siguiente sentido: sblo atribuyendo significado a las
variables puede considerar valores numericos. A partir
dealli obtienelassol ucionesoperando al gebrai camente.

Este resultado da cuenta de la dificultad de concebir el
concepto de variable de manera independiente de la
variacionde unamagnitud referidaaun objeto. Untexto
de Frege (1974) sobre el concepto de funcidn ofrece un
marco parainterpretar esta cuestion:

«[...] ¢son lasvariables del andlisis nimeros variables?
¢Quétendrian que ser ademassi, en general, pertenecen
al andlisis? Pero, ¢por qué casi nunca se dice nimero
variabley si, por el contrario, amenudo longitud varia-
ble? Parece esta expresion méas admisible que nimero
variable. Entonces, crece laduda: ¢Hay nUmerosvaria-
bles?[...] Cuando algo cambia, tenemos sucesivas, dife-
rentes, cualidadesy estados en el mismo objeto. Pero, si
€l no fuera el mismo, no tendriamos ningln sujeto del
cual pudiéramos afirmar el cambio. Una vara se dilata
con el calor. Mientras esto sucede, continua siendo la
misma. Si enlugar deelloselaarrojay selasustituye por
unamas larga, no se podriadecir que se hadilatado. Un
hombre envejece, pero, si no lo podemos apesar detodo
reconocer como é mismo, no tendriamos a nadie
del cua podriamos decir la edad. Apliquemos esto al
nidmero. Si cambiamos un ndmero, ¢qué queda del
mismo? Nada. En consecuencia, no se cambiade ningun
modo un ndmero, pues no tenemos nada respecto de lo
cual podriamos predicar el cambio.

Ensintesis, laproduccién de Ariel essignificativamente
distinta de la de los otros sujetos: centrado en el objeto
funcién, y apelando al contexto ofrecido por el proble-
ma, puede encontrar un procedimiento para encontrar
distintas soluciones.

LA RELACION SISTEMA-ECUACION

Como ya dijimos en la introduccion de este trabajo,
estdbamos interesadas en conocer qué relaciones esta-
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blecianlosaumnosentrelas soluciones de unaecuacion
dedosvariablesy lassolucionesde un sistemalineal del
cual laecuacion formabaparte. En particular, queriamos
indagar como harian los alumnos para seguir sostenien-
do que una ecuacién con dos variables tiene una Unica
solucion, cuando, como producto de laresolucién de un
sistema en el que esa ecuacion aparecia, entrara en
escena otra solucién diferente de aquélla con la que se
habiatratado. ¢Reconocerianlosestudiantesal gunacon-
tradiccién por haber anticipado que la primera ecuacion
tiene solucion Unica y «encontrarse» ahora con una
nueva solucién producto de la resolucién del sistema?
De ser asi, ¢Ja asumirian?, ¢como la compensarian?

Del andlisis realizado surgen dos cuestiones que discu-
tiremos acontinuacion: a) larelacion que establecen los
alumnosentrelas solucionesde un sistemay las sol ucio-
nesdecadaecuacion quelointegra; y b) lainterpretacién
de las infinitas soluciones de una ecuaciéon con dos
variables como soluciones de los infinitos sistemas que
dicha ecuacién podriaintegrar.

La relacion que establecen los estudiantes entre las
soluciones de la ecuacion lineal y las soluciones del
sistema

Todos los estudiantes entrevistados resolvieron los sis-
temas propuestos correctamente. El primer sistema que
se les present6 fue

4x=3y +8
X+y=2
cuyasolucioén es el par 2,0.

Ellosexplicaron queun par de nimeroseslasoluciéndel
sistema si verifica cada una de las ecuaciones. Sin
embargo, cuando nosotras preguntamos si la solucién
del sistemaqueelloshabian obtenido eraunasolucionde
la ecuacién 4x = 3y + 8 —considerada ésta aislada del
sistema—, ellos dijeron que no.

E: —Este par (el 2,0, solucidon del sistema), ¢es solucion
de esta ecuacion?

R: —No, de las dos.

D: —De las dos juntas, porque es un sistema.

E: —Aja. Y ustedes, antes, ¢cOmo habian hecho para
saber que €l 5,4 es solucion de la de arriba?

R: —Reemplazando.

E: —Y quierenprobar si el 2,0 essolucion deladearriba?
D: -No vaadar.

Todo ocurre como si los estudiantes pensaran que, en
tanto el par 2,0 fue unasolucién obtenida manipulando
las dos ecuaciones, no podria seguir siendo solucién
cuando desapareciera unade | as ecuaciones queintervi-
no en el proceso de obtencién.

Frente a una explicacion del entrevistador, Daniel y

Rodolfo parecen aceptar finalmente que el par 2,0 es
solucion de la primera ecuacion. Sin embargo, esta
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aceptacion es solo transitoria: cuando se los enfrenta a
un nuevo sistema de ecuaciones en €l cual sigue apare-
ciendo laecuacion 4x = 3y + 8y selespreguntasi el par
2,0 es solucion delamisma, ellosdicen que no, «porque
yano estaestaecuacion» (x+ y = 2, lasegundaecuacion
del primer sistematratado).

Esteresultado mostrariaque, desdelaperspectivadelos
chicos, «laecuacion con dos variablesen un sistema» es
un obj eto diferente de «unaecuacion con dosvariables».
Desde ese punto devista, no tiene por qué haber relacion
entre la solucién de la ecuacion obtenida a partir del
sistemay la solucién de la ecuacion aislada del mismo.
Evidentemente este hecho refuta el supuesto en el cual
nos habiamos apoyado parapretender provocar desequi-
librio enlosalumnosal introducir unanuevasoluciénde
la ecuacion «de la mano» de un sistema.

De cémo los estudiantes se encuentran finalmente
con las infinitas soluciones de la ecuacion con dos
variables

Durantelainteraccion con losdiferentes sistemas, todos
los cuales contenian la ecuacion 4x = 3y + 8, agunos
estudiantes modificaron sus puntosde vistaacercadela
unicidad. Ellos comenzaron a afirmar que esta ecuacion
tiene infinitas soluciones, ya que veian como posible
formar infinitos sistemas agregando nuevas ecuaciones
aladada. Lasinfinitassolucionesaparecerian, entonces,
como consecuenciaderesolver cadauno delosinfinitos
sistemas con una sol asol ucién—sin comprometer ningu-
narelacion entre las variables dentro de la ecuacion.

Destaguemos que esta estrategia permite producir cual -
quier cantidad de soluciones sin pasar por la nocién de
variable.

Nuevamente, en la manera de pensar las infinitas solu-
cionesaparecen diferenciasesenciaesentreloschicosa
los que nos acabamos de referir y Ariel, nuestro Gnico
alumno centrado en el concepto de funcién.

Como ya sefialamos, €l dispone de un procedimiento
productor virtual de infinitas soluciones a través de su
estrategia funcional, pero no llega a concebir a todas
ellas simultaneamente como elementos de un conjunto.

Al abordar laecuacion 2x+ 3= 5y + 4, enel marcodela
segundaentrevista, hace variar el valor inicial de x para
ir obteniendo sucesivosvaloresdey, aclarando: «<No son
resultados finales, puntuales. Son resultados que va-
rian.»

Parece que «conviven», estorbandose un tanto, lasideas
de variables e incognitas. Las infinitas soluciones se
construyen como val oresdeterminadosdelasincégnitas
que siempre pueden cambiar. La temporalidad aparece
inmersa en la descripcion de las soluciones (Frege,
1974).

Ahorabien, al comenzar la segunda entrevista, y como
respuestaalatareaderesolver laecuacionanteriormente
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mencionada, Ariel arribaalaexpresiony = 2/5x—1/5,y
afirma que se trata de una «forma de solucién», lo que
podriainterpretarse como unarepresentaci én consisten-
te con laidea de totalidad. Sin embargo, nuevamente la
«totalidad» se encuentra subordinada aun procedimien-
to: ya se hicieron todas las cuentas conocidas y, en ese
sentido, se reconoce la nuevarepresentacion de la ecua-
¢idn como estado final. De todas maneras, este caracter
de «solucién» es cuestionado por Ariel por el hecho
de que la expresiOn «posee incognitas». («Es una solu-
cion no del todo, porque hay incégnitas. Se pueden
cambiar las cosas de lugar, pero nunca se vaa hallar el
valor de x.»)

Como yahemoscomentado, Ariel saledeesta«formade
solucion», aparentemente acabada (y = 2/5x — 1/5),
recién frente al enunciado de un problema verbal, ani-
mandose a proceso de generar sucesivas soluciones
variando los valores de x. Pero, sblo parece sentirse
tranquilo cuando, mas adel ante, resolviendo un sistema
de dos ecuaciones llega a una solucién.

E: —¢Qué quiere decir que este par es la solucion?
A: —Que esla solucion del problema, el punto final.

En sintesis, entre «un resultado que no es final, que
puede variar» y «unasolucion no del todo», Ariel aborda
lainfinitud de las soluciones de diversas maneras. Pero
la idea de conjunto solucion parece concretarse sola-
mente cuando en el contexto de un sistema compatible
determinado, encuentrala (janical) solucién.

A MODO DE CONCLUSION

De estos fendmenos podemos concluir que la ecuacion
lineal con dos variables no es reconocida por los alum-
nos como un objeto que define un conjunto de infinitos
pares de nimeros. Cuando aparece en el contexto de los
sistemas lineal es —-pensamos que como producto de que
lamayor partedelossistemasquelosalumnosresuel ven
tienen sol uci 6n Uni ca—, éstos adaptan bien laconcepcion
delaletracomoincégnitaalaresolucién desistemascon
solucién Unica: antes se trataba de develar la x ahora
habraquedevelar laxy lay. Lanocién deincégnita, en
cambio, no resultariaeficaz parainterpretar el rol delas
letras en unaecuacién con dos variabl es, objeto éste que
deberia ser comprendido si |os sistemas lineal es fueran
concebidos como un conjunto de condiciones indepen-
dientes que deben cumplirse simultaneamente.

Por otra parte, cualquiera hayasido el trabajo realizado
alrededor de «ecuacion de la recta», éste no parece
suficiente para que los alumnos puedan establecer una
relacion entre los puntos de larectay las soluciones de
la ecuacion correspondiente.

La posibilidad de aproximacion ala concepcion de las
infinitas soluciones parece basarse —en los alumnos
entrevistados— en sus respectivas centraciones en obje-
tos diferentes.
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Ariel, por ejemplo, al ubicar el objeto ecuacion lineal
con dos variables mas cerca de las funciones lineales,
parece estar en mejores condiciones de dotarl o de senti-
do apartir de construir soluciones otorgandolevaloresa
unade las variables.

Los otros chicos, al concebir |asinfinitas soluciones de
la ecuacion como un «conglomerado de sol uciones Uni-
cas» provenientes de diferentes sistemas lineal es, pare-
cen mas lejos de hacer confluir en el nuevo objeto las
nociones de variable y de dependencia para obtener
soluciones. En resumen, atrapados por la concepcion de
las letras como incognitas, estarian mas lejos de cons-
truir un sentido para el nuevo objeto.

¢Qué relacion existe entre estas diferentes formas de
pensar lasinfinitas soluciones? ¢Podrian coexistir en un
mismo alumno? ¢Podrian obstaculizarse mutuamente?
¢Qué implicancias didacticas tendria responder estas
preguntas?

L osconoci mientosquefuncionan como puntosde apoyo
y los que funcionan como puntos de blogueo que hemos
identificado en este trabajo nos conducen a formular
nuevas preguntas:

¢ES necesaria la nocién de incognita para arribar a la
nocioén de variable?

Si sepensaraen unaensefianzaque abordaralanocién de
variablesin «pasar» por lanocion de incognita, ¢cuales
serian |0s puntos de apoyo para elaborar aquellas cues-
tiones (tiles que los alumnos que nosotras observamos
elaboran sobre la base de su experiencia con las incég-
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