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SUMMARY

During the school year 1993-94, we carried out an action-research experience with 14-15 year-old students aimed to
study their understanding of real numbers. One of the main featuresin the introduction of the topic was the work on
problematic situations. In the treatment and resolution of these situations, we assumed that social interaction and
communication processes in the classroom setting have a great relevance for the development of mathematical
understanding in the students. In this article, we explain the assumptions and the methodology that we used in our
experience and interpret some of its results, which show the advantages of this approach in the construction of

advanced numerical thinking.

INTRODUCCION

El estudio de los aspectos sociales en la construccién de
conocimiento se ha convertido en un area de creciente
interés en educacién matematica. Los trabajos de
Bishop y Confrey (1986) en Gran Bretafia, Bal acheff
(1986) y Laborde (1994) en Francia, Bartolini-Bussi
(1994) en Italia, Cobb y otros (1991) en Estados Unidos,
Bauersfeld y otros (1988), Strasser (1994) y Voight
(1994) en Alemania, entre otros, marcan un cambio en el
foco de atencion de varios educadores mateméticos. En
décadas previas, €l interés estaba dirigido fundamental-
mente a estudio del pensamiento individual de los
alumnos o de los profesores. Sin embargo, actualmente
se observa una tendencia creciente a trascender este
esguemay considerar que, cuando a menos dos perso-
nas (un profesor y un alumno, o dos alumnos) estan
implicadas en un proceso, se ponen en juego una serie de
factores que dependen de su mutua interaccién, y que
estos factores «no son condiciones periféricas para el
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aprendizaje de las mateméticas, sino que son intrinsecos
adicho aprendizaje» (Voight, 1994).

Hasta el momento presente, la mayoria de los trabajos de
investigacién que tratan de lainteraccién en los procesos
de enseflanza y aprendizaje de las mateméticas se refie-
ren o se han llevado a cabo en niveles de ensefianza
primaria (Cobb et al., 1991; Bartolini-Bussi, 1994;
Loy Wheatley, 1994; Voight, 1994). La investigacion
gue considera dichos aspectos con relacion ala construc-
cioén de pensamiento matematico avanzado es escasa, Si
bien hay autores que han Ilegado a convencerse de su
importanciay han tratado de incorporar esta dimension
en sus trabajos (Douady, 1980).

En el caso del pensamiento numérico avanzado y, en

particular, en relacion con el tépico de los nUmeros
reales, han surgido llamadas en nuestra comunidad edu-
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cativa atrascender el estudio de las concepciones de los
estudiantes y disefiar, implementar y evaluar experien-
cias de ensefianza-aprendizaje en | as que se recomienda
el enfoque en laresolucion de problemasy la discusion
(Monaghan, 1988; Fishbein, 1995).

Nuestro trabajo se sitla en esta linea. Durante el curso
escolar 1993-94, realizamos una experiencia de investi-
gacién-accion con una clase de alumnos de 14-15 afios,
correspondiente al nivel de 1° de BUP (bachillerato
unificado polivalente), destinada a estudiar potenciali-
dades y dificultades que el concepto de numero real
puede presentar para la comprension matemética de los
alumnos, en las etapas iniciales de su construccion. En
este estudio, los factores sociales se consideraron espe-
cialmente relevantes y los resultados obtenidos confir-
maron su importancia.

A continuacién, explicaremos |0s supuestos generales
sobre € papel en la investigacion educativa de los
aspectos social es de la construccién de conocimiento,
presentaremos el disefio de nuestro estudio y la metodo-
logia empleada, analizaremos e interpretaremos los re-
sultados obtenidos y realizaremos algunas reflexiones
finales.

SUPUESTOS GENERALESDEL ESTUDIO

Laimportancia parala investigacion educativa del con-
texto en el que se desarrolla el proceso de ensefianza-
aprendizaje es uno de los principales supuestos del
trabajo que hemos realizado. Nuestro objetivo funda-
mental ha sido estudiar los procesos que una clase de
alumnos ha llevado a cabo para construir conocimiento
sobre el nimero real en el contexto escolar en el que han
tenido lugar dichos procesos, més que explicar la evolu-
cion cognitivaindividual que subyace en la adquisicion
del concepto en cuestion.

Esta dimension social se ha comenzado aincorporar en
los mas recientes desarrollos de la psicol ogia cognitiva;
no obstante, durante mucho tiempo, la caracteristica
basica comun a varias disciplinas fue el enfoque en el
individuo. La idea de que el pensamiento es indepen-
diente del contexto estaimplicita en latradicién de la
psicologia experimental de la investigacion sobre el
aprendizaje y el pensamiento. Sin embargo, sélo asu-
miendo que el pensamiento opera de la misma manera en
contextos diferentes, puede uno esperar aprender algo
sobre el mismo observando el comportamiento en am-
bientes muy restringidos y a menudo artificiales
(Resnick, 1989; p. 11).

Autores como Hiebert y Carpenter abogan por que las
investigaciones sobre la comprension de alumnos y
profesores sean disefiadas para proporcionar un andlisis
de como interacttian los elementos del proceso de ense-
flanza-aprendizaje. Estamos de acuerdo con estos auto-
res en que «lainvestigacién que contribuya a nuestra
comprension de la comprensién de los alumnosy los
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profesores serd aquélla que revele el pensamiento de los
profesoresy los alumnos tal como ocurre en entornos de
clasey tal como cambia alo largo de la instruccién»
(Hiebert y Carpenter, 1992; p. 92).

Ademas de esto, hemos de considerar que, tal como
sostienen Bauersfeld (1983) y Crawford (1988), las
técnicas de investigacion deben emplearse en contextos
de investigacion que sean también significativos para
los alumnos. Esta significatividad no se logra meramen-
te pidiendo a alguien que exprese su pensamiento en voz
alta o desarrollando pruebas para pasar alos alumnos.
Para encontrar contextos significativos es de unaimpor-
tancia primordial tener en cuenta los factores sociocul -
turales (Bauersfeld y Crawford, citados por Van der
Brink, 1990).

En nuestro estudio, hemos considerado la relevancia de
los factores sociales y contextuales en dos niveles. En un
primer nivel, para que pueda tener lugar un auténtico
progreso cognitivo en el dominio social, es necesario
prestar especial atencién al climaen el que transcurre el
proceso de ensefianza-aprendizaje y a los aspectos acti-
tudinales. El establecimiento de una atmésfera que fo-
mente y nutra el sentido de confianza e iniciativaen los
alumnos, la ausencia de presion para encajar en
las expectativas del otro, lalibertad para expresar las
propias ideas, sea cual sea el estado de madurez en que
se encuentren, la sensacion de ser parte significativa
desde el punto de vista cognitivo dentro del grupo, y €l
desarrollo de un respeto y un interés genuino por la
comprension y las ideas de los otros son fundamentales
a este respecto.

En un segundo nivel, consideramos especificamente el
aspecto sociocognitivo en la construccion de conoci-
miento matematico. Para ello, hemos de coordinar tres
puntos de referencia: el conocimiento construido en la
comunidad de |a educacion matematica, las practicas
compartidas en lacomunidad de la clase y las concepcio-
nes que los estudiantes forman a partir de estas practicas.

Para la comunidad de la educacién matematica, las
préacticas compartidas en la comunidad matemaética son
privilegiadas en el sentido de que se basan en un cono-
cimiento formal comun que incluye algoritmos, siste-
mas de representacion, hechos, conceptos y teorias, asi
como convenios para probar y realizar demostraciones e
investigaciones, cuyo Ultimo propoésito es trascender el
conocimiento anterior através delacriticay €l desarro-
Ilo de nuevos paradigmas. Asimismo, las practicas ma-
teméticas compartidas en diversos sectores sociales y
profesionales y las necesidades presentes y futuras de
estas comunidades y de la sociedad en general constitu-
yen otra referencia fundamental. La comunidad de la
educacién matemética tiene en cuenta estos conoci-
mientos y sistemas de practicas compartidos a la hora de
definir los limites de los objetivos cognitivos que serian
deseabl es para | os estudiantes. Ademas, hace uso de las
contribuciones de disciplinas como la psicologia, la
pedagogia, la sociologiay la epistemologia, para cons-
truir conocimiento acerca de como lograr |os menciona-
dos objetivos cognitivos (Rico, 1997, p. 335).
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Como miembro de la comunidad de la educacion mate-
matica, €l profesor tiene acceso al conocimiento de tipo
matematico y pedagdgico desarrollado en dicha comuni-
dad. Como miembro de la comunidad escolar y, mas
concretamente, de la comunidad de su clase, el profesor
tiene contacto directo con las potencialidades y dificul-
tades de los alumnos para acceder al conocimiento ma-
temético estipulado para ellos, con objeto de capacitar-
los con las habilidades matematicas necesarias para
integrarse en diversas comunidades que constituyen la
sociedad actual. Parallevar a cabo esta labor, esimpor-
tante considerar al alumno como alguien que trata de
dotar de significado sus experiencias, y ala clase como
una comunidad gque le proporciona medios para contras-
tar los significados que atribuye y converger hacia sig-
nificados compartidos.

Las préacticas en la comunidad de la clase deben, por
tanto, ser disefiadas para ayudar alos alumnos a dotar de
sentido el conocimiento que otros han producido y a
asimilar dicho conocimiento de manera que los capacite
para ir mas ala de su mera reproduccion, hacia la
interpretacion, evaluacion, andlisis, sintesisy organiza-
cion de informaci6n que caracteriza un progreso cogni-
tivo auténtico. L as tareas que fomenten en el estudiante
la busqueda, construccion y comprobacion de conexio-
nes entre distintas piezas de conocimiento, junto con las
discusiones en pequefio y gran grupo, con otros estu-
diantesy con el profesor, pueden apuntar en ladireccion
deseada.

Para arrojar luz sobre un problema o una cuestién abier-
ta, los estudiantes han de construir nuevas conexiones
entre piezas de informacién previamente asimiladas;
asimismo, a participar en los procesos de discusion, han
de explicitar, contrastar, modificar y extender las co-
nexiones formadas. De esta forma se enriquece y conso-
lida progresivamente la red cognitiva que, segun Hiebert
y Carpenter (1992), determina el grado de comprension
matematica del alumno. Por otra parte, el profesor o
profesora tiene la oportunidad de observar las conexio-
nes explicitadas por los alumnosy, de estaforma, puede
reforzar aguéllas que presentan mas ventaja para avan-
zar en la comprension del topico, encontrar modos de
refutar las que son inapropiadas, considerar conexiones
gue no habiatenido en cuentaa priori y reflexionar sobre
sus posibles derivaciones, etc. Sobre estas bases, puede
establecerse un flujo entre profesor y alumnos que sea
mutuamente enriquecedor, y en el que ambas partes se
beneficien como estudiantes y como guia, respectiva-
mente.

DISENO. DE LA EXPERIENCIA Y METO-
DOLOGIA

El nimero real es, sin duda, un concepto matematico
complejo, cuya evolucién harequerido un largo periodo
histérico que se remonta, segun los datos disponibles, a
mas de siete mil afios (Bell, 1989). Su actual estado de
elaboracion es el resultado de las numerosas interpre-
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taciones, intentos de resolver problemasy superar
obstaculos, desarrollos conceptuales y formalizacio-
nes, que han tenido lugar a lo largo de todo este
tiempo.

Como ocurre con cualquier concepto matemético avan-
zado, hay una distancia considerable entre la manera en
gue estos conceptos han evolucionado en la comunidad
matematica durante un largo periodo histérico, la mane-
raen que son formalizados y presentados en |os procesos
habituales de ensefianza, y la manera en que se organizan
y estructuran cognitivamente. Si pretendemos que el
concepto de nimero real se asimile de formasignifica-
tiva, hemos de contar con un proceso cognitivo necesa-
riamente lento, ya que los alumnos han de integrar
diferentes conjuntos numéricos —naturales, enteros, ra-
cionales e irracionales—, cada uno con sus especificida-
des en los dominios de la representacion, las operaciones
y las estructuras matematicas y, ademas, alcanzar una
comprension en profundidad de los procesos infinitos y
de paso al limite.

La complejidad de todos estos aspectos y de las multi-
ples relaciones entre ellos hace imposible que el concep-
to de nimero real pueda ser aprehendido por medio de
un enfoque que demande de |os estudiantes Gnicamente
un entendimiento superficial de algunos puntos aisla-
dos, como podria ser la asimilacion de reglas para la
lectura, escrituray las operaciones con estos nimeros.
Por el contrario, los alumnos han de construir una red
cognitiva progresivamente mas ricay refinada que les
permitaasimilar conceptos matematicos complejos (como
el deinfinito potencial, longitudes inconmensurables,
razones irracionales, infinito actual, etc.), por medio de
procesos de pensamiento avanzado (como el uso de la
analogia, la traduccién entre distintos sistemas de repre-
sentacion, etc.). Esta necesidad es precisamente la que
proporciona las bases para unainteraccion y una comu-
nicacion matemética sustantiva de |os alumnos entre si
y con el profesor o profesora, para elaborar y dotar de
sentido unas practicas compartidas complejas.

Ahora bien, es evidente que un enfoque que pretenda
estudiar la construccién de un concepto matematico
avanzado tal como ocurre en el entorno natural de la
clase se enfrenta a numerosas complicacionesy resulta
inevitablemente complejo. Parallevar a cabo la gestion
de dicha complejidad, asi como su percepcion directa,
decidimos que uno de los autores-investigadores estu-
viera encargado de llevar a cabo la experiencia en el
aula, asumiendo el doble papel de profesora e investiga-
dora en una clase de 32 alumnos y alumnas de 14-15
afnos. En estas condiciones, disefiamos la experiencia
siguiendo las cuatro etapas basi cas de una investigaci 6n-
accion (planificacion, accién, observacion y reflexion)
asi como laidea de secuencialidad de las mismas en
formade ciclos (Lewin, 1946; Elliot, 1973; Kemmis,
1982; Ebbut, 1985), citados por McNiff, (1984) y Castro
(1994). Si bien nuestro trabajo se organizo6 en dos ciclos
sucesivos, uno paralos nimeros racionalesy otro para
losirracionalesy reaes, en lo que sigue omitiremos los
detalles relativos a esta division y describiremos de
forma general las cuatro etapas béasicas del proceso.
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Para planificar nuestra experiencia de investigacion,
realizamos un estudio detallado de |a estructura mate-
maética de los nimeros reales, de |os sistemas de repre-
sentacion que se utilizan para trabajar con dichos nime-
ros, de los problemas y fendbmenos que estan en el origen
del concepto de namero real y delas competencias
cognitivas asociadas a la comprension del mismo.
A partir de este estudio, estuvimos en disposicion de
articular una serie de cuestiones fundamentales de in-
vestigacion, centradas en los principal es problemas epis-
temolégicos del numero real y en el trabajo con sus
diferentes sistemas de representacion. Estas cuestiones
de investigacion constituyeron el gje a partir del cual
diseflamos el material didactico: situaciones problema,
gjercicios, trabajos de exploracion individual y en gru-
po, preguntas para la discusién, examenes, etc. La orga-
nizacion de la clase se disefi0 para realizarse basicamen-
te mediante el trabajo en grupos de cuatro alumnos sobre
las tareas, seguidas de la discusion en clase dirigida por
la profesora investigadora; ocasionalmente los alumnos
realizarian trabajos de exploracion y presentarian los
resultados al resto de la clase.

Lafase deaccién tuvo lugar durante el curso escolar de
1993-94, con un grupo de 32 alumnos y alumnas
de 14-15 afios que cursaban 1° de BUP en un instituto de
bachillerato de la ciudad de Granada. Como ya hemos
mencionado, |a profesora de matematicas del grupo es
autora del presente articulo.

La observacion se llevd a cabo mediante una serie
de instrumentos diferentes: diario de la profesora-
investigadora, producciones escritas de los alumnos y
grabaciones en audio y video de las sesiones de discu-
sidn en gran grupo correspondientes a las situaciones de
trabajo mencionadas anteriormente y de las sesiones
correspondientes a la presentacion de los alumnos de sus
trabaj os de exploracion.

En lafase dereflexion, los datos recogidos se analizaron
e interpretaron siguiendo una metodol ogia cualitativa.
Para ello construimos instrumentos de andlisis destina-
dos a organizar lainformacion sobre las relaciones entre
las tres componentes del triangul o didactico alumnos -
contenido - profesora.

Profesora

< Tw

Alumnos Contenido

En lo que sigue, centraremos nuestra atencion exclusiva
mente en el andlisis de algunos aspectos sociales con
referencia ala construccion del concepto denimero real
con el grupo de alumnos mencionado anteriormente.
Estos aspectos sociales se concretan en las relaciones
profesora-alumnos y alumnos-contenido. Parallevar a
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cabo €l andlisis de larelacion profesora-alumnos, utili-
zamos el diario de la profesora-investigadora. Para ana-
lizar la relacion alumnos-contenido, adaptamos los es-
tandares para la evaluacion en e aula de Newman,
Secada y Whehlage (1995). En la siguiente seccion,
presentaremos | os resultados obtenidos através de este
andlisis, asi como nuestras reflexiones al respecto.

RESULTADOS
Relacion profesora-alumnos

A través del diario de la profesora investigadora es
posible reconstruir la negociacion de las normas sociales
dentro de la clase, la evolucién de los aspectos actitudi-
nalesy la creacion de una atmésfera de aprendizaje de
apoyo y confianza, junto con todos los problemas y
obstacul os que la clase hubo de superar alo largo del
proceso didéctico para hacer esto posible.

Al comienzo de la experiencia, la actitud y el comporta-
miento de los alumnos resultd ser un problema serio para
laviabilidad del plan que los investigadores teniamos en
mente. Conflictos de diversa indole surgieron sobre
todo durante los periodos de discusion en gran grupo;
entre ellos podemos destacar: la ausencia de reflexion
sobre |a pertinencia de la participacion personal en un
momento determinado, la falta de atencion alas inter-
venciones de los compafieros y la preocupacién por dar
respuestas «acertadas o equivocadas» mas que por con-
tribuir a arrojar luz sobre una cuestion o sobre los
propios pensamientos acerca de una cuestion.

Se observaba también un sentimiento de incomodidad
creciente ante la responsabilidad que la profesora pre-
tendia transferir alos alumnos sobre su propio proceso
de aprendizaje. Los estudiantes tenian unas fuertes ex-
pectativas de que el papel de la profesora fuera propor-
cionarles las respuestas correctas que ellos debian rete-
ner en lugar de ser alguien que estaba tratando de
ayudarles a dotar de sentido a sus experienciasy clarifi-
car su pensamiento. Un comentario extraido del diario
de la profesora investigadora en una de las primeras
sesiones puede ilustrar este punto:

A lapregunta «¢Cud es el nimero més grande que conoces?,
varios alumnos han contestado que «el nimero infinito».
Cuando he tratado de que clarificaran lo que querian decir
con el nimero infinito, los alumnos han reaccionado con
incomodidad y les resultaba bastante dificil responder.
Algunos han respondido que era el simbolo ¥, otros han
aventurado que podia ser un nimero con infinitas cifras
como 6789141189... 0 99999999... y, finalmente, uno de
los alumnos se ha enfadado y me ha dicho: «Pero usted es
la profesora. Usted es quien tiene que decirnos cuél es el
ndmero infinito.»

Estos problemas impedian un buen ritmo de avance
desde el punto de vista conceptual, 1o cual, a su vez,
repercutia negativamente en la actitud de algunos alum-
nos, de modo que el proceso resultaba cada vez méas
dificil de controlar parala profesora. Finalmente los
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mal os resultados, reflejados en las calificaciones a con-
cluir el primer ciclo de lainvestigacion-accion, pusieron
en evidencia la necesidad de una revision profunda del
estado de cosas en la comunidad de la clase. En este
punto, la profesora-investigadora confronté al grupo
con la necesidad de explicitar las dificultades que todos
los miembros estaban encontrando, de averiguar sus
posibles causas, de tomar las decisiones pertinentesy de
asumir colectivamente la responsabilidad de superar la
situacion. Se dedicé tiempo a pensar, escribir y compar-
tir opiniones. Al final, salieron alaluz los siguientes
problemas relativos a la interaccién:

— Lafalta de disciplina, autocontrol y respeto por las
contribuciones de |os compafieros por parte de los alum-
nos en general dificultaban enormemente las discusio-
nes en gran grupo. Un punto que merece |la pena destacar
con respecto a esta cuestion es que solo la profesoray los
alumnos mas responsabl es reconocian laimportancia de
estos factores; curiosamente, los alumnos que causaban
mas problemas no consideraban que fueran algo preocu-
pante.

— La dificultad de los alumnos para adaptarse alas
demandas de autonomia, madurez y responsabilidad por
el propio aprendizaje, que requeria la nueva metodol o-
gia. Tanto la profesora como los alumnos coincidieron
en este punto.

—Unadiferencia considerable en €l nivel deinterésy de
madurez en los alumnos del grupo. Tanto la profesora
como los alumnos reconocieron este aspecto.

— El reconocimiento, en privado, por parte de la profeso-
ra de su falta de recursos iniciales para detectar los
conflictos actitudinales y |os problemas de interaccion a
tiempo, y paratratarlos de forma eficaz. En efecto, la
profesorainvestigadora se dio cuenta de estar actuando
bajo una fuerte tensién emocional, motivada por las
presiones de lainvestigacion para tratar multiples aspec-
tos de considerable complgjidad sobre los nimeros rea-
les, con un grupo de estudiantes que eran incapaces de
avanzar conceptual mente debido a problemas actitudi-
nalesy de interaccion social. En este momento, hubo de
aceptar que lainteraccion didéctica, que en un principio
se habia considerado como una variable importante del
estudio, pero no su objetivo principal, se habia conver-
tido en una prioridad que era necesario atender para
avanzar aspectos mas complejos y especificos en la
construccion de conocimiento matemaético.

Para superar esta situacion, la profesoray los estudiantes
idearon, conjuntamente, y adoptaron varias estrategias
de funcionamiento futuro:

— L os estudiantes se comprometieron a considerar su
papel como parte de una comunidad encaminada hacia el
aprendizaje, en la cual |aresponsabilidad por la cons-
truccién de conocimiento era compartida por todos los
miembros, no sélo por la profesora en relacién con
alumnos individuales. Esto implicaba ir mas alla de su
propiaindividualidad, para considerar, respetar y ser
capaces de dar y recibir de los demas comparieros. Al
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mismo tiempo, la profesora se comprometié allamar la
atencién de los alumnos cuando ella observara proble-
mas en este sentido y a aplicar las medidas de disciplina
acordadas por el grupo con aquellos estudiantes que
persistieran en ignorar ala comunidad.

— Laprofesoray los alumnos redistribuyeron los grupos
pequefios de trabajo de acuerdo con criterios establ eci-
dos por la clase. Por gjemplo, algunos de |os criterios que
los estudiantes propusieron y aceptaron fueron que los
grupos tuvieran niveles de habilidad matemética combi-
nados, para que los alumnos més aventajados ayudaran
amantener el equilibrio en el grupo en lugar de agrandar
la distancia cognitiva, y que los grupos fueran mixtos en
género, ya que algunos de los alumnos declararon que
las alumnas parecian «ser mas maduras 'y calmadas».

— Los dos investigadores acordaron establecer un perio-
do de interrupcion en el trabajo con el tépico de los
nameros reales y trabajar durante un tiempo en otro
tema, con el fin de intentar consolidar una buena dindmi-
caen lainteraccion social del grupo sin la presion del
contenido y las demandas a este respecto del plan de
investigacion.

Después de algo més de un mes de implementar estos
cambios, se pudo observar una evolucién notable. La
dindmica del grupo habia mejorado de forma que permi-
tia unainteraccién sustancial con la que erafactible
abordar €l tema de los nimeros reales, como se pondra
de manifiesto en la seccién siguiente. La profesora habia
ganado en capacidad de percibir y reaccionar de manera
efectiva alas causas de perturbacién mas importantes.
L os estudiantes habian ganado en implicacion e inicia-
tiva pararealizar actividades como resolver y proponer
problemas, implicarse en discusiones reiteradas sobre
un punto alo largo de sesiones diferentes profundizando
cada vez més, hacer trabajos voluntarios y compartirlos
con € resto de la clase, etc. Ademés, los alumnos
también progresaron considerablemente en su capaci-
dad y sensibilidad para crear una atmosfera de apoyo
para e aprendizaje; los siguientes episodios pueden
ayudar ailustrar esta evolucion:

Durante las primeras sesiones, cuando los estudiantes
tenian que explicar sus procedimientos de resolucién de
problemas, razonamientos, justificaciones, etc. a sus
comparieros —puesto que la profesora insistia en no
proporcionar las respuestas «correctas», sino que trataran
de elaborarlas entre todos—, eran comunes |las reacciones
hostiles, encaminadas a quejarse de lafalta de claridad:

A: No lo entiendo. Es que no lo explica bien.
P: ¢Quién lo quiere explicar?

A:Yo.

A: Pues explicate bien.

A medida que la dindmicaen el grupo iba evolucionando,
pudimos observar una atmésfera de mas confianzay apoyo
entre los estudiantes (esto se hizo especialmente patente
cuando diferentes grupos de alumnos explicaban su trabajo
voluntario al resto de la clase):

A Yo no he entendido eso.
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A: ¢Qué?
A: Lo que has escrito en la pizarra.

A: ¢El qué? ¢El hexagono? Pero si no es complicado.
¢Quieres que lo explique otravez?

A: Si, explicaselo otra vez.

Incluso en algunas ocasiones, los alumnos resultaron ser
mas pacientes que la profesora. Esta es lareaccion a un
argumento largo y complicado de un compafiero:

A: ¢Puedes repetir?
A: ¢Puedes repetirlo més lento?
A: Si, repitelo mas lento.

P: ¢Hay alguien que quiera explicarlo, digamos, de una
manera mas fécil?

A: Pero, «sefio», alo mejor lo explica bien, pero lo que pasa
es que va muy rapido.

Relacion alumnos-contenido

En este apartado trataremos, especificamente, el aspecto
cognitivo de lainteraccion didactica. Es decir, centrare-
Mos nuestra atencion en ilustrar cémo se produjo la
construccion social del conocimiento sobre agunos
aspectos conceptuales del nimero real alo largo de las
discusiones de clase. Para ello, utilizaremos tres estén-
dares desarrollados por Newmann, Secaday Wehlage
(1995) como criterios para evaluar la autenticidad de los
procesos de ensefianza dirigidos a promover la com-
prension de los estudiantes: pensamiento de nivel avan-
zado, profundidad de conocimiento y conversacion
sustantiva.

— El pensamiento de nivel avanzado ocurre cuando los
estudiantes manipulan informacion transformando su
significado e implicaciones; es decir, combinando he-
chos e ideas para sintetizar, explicar, generalizar, formu-
lar hipétesis o llegar a conclusiones o interpretaciones
gue generen nuevos significados y comprensién para
ellos. Cuando los estudiantes se implican en un proceso
de pensamiento de nivel avanzado, se introduce en el
proceso didactico un elemento de incertidumbre que
hace que los resultados no sean siempre predecibles.
Como opuesto al pensamiento de nivel avanzado, el
pensamiento de bajo nivel ocurre cuando se pide alos
estudiantes que registren o reciten informacién factual,
0 que empleen reglas y algoritmos a través de procedi-
mientos rutinarios; se considera a los alumnos como
receptores de informacion y se les proporciona conoci-
miento preespecificado en un rango que varia desde
hechos simples hasta conceptos mas complejos.

— Laprofundidad de conocimiento se pone de manifiesto
cuando las ideas centrales de un tépico o disciplina se
exploran con detalle, mostrando las interconexiones y
relaciones entre ellas. El conocimiento es profundo
cuando, en lugar de ser capaces solamente de recitar
piezas fragmentadas de informacion, los estudiantes
expresan comprensiones relativamente sistematicas,
holisticas e integradas de conceptos fundamentales en
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un tépico determinado. El conocimiento es superficial
cuando estas ideas centrales se trivializan y el conoci-
miento se presenta como no problematico.

— La conversacion sustantiva tiene lugar cuando los
alumnos se implican en intercambios de informacién
extensos con el profesor o con sus comparieros sobre la
materia en cuestion, cuando la interaccion es reciproca,
y cuando promueve una comprension compartiday co-
herente. Para que un fragmento de conversacion se
considere sustantivo, deben ocurrir al menos tres inter-
cambios seguidos ligados de forma coherente y sustan-
cial como respuestas consecutivas, aunque no necesaria-
mente ha de ser entre las mismas personas. En el extremo
opuesto, la conversaciOn sustantiva esta ausente en cla-
ses en las que las preguntas del profesor estan motivadas
principalmente por unalista planeada de antemano, que
demanda de | os estudiantes respuestas cortas y poco o
ninguin seguimiento; tal tipo de discurso es el equivalen-
te oral de cuestionarios de respuesta corta o de rellenar
|os espacios en blanco.

A lolargo del proceso didéctico que venimos describien-
do, los alumnos trabajaron sobre situaciones especial -
mente disefiadas con el fin de confrontar una serie de
aspectos clave para la comprension de los nimeros
reales. Varios de estos aspectos tienen su raiz en proble-
mas epistemol dgi cos que hubieron de ser superados en
el desarrollo histérico del concepto (como el problema
de lainconmensurabilidad de longitudes, el significado
de las notaciones infinitas no periodicas y el debate en
torno al estatus de nimero de estas notaciones) y otros
responden a necesidades de tipo didactico y curricular
(como la confusion entre e plano fisico y € plano
teorico en el terreno de la medida o el estudio de la
correspondencia entre la notacion decimal y la notacion
operatoria de los nimeros reales). La descripcion
completa de estos aspectos clave para la comprensién
de los nimeros reales, su tratamiento en el aulay los
resultados obtenidos puede encontrarse en Romero (1996).
Nuestro objetivo en la presente seccion es ilustrar como
los alumnos fueron capaces de mantener una conversa-
cion sustantiva en las discusiones en gran grupo, desple-
gando para ello una serie de habilidades cognitivas que
entran dentro de |la categoria de pensamiento de nivel
avanzado y poniendo de manifiesto su profundidad de
conocimiento sobre ideas centrales en el concepto de
nimero real.

Pensamiento de nivel avanzado y conversacién
sustantiva

La consideracion de las expresiones decimales infinitas
no periddicas constituyo uno de los focos fundamental es
en nuestro trabajo con los alumnos. La discusién sobre
su naturaleza'y su estatus de nimero fue abordada en
distintos momentos, utilizando diferentes sistemas de
representacion de los nimeros reales y enfoques varia-
dos. Entre los indicativos de pensamiento de nivel avan-
zado puesto en juego por los alumnos para resolver las
situaciones didacticas propuestas y discutir sobre €llas,
hemos sel eccionado |os siguientes:
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— El uso de la analogia para formular hipotesis acerca
del estatus de nimero de las expresiones decimales
infinitas no periddicas y la transformacién del signifi-
cado del proceso operatorio en objeto actual. En el

esfuerzo paradecidir si 1os decimales infinitos no perio-
dicos podian ser considerados nimeros, |os alumnos
hicieron uso de la correspondencia entre la notacion
decimal y fraccionaria de los nimeros racionalesy de la
posible analogia con los decimales infinitos no periédi-
COS 'y Ssu notaci6n operatoria. Esta estrategia fue utilizada
en diferentes momentos y con una grado de elaboracion
progresivo:

P: ¢Por qué piensas ti que no son nimeros [los decimales
infinitos no periodicos]?

A: Porque no puedes operar con ellos.

A: Eso no es verdad. Si que se puede operar con ellos.
A:Yolohevistoen el libro.

A: &Y como operas con ellos?

A: Yo...enel libro... ayer estaba buscando en €l libro, y vi
como se podian sumar y multiplicar radicales.

A: Pero, si son nimerosinfinitos, ¢coOmo vas a poder operar
con ellos?

A: En el libro viene como ponen comun indice en los
radical es para operar con ellos. Yo he visto como se
suman.

(]

A: No se puede operar con €llos.
A: ¢Como se va a poder operar con unaraiz cuadrada?

[-]
P: Miralo quediceT.

A: Que con los periédicos puros no se puede operar, se
opera con las fracciones; |o mismo pasa con los radicales.
No se opera con €l nimero infinito, se operacon el radical.

A Exactamente, exactamente.

A: Es que lafraccion eslo mismo que el decimal infinito.
Eslo mismo...

A:Y €l radical también eslo mismo...

(]

A: jAh!, quelafraccion... he dicho que esigual que su
numero decimal. Digo que un radical esigual al nimero
gue resulta, aunque seainfinito, pero esigual a eso.

A: Pues entonces si se puede...

— La capacidad de los alumnos para conectar informa-

cion relativa a momentos y situaciones distintas dentro
de la secuencia didactica para arrojar luz sobre €l

caracter de los decimales infinitos no periodicos en
el terreno geométrico. En cierto momento de la secuen-
ciadidactica, se pregunté a los estudiantes si, en una
recta donde estaban sefialados el Oy el 1, para cualquier
punto que eligiéramos, habria un nimero que le corres-

pondiera, y de qué clase podria ser dicho nimero. En esta
primera etapa, el dilema surgié en relacion con los
decimales infintos no periodicos.
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P: O sea, que si yo doy un punto en larecta, ¢Je corresponde
un nimero siempre?

A:Si

. ¢Y de qué tipo puede ser ese nimero?

: De todos esos [racionales].

: Todos menos los infinitos no periodicos

. ¢De todos éstos? ¢Y de éstos [irracionales] no?
No

. ¢De éstos no?

. Dice que si, que de éstos también.

: No, porque...

W 9>V >>T

>

A Pero, si no sabes el final del nimero, no sabes el sitio
donde lo tienes que poner.

P: Bueno, y t0, S, por qué piensas que si.
A: Porgue...
A: Por eso.

A: A lo megjor, si se pudieran pasar afraccion, si se podria,
pero, como no se pueden pasar a fraccion...

P: Pero los infinitos no periodicos...

A: Por eso. No se pueden pasar afraccion.
(-]

A ...esos nUmeros tienen que estar en larecta.
A: Claro que si.

A: No.

A: Ponle un gjemplo y que intente representarlo, y yavera
que no se puede.

A: Que tengo hambre.
A: Pon un gjemplo.

A: ...s hubiéramos hecho aquello, lo sabriamos. ¢Os acordéis?
Estamos en el mismo caso que A2.

A Pero no se puede representar.
A: ¢Se puede representar A2 en larecta?
A: Pero es que no se sabe.

En este caso, el alumno estaba refiriéndose a una discu-
sion anterior sobre si A2 podia ser representado en la
recta de forma exacta; es decir, no mediante aproxima-
ciones decimales. Esta cuestion quedd abierta, ala espe-
ra de una actividad posterior sobre la construccion de
cuadrados de &rea dada. Llegados a este punto, tenia
sentido introducir dicha actividad, discutir sobre lalon-
gitud de los lados de los cuadrados y representar raices
cuadradas en larecta trasladando los lados de | os cuadra-
dos, proporcionando asi a los alumnos la oportunidad
para construir las conexiones que estaban necesitando e,
incluso, demandando en ese momento. Los estudiantes
tuvieron que realizar, ademas, otras conexiones de ca-
récter técnico, como larelativa alas unidades de medida

P: Bueno, ¢hay un punto en larecta que e corresponda a
esto [la expresion decimal de A3]?
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A: Si.

A: Claro.

A: Claro que hay uno.

A: Si.

P: ¢Hay uno o no hay uno?
A: Si, si hay uno.

P: Y ahora, ¢cudl es?

A

P

. ¢Os acordais que haciamos un cuadrado de area 3?
¢3 qué?, scentimetros?

A: 3 unidades.

P: ¢3 unidades de cudles?

A: Delas que quieras.

(-]

P: Pero 3 unidades... ¢qué unidades?, ¢3 palmos?
A: 3 unidades cuadradas.

P: Si, 3 unidades cuadradas. Pero ésta, la unidad. La
unidad, 1o mismo que los centi-metros cuadrados, la unidad
es el centimetro, de estas unidades cuadradas, la unidad del
lado, ¢cudl es?

A: Ladelarecta

(-]

P: Unaunidad, ¢de cuales?, ¢de las que yo quiera?
: Un centimetro, por gjemplo.

. ¢Un centimetro, por ejemplo?

No.

. Si, puede ser.

> > > 3T >

: O un metro.

P: Oye, pero entonces... Shsss. Si uno me pinta un
cuadrado de 3 centimetros cuadrados y otro me lo ha
pintado de 3 milimetros cuadrados... pues, entonces...
pues a uno le queda laraiz de 3 por aqui, y aotro le
queda por alla.

A: No.
A ..
A: ..lamismaunidad de larecta.

A: Que cojas de unidad, para hacer e cuadrado, en lugar del
centimetro, la unidad de larecta, y coges...

P: ¢Eso se entiende o no?
A: Si.

Algun tiempo después, |os estudiantes pudieron trabajar
en el caso del nimero Pi y poner en juego las conexiones
realizadas anteriormente:

P: Entonces esas aproximaciones van encajando cada vez
més; pero ¢existe un punto que corresponda exactamente a
Pi?

A: No, no.
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A: Si. Como laraiz. Por gemplo, midesla circunferencia
con un portaldpiz y poneslamedida, y eso ya seria Pi segiin
el teorema.

(-]
A: Isabel, ¢hay una representacion exacta para Pi?

P: Si, fijaros en lo que habia dicho antes K: «Si cojo una
circunferencia, la longitud, ¢qué mide?»

A: ¢Lalongitud?, ¢Jalongitud?
P: Mide Pi por el diametro, ¢no?
A: Si.

P: S yo cojo lacircunferencia, lalongitud de lacircunferencia
mide Pi por su didmetro, ¢si 0 no?

A: Si.
P: Bueno, pues entonces, decia K: «Y o parto lacircunferencia
y me latraslado ahi.» ¢Cualquier circunferencia? ¢;Una

chica? Porgue una chica no tiene la misma longitud que una
grande. ¢Cual eslaque cojo?

A: El radio tendria que ser la misma unidad de ésa, ¢no?

P: ¢Qué eslo que tendria que ser lamisma unidad que ésa?
El radio o el didmetro? ¢;Cuél?

A: Seriael diametro.

P: Si el didametro es una unidad, pues la longitud de la
circunferenciamide Pi unidades, y yo cojo y me latrasiado.
La corto por agui y me latraslado.

Aungue no se registré en una grabacion, algun tiempo
después de construir cuadrados de area daday de trabajar
en el significado de Pi como razén entre dos longitudes,
se pregunto alos alumnos s distintos tipos de decimales
infinitos podian representarse de forma exacta—no a
través de aproximaciones decimales— en larecta. Esta
vez, casl todos los estudiantes respondieron que los
decimales infinitos periédicos pueden representarse en
la recta de forma exacta (93%); una gran parte de ellos
(72%) pensaba que los infinitos no periddicos corres-
pondientes a raices cuadradas también podian represen-
tarse en larecta de forma exacta; y algunos estudiantes
pensaban 1o mismo en el caso de Pi (24%).

— La indagacién de los alumnos, por iniciativa propia,
en e terreno del infinito potencial en la expresion
decimal del numero Pi, que llevd a plantear dilemas
cuya solucion no estaba prevista en el proceso didactico
y quedaba fuera del alcance de los alumnos en esta
etapa. En algunas ocasiones, las preguntas formuladas
por los alumnos sobre un tépico revelan una profundidad
en la comprension de problemas relevantes acerca del
mismo, y ademas proporcionan una motivacion muy
valiosa paradotar de significado a posteriores experien-
cias al respecto. Las siguientes cuestiones fueron plan-
teadas por |os estudiantes reiteradamente.

En la primera de ellas, los alumnos se preguntan como
puede saberse que determinadas expresiones decimales
no acabaran nunca, y como se puede estar seguro de
ciertas caracteristicas acerca de tales expresiones deci-
males; al final, incluso una de las alumnas demanda
alguna clave para satisfacer su curiosidad. En esta etapa,
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los estudiantes no habian pasado de la concepcidn del
infinito potencial y no tenian capacidad de imaginar
como podian establ ecerse resultados acerca de un infini-
to actual:

A: Pero en laenciclopedia, dice que no estaba seguro de
que fuerairracional, sino que se seguian sacando muchos
decimales y no estaban seguros [el nimero Pi].

P: En la enciclopedia dice E que se habian sacado muchos
decimales, pero no se estaba seguro, se seguian sacando
decimales pero no se estaba seguro de que alguna vez fuera
a acabar.

A: Eso, eso eslo que yo vi, eso es lo que yo vi, «sefio».
P: ¢Qué?
A: Que no se sabia si se podia acabar o no.

A: No, aqui dice que si era un nimero que nunca acaba. Eso
venia, espera.

P: Una cosa es que no se sepa si puede acabar y otra cosa
€s que se sepa que no acabe.

A: Mira... [Uno de los alumnos que hacen su exposicion
encuentra una informacion interesante en sus papeles.]

: Enel siglo xvir...
&Y coémo se sabe, si acaba o no acaba?

: Dice que nadie sabe su valor exacto, ni lo sabra nunca
: ¢Por qué?

'Y sin embargo, |o usamos...

: ¢Pero cOmo se sabe que no va a acabar nunca?

>>» >»>» > > > >

: Pero, J, ¢como sabes que no se va a acabar nunca?

(]

A: &Y cdmo demostraron que no puede salirle un periodo
y no va a acabar nunca?

A: Eso no puede.

P: ¢Que como lo demostraron? Es muy dificil, se tiraron
mas de veinte siglos para demostrarlo.

A: ¢Y no nos lo puede contar aunque sea mas sencillo?

La siguiente cuestion fue asimismo recurrente, eilustra
como |los estudiantes pueden tener iniciativas no previs-
tas por los investigadores y adentrarse en terrenos mate-
maéticos complejos, pero también significativos, cuando
se les permite realizar sus propias exploraciones mas
alla del contexto de las tareas de clase. Algunos alumnos
gue presentaban su trabajo sobre el numero Pi habian
tratado de averiguar su valor a partir de la definicién
(razén entre las longitudes de la circunferenciay su
diametro). Estos alumnos habian medido distintas cir-
cunferencias y sus diametros, habian dividido los resul-
tados y habian encontrado distintas aproximaciones:

A: ¢Cbémo se sabe que e Pi que han hallado [los mateméticos)
esel correcto y € exacto, y no ése [una de | as aproximaciones
dadas por los alumnos]?

A: ¢Cémo, como?
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A: (Qué, qué, qué?
A: Si, que cédmo sabemos que ...

A: Porque ése lo inventd Pitagorasy el ese se lo han
inventado ellos.

A: (Quétiene que ver Pitagoras?
(-]

A: Porque, como nos estdbamos equivocando cada dos por
tres cada vez que lo mediamos, deciamos: «¢Y cOmo sabe-
mos que no es el exacto, que el bueno es el nuestroy no el
de..?

P: El de Arquimedes, o €l de...

[]

A: ...que dice que hastalaBiblia, hastala Biblia da una
definicion de Pi.

A: «Sefio», «sefiox, |sabel.

Es que laverdadera es ésa, porque 3,14 es €l valor que tiene
que tener.

A: Se haencontrado un papiro que se escribi6 en Egipto, €
valor de Pi es 3,16. Y el valor babilénico y biblico fue de
3,0.

P: De 3, fijaros.

A: Tendriamos que buscar también cémo se las apafiaron;
0 sea, qué midieron para que les diera 3.

P: Paraque les diera 3.

A Los egipcios también dieron un valor muy aproximado,
que fue 3,1605.

A: ¢Que como sabemos...?

P: ¢Que cémo se sabe que lo de los egipcios no eraverdad
y ésta si? Que estas cifras son correctas hasta donde se ha
Ilegado.

A: Es que alo mejor, dentro de quinientos afios, haya otra.

P: ¢Puede cambiarle las primeras..., ese 3,1415 levan a
cambiar algunavez, o no, o esas ya son?

A: «Sefio», entonces, 10 que yo digo es una cosa. Si éste,
por ejemplo, es el exacto (sefialando a la expresion de
Vieta), y éste tampoco..., entonces puede ocurrir que
[la aproximacion que manejamos hoy] no sea exacto...»

Ademas, este tipo de exploraciones, por parte de los
alumnos, sobre el significado de ciertos conceptos o
topicos mateméticos, los conduce, frecuentemente, a
darse cuenta de que éstos ultimos son producto de una
construccién social que evoluciona a lo largo del
tiempo.

Profundidad de conocimiento y conversacion sustantiva

En esta seccion mostraremos cémo, durante las discu-
siones en gran grupo, se trataron en profundidad ideas
centrales en la conceptualizacion del ndmero real; como
gjemplo, hemos elegido la nocion de nimero, lanocién
de inconmensurabilidad, y los conceptos de punto, seg-
mento y medida. En los episodios seleccionados se
pondré de manifiesto como los alumnos desarrollaron
una comprensién relativamente compleja sobre estas
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ideas, explorando interconexiones y relaciones entre
ellas.

—La construccion progresiva de las nociones denimero
einconmensurabilidad. Emergencia de un lenguaje co-
mun para referirse a los significados atribuidos a expe-
riencias compartidas. Tal como sefialamos con anterio-
ridad, la construccién de ideas mateméticas complejas
no tiene lugar normalmente de formalineal. Esto es asi
porgue en el proceso ha de integrarse toda unared de
elementos y conexiones entre ellos; dichas conexiones
no se producen en los alumnos meramente porque €l
profesor las explicite, sino que ocurren en momentos
distintos para individuos distintos conforme éstos se
implican en dotar de sentido a una variedad de experien-
ciasy actividades. En nuestro caso, el que estas expe-
riencias fueran verbalizadas unay otravez en la comu-
nidad de la clase dio lugar alaemergenciade significados
compartidos —o, més precisamente, tomados como com-
partidos—, y de términos compartidos para referirse a
ellos. Tal proceso permitid alcanzar un cierto nivel de
intersubjetividad que hizo posible el avance cognitivo
del grupo hacia conceptos e ideas cada vez mas comple-
jos. Como ejemplo de la progresiva elaboraciéon de
significados sobre nociones clave en el concepto de
ndmero real, nos referiremos a las nociones de nimero
e inconmensurabilidad.

— El significado de nimero. Algunas veces, tenemos
tendencia a asumir que € significado de conceptos
matematicos basicos, como €l concepto de numero,
estdn implicitamente claros para los alumnos y son
compartidos por la comunidad de la clase. Este no es
siempre el caso, y una conversacion sustantiva en la que
las intuiciones individual es puedan explicitarse y con-
frontarse es una fuente de informacion valiosa para el
profesor, asi como una oportunidad muy conveniente
para que los alumnos definan y clarifiquen los términos
gue estan utilizando en discusiones complejas:

P: ¢Esto esun nimero [laexpresion decimal de A2=1,4142..]?

A: Si.

P: ¢Quién dice que si?

A:Yo.
P: Que esto, €l 1,4142... infinitas cifras...
A: Es una operacion.
P: ¢Y quién dice que no es un nimero?
A: ¢Por qué es un nimero?
P: Bueno, los que dicen que si. ¢Por qué eso es un nimero?
A: Yo. Porque esta formado por cifras.

A: jUn mddulo! [No se sabe qué significado atribuye el
alumno a esta palabra].

A: No & no se puede contar exactamente porque es
infinito... pero es un nimero.

P: Més razones por las que sea nimero.
A: Viene de una operacion.
P: Viene de una operacién, que es laraiz cuadrada.
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A: Puede representarse en forma de raiz cuadrada.
P: ¢Puede representarse? ¢;Como?
A: jPero es que es la respuesta de una raiz cuadradal

A: Ese nimero, es que ese nimero... Espérate, ese nimero,
al igual que un periodico puro puede «disfrazarse» con una
divisién, este resultado de infinito no periédico puede
disfrazarse en formade radical, ¢eh?

A: No.
[]

P: Mas razones ¢Hay més razones?
A: Si.
A: Nada mas que con ésas ya es un nimero.

A: Entre otras cosas, porque cualquier conjunto de cifras es
un nimero. Nadie ha puesto reglas para decir que un
numero es |o que se puede...

P: Esto es o que dice aqui. Esta formado por cifras.

A: Pero, entonces, no tiene sentido decir si es un nimero.
Todo lo que esta formado por cifras, lo es.

[La profesora escribe en la pizarra 123456789101112...
(un «entero de infinitas cifras»).]

P: ¢Esta formado por cifras?
A: «Infinito, infinito» no es un nimero.
A: No es un nimero.

A: No. Que no es un nimero, que no puede haber infinitos
Si no son decimales.

Después de trabajar con lanocion deinfinito en diferen-
tes situaciones, un alumno fue capaz de dar el siguiente
argumento:

A: En los decimales infinitos, como 0,9999... tu puedes
hacer una aproximacién, como 0,999, y no hay mucha
diferencia entre 0,999 y 0,9999; pero en cifras infinitas,
como 9999... 9 no es o mismo que 99, y 99 esta lejos de
999, etc.

Consideramos este argumento interesante, porque se
aproxima a la idea de convergencia de las sucesivas
aproximaciones decimales de los decimales infinitosy a
la falta de significado de los hipotéticos «enteros con
infinitas cifras».

— La nocién de inconmensurabilidad. Los alumnos tu-
vieron la oportunidad de trabajar con razones no racio-
nales, tales como el lado y la diagonal de ciertos cuadra-
dos, Pi y la proporcién aurea, en repetidas ocasiones,
conjugando |os aspectos numéricos y geométricos. Uno
de los objetivos de nuestro trabajo era observar si los
estudiantes eran capaces de distinguir entre longitudes
conmensurables e inconmensurables con respecto a otra
longitud tomada como unidad. En otras palabras, preten-
diamos ver si eran capaces de establecer una diferencia
entre razones racionales e irracionales, por medio de
actividades como la conmensuracion de parejas de lon-
gitudes, la asignacion de nimeros a puntos de la recta en
la que se ha marcado la unidad de medida, la asignacion
de nimeros a los lados de las piezas de un tangram
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tomando uno de dichos lados como unidad de medida, 1a
asignacion de nimeros a lados de cuadrados, las explo-
raciones en torno a Pi y al nimero de oro, etc. Presenta-
mos a continuacion algunas partes del proceso mediante
el cua los alumnos acufiaron €l término proporcion para
referirse alas razones irracionales; término que utiliza-
ron para aludir a ellas en ocasiones posteriores.

Un grupo de alumnos estaba presentando su trabajo
sobre €l nimero de oro al resto de laclase. En un cierto
momento de la presentacion, estaban trabajando con
rectdngulos y pentadgonos aureos de distinto tamafio:

P: Ah, miralo que pregunta L.: «Si los pentdgonos son de
distinto tamafio..., ¢como es que el nimero es el mismo?»
A: Es el mismo, ¢no?, pero...

A: Tiene las mismas proporciones.

P: Porque, ¢qué quiere decir proporcion?

Dice P que, si es mas pequefio, ¢como vaasalir el mismo
ndmero?

A: Porgue no es que salga el mismo ndmero, sino que salen
las proporciones de ese nimero, o sea...

A: ¢NUmeros equivalentes a ése?
P: No, niUmeros equivalentes no.
A: Que guardan las mismas proporciones.

P: Fijaos, en el sobre: si yo mido el lado grande con
respecto a lado..., tomo el lado chico como unidad y mido
el grande, me sale eso.

A: [No se entiende.]

P: Claro, entonces, ¢qué pasa con los distintos pentagonos,
con los distintos rectangulos...?

A: Enlos distintos rectangulos, si haces |o mismo con esto,
sale...

P: ... figura chica, guarda las proporciones del lado grande
al lado chico.

A: jAh!

A: Es como Pi, o sea, siempre ladivision de esto siempre
sale lo mismo. Pues |0 mismo es esto.

P: ¢Os acordais del tangram, del cuadrado que hicimos, que
yo os dejé en la hoja un cuadrado que era més chico?

A: No.
A: Si.
P: Eraigual pero mas pequefio,

A: &Y por qué conservaba las medidas? Porque lo que
conservaba... Si lo mides en centimetros, no conservaba las
medidas, pero, si |0 mides con respecto ala unidad, como
launidad se hareducido igual...

(-]

A: El nimero de oro es el nimero, es el nimero que sale
siempre en todos | os rectangul os que tengan esa proporcion.

¢Entiendes?
Es..
[-]
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A: Es un nimero infinito no periédico.
P: Es otro nimero infinito no periddico.
A: lgual que Pi.

A: ¢Lo entiendesya?

A partir de estas discusiones, varios alumnos (26%)
asociaron el término proporcion alas longitudes incon-
mensurables con la unidad de mediday, aunque no
disponemos de grabaciones parailustrarlo, en los gjerci-
cios en que se pidio alos estudiantes que clasificaran los
decimales infinitos no periddicos, distinguieron entre
aquéllos que provenian de radicales, aquéllos que prove-
nian de proporciones y los decimales infinitos no perio-
dicos con cifras arbitrarias. Si bien, al dar egemplos de
cada tipo, muy pocos alumnos incluyeron las raices
cuadradas también en |as «proporciones» —conexion que
no se explicitd en la clase-, pensamos que, en una
primera etapa de la comprensién de los nimeros irracio-
nales, los estudiantes habian dado un paso importante.

— Conceptos de punto, segmento y medida: la confusién
de aspectos empiricosy tedricos en la representacion
geométrica de los numeros reales. Andlogamente a
como hemos sefialado en relacion con el concepto de
ndmero, en numerosas ocasiones, tendemos a trabajar
con los alumnos bajo la suposicion implicita de que, a
referirnos a conceptos geométricos basicos —como el de
punto o segmento de larecta—, éstos tienen en mente una
idea similar ala nuestra. Cuando se explicitan significa-
dos o interpretaciones particulares, podemos encon-
trarnos con sorpresas en las nociones intuitivas de los
estudiantes. En el siguiente episodio se pone de mani-
fiesto la confusion entre los aspectos empiricos y teori-
cos de estos conceptos:

P: ¢Como son los puntos de unarecta? ;Tienen anchura o
no tienen anchura?

A: No.

A: Si.

A: TU puedes hacer un punto mas grande que otro.

P: ¢TU puedes hacer un punto mas grande que otro?

A: Si, aunque sean décimas de milimetro te puede salir un
punto mas grande que otro.

P: Sergio, ¢qué?

A: Que no, porque si tienen anchura cogeria mas de un
ndmero.

A: ¢ComMo?

A: Pero es que aqui, alo mejor, hay puntos tan pequefios
gue alo mejor si podrian...

P: Si hablamos de unarectaideal, con puntos ideales, los
que nos imaginamos.

Los puntos ideales, ¢tienen dimensiones?

A: No, no.

A: No, pero pueden tener distinta anchura.

P: Distinta anchura... ¢Podrian tener distinta anchura?
A: No, no.
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A: No.

A: Si son ideales

A: Que pueden tener distinta anchura...

Puede ocurrir que un punto ocupe todala pizarra...
P: ¢Si?

A: Si el punto ocupatoda la pizarra seria un conjunto de
puntos; o sea, que no seria uno.

A: Esque, mira, del 0 a 1, ¢por qué no puede ser otro mas
pequefio?

P: Esto es un segmento; del 0 al 1 es un segmento; y éste
otro segmento.

Los puntos, si yo los pinto fisicamente, tienen un segmen-
tillo, pero si me lo imagino...

A: jAh!

P: ¢Entendéis esa diferencia?
A: ¢ComMo?

A: No.

P: Y o pinto un punto, pues depende de lo que sea de gruesa
la punta de mi 14piz tendra un segmentillo.

A: Claro.

P: Pero, si me lo imagino con la cabeza, ¢pueden ser mas
gruesos 0 menos gruesos?

A: No.

P: ¢Tienen anchuralos puntos? ¢Pueden ser mas gruesos o
menos gruesos?

A: No.

En este caso particular, la negociacién de significados en
el terreno geométrico pudo ayudar a los alumnos a
avanzar en la comprension de la geometria como algo
separado de larealidad fisica. Este paso adelante, me-
diante el cual los puntos, lineasy superficies dejan de ser
considerados como objetos fisicos, es esencial parala
comprensién de lainconmensurabilidad, ya que esim-
posible constatar ésta en una figura; todo lo contrario, a
partir de la experiencia practica solo podemos obtener
longitudes conmensurables, puesto que nuestra percep-
cion y nuestras necesidades précticas se satisfacen en un
ndmero finito de pasos. De esta forma, lainconmensura-
bilidad se refiere sélo a objetos matematicos ideales, y
no puede ser mostrada (Arsac, 1987, p. 280).

En términos generales, durante |a etapa de ensefianza
primaria, la cuestion de la medida se ha venido abordan-
do atendiendo a dos aspectos diferentes. En lo que se
refiere a aspecto empirico, los alumnos aprenden a
asignar un numero a una longitud dada por medio de
instrumentos de medida graduados. En lo que se refiere
al aspecto formal, aprenden a aplicar ciertas formulas
para hallar éreas, perimetros, etc. de diferentes figuras
geométricas, normalmente sin profundizar en el signifi-
cado de esta actividad. En estas condiciones, |os alum-
nos Illegan a enfrentarse con el problema de lainconmen-
surabilidad de longitudes con una base débil y superficial.
Debido a esto, al tratar de la medida en el &ambito de los

270

nimeros reales, pueden surgir varios conflictos entre las
interpretaciones, €l nivel de comprensiony laformacion
matematica de los estudiantes y la del profesor. Es por
ello que debemos estar aerta para detectar estos conflic-
tos conforme se presentan cuando empezamos a entrar
en cierta profundidad en el terreno geométrico de los
ndmeros reales. Los siguientes episodios sirven para dar
unaidea de las dificultades que salieron ala luz en
nuestro estudio en este terreno.

En una sesion de clase, después de dibujar un cuadrado
de area 2, algunos alumnos tenian dudas sobre la medida
de su lado. Eradificil para ellos admitir que unalongitud
finita pudiera tener una medida cuya expresion decimal
fuese infinita no periédica. En estas circunstancias, el
significado de la medida, en sus aspectos empirico y
tedrico, volvio a plantearse:

A: Que alo mejor puede equivocarse de que eso sealaA3.
El lado seriainfinito, luego no puede medir, ese lado es una
aproximacion aunque aparentemente, visualmente, lo veamos
exacto, pero no existira un cuadrado exacto con area 2.

A: «Sefio», en nuestra mente si es exacto, pero ahi es
posible que falle.

(-]

P: A ver, aver si separamos ya las dos cosas. ¢V 0sotros
habéis visto una recta donde esto mida 1 y esto mida 1/3
exactamente?

A: No.

P: No, pero en vuestra cabeza si |o mide, ésta es latercera
parte, y ya estd. ¢Entonces por qué ponéis tantas pegas a
éste, y a éste no le ponéis pegas?

A: Porgue ese es exacto y, por |0 menos, se puede dibujar
MAs seguro.

A: Que es o mismo.

P: ¢Esto es 1/3? ¢Esto es exactamente 1/3?
A: Si.

P: O seaque 1/3 si. ¢Y raiz de 2 no?

A: Hombre, esque A2...

A: Pues si, porque 1/3 es exacto.

A: Eslo mismo.

P: O sea, ¢que 1/3 si lo podéis dibujar exactamente ahi y la
A2 no?

A: Si 1/3 se pone, laraiz de 2 también.
A: No.

A: Pero, si es que estamos hablando de un infinito y de un
exacto, ¢como vaaser lo mismo? Si es que alafuerzatiene
que ser diferente. Si estamos hablando de un infinito y de
un exacto...

P: Bueno, ¢alguien pensaba que esto mide exactamente
A2? Prescindiendo de las limitaciones fisicas. De las
limitaciones fisicas prescindimos. ¢Por qué esto mide A2
exactamente?

A: Por gjemplo, si tomamos el teorema de Pitagoras...
Lahipotenusaigual alaraiz cuadradade no se qué... y sale
A2.
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A: Puede que el teorema de Pitagoras sea una aproximacion.

En otra sesi6n, algunos de los estudiantes llegaron a
plantear cuestiones realmente sutiles en relacién con los
aspectos empirico y tedrico de la medida:

P: Asi que los enteros son Utiles para contar, |os racionales
son Utiles para medir... y éstos [los irracionales], ¢son
Utiles para algo? Para medir todas |as longitudes posibles,
¢son suficientes |os racionales?

A: No, no.

P: Porque hay longitudes, como éstas [lados de cuadrados
de areas 2, 3...], que no pueden medirse con nimeros
racionales...

A: Pero, s no lo sabemos... si no sabemos que vienen de un
cuadrado, entonces, siempre las medimos con racionales.

P: ¢Pero, si sabemos que vienen de un cuadrado?
A: Entonces, si.

A: Pero, entonces, todas las longitudes pueden venir de
cuadrados. Y, entonces, todas las longitudes pueden medirse
con...

P: Pero, si el cuadrado tiene &rea 4, entonces, el lado mide
2.

A: Si, eso es verdad.
P: Y, si el cuadrado tiene area 4, ¢qué mide el lado?
A: Mide 2/3.

CONCLUSION

Queremos concluir el presente trabajo haciendo un resu-
men de laimportancia que hatenido, para nuestro estu-
dio sobre la construccion de pensamiento numérico
avanzado, la consideracion de los aspectos sociales,
tanto en la vertiente actitudinal como en la vertiente
cognitiva. Como hemos puesto de manifiesto, para que
tenga lugar la construccién de conocimiento mediante la
interaccion en el aula de matematicas, no sélo hemos de
atender ala interaccion especifica en el terreno cogniti-
VO, sino que hemos de prestar especia atencién al clima
actitudinal en el que pretendemos que ésta ocurra. En
nuestra experiencia, el fomento en los alumnos de la
iniciativa, la confianza en las habilidades cognitivas
propias y de los comparfierosy del respeto mutuo que de
ello se deriva ha sido un factor decisivo para que la
construccion de conocimiento en la comunidad de la
clase se haya producido de forma auténticay fructifera.
Paralograr esto, ha sido necesario desarrollar la confian-
za en las capacidades de los alumnos, tratar de propor-
cionarles oportunidades para actualizarlas y desarrollar-
las y aprender a apreciar sus logros para propiciar la
consolidacion de |os mismos.

En nuestra opinién, lalabor del profesor o profesora es
delicada en €l aspecto mencionado, porque confiar en los
alumnos significa ser capaz de asumir el riesgo de la
corresponsabilidad en el proceso educativo, y esto es
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especia mente dificil de hacer cuando se esta sujeto ala
fuerte presién del contenido curricular. Cuando habla-
mos de pensamiento matemético avanzado, es complica-
do mantener el equilibrio entre la responsabilidad por €l
contenido matematico que los alumnos han de asimilar
y €l riesgo que supone confiar en éstos como artifices de
su propio proceso de aprendizaje. Sin embargo, es pre-
cisamente en contenidos de nivel avanzado cuando més
hemos de contar con €l interés, lainiciativay la autono-
mia de los alumnos, ya que, por la sofisticacion de los
procesos de comprensiOn requeridos, se hace cada vez
mas imprescindible la voluntad, la atencion y el trabajo
del agente que ha de llevarlos a cabo. En nuestro caso, €l
reconocimiento de este hecho y € esfuerzo por ser
coherentes con esta visién se han visto ampliamente
recompensados por la creatividad y la profundidad de
pensamiento con que los alumnos han respondido en
numerosas ocasiones, y por la sustantividad de lainte-
raccion didéactica en la que se han implicado, superando
CON Creces nuestras expectativas iniciales.

A través del andlisis de los episodios ocurridos durante
lainteraccién en el aula, esperamos haber ilustrado la
calidad de los procesos de comprensién de los estudian-
tes sobre el nimero real. Pensamos que estos procesos,
no solo fueron favorecidos, en gran medida, por dicha
interaccion, sino que ademas pudieron ser expresados,
compartidos y observados gracias ala misma. De esta
forma, el enfoque sociocognitivo ha resultado fructifero
para promover |la comprension matematica de los estu-
diantesy pararealizar investigacion sobre ella. A este
respecto, queremos indicar también las ventajas de la
metodol ogia empleada, la cual nos ha permitido obtener
unavision més explicitay profunda de como se desarro-
Ilaron los procesos de comprension de los alumnos en
una clase de matematicas que la que hubiera podido
proporcionarnos la observacion puntual de sesiones
aisladas o la mera observacion externa de un proceso
didéactico que siguiera el curriculo habitual para el tépico
gue nos ocupa. La mayoria de | os episodios presen-
tados tienen una continuidad y una evolucion en el
tiempo, directamente determinada por laintencion de la
profesora-investigadoray su interaccion constante con
los alumnos. En este sentido, la metodologia de
investigacién-accion nos ha resultado especialmente
adecuada para producir y para observar procesos de
ensefianza-aprendizaje que responden a unaintencién y
auna accién sistematicas, que evolucionan alo largo del
tiempo con motivo de las contribuciones de todas las
personas implicadas y que se producen en contextos
educativos naturales.

Por ultimo, sefialaremos que nuestro tratamiento del
concepto dendmero real no ha pretendido agotar € tema
con estudiantes de este nivel. Sin embargo, pensamos
que el trabajo significativo que muchos de estos alumnos
han realizado sobre sus distintos sistemas de represen-
tacion y las conexiones entre |0s mismos —conceptos
como los de nimero y medida, procesos infinitos, etc.—
constituye una buena base sobre la que construir y
consolidar, alo largo de distintas etapas y en distintos
niveles de la ensefianza secundaria, € pensamiento
numérico de nivel avanzado.
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