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SUMMARY

In this paper the role played by the drawing included in linear generalizing problemsis outlined. The main focusis
on the generalization devel oped by secondary education students. The research has been conducted over apopulation
of 13 to 18 year old students. A visual strategy isidentified and some modalities described. The Dorfler theoretical
framework for the process of generalization is used to analize the students behaviour. Finally we conclude with some

didactica remarks.

INTRODUCCION Y MARCO TEORICO

L as pautas numéricas constituyen uno de los temas que
se encuentran en los curriculos. La percepcion de esas
pautas por los alumnos, su utilizacion para resolver
problemas no triviales y su ulterior generalizacion se
consideran tareasrel evantes en laeducacién secundaria.
Asi, en el Curriculum and Evaluation Standars for
School Mathematics norteamericano (NCTM, 1989,
p. 98) encontramos «el curriculo debeincluir laexplora-
¢ion de pautasy funciones para que | os estudiantes sean
capaces de describir, extender, analizar y crear una
ampliagamadepautas» y también «usar pautasy funcio-
nes para representar y resolver problemas». Analoga-
mente, en el Disefio Curricular Base espafiol (DCB,
1989, p. 512) encontramos que €l estudio de fenébmenos
y graficoslinealesy cuadréticos estemade estudio para
los alumnos de secundaria. Ademés, «identificar y des-
cribir regularidades, pautas y relaciones conocidas en
conjuntos de nimeros y formas geométricas similares»
es uno de los criterios de evaluacion para la ensefianza
secundaria obligatoria (Real Decreto, 1991).

Las pautas 'y su relacién con determinadas habilidades
propias de laresolucion de problemas, como es exami-
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nar casos especial es, organizar lainformacion deforma
sistemética, establecer conjeturas y generalizar, entre
otras, hasido objeto deal gunas publicaciones (Mason et
al., 1982; Swan, 1984). Ademas, la investigacion de
pautas permite alos estudiantes desarrollar lacompren-
siéndeconceptosy relacionesmatemati casimportantes,
también comprender lasfunciones, puescuando se estu-
dianlasrelacionesentrelascantidadesen problemascon
pautas surge el conocimiento entre importantes rel acio-
nesmatematicasy lasfunciones (Phillips 1991, p. 1). En
todas estas publicaciones se pone énfasis en larelacion
gue existe entre la percepcion y extension de pautas, ya
sean numeéricaso graficas, surelacién con el conceptode
funcion y los procesos de abstraccion y generalizacion,
tan importantes en |la resolucién de problemas.

Algunostrabaj os de investigaci on recientes se han dedi-
cado aidentificar y clasificar las estrategias utilizadas
por losalumnosen losdenominadosproblemas de gene-
ralizacion lineal, los cuales se caracterizan por los si-
guientes aspectos: se describe unasituacion que contie-
neen el enunciado un dibujo o diagramaque proporciona
los primeros términos f(1), f(2), f(3)... de una sucesion
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aritmética, y sepidealosalumnosel calculo def(n) para
n «pequefio» (generalizacion proxima) y «grande» (ge-
neralizacién lejana).

En Stacey (1989) se informa de los métodos, y de la
consistencia en el uso del método, utilizados por alum-
nos de edades comprendidas entre 9 y 13 afios en tareas
de generalizacion lineal. Stacey informa que los alum-
nos mas experimentados muestran, en su explicacién
escrita, ciertarelacion entrelapautanuméricay lapauta
visual; es decir, se nota que el dibujo juega un cierto
papel en el método empleado por los alumnos en la
resolucion de las tareas (p. 157), pero no profundizaen
el estudio detallado del papel jugado por el dibujo.

En los trabgjos de Orton y Orton (1994 y 1996) se
utilizan mayoritariamente tareas con pautas lineales y
cuadréticas, acompafiados también de diagramas ilus-
trativos en el caso del primero de los trabajos aqui
citados. En particular, en ese primer trabajo, se informa
sobre un estudio Ilevado a cabo con alumnos de edades
comprendidas entrelos 9y 13 afios, en el que se utiliza-
ron palillos. Se esperabaque el uso detal material enla
experienciaserviriade ayudaalosaumnos. Sin embar-
go, los autores informan que, una vez que los nimeros
asociados a los diagramas se hicieron explicitos, los
alumnos abandonaron el trabajo con palillos 'y se con-
centraron exclusivamente en las pautas numéricas.

En Redden (1994) se utiliza la taxonomia SOLO
(Structure of the Observed Learning Outcome, Biggsy
Collis, 1982) enlaclasificacion de las respuestas de los
alumnos ante tareas de pautas lineal es, sefialndose que
ciertas respuestas de los alumnos estan claramente in-
fluenciadas por el diagrama que acompafia al item
(p. 92). Yaque €l propésito del investigador eraclasifi-
car lasrespuestasen el modo simbdlico concretoy noen
el modo iconico, no consideré necesario prestar aten-
cién, en ta clasificacion, a que las respuestas que
desarrollaban los alumnos estuviesen influidas de algu-
na forma por el diagrama, aunque reconocia explicita-
mente que el diagrama podriaestar influyendo en cierta
manera (p. 90).

También Taplin (1995) utilizd lataxonomiaSOL O como
marco teorico parala clasificacion de las respuestas de
alumnosde edadescomprendidasentre 12y 13 afios. Los
items empl eados se acompariaban de diagramasilustra-
tivosy ademés se utilizd materia concreto parafacilitar
latarea alos alumnosy estudiar el comportamiento de
los mismos en varios formatos: modelizacion con mate-
ria concreto, diagramasy texto. En particular, losdiagramas
se utilizaron para proveer de material adecuado a los
estudiantes con tendencias visuales o pictéricas (p. 44).
Sin embargo, no se sefiala explicitamente el uso que del
diagrama hacen los alumnos en la construccién de la
generalidad.

Castro (1995) plantealaviabilidad de las configuracio-
nes puntuales como sistema de representacion de los
numeros naturales y como medio adecuado para visua-
lizar y analizar secuencias. A través de unasecuenciade
tareasestructuradasy combinando otrosdossistemasde

32

representacion, se estudialapotenciadetalesconfigura-
ciones para expresar relaciones y propiedades numéri-
casdescubiertaspor losalumnos(13al4afos). Conclu-
yequetal sistemagréfico-intuitivoesampliamenteutilizado
por los alumnos, aunque se detectan ciertos problemas
en su uso. Por g emplo, «al representar varios términos
de una secuencia mediante configuracién puntual, se
pueden analizar sus términos mediante diferentes desa-
rrollos aritméticos y, por tanto, obtener expresiones
algebraicas distintas, aunque equivalentes del término
general de la sucesion. La representacion puntua del
término general de unasucesi 6n necesitadelaayudadel
profesor; se trata de un conocimiento de los que Piaget
denominasocial, que necesita ser transmitido» (p. 308).

El objeto de estudio de las anteriores investigaciones,
por lo general, hasido clasificar lasrespuestasy estable-
cer los niveles de generalizacién alcanzados por los
alumnos. Es decir, creemos que se ha prestado poca
atencién al andlisis del proceso mediante el cual los
alumnos elaboran la generalizaci6n, habiéndose focali-
zado el esfuerzo en laclasificacion del resultado de ese
proceso.

Por nuestraparte (GarciaCruzy Martinon, 1996a, 1996b),
hemos sefialado parcialmente el papel jugado por el
diagrama en la generalizacién de pautas linea es. Nues-
traintencion es profundizar en el anélisis de ese papel y
en este trabajo presentamos algunos resultados. Parti-
mos de la hip6tesis de que en el desarrollo y estableci-
miento de la generalizacion por parte de muchos alum-
nosjuegaun papel esencial el diagrama que acompafiaa
las situaciones. Desde este supuesto formulamos las
siguientes cuestiones, objeto de nuestra investigacion:

Cuestion 1: ¢Qué papel juegaen el proceso de generali-
zacion el diagrama que acompafia a la tarea?

Cuestion 2: ¢Podemos esperar un comportamiento dife-
rente en los alumnos segun laedad y €l nivel deinstruc-
cion recibido, entre aquéllos que usan el diagramaen el
proceso de generalizacién?

En estetrabajo estamosinteresadosenlaformaenlaque
los alumnos establecen la generalizacion mediante un
proceso en el cual el dibujo juega un papel esencial. En
Presmeg (1986, p. 298) se define estrategia visual como
el método de solucion en el que son esenciales ciertas
imagenes mentales, con o sin apoyo de un diagrama.
Usamos ese término en sentido algo més restringido y
denominamos estrategia visual al procedimiento de
obtencion de unareglageneral de célculo paraf(n) enel
que el dibujo juega un papel esencial.

El marco tedrico sobre la generalizacién adoptado en
nuestro trabajo es el de la generalizacion operativa
desarrollado por Dorfler (1991), quien asi hamodelado
con detalle el proceso denominado por Piaget abstrac-
cion reflexiva, por medio del cual se desarrollay cons-
truye la generalizacién. En este modelo se presta espe-
cial atencion al proceso de abstraccion constructiva, al
papel quejuegan lasacciones, loselementosdelaaccion
y el establecimiento y simbolizacion derelacionesinva-
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riantes en la construccion de la generalizacion. Segin
Dorfler, el proceso de generalizacion conllevala cons-
truccién de variables, donde el término variable hace
referencia tanto a un modelo cognitivo variable, en la
cogniciéndel sujeto, como aunapartedel conocimiento
objetivo, es decir, del contenido matematico. Dorfler
afiade que el estudio del comportamiento de los alum-
nos, el tipo de estrategia particular que desarrollany las
interpretaciones correspondientes deben confrontarse
con laformaestandar de presentacion y formulacién del
conocimiento matemati co subyacente; detal confronta-
cién deben surgir elementos didacticos que sirvan de
apoyo para la practica docente.

METODOLOGIA

Cuestionario

En el estudio hemos utilizado las dos siguientes tareas,
gue sonlasmismasquefueron usadaspor Stacey (1989):

Tareadelaescalera

Tamafio 2
8 palillos

Tamafio 3
11 palillos

Tarea del arbol de Navidad

Tamafio 3
11 luces

Tamafio 2
7 luces

Tamarfio 1
3luces
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Ambastareasresultan ser Utilescomo instrumentospara
poder responder alacuestion 1: ;Qué papel juegaen el
proceso de generalizacién el diagrama que acompafia a
la tarea? En efecto, se trata de tareas en las que es
necesario que el alumno realice unageneralizacién para
responder a las cuestiones E5 y A2, aunque es posible
gue tal generalizacion se inicie en las respuestas a las
cuestionesE4y Al.

La tarea de la escalera comienza con tres cuestiones
introductorias(E1, E2y E3), quesirven alosalumnosde
«calentamiento», y acontinuacién se les pide unagene-
ralizacion proxima (palillos necesarios para una escal e-
ra de tamafio 20, cuestién E4) y una generalizacion
lejana (palillos necesarios para una escal era de tamafio
1.000, cuestién ES).

Latareadel arbol de Navidad no tiene cuestionesintro-
ductorias, solo las cuestiones de generalizacion proxima
(A1) y lgjana (A2).

En este contexto, el término generalizacion proxima
hace referencia a una cuestion que puede ser resuelta
mediante un recuento directo sobre un dibujo construido
al efecto o mediantelaextension delasucesi 6n numérica
correspondiente; el término generalizacionlejana hace
referencia a una cuestion que no se puede abordar o es

El: ¢Cuantos palillos seran necesarios para una escalera del mismo tipo con 4
peldafios?

E2: ¢Cuéntos palillos seran necesarios para una escalera del mismo tipo con 5
peldafios?

E3: Sabemos que se necesitan 335 palillos para una escaera con 111 peldafios.
¢Cuantos palillos serén necesarios para una escalera del mismo tipo con 112
peldafios?

E4: ;Cuantos palillos seran necesarios para una escalera del mismo tipo con 20
peldafios?

E5: ¢Cuantos palillos serén necesarios para una escalera del mismo tipo con 1.000
peldafios?

Explica tus respuestas.

Al: ;Cuéntas luces serén necesarias para un érbol de Navidad de
tamarfio 20?

A2: ¢Cuéntas luces seran necesarias para un arbol de Navidad de
tamario 100?

Explica tus respuestas.
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dificil hacerlo por los procedimientos paso a paso des-
critos para la generalizacion proxima (Stacey, 1989).

Lapruebase pasd en un tiempo méximo de unahoray se
les pidio, tanto por escrito como oral mente, al comienzo
y durantelaprueba, que explicaran detenidamente cémo
habian resuelto las diferentes cuestiones. En primer
lugar, losalumnosrealizaron latareadelaescaleray una
vez recogida se les pasot la tarea del arbol de Navidad.
Esto se hizo asi paraestudiar si |osalumnos eran consis-
tentes en la estrategia utilizada al pasar de una tarea
aotra

El proposito del diagramaque acompafiaalasdostareas
esque la pautavisual-geométricaayude alosalumnos a
percibir la pauta numeérica. Teniendo en cuenta las dos
cuestiones que nos hemos planteado en este trabgj o, sélo
analizamos en detalle aquellas respuestas dadas por los
alumnos a las cuestiones de generalizacién préximay
lejana en las que usan una estrategia visual .

Resulta claro que las dos tareas responden a una pauta
numeérica lineal, tal como se denomina en la literatura
didactica. Setratade sucesiones aritméticas de nimeros
naturales, f(n)=an+ b(n=1,2,3...)conaz0yb#0.
Estas condiciones implican que la diferencia a de la
sucesién aritmética es un nimero natural y que b es un
ndmero entero. Concretamente, en el caso de nuestras
dostareas, tenemosf(n) = 3n+ 2 enlaescaleray f(n) =
4n - 1 en el &bol de Navidad. La presentacion de la
situacién consiste en dar algunos de los primeros térmi-
nosdelasucesion (dosenlaescaleray tresen el arbol de
Navidad). Debemos hacer notar que la condicion b # 0
excluye las sucesiones del tipo f(n) = an, que suelen
denominarse de proporcionalidad directa, en las que el
primer término f(1) y ladiferenciaa coinciden. Por otro
lado, los alumnos pueden abordar este tipo de tareas
desde el conocimiento delaexpresién del término gene-
ral f(n) = f(1) + a(n-1) de una sucesion aritmética de
diferencia a.

Poblacién
El estudio se realiz6 sobre una poblacion de 373

alumnos, cuyas edadesy nivel educativo serecogeenla
tablal.

Tablal
NUmero de alumnos segun nivel educativo.

Edad (afios) Nivel Alumnos
13-14 8°EGB 62
14-15 1°BUP 59
15-16 4° ESO 80
15-16 2°BUP 52
16-17 3°BUP 62
17-18 COuU 58
Total 373
34

Todoslosalumnoshabian seguido unainstrucciéntradi-
cional y, por lo tanto, no estaban familiarizados con este
tipo de tareas, salvo los alumnos del nivel 4° de ESO.
Estos alumnos se ubican en la nueva ordenacién educa-
tiva en Espafia y dentro de su curriculo se da mucha
importanciaal trabajo contareasno rutinarias, al empleo
del razonamientoy alaexplicacion de lasestrategias de
solucién empleadas. A los alumnos de 2° de BUP se les
paso la prueba dos meses después de haber recibido
ensefianza explicita sobre sucesiones aritméticas, y los
alumnos de 3° de BUP y COU habian recibido esta
instruccién un afioy dosanosantes, respectivamente. En
cuanto aloscentros, doseran urbanos, dossemiurbanos
y unorural. Losgruposde alumnosfueron sel eccionados
aleatoriamente en sus respectivos centros, de entre los
grupos del mismo nivel que, ajuicio de sus profesores,
resultaban heterogéneos respecto de las habilidades
matematicas.

En ciertos casos, los dibujos fueron alterados de la
siguiente manera: en el dibujo de |a escalera se unieron
lospalillosy en el del arbol de Navidad se alinearon las
luces. Tratamos con ello de analizar si una distinta
configuracion influiria en las respuestas. Se pasaron
cuatro pruebas diferentes, cada una de las cuales fue
respondida por un nimero similar de alumnos en cada
uno de los niveles, tal como seindicaen latablall.

Tablall
NUmero de alumnos segiin modalidad de las pruebas.

Lucesalineadas Lucesno alineadas Total

Palillos no unidos 96 94 190

Palill os unidos 92 91 183

Total 188 185 373
RESULTADOS

Respuestas de los alumnos

Las respuestas de los alumnos se han clasificado de la
siguiente manera: en blanco (no hay respuesta), recuen-
to (se cuenta el nimero de palillos o de luces sobre un
dibujo que se corresponde con el tamafio del objeto en
cuestion, o bien se prolonga numéricamente la sucesion
hasta el término pedido), proporcional (se realiza un
razonamiento detipo proporcional, por ejemplo, usando
la «regla de tres») y lineal (la respuesta se adapta, de
algunaforma, aun esquemadel tipoan + b). Enlatabla
Il seresume el nimero de respuestas de cadaclase ante
las cuestiones de generalizacion proxima y lejana, y
también se incluye el nimero de alumnos que dan una
respuesta lineal usando una estrategia visual.
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Tablalll
Numero de alumnos segin el tipo de respuesta.

B R W L EV % EV/L
E4 47 44 136 146 63 43
ES5 69 0 155 149 63 42
Al 56 14 86 217 119 55
A2 56 2 103 212 115 54

(B: en blanco; R: recuento; W: proporcional; L: lineal; EV: estrategia
visual en lineal)

Aunque no es objeto de este trabajo, puede apreciarse
gue las cuestiones sobre la escalera reciben un nimero
derespuestasproporcionalessimilar alaslineales, mientras
queen el arbol de Navidad hay un nimero muy superior
de respuestas lineal es.

Lasrespuestasdetipolineal lashemosclasificado enlas
tres siguientes categorias:

L1: Larespuesta corresponde a la estructura simbélica
f(n) = an+ b, conb # 0y aladiferencia. Setratadeuna
respuesta de tipo funcional.

L2: Para el calculo se hace uso explicito de expresiones
del tipo f(n) = d(n-m) + f(m), m< n,m>1. Setratade
una respuesta de tipo recursivo-funcional.

L3: Lasexpresionesparael clculo son diferentesdelas
anteriores y en ellas no aparece explicitamente la dife-
rencia constante.

Como hemosindicado, aqui sélo estamosinteresadosen
las respuestas de tipo lineal que usan una estrategia
visual. Con €l fin de distinguir las diferentes modalida-
desdeestrategiavisual quelosalumnosusan en cadauna
de las categorias de respuestas de tipo lineal, hemos
diferenciado con un segundo digito (L11, L12...) esas
diferentes modalidades.

¢Cuando consideramos que un alumno ha usado una
estrategia visual? Como ya indicamos, siguiendo a
Presmeg (1986), entendemos que un alumno ha usado
una estrategia visual si, en el procedimiento de obten-
cién de la regla de célculo, el dibujo juega un papel
esencial. Con el fin de precisar esto, distinguimos entre
las diversas categorias de respuestas lineales.

En las categorias L1 y L2, consideramos que una res-
puesta es el resultado de una estrategia visual siempre
gue en la explicacion exista una referencia clara a ele-
mentos del dibujo que no se encuentren en los enuncia-
dos de la tareas. Segun este criterio, las explicaciones
queincluyen sblolas palabrastamafio, arbol o escalera,
gue son palabras que aparecen en |os enunciados, no las
consideramos incluidas en la estrategia visual. Por otro
lado, cuando en laexplicacion se utilizan pal abras como
parteslaterales, lineaslaterales, partesde abajo, partes
de arriba, cuspide, triangulo, nivel, capa, punta de
arriba, pisos uno debajo del otro, medios tridangulosy
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similares, que no aparecen explicitamente en los enun-
ciados y que indican claramente una referencia a ele-
mentosdelaescaleraodel arbol, hemosconsiderado que
tal respuestasi se corresponde con unaestrategiavisual.

En la categoria L3 fijamos un criterio no tan restrictivo
comoenlLly L2, yaquehemos considerado que en una
respuesta juega un papel esencial el dibujo cuando la
explicaciéon mas plausible, para el célculo efectuado,
conllevareferenciasalos elementos del mismoy no hay
otra posible explicacion alternativa que hayasido cons-
tatada en respuestas puramente numéricas dadas por
otros alumnos. Un gjemplo lo constituye la modalidad
L31, que se expone a continuacion, y cuya expresion
parael calculo esfécilmentededucibleapartir del dibujo
y no apartir de la sucesion numeérica.

Tareadelaescalera

En estatarea, 68 alumnos (18% del total de 373) hacen
referenciaexpresaal diagramaque acompafiaalasitua-
cién al calcular el total de palillos necesarios en alguna
delascuestionesE4y E5 planteadas. En susexplicacio-
nes, dadas por escrito, utilizan por lo general el dibujode
mayor tamafio (n = 3), donde introducen signos pictori-
cos para agrupar e€lementos, y mediante sentencias ver-
bales expresan larelacion entre los elementos del mis-
mo. Una vez analizadas |as respuestas, y no habiendo
encontrado diferenciassignificativasrespecto delasdos
modalidadesdel dibujo (palillosseparadoso juntos), las
hemos clasificado bajo las dos siguientes modalidades:

—2W0x3+2 21+21+20

( Ant2

Modalidad L11

(nt1)+ntl)+n

Modalidad L31

Modalidad L11: Consiste en separar dos palillosen la
base, 0 enlo alto, y considerar e resto de la escalera
formadapor unasucesi 6n de el ementos compuestosasu
vez por tres palillos, uno horizontal y dos verticales. Si
la escalera tiene tamafio 20 (peldafios), el nimero de
palillos sera, por consiguiente, igual a 3(20 + 2. Las
respuestas de esta modalidad se corresponden con un
esquemadel siguientetipo: si laescaleratienetamafion
(peldafios), entonces estaraformadapor 3n + 2 palillos.
Por tanto, la estructura aritmético-algebraica de esta
modalidad corresponde a laforma canonica de la pauta
lineal, es decir, f(n) = an + b, que resulta claramente
funcional. Sin embargo, a obtener el alumno tal expre-
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sién a partir del dibujo, hemos de pensar que tiene un
marcado caréacter recursivo: el términoinicial estacons-
tituido por los dos palillos de la base, o de la parte
superior de la escalera, y cada término se construye
afiadiendo tres palillos, uno de los cuales corresponde
con un peldafio. Por otro lado, tal proceso recursivo ho
tiene un equivalente en la sucesi 6n, donde claramente el
primer término corresponde a la escalera formada por
cinco peldafios. Luego, el dibujo puede inducir en los
alumnos un tipo de respuesta que en esencia es de
cualidad recursiva aunque podria confundirse con una
de tipo funcional.

Modalidad L31: Consiste en separar |a escalera en tres
blogquesdiferenciados, delosquedoscorrespondenalas
columnas laterales de palillos verticales y la otra, alos
palillos horizontales o peldafios. Si la escalera tiene
tamafio 20 (peldafios) tendremos 20 + 1 por cadalateral,
mas |os 20 centrales; esdecir, (20 + 1) + (20+ 1) + 20 =
62 palillos. El esquema subyacente en estas respuestas
esel siguiente: si |a escaleratiene tamafio n (peldafios),
entoncesestaraformadapor (n+1) +(n+1) +npalillos.
Larespuesta es claramente funcional, pero no se utiliza
ladiferenciaconstante como elemento constitutivo dela
misma. Realmente la respuesta se construye a partir de
dos relaciones funcionales: |os palillos-peldafios (n) y
los palillos-laterales (n + 1) contados dos veces.

El total de alumnos que usan la estrategia visual en
alguna de las cuestiones E4 o E5, por nivel educativo y
modalidad, se muestran en latablalV, donde el porcen-
taje hace referencia al total de alumnos de cada nivel
educativo que constituyen la poblacién estudiada.

Tabla |V
Alumnos por modalidad en latarea de la escalera.

Modalidades Totales
Niveles L11 L31 Alumnos %
8° EGB 1 2 3 5
4° ESO 20 6 26 33
1°BUP 9 7 16 27
2°BUP 2 1 3 6
3 BUP 2 4 6 10
COou 10 4 14 24
Totales 44 24 68 18

Debemos sefialar que no hay alumnos que usen dos
modalidades distintas en las cuestiones de esta tarea de
la escalera.

Tarea del arbol de Navidad
En esta tarea, 119 alumnos (32%) hacen referencia

expresa a diagrama que acompafia a la situacion al
calcular el total de luces necesarias en algunadelas dos
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cuestionesplanteadas. Unavez analizadaslasrespuestas
de los alumnos, hemos clasificado y agrupado las mis-
mas bajo las modalidades que ahoraseindican. Lasdos
primeras, L21 y L22, fueron usadas en las tareas con
luces alineadas, salvo 2 alumnos que usaron laL 22 con
las luces no alineadas, mientras que las restantes fueron
utilizadas cuando las luces no estaban alineadas.

Modalidades L21 y L22: En ambas €l esquema es muy
similar y consiste en descomponer €l arbol en copa,
centroy base. Enlamodalidad L21, la copa constade 5
luces; el centro estd formado por un nimero variable de
capas, segun €l tamafio del arbol, cada unacon 4 luces;
y la base esta formada por 2 luces. La modalidad L22
difiere de laL21 en que la copa esta formada por 1 luz
solamente. Si ahora el &rbol tiene tamafio 20, en la
modalidad L21 el nimero total de luces necesarias sera
5 + 4(18 + 2, mientras que en la modalidad L22 el
numero total de luces seral + 4(19 + 2. Las respuestas
corresponden alosesquemassiguientes: si el arbol tiene
tamafio n, entonces se necesitan 5+ 4(n-2)+2y 1+
4(n - 1) + 2 luces, para las modalidades L21 y L22,
respectivamente.

+ 19x4
18x4 +
+ — 2
2
4(m2)+7 4-1)+3
Modalidad L21 Modalidad L22

Modalidad L23: Consiste en considerar el arbol forma-
do por una copa con 3 lucesy por elementos variables,
segun el tamaro del arbol, compuestos cada uno por 4
luces. Si el arbol tiene tamarfio 20, tendra un nimero de
lucesigual a4(19 + 3; responde al siguiente esquema: si
el tamafio es n, entonces se tendra un nimero de luces
igual a4(n-1) + 3.

Modalidad L32: Consiste en agrupar laslucesdetresen
tres, dejando unacolumnaen el centro del &rbol formada
por lucesaisladas. Si el tamafio del &rbol es 20, setendra
un numero de lucesigual a3(20 + 19; el esquemaes: si
el arbol tiene tamafio n, entoncesel nimero de lucessera
igual a3n + (n- 1).

Modalidad L33: Estamodalidad essimilaralaL1ldela
escalera y consiste en agrupar las luces en columnas,
cuya cantidad varia con el tamafio del arbol, y en dgjar
una luz aislada en la copa del arbol. Si el arbol tiene
tamafio 20, entonces el nimero de luces necesario sera
20+ 20+ 19+ 19+ 1; e esquemaes el siguiente: si el
arbol tiene tamafio n, entonces el nimero de luces sera
n+n+(n-1)+(n-1) + 1.
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Modalidad L12: Difiere de la modalidad L23 en que se
afade unaluz alacopaparaque éstacontengaun nimero
de lucesigual alas que tiene cada elemento de la parte
variable; a continuacion se multiplica el tamafio por 4y
serestal (laluz que se habiaafiadido) al resultado final.
Se sigue que, si el tamafio del arbol es 20, entonces, €l
numero de luces es 4(20 - 1; por lo tanto, el esquemaes:
si el tamafio del &rbol es n, entonces el nimero de luces
es4n- 1.

En estatarea, lasmodalidades L21, L22 y L 23, que son
evidentementerecursivasen suformulacién aritméticay
algebraica, coinciden conun procedimiento recursivode
construcciondel dibujo. Enlasdosprimeras, €l elemen-
to de partida es el nUmero de objetos (luces) que hay en
la copay base del arbol; en la tltima, este elemento lo
forman lastreslucesdelacopa. Estadltimaconstruccion
puede ser visualizada construyendo el arbol desde el
primer elemento haciaabajo, afiadiendo partesidénticas
gue contienen cuatro luces. Todas estas formulaciones
recursivas a partir del dibujo tienen su correspondiente
equivalencia en la sucesion numérica, hecho que no
ocurre con lamodalidad L11 de latarea de la escalera,
como Yya sefialamos anteriormente. Es de notar que las
diferentes modalidades se usan, o bien con luces alinea-
das, o bien con no alineadas, de forma que no hay
modalidades de la estrategia visual comunes a las dos
formas de presentar las luces. Hay, pues, una clara
influencia de que las luces estén o no alineadas en la
modalidad que se usa.

EnlatablaV seindicael nimero dealumnosqueusanla

estrategia visual en alguna de las cuestiones A1 0 A2,
por nivel educativo y modalidad.

AN

/
// 19 x4 e
4@ 13 Butm-1)
Modalidad L23 Modalidad L32
20420
15+19+1
n+n+n-1)+Hn-1)+1
Modalidad L33
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TablaV
Alumnos segiin modalidad en latarea
del arbol de Navidad.

Modali dades Totales
Niveles L21 L22 L23 L12 L32 L33 Alumnos %
8° EGB 2 6 1 2 0 0 11 18
4°ESO 4 10 8 6 1 2 31 39
1°BUP 1 10 3 4 0 0 18 30
2°BUP 2 4 0 1 0 0 7 13
3°BUP 4 6 9 1 1 1 22 35
COU 7 6 11 4 1 1 30 52
Totales 20 42 32 18 3 4 119 32

Tal como ocurre en la tarea de la escalera, no hay
alumnos que usen dosmodalidadesdistintasen lascues-
tiones de esta tarea del arbol de Navidad.

Andlisisde los errores

En la tarea de la escalera se observaron un total de 6
errores, correspondientesa 7 alumnos, y no se observa-
ron diferencias apreciables entre las pruebas en las que
los palillos se unieron respecto de las que éstos se
mantuvieron como en el formato original. Concreta-
mente:

Modalidad L31 (3 alumnos):

22 + 22 (1 alumno)
22 + 22 + 20 (1 alumno)
20 + 19 + 19 (1 alumno)

Modalidad L11 (4 alumnos):

20 x 2 + 2 (2 dumnos)
20 x 3+ 5 (1 dumno)
20x 2 + 4 (1 aumno)

Enlatareadel &rbol de Navidad hemos contabilizado 25
alumnos que cometieron errores. Aqui si se aprecian
diferenciasentrelaspruebasconlaslucesalineadasy las
gue no. Cuando las luces estaban alineadas, |os errores
cometidos fueron los siguientes (21 alumnos):

Modalidad L22 (19 alumnos):
18 x 4 + 3 (13 alumnos)
20 X 4 + 3 (4 dumnos)
19x 4 + 1 (1 alumno)
18 x 4+ 5 (1 alumno)
Modalidad L21 (2 alumnos):
18 x 3+ 7 (2 alumnos)

En las pruebas en las que lasluces no estaban alineadas
los errores fueron los siguientes (4 alumnos):

37



INVESTIGACION DIDACTICA

Modalidad L12 (3 alumnos):

20 x 4 - 2 (1 alumno)
20 x 4 - 3 (1 alumno)

Modalidad L32 (1 alumno)
20 x 3+ 20 (1 alumno)

En lamodalidad L 22 (19 alumnos), todos |os errores se
deben a una apreciacion errénea entre e tamafio del
objeto y el nimero de partes en las que se descompone
el elemento variable del mismo, masque aunaincompe-
tencia aritmética. En las modalidades L23 y L33 no se
contabilizaron errores.

Si comparamosel porcentajerelativo derespuestasaten-
diendo al diferente formato del diagrama, observamos
que un 40% (25 alumnos de un total de 62) cometieron
errores en las pruebas con las luces alineadas, mientras
que sblo un 7% (4 alumnosde untotal de 57) cometieron
errores en las pruebas con las luces no alineadas. Ade-
mas, el porcentaje de alumnos que utilizan el diagrama
en su explicacién esmuy similar en ambaspruebas: 33%
con luces alineadas (62 alumnos de un total de 188) y
31% con luces no alineadas (57 alumnos de un total de
185). Luego, nuestra decision de modificar el dibujo
alineando las luces parece que indujo a los alumnos a
cometer un nimero mayor de errores.

Uso de la estrategia visual

Hasta ahora los datos presentados en este apartado se
refieren al nUmero de veces que se ha aplicado cada
modalidad de |a estrategia visual, pero nos parece inte-
resante comprobar cémo se comportan |os alumnos que
emplean unau otramodalidad al pasar de unacuestion a
otra dentro de una misma tarea, incluso entre las dos
tareas.

LatablaVI muestrael nimero de alumnos que contesto
a cada cuestién con referencia explicita a dibujo. Bajo
la columna «Prueba» se recoge el total de alumnos que
utilizaron la estrategia visual en las cuatro cuestiones.
Bajo lacolumna«Totales» serecoge €l total de alumnos
que utilizaron esta estrategia para resolver, a menos,
una cuestion.

Tabla VI
Alumnos que usan la estrategia visual.

Escalera  Arbol Prueba Totales
Niveles E4 E5 Al A2 Alumnos % Alumnos %
8°EGB 3 1 11 11 0 0 14 23
1°BUP 14 16 18 18 9 15 25 42
ALESO 26 24 31 28 13 16 44 55
2°BUP 3 3 7 6 2 4 8 15
3BUP 5 6 22 22 6 10 22 35

COuU 12 13 30 30 10 17 34 59
Totales 63 63 119 115 40 11 147 39
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En primer lugar, sospechamos que muchos més alumnos
de los recogidos en latabla VI emplearon la estrategia
basada en el dibujo, aunque optaron por no dar ninguna
explicacion y se limitaron a consignar el resultado en
cada cuestion.

El bajo porcentaje de alumnos de 2° de BUP que utilizan
la estrategia visual no debe sorprendernos, pues eran
alumnos que habian sido instruidos dos meses antes
sobre sucesiones aritméticas y, al reconocer la pauta
numeérica como correspondiente a este tipo de situacio-
nes, utilizaron mayoritariamentelaexpresion f(n) = (1)
+ d(n-1). Sorprendentemente el mayor porcentgje de
alumnos que utilizan el diagrama en la explicacion de
sus cél cul os se obtuvo en los alumnos con mayor edad y
nivel académico (COU). Algunos de estos alumnos, asi
como en 3° de BUP, reconocieron la pauta como
«aritmética» pero anotaron frases como «no recuerdo la
formula a aplicar» y optaron por desarrollar una estra-
tegia personal de recuento.

Si comparamos los alumnos de 1° de BUP y 4° de ESO,
observamosque el porcentajedealumnosqueutilizaron
esta estrategia en las cuatro cuestiones es similar (co-
lumna «Prueba» delaTabla V1), siendo mayor en 4° de
ESO si se observa cuestion por cuestiony en el total de
alumnos que a lo largo de la prueba utilizaron por lo
menos una vez esta estrategia (Gltima columna de la
tablaV|). Estadiferenciapodriaser debida, enparte, ala
distinta metodologia aplicada por el profesor en los
diferentes niveles educativos, observacion que sefiala-
mos en el apartado relativo ala poblacion estudiada

Latabla VI muestra claramente la inconsistencia en el
uso y empleo de esta estrategiavisual alolargo detoda
laprueba, no asi en cadatarea, enlacual losalumnosque
utilizan estaestrategiavisual laemplean, por |o general,
en ambas cuestiones. Otro hecho puesto derelievepor la
Ultima columna de la tabla VI es el alto porcentaje de
alumnos que utilizan, al menos unavez, tal estrategiaal
responder a alguna cuestion dentro de las dos tareas
(39% de la poblacion total).

DISCUSION

En este apartado profundizamos en o que los alumnos
hacen a laluz del marco de la generalizacion operativa
(Dorfler, 1991). Concluimos con algunas sugerencias
didécticas paralapracticaen el aula.

Acciones: visiones estatica y dindmica

La cuestion aresolver, célculo de f(n) paraun cierto n,
dirigelaatenciéndelosaumnoshacialos elementosdel
dibujo y el tamafio n del objeto. A partir de ahi, los
alumnosdesarrollan unaaccion mental, que puede supo-
ner o no una actividad fisica sobre el dibujo, cuyo
esguema precisamos a continuacion.

Las respuestas que efectivamente dieron los alumnos
permiten inferir que hay dos clases de acciones diferen-
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tes, segun contemplen el dibujo de forma estatica o
dinamica. Obtenemos asi una primera clasificacién de
las acciones.

Cuando un alumno consideradeformaestaticael dibujo,
imagina el objeto completo del tamafio requerido. Vea-
mos un ejemplo. En lamodalidad L22, ante la cuestion
A1, céculo de f(20), el alumno imagina un arbol de
tamafio 20 mirando el &rbol de tamarfio 3 que figuraen el
enunciado de la tarea. Entonces, la accion consiste en
dividir el dibujo del arbol produciendo unaparticion enel
conjunto de las luces, de forma que surgen tres grupos de
luces: un grupo de 1 luz en lacopa, un grupo en el centro
formado por 19 subgrupos de 4 luces cadauno y un grupo
de2lucesenlabase. Laaccion realizada sobre el &rbol de
tamafio 20 puede modificarse ligeramente para adecuarla
aun arbol de cualquier tamafio, y para ello es suficiente
variar el nmero de subgrupos de 4 luces.

Respuesta: 19(4=76+3=79. El arbol de tamafio 20 esta
formado por 20 tridngulos y en 19 de sus tridangulos
posee4|uces, por lo quetiene76, pero selesuman 3 mas
porque son las que van en las dos puntas del primer
triangulo y en la punta del triangulo nimero 20.

Como se observa, lavision estatica del dibujo llevaala
realizacion de unaaccién que produce un nimero cons-
tante de grupos, aunque los hay de dos clases. grupos de
tamafio invariable al modificar el tamafio del arbol (uno
enlacopay otroenlabase) y ungrupo cuyotamafiovaria
enfuncion del tamafio del arbol. Podemossimbolizar del
siguientemodo el esquemade laaccion correspondiente
alamodalidad L22:

<invariable> + <variable> + <invariable>.

Si consideramos lamodalidad L31 delaescalera, habra
tres grupos variables:

<variable> + <variable> + <variable>.

Lo que escomun alos esquemas correspondientesa una
vision estéticaes que el numero de grupos es constante,
en el sentido de que no varia con el tamafio del objeto.

Si el alumno contempla el dibujo de forma dinamica,
entonces|oimaginacreciendo desde uno delostamarios
que aparecen en el enunciado delatareahasta el tamafio
superior por € que se le pregunta. Consideremos, de
nuevo, e ejemplo de la modalidad L22. Hay alumnos
gue han imaginado el arbol de tamafio 3 como un érbol
detamafio 1 al que selehan afiadido dos capasde 4 luces
en el centroy, por tanto, mediante la accion de incorpo-
rar «niveles» de 4 luces, y dejando inalteradas|a copay
la base, alcanzan el tamafio 20 o un tamafio superior.

Respuesta: 20; 3+(4 -19)=79luces. S enel primer nivel
hay tres, que al colocarle uno encima desaparece el de
la punta, pero que aparece en el Gltimo nivel y sabemos
gue en €l resto de los niveles hay cuatro.

Tendremos: ler nivel —— 2 +1 (apareceen lapuntadel
Ultimo nivel) resto ——4 - (nUm. de niveles restantes).
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En este caso, el ndmero de grupos no es constante,
depende del tamafio del arbol (en el arbol de tamafio 3
hay 4 grupos, en el de tamafio 20 hay 21 grupos), pero €l
numero de luces en cada grupo no varia con el tamafio
del arbol (1 luz en el grupo de la copa, 4 luces en los
grupos del centro y 2 luces en el grupo de la base). El
esquema de esta accion podemos simbolizarlo
mediante:

<invariable> + [<invariable> + <invariable> + ... ] +
<invariable>.

En la modalidad L11 de la escalera el esquema de la
accion correspondiente a una vision dindmica seria:

<invariable> + [<invariable> + <invariable> + ...]

En todos los esquemas de las acciones de una vision
dinamica, el nimero de grupos depende del tamario del
objeto.

Resulta, por tanto, que la manera en que se produzcala
vision del dibujo determinauntipo u otro de esquemade
accion. Lavision estéticaconduce aun numero constan-
te de grupos alguno de los cuales es variable, mientras
guelavisiondinamicallevaaun nimero no constante de
grupos, teniendo todos ellos un nimero invariable de
elementos. En ambos casos hay elementos (grupos o
tamafio de grupos) variables e invariables.

Debeobservarse que dentro de unamismamodalidad de
estrategia visual pueden darse ambos tipos de visiones
del dibujo y, por tanto, las dos clases de acciones que
hemos descrito. Ocurre asi conlamodalidad L 22, usada
antes como ejemplo en ambos casos.

Acciones. esgquemas con diferencia y sin diferencia

Una segunda clasificacién de las acciones y de los
esquemas de |as acciones tiene que ver con el papel que
juega la diferencia a. En ciertos casos, los elementos
variables se relacionan con la diferencia, mientras que
en otros no es asi. Es decir, tenemos dos tipos de
esguema de la accion.

Esguema A: con diferencia. El elemento variable del
esguema de laaccion esta directamente rel acionado con
ladiferenciaa delasucesion. Asi ocurre en las modali-
dadesL11delaescaleray L12,L.21,L22y L 23 del &rbol
de Navidad. En lavisién estética, el grupo variable esta
formado por subgrupos de tamafio a y, en la vision
dinamica, los grupos que se van afadiendo tienen tama-
fio a. Consideremos, por ejemplo, la modalidad L11.
ConunavisiOn estética, el alumno produce unaparticion
del tipo:

<2> +<20(3>
En unavision dinamica, los grupos que se afladen son de
3 elementos:

<2>+<3>+<3>+...
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En ambos supuestos la diferencia 3 juega un papel
esencial.

Esguema B: sin diferencia. El elemento variable del
esguema de la accién no esta directamente relacionado
con la diferencia a de la sucesion, como ocurre en las
modalidades L 31 delaescaleray L32y L33 del arbol de
Navidad. Veamos el ejemplo delamodalidad L31. Con
vision estética el alumno actia de modo que se produce
una particién como:

<21> + <20> + <21>
Desde unavisién dindmica se tendra:

[R2>+<I>+<1>+ .. ] + [R2>+<I>+<1>+..] + [<2>
+<1>+<1>+..]

En ninguno de los dos casos aparece la diferencia 3 de
modo explicito, ya que lo que ocurre es que la sucesion
de diferencia 3 se descompone en suma de tres sucesi o-
nes de diferencial. En latabla VIl se da el nimero de
alumnos que utilizaron los distintos esquemas en cada
prueba, referidos exclusivamente alos 40 que usaron la
estrategia visual en las cuatro cuestiones E4, E5, A1
y A2.

Tabla VII
Esquemas de accién.

Escalera Arbol
A 25 38
B 15 2

Invariante y generalizacién

Laegjecucion delasacciones que hemosdescrito permite
establecer unarelacion entre el tamafio n del objetoy €
numero de elementosf(n) quelo constituyen. Lasaccio-
nes confieren caracter constructivo a la generalizacién
gue se alcanza, pues esta en la génesis del proceso que
concluye en la obtencion de la regla general para el
calculodel numero deobjetosf(n) (palillosoluces), para
los n (tamafio) que se indican.

En el ambito delaestrategiavisual, debe observarse que
el establecimiento de la relacion entre n y f(n) no se
logra, al menos Unicamente, mediante un proceso de
induccion. Lainduccion suponelaobservacion decierta
regularidad en varios casos particulares (que se dan al
alumno en el enunciado) y de ahi se obtienelarelacion
general (Polya, 1966). Asi, en €l ejemplo de laescalera,
el proceso de induccion que daria lugar a la expresion
general se basaria en la observacién de que:

f(1)=2+1x3,
f(2)=2+2x3,
f(3)=2+3x3,

y deahi seinfeririaque f(20) = 2+ 20 x 3 y que f(1000)
= 2+ 1000 x 3. Eneste caso, lainduccion se produce
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a partir de la observacion de expresiones adecuadas
paraf(n).

Sin embargo, en el proceso que estamos describiendo,
relativo alaestrategiavisual, o que realmente ocurre es
que el alumno actla sobre el objeto de un cierto tamafio
paraestablecer unarelacion entreny f(n), construyendo
de ese modo la generalizacion. Casl nunca necesita
dibujos del objeto de diferentes tamafios. Como g em-
plo, observemoslamodalidad L 31. Lasaccionesrealiza-
das sobre el dibujo conducen a descomponer la escalera
en tres grupos: uno central, formada por los palillos
horizontal es (pel dafios), y doslateral esformadaspor los
palillos verticales. Es suficiente, a partir del objeto de
tamafio 3, imaginar el objeto de tamafio requerido y
actuar sobre € a fin de obtener la expresion para el
calculo, como, por ejemplo, 20 (peldafios) + dos veces
21 (palillos verticales) cuando n = 20.

Dorfler (1991) consideraque paralaconstrucciéndeuna
generalizacion es necesario € establecimiento de un
invariante. En general, larelacién invariante se estable-
ce en la cuestion de generalizacion préxima, utilizando
el dibujo del objeto de tamafio 3, y se extiende a la
cuestion de generalizacion lejana. Nosotros considera-
mosque solo aquellosalumnosque utilizan al menosdos
veces la misma estructura para la regla de célculo han
establecido un invariante y, por lo tanto, han realizado
una generalizacion. Por ejemplo, entendemos que se
establece el invariante en lacuestion delaescalerasi se
usalamismareglade calculo en las cuestiones E4 y E5.
Asi, varios alumnos no han establecido el invariante:
algunos no extienden el cdlculo realizado en lacuestion
de generalizacion proxima a la cuestion de generaliza-
cion lgjana (5 adlumnos en la escaleray 4 en el abol),
mientras que otros hacen un recuento sobre un dibujo de
tamafio adecuado en la generalizacion proximay estable-
cen unarelacion aritméticaen lalejana (5 en laescaleray
ninguno en el arbol). Es decir, el éxito en un céculo
concreto no garantiza la generalizacion de laregla.

La generalizacion tiene dos cualidades. La primera es
una cualidad intensional, que se manifiestaen laestruc-
turasintacticay semanticadelaregladecdé culo, abstrai-
da en una cuestion concretay paraun célculo concreto.
Tal estructura, como ya hemos sefialado, contiene ele-
mentos variables e invariables, y sus significados estan
claramente asociados a partes del dibujo. La segunda
cualidad esla extensional, que serefiere al rango delos
elementosvariables. Talescualidades son imprescindi-
blesparael logro de unageneralizaciondentro del marco
tedrico aqui adoptado.

Ahora cabe hacernos la siguiente pregunta: ¢Qué han
generalizado los aumnos? A la luz de la discusion
anterior sdlo podemos concluir que se ha generalizado
un procedimiento de cdlculo; es decir, unareglaparael
calculo dentro de una misma tarea, lo que podemos
denominar generalizacion local. Paraaquellos alumnos
que han utilizado lamismarelacion invariante en ambas
cuestiones dentro de unamismatarea, parece claro que
laexpresi6n aritméti capara un cél cul o especifico, gene-
ralizacion proxima, reflejalaestructurageneral dedicho
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calculo y produce en los alumnos el desarrollo de una
generalizacion intensional, comprobable al aplicar la
misma relacion invariante a la cuestiéon de generaliza-
cion lejana. Este recuento generalizado muestra el as-
pecto procedimental del comportamiento cognitivo, puesto
gue establece un orden de los términos f(n) de la suce-
sién, de modo que el correspondiente nimero natural n
(tamario del objeto) se contempla como una especifica-
cién ordinal delascantidadesdelasucesiony seobtiene
la relacion variable entre € nimero n y la cantidad
correspondiente f(n), siendo este comportamiento cog-
nitivo un gjemplo de lo que Dubinsky y Harel (1992,
p. 91) denominan concepto procedimental de funcion.
Sin embargo, para establecer una entidad conceptual
como esel objeto matemético f(n) = an + b, esnecesario
variar loselementos quelo componen, extender el rango
de referencia de los elementos y de sus simbolos
(Dorfler, 1991).

Por tanto, se obtieneunarelacion entren y f(n) enlaque
figura el par de parametros concretos a y b. Dentro de
cada tarea, €l par de parametros a y b ha permanecido
constante. Lo que podemos concluir es que los alumnos
han abstraido un método general de recuento para cada
tarea. En principio, ese esquema genera de recuento es
solo de aplicacion a cuestiones dentro de latarea en la
gue se haestablecido. Por ello creemos que, mientrasno
se perciba el mismo esguema a través de una secuencia
de tareas, |o que supone la variacion de los parametros
ay b, no es posible contemplar la similitud entre las
diferentes estructuras de célculoy, por lo tanto, recono-
cer esa estructura como similar a f(n) = an + b, o
equivalentes.

Y a hemos sefialado que las reglas de célculo generales
tienen su origen en determinadas acciones sobre el
dibujoy, de algunaforma, las relaciones entre las dife-
rentes partes del dibujo y sus elementos se traducen en
relaciones aritméticas entre 1os nimeros. Pues bien,
podemos ahora caracterizar con mas precision lanocion
de estrategia visual, y de sus diferentes modalidades,
afirmando que se compone de las acciones particulares
realizadas sobre el dibujo, de las relaciones entre ele-
mentos del mismo y de las relaciones aritméticas que se
formulan mediante laregla general de célculo, esdecir,
en el invariante establecido en el proceso de generaliza-
¢ion. Con estanoci 6n maspreci sapodremosprofundizar
alin més sobre el comportamiento de los alumnos en la
secuencia de las dos tareas.

Estudiemos latransicién entre ambas tareas. Obsérvese
guetanto en las respuestas procedentes de l0os esquemas
A como de los B se establece la relacion entre las
variables ny f(n), pero mientras en lasde laclase A se
aproxima al objeto matemético f(n) = an + b, enlasde
la clase B, larespuesta se aleja de tal objeto.

Recordemos que el nimero de alumnos que utilizaronla
estrategia visual en las cuatro cuestiones de las dos
tareas quedé reducido a40 de untotal de 373 (11%). La
tabla VIII muestra el nimero de alumnos que realizan
una transicion particular entre ambas tareas, segun los
esquemas de accién utilizados.
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Tabla VIl
Transicion entre las dos tareas.

Tipo Alumnos
DeA aA 24
DeB aB 1
DeA aB 1
DeB aA 14
Total 40

En primer lugar, observamos que 25 alumnos (62,5%)
usan el mismo tipo derespuestaal pasar delatareadela
escalera a la del &rbol de Navidad. Por otro lado, los
restantes 15 alumnos (37,5%) modifican el tipo de res-
puestaal abordar el &rbol deNavidad. DelatablaVIlI se
infiere que 38 alumnos (95%) mantienen o cambian a
una respuesta de tipo A, mientras que 2 alumnos (5%)
persisten o cambian aunarespuestadelaclaseB. Luego,
es clara una tendencia hacia las respuestas de clase A,
gue estan mas préximas al objeto matematico.

Un estudio mas detallado del comportamiento de los
alumnos que utilizan el dibujo y su comparacion con
otrosquenoloutilizan seriadegran ayuday entradentro
de nuestro proyecto de investigacién. Algunos de tales
resultados han sido publicados en Garcia Cruz y Marti-
noén (1997a) y en esencia corresponden a determinadas
acciones sobrelasucesién numéricay a doblepapel que
juegael dibujo, siendo en algunoscasos, el ambito donde
se desarrolla el proceso de generalizaciony en otros un
medio para comprobar la validez de los invariantes
establecidos que actlian Unicamente sobre la sucesion
numerica.

Consideraciones didacticas

Creemos que algunas consideraciones de tipo didéactico
se pueden derivar de este estudio. En €l proceso de
ensefianza y aprendizaje, especialmente para el profe-
sor, esimportante el medio para conducir alos alumnos
haciaun objetivo o metacurricular. En situacionescomo
las aqui planteadas subyace una entidad conceptua y
estas situaci ones pueden ser punto de partidaparaal can-
zar tal concepto.

Hemosdestacado |laimportanciadelasaccionesrealiza-
daspor el alumno sobre el dibujo, como punto de partida
y genesis de la generalizacién. Desde un punto de vista
didéctico resulta también importante establecer condi-
ciones paralaaccion, entendidas como requerimientos,
exigencias o limitaciones a las que se someten esas
acciones. No se trata de que el profesor imponga esas
condiciones, sino que deben surgir de forma negociada
enel aula, traslaexposiciony discusiondelasrespuestas
libres que hayan dado los alumnos. La importancia de
estas condiciones es obvia, pues hay acciones que no
conducen a un determinado objetivo, mientras que otras
si 1o hacen.

Hemos visto que los alumnos que usan la estrategia
visual, en situacion libre, sin instrucciones concretas,
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actian sobre el dibujo de dos maneras bien diferentes,
lassefialadasen losesquemasA (condiferencia)y B (sin
diferencia). Pues bien, creemos que las respuestas de
tipo A establecen claramente las condiciones para la
accion a desarrollar. Si el profesor quiere llevar alos
alumnos hacia el concepto de funcién lineal y parte de
situaciones como las utilizadas en este trabajo u otros
similares, deberd reconducir las acciones de los alum-
nos, si fueranecesario, al esquema A.

En el esquemaA, el elemento variable de laaccion esta
directamenterelacionado conladiferenciaa. El elemen-
to invariable puede estar directamente relacionado con
b, como asi ocurre en las modalidades L11 para la
escaleray L12 para el arbol de Navidad o, de forma
indirecta, como ocurre en las otras modalidades que
tienen en comun las respuestas de tipo A. Si el alumno
opta por una modalidad encuadrada bajo el esquemaB,
se pueden introducir simbolos literales y mediante las
correspondientes simplificaciones obtener expresiones
propias del esquemaA. Este proceso deberiarealizarse
en presenciadel dibujoy relacionando |asoperacionesy
simbolismoscon el dibujo, conel findedarlessignifica-
do. Por gemplo, laconversion de laexpresion n + n +
(n-1)+ (n- 1) + 1 (que se corresponde con lamodalidad
L33 del arbol) en la expresion 4n - 1 (propia de la
modalidad L12 del arbol) nos lleva a contemplar el
dibujode formadistinta, dentrodel esquemaA, queesta
mas proximo al objeto f(n) = an + b.

Para ampliar detalles sobre la intervencién en el aula
remitimos, al lector interesado, a los trabajos de Garcia
Cruz y Martinén (1997b y 1998).

CONCLUSION

La investigacion expuesta en este trabajo aporta una
descripcion y concrecion de la estrategia visual, sus
esquemas generales y modalidades particulares, elabo-
radapor losalumnos, deformaespontanea, al enfrentar-
se con tareas de generalizacion lineal.
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