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MATEMATIZACION:

LA NECESIDAD «REAL» DE LA FLUIDEZ
EN LAS REPRESENTACIONES

LESH, R.
Universidad de Massachusetts-Dartmouth.

Este articulo se ha escrito como reaccién al de Luis Rico
y otros, acerca de los «Sistemas de representacién y
aprendizaje de estructuras numéricas». Mi articulo no
puede considerarse una critica, puesto que encuentro
poco acriticar. En lugar de censurar, lo que me propongo
hacer es destacar brevemente varios de los argumentos
de Rico que considero de especial importancia y descri-
bir la otra cara de la moneda que ao tuvo tiempo o
espacto para desarrollar, pero que creo que es esencialen
una discusion equilibrada acerca del papel que desempe-
fian las representaciones en el aprendizaje de las mate-
maéticas v en la resolucién de problemas.

Los autores describen el nicleo central de su investiga-
¢ién diciendo: «Nuestro grupo de investigacidn esté
interesado cn el estudio de las dificultades que los
jovenes encuentran en el mancjo de las estructuras nu-
méricas cuando se encuentran con nociones de matema-
tica avanzada.» Después continda describiendo intere-
santes representaciones concretas o graficas que resultan
utiles para afrontar las anteriores dificuitades.

La investigacion de Rico sigue estrechamente la tradi-
cién de otros estudiosos, incluide yo mismo, que han
investigado los papeles que desempefian las representa-
ciones en el razonamiento matemdatico, centrindose en
cémo Jos estudiantes dotan de sentido [os problemas del
mundo o los cilculos simbélicos. Pero, en este articulo,
me gustaria centrarme en un tipo de actividad matemé-
tica que tiende a insistir casi exactamente en el tipo
opuesto de procesos necesarios para dotar de sentido ala
mayorfa de los célculos simbdlicos o los problemas
verbales (ejercicios) que aparecen en los libros de texto,
exdmenes y enseflanzas tradicionales. Estas actividades
implican la matematizacion de situaciones de la vida
real.

En los problemas verbales (o en los gjercicios de calcu-
lo} de los libros de texto tradicicnales, los aspectos
probleméticos tienden a incluir el esfuerzo para dar
sentido a las preguntas planteadas simbdlicamente; pero,
cuando se intenta utilizar las matematicas en situaciones
de 1z vida real, los procesos necesarios subrayan, nor-

En lus situaciones de la vida real en las que se ntilizan esquemas matemiticos, los estudianies realizan descripciones matemadticas (simbsoiicas,
grificas) de situaciones que resulian significativas en si mismas.

-

Munde real
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En los problemas verbales tradicionales,
los estudizntes inteman obtener significado
de tas descripciones simbglicas/graficas.

Muadelo del mundo
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malmente, la necesidad de hacer descripciones simbéli-
cas de situaciones que ya tienen sentido. Por consiguien-
te, con el fin de centrarnes en aquellas actividades en las
que las capacidades de representacidn son preponderan-
tes, este capitulo se va a centrar en aquellas actividades
en las que los resultados que obtienen los estudiantes
consisten, en gran parte, en descripctones, interpretacio-
nes, explicaciones, construcciones o predicciones justi-
ficadas. Y, puesto que los productos que se espera de los
estudiantes incluyen directamente las representaciones,
la fluidez en crear representaciones desempefia un papel
central en la comprension y en las capacidades necesa-
rias para el éxito.

UN BREVE REPASO A ALGUNOS DE LOS
PUNTOS CENTRALES DE RICO

Entre las muchas perspectivas importantes que se des-
criben en el articulo de Rico, me gustaria destacar las
siguientes.

1) Ante todo, las matemdticas son el estudio de las
estructuras. Contrariamente a las conclusiones a las que
la mayoria hallegado sobre la base de las experiencias
escolares, las matematicas no consisten simplemente en
hacer lo que se te manda hacer, y el conocimiento
matematicong es una simple lista de reglas mecanicas de
accidn-condicidn {definiciones, hechos ¢ destrezas) que
hay que programar dentro de la cabeza de los estudiantes
y que se ¢jecutan sin fallos. Las matemadticas consisten
en ver, al menos, tanto como en hacer.

O, dicho de otro modo, hacer mateméiticas implica
mas que la simple manipulacién de sfmbolos mate-
maticos; implica interpretar situaciones matemaética-
mente; implica matematizar (o sea, cuantificar, vi-
sualizar o coordinar) sistemas estructuralmentc
interesantes; implica utilizar un lenguaje especiali-
zado, simbolos, esquemas, grificos, modelos concre-
tos u otros sistemas de representacién para desarro-
llar descripciones matemdticas, ¢ explicaciones, o
consirucciones que permifan plantear predicciones
itiles acerca de tales sistemas.

2) Cuando se construyen o se exploran sistemas matema-
ticos (estructuras), lo que tiene interés son las propieda-
des estructurales de esos sistemas, no los elementos
aislados dentro del sistema, ni las reglas aisladas que
sirven para actuar sobre tales elementos. En consecuen-
cia, cuando se generan representaciones para tratar di-
chas estructuras, lo que debe destacarse son las pautas y
las regularidades que subyacen.

3} El significado de las estructuras matemadticas tiende a
distribuirse através de varios sistemas de representacién
que interactian unos con otros, cada uno de los cuales
destaca cspecialmente o ensombrece, en algin modo,
caracteristicas diferentes de las estructuras que
subyacen.
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Pues bien, en este articulo, me gustaria aftadir el siguien-
te hecho a la lista anterior: los significados de 1as estruc-
turas y de las representaciones matemdticas tienden a
estar en interaccidn, a ser inestables y a evolucionar
constantemente. Ademds, tlustraré por qué la interac-
cion y la naturaleza inestable de las estructuras y repre-
sentaciones matemadticas constituyen las fuerzas con-
ductoras primarias que contribuyen z su evolucién.

Para alcanzar el mencionado anterior, me centraré en los
episodios de resolucién de problemas de 60 minutos, a
las que llamamos actividades de obtencion de estructu-
ras, puesto que el objetivo no consiste simplemente en
ofrecer breves respuestas a las preguntas de otro; por el
contrario, el objetivo implica desarrollar construccio-
nes, descripciones, explicaciones o justificaciones que
revelen explicitamente como se ha interpretado la situa-
cién. Por otro lado, también Jlamamos a estos episodios
de resolucién de problemas sesiones de desarrollo con-
ceptual local, puesto que, con frecuencia, los ciclos de
desarrolio estructural por los que atraviesan los J6venes
para desarrollar sus respuestas resultan sorprendente-
mente semejantes a los estadios progresivos que los
psicdlogos del desarrollo han observado, alolargo de
pericdos de varios afios, para los sistemas conceptua-
les que subyacen tras estructuras matematicas sim-
ples-pero-profundas, tales como las proporciones,
las tasas de cambio, las fracciones o el razonamiento
proporcional,

LA MATEMATIZACION IMPLICA MODE-
LOS Y MODELIZACION

Para ilustrar 1a diferencia entre matematizar y calcular,
y también para ilustrar ¢émo ambos, matematizacién y
céleulo, implican modelos matemdticos y modelizacién
matemdtica, hemos utilizado el siguiente problema de
ias notas de examen con el fin de ayudar a los profesores
de las escuelas clementales a entender lo que significael
uso de las operaciones aritméticas como modelos para
describir situaciones de la «vida real» (Lesh, Amit y
Schorr, 1996).

Cuando estudiantes o profesores trabajan sobre e} pro-
blema de las notas de examen, una de las cosas que
tienden a reconocer es que la clasificacidn cambia drés-
ticamente segiin la operacidn que se aplique para combi-
nar las notas (adicidn, sustraccién, multiplicacidn, divi-
st6n, sumade vectores) o al aplicar algiin otro procedimiento
propuesto por los estudiantes (tal como las medias pon-
deradas). Por ejemplo, si se aplica la muitiplicacién, el
orden de clasificacion es: Ann, Bob, Dave, Carl, Gail,
Emma, Fran, Herb e Ida (de menor a mayor). Pero si se
aplica la division, el orden de clasificacion pasa & ser:
Carl, Bob, Fran, Ann, Emma, Ida, Herb, Dave y Gail. En
otras palabras, cuando los estudiantes deciden qué
operacidn{es) aplicar, estdn tomando automiticamente
decisiones que tienen muchas més implicaciones. Tanto
si se dan cuenta como si no, implicita ¢ explicitamente,
al decidir la operacién a aplicar, antomdticamente, tam-
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El Problema de las notas de examen

Lea el articulo de prensa siguiente. A conlinuacion, escriba
una carta al comité nombrado por el superintendente. Describa
un procedirniento que usted les recomiende usar para resolver
su problema. Utilice los datos de la tabla adjunta para demos-
trar comao se puede utilizar su procedimiento para clasificar a
los estudiantes, y explique por qué su procedimiento es mejor
que olras ideas que se hayan podido proponer.

Nombre Calidad Cantidad
. Amn 8 8
| Bob 8 g
| Carl 8 10
Dave 9 8
| . Emma b4 3
Fran 9 __ 1t
Gail i 8
Herb 10 9
Ida 10 10

{E} comité escolar debate un sistema imparcial para combinar notas de examen!

bién tratan pares de notas completamente diferentes
come si fueran equivalentes. Por consiguiente, para
destacar de qué forma distintas operacicnes se relacto-
nan con distintas relaciones de equivalencia, la siguiente
actividad resulta dtil como continuvacién del problema
de las notas de examen.

Si estadisticos profesionales trabajasen sobre el proble-
ma de las notas de examen, se referirfan a las ecuaciones
que plantearian en tanto que modelos matemiticos de Ia
sitnacién. Se utiliza el término modelo debido a que las
ecuaciones se basan en sistemas (o0 modeles) descripti-
vos de tipos diferentes que implican diferentes clases de
cantidades y diferentes presunciones acerca de las rela-
ciones que subyacen entre esas cantidades. Por ejemplo,
el diagrama titulado clases de equivalencia para cinco
operaciones bdsicas muestra resultados de la actividad
de clases de equivalencia; y el diagrama titulado la
equivalencia depende de las operaciones muesira como
un estudiante S ¢s equivalente a: a) el estudiante D si se
aplicala divisién para combinar las notas; &) el estudian-
te M s1 se utiliza la multiplicacién para combinar las
notas; ¢} al estudiante A si se utiliza la adicidn para

Anoche, en la reunién mensual del comité escolar de nuestra cindad, se suscitd una discusion acerca de como se debia clasificar 1a calidad
del trabajo de arte de jos estudiantes,

El departamento de arle no utiliza tests de respuestas breves para evaluar a 1os estudiantes. Por el contrario, cada estudiante realiza diez
proyectos complejos & 1o largo del afio y se les dan dos notas por el conjunto de los proyectos.

Fred Wright, el director del departamento de arte, explicé el sistema: «Lanotade cantidad contempla los “objetivos de producte”. Contamos
cudntos proyectos ha terminado el esmdiante satisfactoriamente. La nota de calidad contempla los “objetivos de proceso™. Contamos la
cantidad de herramientas y técnicas diferentes que ha utilizado el estudiante.» Las discusiones empezaron cuando [2 administracidn intentd
clasificar 2 los estudiantes segin una escala dnica, del més bajo al mds alto, de forma que se pudiera conceder premios especiales alos mejores
estudiantes v los menos productivos se quedaran sin nominacién.

Ei problema era gue los participantes en Ia reunidn no podian ponerse de acuerdo en cmo debian combinarse Jas dos notas. Se propusieron
cinco procedimientos distintos; y, al aplicar segin qué procedimiento, los estudiantes aparecian clasificados més altos o mas bajos.

a) Calidad +cantidad: El plan original consistia simplemente en sumar }as dos notas, puesto que: «jEsoes logue se suele hacer con dos notas!»

&) Calidad - cantidad: Er esta situacidn, la entrenadora de tenis dijo: «Cuando ¢l tanteo de tenis es 1a surma, no nos importa cudntos puntos
se han registrado para ilegar a ese punto.» Entonces propuso que podia ser [6gico calcular 1a diferencia entre 12s dos notas, y dijo: «Lacalidad
s lo que més nos deberia importar. Por tanto, deberiamos restar para eliminar la calificacion respecto a [ cantidad.»

¢) Catidad x cantidad: A continuacién, un hombre de negocios local sugirié que se podian multiplicar Jas dos notas para obtener una nota
que signifique «calidad totals. Pero, un profesor de fisica dijo que también seria idgico dividir 1as notas para obtener una nota de calidad por
unidad de cantidad (calidad/cantidad).

) ¥Calidad?+ cantidad®: Finalmente, un profesor de mateméticas arpuyd que calidad y cantidad representan dos dimensiones completamente
distintas, Por tanto, se deberia aplicar el teorema de Pitigoras para calcular la longitud del vector suma.

¢} El especialista en exdmenes de la escuela del distrito murmurd «; A quién le importa ¢émo combinemos las dos notas mientras los
resultados sean significativos en el nivel ,57»

Para cerrar la reuni6n de forma provechosa, el superintendente constituyd un comité que debfa presentar una recomendacion acerca de cémo
clasificar a los estudiantes mediante las notas disponibles.

combinar las notas; d) el estudiante V' si se utilizala suma
vectorial para combinar las notas; o e} otros estudiantes
si se constituyen otros tipos de clases de equivalencia
{que pueden no basarse en los resuliados de una opera-
cién con nitmeros). No obstante, Jos estudiantes D, M, A
y V se ordenan por sus resultados, de peor a mejor,
dependiendo de qué operacion se aplique.

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 1997, 15 (3)

Cuando los estudiantes o los profesores trabajan con €l
problema de las notas de examen y, después, en la
actividad de las clases de equivalencia, los grificos
tienden a poner en evidencia que, cuando quienes resuel-
ven los problemas deciden combinar las notas de exa-
men aplicando alguna operacidn de cdlculo (adicién,
sustraccién, multiplicacién o division): aj no estdn sim-
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i Actividad sobre «Clases de equivalencia»
(para realizarse después del problema de «Las notas de examen»)

1. En ¢l problema «Las notas de cxamen», un estudiante cuyas
notas de calidad y cantidad fueran 4 y 3 podria representarse
graficamente mediante 1a coordenada {4,3), en una grafica como la
que aqui se muestra.

! @) Represeniar otros puntos en Jos que la suma de las dos notas sca
- equivalente 2 la suma de (4.3}, b) Utiizando los resuliados de la
parte a, trazar una linea (curva © recta, segln convenga) que
cenecte los pares de puntos que tengan la misma suma |, ¢) Repetir
los pasos ¢ y b para otros puntos tales como: (6,6} y (6,8).

2. Repetir 21 problema | para cada una de las siguientes operacio-
nes: sustraccidn, multiplicacion, divistén y suma vectorial.

|  'Entre las posibles respuestas encontramos: 4.7, 3,8, 83,92 ¢
© cualesquicra otros puntos que esién en la diagonal que pasa por
| estos puntos.

plemente eligiendo un procedimiento para procesar los
datos, sino que estdn adoptando también distintos siste-
mas descriptivos para describir la situacién; b) estos
sistemas descriptivos implican presunciones acerca de
las relaciones y clases de equivalencia, asi como proce-
dimientos para operar con los datos; y ¢} estas presunecio-
nes, generalmente tdcitas, tienen unas implicaciones
enormemene importantes.

LA MODELIZACION IMPLICA HACER
PROPOSICIONES SIMBOLICAS ACERCA DE
SITUACIONES SIGNIFICATIVAS

En la seceidn anterjor, los problemas eran distintos a los
problemas estereotipados verbales de Jos libros de texto;
pero segufan implicando darles un significado a situa-
ciones planteadas simbdlicamente (mds que insistir en
las actividades que plantean mayores exigencias acerca
de las capacidades de representacién). Por consiguiente,
esta seccidn va a derivar su atencidn hacia problemas
gue impliguen direciamente ¢} desarrollo de descripeio-
nes matematicas de situaciones significativas por si
mismas.

Enel problema del avidn de papel mostrado en la pagina
siguiente, interviene la cuantificacion en varios niveles.
Primeramente, en un verdadero certamen entre aviones,
cuando los estudiantes deciden ¢édmo medir ciertas ca-
racteristicas, tales como el vuclo acrobatico, el tiempo
de planeo, la precision, la durabilidad, e incluso Ia
velocidad, la cuantificacién de cierta informaci6n cuali-
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tativa es un factor que tiende a intervenir intensamente.
En segundo lugar, incluso después de alcanzar un con-
senso acerca de cémo medir las anteriores caracteristi-
cas, se hacen necesarias las combinaciones de tales
medidas con el fin de definir estructuras de orden supe-
rior, tales como «la calidad de conjunto», o «¢l mas
versdtil». En tercer lugar, cuando estdn implicadas va-
rias cantidades, la calificacién «bien» puede ser, para
unos, una calificacién alta, pero, para otros, «bien»
puede ser una calificacidn baja; por tanto, los estudiantes
pueden necesitar manejar cantidades con signo (+/-) o
cantidades direccionales; o, si las cantidades pucden ne
considerarse como equivalentemente importantes, se
necesitaré algin tipo de sumas ponderadas o de medias
ponderadas.

En este capitulo, resulta conveniente abordar problemas
como ¢l problema del avién de papel por una seric de
diferentes razones: 1°) Puesto que hacen hincapié en el
proceso de matematizacidn de situaciones significativas
en si mismas, esos problemas subrayan las capacidades
de representacién que tienden a obviarse en los proble-
mas esterectipados verbales de los libros de texto. 2} En
los casos en los que es posible hacer que los estudiantes
detecten la necesidad de una estructura como objetivo,
los estudiantes, frecuentemente, la inventan (Lesh,
Hoover v Kelly, 1993). Por consiguiente, este tipo de
problemas permite a los investigadores ir mas alld de las
descripciones de estados estdticos de desarrelle para
centrarse en los mecanismos que contribuyen al proceso
de pas¢o de un estado a otro. 3°) Cuando los estudiantes
desarrollan las anteriores estructuras, a menudo Io hacen
utilizando un valioso conjunto de representaciones inte-

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 1997, 15 (3)
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5i5=19,A=55D=01; M=33y V=77

Se tiene que:

S = A aplicando la adicion, puesto que 1+9=5+5

§ = M aplicande la multiplicacidn, puesto que 1x9=3x3

| § =D aphcando la division, puesto gue 1/9 = 041

§ = M aplicando la surna vectrorial, puesto que 12492 = 72x72

Nota: El simbolo = significa: «Aproximadamente equivalentes.

La equivaiencia depende de ias operaciones

11

Clases de equivalencia para la adicién
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Clases de cquivalencia para cinco operaciones basicas

Ciases de equivalencia para la sustraccion
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ractuantes, muchas de las cuales tienden a implicar
diagramas idiosincrdsicos y sistemas de notacién que
los propios estudiantes han introducido. Ademads, a me-
nudo, entre los estudiantes que son capaces de inventar

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 1997, 15 (3)

estructuras potentes, Jos hay que han sido catalogados
como poseedores de una «capacidad por debajo de la
media», debido a su rendimiento en situaciones en las
que intervienen exdmenes, libros de texto y una enseflan-
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Clases de cquivalencia para la divisién
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za tradicionales, en las que se insiste solamente en una
gama estrecha y poco profunda de capacidades matemad-
ticas (Lesh, Hoover y Kelly, 1993). 4°) Experiencias
come la del problema del avién de papel proporcionan
«relatos» (0 experiencias) que, a menude, funcionan de
forma simbdlica. Es decir, que los estudiantes utilizan
¢stas experiencias ¢omo protolipos para pensar acerca
de otras situaciones similares de resolucién de proble-
mas (Schank, 1990).

382

Uno de los puntos en los que el problema del avién de
papel permite insisiir es en que el tipo de cantidades, de
relaciones y de operaciones necesarias en situaciones
cotidianas comprende muche mds que las simples cuen-
tas, medidas y formas que ocupan un alto porcentaje del
curriculo de matematicas desde la escuela infantil basta
COU en los Estados Unidos. Los estudiantes necesitan
también: clasificaciones, coordenadas, cantidades di-
reccionales y con signo, informacién cualitativa cuan-

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 1997, 15 (3
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El problema del avidn de papel

Para el contexte del avién de papel descrito a continuacidn, escriba una carta a los jueces en la que se deseriba cémo deben utilizarse las f
calificaciones para calcular el ganador de cada prueba. Después, describa como especificar un ganador general para ambas pruebas juntas. '

|
Nota: Para garantizar que este problema implica la maternatizacién de una situacién significativa, resulta dtil basar el problema en un verdadero

certamen de aviones que lleven a cabo los estudiantes, en lugar de basarlo en una narracidn acerca de un certamen de aviones, como hacemos
en la descripeldn del problema dada a continuacidn.

El gran certamen de aviones de papel

Coma parte de la feria cientifica de este afie, los estudiantes de Para la prueba de tiempo de vuelo y precisién, los estudiantes tenian

séptimo grado de la Escuela Jefferson realizaron un certamen de
aviones de papel. Para preparar el campeonato, los estudiantes
realizaron experimentos de tal modo que independientemente de los
diferentes propésitos que se plantearon, e independientemente dei
tamafic y tipo de papel que se ies proporcioné, podian diseiiar un

estaba senafado en el suclo a treinta pies de distancia. El objetive
consistia en acercarse lo mds posible a la diana y en mantenerse en
vuelo el mayor tiempo posible.

Prueba de velocidad

i
|
i
que lanzar sus aviones desde ¢l punto de partida hasta un punto que |
i

avién con las siguientes caracteristicas:

* capacidad para aterrizar cerca de una diana concreta {precisién)

* capacidad para manienerse en vuelo (volar despacio) frente 2 la
capacidad de volar répido

* capacidad para volar lejos

* capacidad para volar acrobiticamente (con muchos giros, vieltas Punto de partida i
y espirales) i

Para la prueba de velocidad y precisidn, los estudiantes tenian que
janzar sus aviones desde ei punto de partida, deblando una esquine,
hasta un punto que estaba sefialado en el suelo a treinta pies de
distancia. De nuevo, el objetivo consistia en acercarse lo més posible
a la dizna, pero el avidn debfa llegar lo mds répidamente posible.

* capacidad para reatizar varios vuelos sin necesidad de reparaciones
0 reconstrucciones {durabilidad)

Eldjadel certamen, a cada equipo se le proporcions una hoja de papel
de miquina de escribir. A continuacion, sin permitirseles ninguna
prucha previa, los estudiantes disefiaron sus aviones y los lanzaron
desde un punto de partida sefialado en el suelo del gimnasio. Se
realizaron des pruebas. Una centrada en el tiempo de vuelo vy
precision, y la otra en la velocidad y precisién.

La tabla siguiente muesita los resultados de ambas pruebas. Las
calificaciones de «tiermpo» muestran el tiempo que el avién perma-
necic en cl aire: 1 unidad, 2 unidades y 3 unidades. «Distancia»
registralo cercaque atermizd cada avion de la diana: 1 metro, 2 metros
o 3 metros.

Prueba del tiempo de vuelo

Punto de partida

Tiempo de vuelo y precisién Velocidad y precisidn —-\

Equipo Tiempo T Distancia Tiempo ‘I Distancia

A 3 segundos | i metro 3 segundos | 1 metro

B 4 segundos 1 metro 4 segundos | 1 metro

C 3 segundos % i metro 5 segundos | 1 metro

D 3 segundos 1 metro ! 3 segundos I 1 metro |

E 4 segundos l 2 metros i 4 segundos i 2 metros |

F 5segundos | 2 metros [ 5 segundos 2 metros i

G 3 segundas | 3 metros l 3 sepundos 3 metros |

H 4 segundos | 3 metros I 4 segundos 3 metros '

I _J 5 segundos [ 3 metros l 5 segundos 3 metros !
— — |
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tificada, cantidades acumulativas, cantidades en cons-
tante cambio, transformaciones, pautas o caracteristicas
de comjuntos de datos (mds que porciones aisladas de
datos), u otros tipos de sistemas para cuya descripcién
son dtiles las estructuras matematicas elementales. En
cambio, en los Estados Unidos, cuando 1a mayoria de los
estudiantes acaban el bachillerato de matematicas, in-
cluso los que lo hacen con los mejores resultados, muy
pocas veces se han visto estimulados a desarroliar mds
alld de una exigua coleccién de modelos y represen-
taciones que sirven para dotar de sentido a los sistemas
en los que los «objetos» tienden a quedar restringidos &
simples cuentas, medidas y formas, a los que se afiade
una cstrecha y corta coleccion de razones y tasas o
proporciones.

REPRESENTACION: SIMPLIFICACION DE
SISTEMAS EXTERNOS O EXTERNALI-
ZACION DE SISTEMAS INTERNOS

En las anteriores secciones, se han tratado las represen-
taciones como si fueran fundamentalmente externaliza-
ciones de sistemas internos de pensamicnto. Pero, cuan-
dolosestudiantes utilizan representaciones para matematizar
situaciones de resolucién de problemas, las representa-
ciones matemdticas funcionan como simplificaciones de
sistemas exfernos, al menos tanto como externalizacio-
nes de sistemas inrernos. Para ver un ejemplo en el que
se tiende a destacar esta 1iltima funcién, consideremos el
problemu de los empleos veraniegos, dado en la pagina
siguiente (Katims, Lesh et al., 1994).

Tanto el problema de los empleos veraniegos como ¢l
problema del avign de papel son actividades de obten-
cidn de estructuras, En cada uno de ellos, el objetivo
consiste en generar unadefinicién operativa que estipule
el concepto que tiene el resolutor del problema de cdmo
medir una distribucién (tal como la «productividad» de
los empleos veraniegos, o la «capacidad de planear» de
los aviones de papel). Por tanto, las descripciones, las
explicaciones y las justificaciones no son simples com-
parsas de las respuestas aplicables, son el nicleo de
dichas respuestas aplicables. Ademads, puesto que se
pretende que el problema de los empleos veraniegos sca
abordado por equipos de tres estudiantes de enscilanza
media con una capacidad normal, tiende a plantear
fuertes exigencias en cuanto a la capacidad de comuni-
cacién y fluidez en la representacién, con los siguientes
objetivos: @) analizar problemas y planificar soluciones
que impliquen miditiples pasos y miltiples recursos y
restricciones; b) justificar y explicar las acciones pro-
pueslas, y predecir sus consecuencias; ¢) gestionar y
evaluar ¢l proceso; d) integrar y comunicar los resulta-
dos de forma que resulten dtiles a los demés.

El problema de los empleos veraniegos estd pensado
para que s¢ le dediquen, al menos, una o dos clases
completas (suponiendo gue se han planteado cuestiones
preparatorias ¥ que se cuenta con los elementos adecua-
dos como calculadoras y papel milimetrado}. Por consi-
guiente, puesto que el desarroilo de estructuras es de lo
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que se trata exclusivamente en las soluciones de este tipo
de problemas, vy puesto que esta evolucidn tiende a
implicar una serie de ciclos de modelizacién en los que
se introducen, se comprueban y se afinan representacio-
nes y modos de pensamiento cada vez mds sutiles, el
objetivo de las representaciones no consiste simplemen-
teen que los estudiantes se comuniquen entre Si, sino que
los estudiantes se comuniquen consigo mISMOs ¥ que
externalicen sus propios modos de pensamiento de for-
ma que puedan ser examinados y mejorados. Por lo
tanto, los significados y funciones de las representacio-
nes que aplican los estudiantes no son estaticos y estdn
continuamente evolucionando; y es cierto también para
las estructuras subyacentes implicadas, asf como para
los sistemas externos que describen.

Pondremos algunos eiemplos:

Algunas caracteristicas de las primeras interpretacio-
nes de los estudiantes

Las primeras interpretaciones consisten frecuentemente
en un «batiburrillo» de diversos modos de pensamiento
desorganizado y, a veces, inconsistente, acerca de los
datos, de los objetivos y de los pasos hacia una posible
solucién. Pongamos por caso, $1 trabajan tres personas
en grupo, a menudo ro consiguen darse cuenta de que
cada uno estd: a) pensando acerca de la cuestién de
forma diferente, b) centrindose en informaciones y rela-
ciones distintas, ¢} apuntando a cbjetivos, en cierto
modo, diferentes, v d) considerando distintos procedi-
mientes para alcanzar aquellos objetives, De hecho,
incluso para un solo individuoe, el estudiante puede no
conseguir mantener una interpretacidn comsistente y
saltara, inconscientemente, de uno a otro modo de pen-
sar sin darse cuenta de] cambio que ha hecho. Puesto que
los problemas comeo el problema de los empleos veranie-
gos frecuentemente contienen tanto «demasiada» como
«insuficiente» informaciodn, las primeras representacio-
nes y modos de pensamiento de los estudiantes suelen
centrarse solamente en un subconjunto de dicha infor-
macion y suelen tender a preocuparse de encontrar for-
mas de simplificar o de afiadir (suma, media) toda la
informacién disponible. Por ejemplo, en su primera
interpretacién del problema de los empleos veraniegos,
con frecuencia, los estudiantes se centran en las recauda-
ciones, descuidando los horarios de trabajo; o se centran
en los periocdos de ventas faciles, ignorando los periodos
bajos o normales; o fijan su atencién solamente en un
mes, dejando de lado tos otros dos meses, Sin embargo,
al mismo tiempo que los estudiantes se preocupan por
encontrar modos de simplificacidn ¢ de reduccion de la
informacidn, pueden también expresar suinquietud acerca
del hecho de no contar con ciertas informaciones adicio-
nales que creen pertinentes. Supongamos que en el
problema de los empleos veraniegos, tales informacio-
nes pueden consistir en hechos acerca de las necesida-
des, flexibilidad o amistad de los posibles empleados, o
de su deseo de trabajar. Pero, a pesar incluso de que no
se disponga de esta informacién, tiende a resultar evi-
dente que a la cliente dei problema no le resultard de
ninguna utilidad que los estudiantes decidan no respon-
der a su peticidn de ayuda por la simple razén de
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El problema de los empleos veraniegos

El verano pasado, Maya inici¢ un negocio de concesion en el Parque de Recreo Wild Days. Sus vendedores ofrecen palomitas y bebidas por
el parque, vendiendo en cualguier luger donde puedan encontrar clientes. Maya necesita ayuda para decidir qué trabajadores va a volver a
contratar el verano proximo.

El afio pasado Maya conté con nueve vendedores. Este verano, solamente puede contar ¢con seis —tres & tiempo completo y tres a media jornada.
Lo quepretende es volver acontratar a los vendedores que recauden mas dinero, pero no sabe ¢Omo compararies, puesto gue trabajan un ntimero
diferente de horas. Ademds, los periodos en los que trabajan implican grandes diferencias. No en vano resulta mas ficil vender en una noche
del viernes con mucha gente gue en una tarde Nuviosa,

Maya repasé sus datos del afio pasade. Para cada vendedor, calcul6 el nimero total de horas trabajadas y el dinero recolectado ~cuando el
0egocio en el parque era alto (mucha geote}, normal, y bajo {poca gente). (Véase Ia tabla.) Por favor, evalie la efectividad en el negocic de
cada vendedor del afio pasado y decida qué tres vendedores deberia volver a contratar Maya 4 jornada completa y qué tres vendedores deberia
conlratar 3 tiempo parcial.

Escriba una carta 2 Maya con sus resultados. En dicha carta debe deseribir e6mo ha evaluado a Jos vendedores. Incluya los detalies para que
Maya pueda comprobar su trabajo y dé una explicacion clara a fin de que pueda decidir si su método es bueno para que ella 1o aplique.

Haoras trabajadas el verano pasado

- . - _. —_ e —
Junio Julio Agosto i
Lieno Normal Bajo Lieno . Mormal Bajo Lieno Normal Bajo
_ | — i .
- MARIA 12,5 15 G _10 14 17,5 2,5 33,5 35
KM 395 | 22 155 335 a4 | 155 | 50 i4 23,5
| TERRY 12 17 4,5 i— 20 5 I 21,5 19,5 205 45
JOSE 19,5 | 305 34 22 . 3 1 19,5 | 36
CHAD 195 1 26 0 6 I 15,5 27 30 24 I 4,5
CHERI | 13 4.5 12 335 o »ns .65 | 16 | 24 16,5
_ROBIN [ 265 | 435 27 67 . 2 3 l— 41,5 58 5,5
TONY 7.5 16 25 16 |_455 51 75 ez 84
| wiLy | o 3 45 38 | 115 _39_*__37_[; 2 | iz
Din¢ro recaudado el verano pasado {en délares)
i Junio Julio l Aposio
S N I_ _ — -
Llero Normal [ Bajo Lleno Normal Bajo ; Lleno Normat Bajo
‘MARIA | 690 730 452 699 758 | 835 788 | 1732 1462
KIM | 474 874 _l___-ems 4612 | 2032 477 4500 834 | 712
TERRY 1647 667 1 284 1389 804 450 1082 806 o491
| JOSE 1263 1188 i 765 1584 1668 449 1822 | 1276 | 1358
~CHAD ;1264 1172 : 3] 2477 [ 681 1 548 ! 1923 1130 89
CHERI I 1115 278 | 374 2972 r_239;9, 231__1’__7 1322 1594 | 8517
ROBIN 2253 1702 61G 4470 993 | 75 | 2754 2327 | 87
TONY 550 903 98 1296 2360 2610 615 2184 2518
WILLY 0 125 64 3073 I 767 768 | 3005 1253 253
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Las cifras se dan para periodos en los que en el parque habfa mucha gente (ileno),
habia una concurmencia media (normal) y habia poca gente {bajo).
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considerar que no disponen de cierta informacién perti-
nente.

Por consiguiente, inclusive en los primeros estadios de
pensamiento acerca del problema, los estudiantes acep-
tan que, pura resolverlo, es necesario desarrollar una
descripeién simplificada (o modelo) que contemple las
relaciones, pautas y tendencias significativas, y que
simplifique la informacion, dispeniéndola en una forma
que resulte ftil, y al mismo tiempo, evitando desviar la
atencién hacia detalles superficiales de los datos o ca-
rentes de los mismos. Por lo tanto, estas finalidades
tienden a aparecer reflejadas en las representaciones que
formulan.

Algunas caracteristicas de las interpretaciones inter-
medias de los estudiantes

Mas adelante, los modos de pensamiento mas elabora-
dos tienden a ir mds allé de la organizacién y proceso
aislado de porciones de datos para centrarse en las
relaciones, o en las pautas, o en las tendencias de los
datos. Por ejemplo, en ¢l problema de los empleos
veraniegos. se tiende a dar mayor énfasis a las razones o
2 |as tasas relacionadas con el tiempo v el dinero {p.e.,
délares por hora}; y, en general, se tiende a discernir
entre los siguientes tipos de opctones. 1) Los estudiantes
empiczan a calcular tasas dentro de cada categoria (lle-
no, notrmal, bajo; junio, julic, agosto). A continuacidn,
puede que encuentren formas de acumulacién de esas
tasas. 2) Los estudiantes pueden empezar por calcular
sumas ¢ medias para cada categorfa (1leno, normal, bajo;
junio, julio, agosto). Después, quizé calculardn tasas
basadas en estas acumulaciones. En cambio, al princi-
pio, los estudiantes podrian no haber conseguido distin-
guir entre @) calcular una media de varias tasas, y b}
calcular una tasa individual basada en las medias de las
recaudaciones y de los tiempos.

Algunas caracteristicas de las interpretaciones finales
de los estudiantes

Los resultados finales alcanzados por los estudiantes
van, con frecuencia, mas alla de las soluciones «estati-
cas» ¢ incluyen declaraciones condicionales que contie-
nen una diversidad de opciones o mecanismos que tienen
en cuenta informaciones adicionales. Por ejemplo, en el
problema de los empleos verantegos, 1a solucion dada
puede permitir a los clientes asignar diferentes «pesos»
que reflejen el criterio del cliente acerca de la relativa
importancia de la informacién sobre los distintos meses
o de los distintos periodos de trabajo. O bien puede
permitir al cliente ajustar pesos indicativos que se adap-
tan a sus propias preferencias, o utilizar procedimientos
suplementarios, tales como entrevistas, para tener en
cuenta informaciones adicionales, o considerar nuevas
posibilidades de contratacién que no habian sido consi-
deradas cuundo se planteé el problema (tales como
contratar a méas o menos empleados a jornada completa
¢ a tiempo parcial). Ademés, mas que usar una solaregla
gue se aplica uniformemente a todos los posibles em-
pleados, el procedimiento utilizado por los estudiantes
puede contener una serie de procedimientos telescopi-
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cos. Pongamos por casc, para empezar, se puede utilizar
un método con el fin de seleccionar empleados que estén
en una categoria de «obligatorios»; y, & continuacidn,
aplicar un procedimiento distinto para seleccionar em-
pleados entre las restantes posibilidades. O, en vez de
fiarse de las sumas o de las medias para simplificar la
informacién, se pueden utilizar graficos, como el que se
presenta a continuacién, para destacar las tendencias.

En la bisqueda de soluciones de las actividades de
obtencién de estructuras, los procesos generales por los
que pasan los estudiantes tienden a ser directos. Cuando
se genera una descripeidn inicial, ésta puede compren-
der una combinacidn de términos orales, simbolos escri-
tos, dibujos ¢ diagramas, ¢ bien referencias a modelos
concretos o a experiencias de la vida real. Pero, en tode
¢aso, las representaciones tienden a organizar y a simpli-
ficar la situacién que pueda cbservarse cierta informa-
cién adicional, o que se pueda dirigir la atencidn hacia
pautas oregularidades subyacentes que pueden, asu vez,
forzar cambios conceptuales. Entonces, esta nueva in-
formacidn, con frecuencia, crea la necesidad de una
descripeién més refinada o mdés elaborada; y, esta nueva
descripeién, de nueve, tiende a posibilitar una nueva
ronda de informacién adicional que debe tomarse en
consideracién. Por consiguiente, los sistemas concep-
tuales internos y los sistemas de representacidn externos
tienden ambos a ser inestables, a interactuar y a evolu-
cionar continuamente; y, el ciclo general de desarrollo se
repite hasta que la correspondencia entre el modelo y lo
modelado aparece como suficientemente ajustada y su-
ficientemente potente para producir los resultados de-
seados sin ulteriores adaptaciones.

Las observaciones anteriores conducen a un cierto ni-
mero de corolarios acerca de las formas y funciones de
las representaciones en el aprendizaje de las mateméti-
cas y de la resclucién de problemas. Porejemplo, cuando
una persona observa un sistema que otra persona ha
construido, el sistema observado no es necesariamente
idéntice al sistema construido. De hecho, incluso cuan-
do los individuos observan sistemas que han construido
ellos mismaos, el sistema observade no es necesariamen-
te idéntico al sisterna construide. Hagamos una suposi-
cién, cuande un estudiante dibuja un diagrama de una
situacién compleja o cuando se describe dicha sitnacidn
utilizando la lengua hablada o simbolos escritos, la
persona que ha construido la descripei6n con frecuencia
capta més informacidn o diferente informacién que la
que lee. Quizd, antes de haber generadoe la representa-
¢i6n, la atenci6n se habia centradoe en los detalles; pero,
una vez que la representacion estd disponible, resultan
aparentes, a menudo, nuevas pautas o regularidades. Las
primeras conceptualizaciones de los estudiantes pueden
no conseguir reconocer el clasico bosque tras los drbo-
les, o viceversa; 0, cuando centran su atencién en un tipo
de detalle, otros detalles pueden permanecer concep-
tualmente ignorados. Pero, de esta y de otras maneras,
los significados, tanto de las estructuras como de los
sistemnas de representacién, tienden a ser inestables; y
esta falta de estabilidad, junto con las adaptaciones que
se practican con el fin de incrementarla, son algunas de
las fuerzas directrices mds importantes que subyacen

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 1997, 15 (3}



DEBATES

Tendencias de junio a julio y a agosto

~—~ MARIA 200
180
—~ KIM ]
160 —%
TERRY :
1403
- OSE 120
100 =
w— CHAD .
80—
~— CHERI -
60 —p
= ROBIN 40 _
20 —
me TONY .
) s

hajo el desarrollo de estructuras. Para los sistemas con-
ceptuales, del mismo modo que para otros tipos de
sisternas autoorganizados, «la supervivencia de lo esta-
ble» tiende a ser el andlogo moderno mds pertinente de
la ley de Darwin sobre «la supervivencia del mds
dotadon,

Las actividades de obtencién de estructuras son
sesiones de desarrollo conceptual local

Cuando las actividades de obtencidén de estructuras im-
plican sistemas conceptuales basicos (por ejemplo, frac-
ciones, razones, tasas, proporciones u otros conceptos
matemdticos elementales) que han sido estudiadas por
psicélogos del desarrollo o por educadores mateméticos,
el ciclo de modelizacién que siguen los estudiantes
durante las sesiones de sesenta minutos de resolucién de
problemas, a menudo, aparecen como ciclos locales ¢
versiones localizadas de Jos estadios que los psicdlogos
del desarrollo han observado a lo largo de periodos de
varios afios. Al mismo tiempo, los procesos y mecanis-
mos que contribuyen al desarrollo de estas estructuras
tienden a ser los mismos que aquéllos que contribuyen al
desarrollo conceptual a gran escala. En particular, el
conflicto cognitivo, o la necesidad de desarrollar una
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mayor estabilidad conceptual, es un factor primario que
crea la necesidad de una adaptacién conceptual; y los
sistemas de representacidn facilitan la progresiva dife-
renciacién ¢ integracién de los sistemas conceptuales
pertinentes.

En las actividades de obtencidén de estructuras enlas que
las soluciones normalmente implican una serie de ciclos
interpretativos, dos de Jos mas importantes fenémenos
que requieren explicacion son: a) «,Como es que los
estudiantes perciben la necesidad de un desarrollo mds
alla de sus conceptualizaciones iniciales sobre la situa-
cidn problemdtica?»; b) «;Como es que son capaces de
dirigir ese desarrollo hacia interpretaciones menos fiiti-
les y deformadas™»

Pararesponder ala pregunta anterior, las teorias genera-
das por los psicOlogos del desarroile han demostrado
resultar pertinentes, puesto que, cuando se interpretan
las actividades de obtencidn de estructuras como activi-
dades de desarrolio conceptual local (DCLY; a) se pue-
den aplicar mecanismos que ¢ontribuyen al desarrollo
conceptual general para explicar los procesos de resolu-
cién de problemas de los estudiantes {Lesh y Zawojewski,
1987); v b) se pueden aplicar mecanismos, importantes
en las sesiones de desarrollo conceptual local, para
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Resolucién de problemas aplicados # Actividades de ebtencién de estructuras

La visién tradicional

Se trata la resolucion de problemas
aplicados como un caso especial de la
resolucion tradicional de problemas.

Resolucién de

problemas
Resolucion j
de preblcmas apIiCi@Q_ﬁ,

5i 5¢ considera la resolucion de problemas como ir de fos datos a los
ohjetivos, es 16gico suponer 1o siguiente:

* Los problemas gplicades (o actividades de andlisis de estructuras}
son casos especiales que implican datos «embarallados» y conoci-
mientos del «mundo real», ademds del conocimiento necesario para
sitnaciones mas generales.

* Las herramientas heuristices y otros mecanismos que s¢ aplican a
la resolucitn «general» de problemas debe patticularizarse para
resultar provechoso en situaciones de resolucion de problemas apli-
cados.

Por consiguiente, seria de esperar que el aprendizaie de laresolucidn
| de problemas del «mundo real» comprendiera tres pasos:

# Primero, aprender las ideas y destrezas basicas.

* A contineacitn, aprender algunos procesos y heuristica de la
resolucin peneral de problemas {independientes del contenido).

* Por Gltimo (si el tempo lo permite), aprender a utilizer las ideas,
destrezas y herramientas heuristicas anteriores para situaciones en
las que también se requiere informacitn adicional det wmundo reals.

La vision alternativa

Se trata ia resolucién tradicional de
problemas como un caso especial de
actividades de obtencidn de estructuras.

Actividades de
obtencién de estructuras

(’ Resolucién de /
—

~— L

5i I caracteristica esencial de Ja resolucitn de problemas matemd-
ticos comprende la interpretacidn de situaciones matematicamente
{modelizacion), los problemas no habituales comprenden mis de un
dnice ciclo de modelizacion y, si mdltiples ciclos de modelizacitn
implican modos distintos de pensamiento acerca de los datos, obje-
tivos © recorridos hacia la solucidn, es 16gico suponer lo siguiente:

* La resolucidn tradicional de problemas es un ¢aso especial en el
que no se necesitan ciclos de modelizacidn maltiptes.

* Los procesos de solucién implican mucho mds que el procesado de
la informacién mediante e vso de vn dmico modelo invariante,
también implican la transformacién de modelos, ya que es el propio
ciclo interpretativo el que se va modificando, ampliando, afinando.

* La construccién y afinamiento de modelos es lo mismo que ¢l
desarrollo de estructuras; por tanto, las experiencias de resolucidn de
problemas apiicados son importantes en el camino hacia el aprendi-
zaje de las estructuras subyacenies.

ayudar a explicar e! desarrollo localizado de las capaci-
dades generales de razonamiento de los estudiantes
(Lesh y Kaput, 1988). Asimismo, es posible observar
directamente estos mecanismos, puesto que, durante las
actividades de obtencién de estructuras, las pertinentes
a menudo se medifican {se amplian, se afinan, se revi-
san), de forma significativa, en periodos de tiempo
relativamente breves. Por consiguiente, conforme se
amplian las estructuras pertinentes —se afinan, se esta-
blecen diferencias entre ellas, se integran o se adaptande
distintas muneras—, los investigadores pueden ir més alla
de 1as descripciones de los sucesivos estadios de ¢ono-
¢imiento para observar [os mecanismoes que promueven
el desarrollo de un estadio a otro {Lesh, 1983). Adicio-
nalmente, ya que es posible crear las condiciones que
optimicen las posibilidades de que dicho desarrollo
tenga lugar, sin dictar las direcciones que este desarrollo
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deba tomar, los investigadores en didactica de las mate-
méticas han sido capaces de ir m4s alld de la investiga-
cién del tipico desarrollo en entornos naturales para
centrarse también en el desarrollo inducido, dentro de
entornos meticulosamente controlados y matemdtica-
mente enriquecidos (Lesh y Kelly, en prensa).

La aplicacién de perspectivas desarrollistas a la resolu-
cién de problemas es un fenémeno relativamente nuevo
en lainvestigacién en didéctica de las matematicas, en la
que, tradicionalmente: a} la resolucién de problemas se
ha definide como ir de los datos a los objetivos cuando
el recorrido no es inmediatamente obvio o estd bloquea-
do; y b) 1a heurfstica se concibe como las respuestas a la
pregunta: «; Qué se puede hacer cuando se estd bloquea-
do™ Cuando se centra la atencidn en las actividades de
obtencidn de estructuras, la esencia de la resolucién de
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problemas implica encontrar formas de interpretar esas
situaciones matemdticamente. Por consiguiente, en ge-
neral, es mas importanie para los estudiantes encontrar
formas de adaptar, modificar y afinar ideas que ya
tienen, que intentar encontrar maneras de ser més efi-
ciente cuando estan bloqueados {por ejemple, cuando no
tienen ideas significativas o cuando los conceptos carac-
teristicos no parecen pertinentes, tal como ocurre &
menudo en acertijos y juegos). Por tanto, para desarro-
llar respuestas Utiles a las actividades de obtencién de
estructuras, los tipos de herramientas heuristicas y las
estrategias que resultan mas ttiles tienden a ser bastante
distintas de aquéllos en los que se ha insistido en los
problemas tradicionales, en los que las seluciones impli-
can solamente un unico ciclo interpretativo... y en los
que pocas exigencias mds se plantea a las capacidades de
los estudiantes para introducir, medificar y adaptar las
representaciones convenientes.

En las actividades de obiencidén de estructuras, y en
otras situaciones de resolucidén de problemas que se
centranen la generacién de interpretaciones, el lenguaje,
los simbolos, los graficos y los esquemas organizativos
que los estudiantes introducen tienden a ser descripcio-
nes parciales (simplificaciones) de sistemas externos.
Sin embargo, puesto que estas descripciones se centran
en relaciones, pautas y regularidades hipotéticas que se
atribuyen a sistemas externos, mds que come derivados
de elles, las representaciones son también externaliza-
ciones de sistemas internos. Por consiguiente, las solu-
ciones a tales problemas implican interacciones entre
tres tipos de sistemas: g) sistemas conceptuales (inter-
nos} que residen en las mentes de los estudiantes; b)
sistemas {externos) que se dan en la naturaleza o que los
construyen los humanos (pero que se construyeron <omo
un fin en s{ mismos, mds que comeo representaciones para
explicar otros sistemas}; y ¢) modelos {externos} o siste-
mas de representacién que funcionan como externaliza-
ciones de sistemas conceptuales internos tanto como
internalizaciones de sistemas externos.

LOS HUMANOS CONTINUAMENTE PRO-
YECTAMOS ESTRUCTURAS SOBRE LA
REALIDAD

Al hablar de sisternas que existen en el mundo real,
algunos fildsofos pueden pretender que las nicas pantas
que perciben los estudiantes en estos sistemas son las
que ellos mismos construyen {von Glasersfled, 19%0}; y
hay una cierta verdad subyacente en este punto de vista.
Pere, globalmente, resulta también simplista y deserien-
tador. Por ejemplo;

* Una de las caracteristicas mds importantes de una era
de Ia informacion es que las estructuras o sistemas
conceptuales que hoy estan en la mente humana pueden
utilizarse para crear sistemas gue funcionan come obje-
tos concretos en el mundo del mafiana. Y sistemas que se
crean como un fin en sf mismos hoy pueden utilizarse de
forma simbdlica para entender otros sistemas del maifia-
na. Por ejemplo, cuando un director de una empresa
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Muodelos
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de representacidn

Sistemnas del mundo
{extermnos)

Sistermnas conceptuales
finternos)

utiliza una calculadora grafica (o una hoja de cdlculo con
griaficos) para hacer previsiones acerca de la maximiza-
cién de las tendencias coste-beneficio, estas herramien-
tas le permiten crear sistemas empresariales de un tipo
completamente nuevo que no existian antes de que esas
herramientas estuvieran disponibles y, asimismo, am-
plian las capacidades conceptuales y procedimentales
del director a la hora de tratar estos sistemas externos
recién introducidos. Como consecuencia, entre los «ob-
jetos» matemdticos que influyen sobre nuestras vidas
cotidianas, muchos de los més importantes son sistemas
-sistemas complejos, dindmicos e interactivos— que pueden
variar en cuanto a su alcance, desde sistemas econémi-
¢os y de comunicaciones a gran escala hasta sistemas &
pequefiz escala de actividades cotidianas de planifica-
cién del tiempo, de organizacién o de contabilidad.

* Otra importante caracteristica de una sociedad tecnifi-
cada es que los humanos sabemos ¢dmo crear sistemas
que nosotres mismos no sabemos cémo describir, expli-
car, predecir o controlar. Esta es la razon por la que
algunos de los més importantes objetivos de la ensefian-
za de las matemdticas consisten en ayudar a los estudian-
tes a desarrollar estructuras potentes o «tecnologias
conceptuales» para entender esos sistemas. A veces,
estas tecnologias conceptuales solamente implican so-
portes de representacién primitivos; pere, en otros ca-
sos, implican hojas de calculo, graficos, curvas, progra-
mas u otros sistemas de representacién que residen en
calculadoras, ordenadores u otros mecanismos téCricos;
o bien, implican «herramientas inteligentes» basadas en
las coordenadas cartesianas, matrices, espacios vecto-
riales, diagramas complejos u otros sistemas simbélicos
que exigen el nso de la lengua hablada, de simbolos
escritos o de otros medios de representacion.

En cualquiera de los casos anteriores, ios humanos
proyectamos nuestras estructuras continuamente sobre
la realidad, en forma de artefactos que no se utilizan con
fines de representacién, y también en forma de sistermnas
de representacidn y otras tecnologias conceptuales.

LAS REPRESENTACIONES PUEDEN
CONSIDERARSE COMO TECNOLOGIAS
CONCEPTUALES O <HERRAMIENTAS IN-
TELIGENTES»

Considerar los sistemas de representacién como «herra-
mientas inteligentes» tiene una serie de implicaciones
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beneficiosas: a} Aunque hay unarazdén porlacual resulta
natural hablar de estructuras mateméticas como si fue-
ran puros sistemas desligados de cualquier herramienta,
representacién o artefacto externo, en la practica, a parte
de situaciones triviales, estos sistemas conceptuales rara
vez funcionan sin el soporte de potentes herramientas en
las que estdn {parcialmente} contenidos. b} Cuando las
herramientas inteligentes comprenden ordenadores, cal-
culadoras u otros amplificadores conceptuales, es evi-
dente que los sistemas conceptuales de sus usuarios no
residen dnicamente dentro de las fronteras de sus men-
tes. Su inteligencia, sus capacidades de conceptualiza-
cidn y de proceso se distribuyen a lo largo de una
diversidad de niveles y tipos de herramientas y represen-
taciones. ¢} Algunas herramientas son claramente mds
potentes que otras y algunas de ellas tienden a resultar
las més dtiles para segin qué propdsitos. Por ejemplo,
hace muchos aitos, Bruner (1973) destacd el importante
papel que desempeitan los sistemas de representacién
como medio de ayuda al hombre para ir més alla de la
informacién que se le proporciona en situaciones con-
cretas de aprendizaje o de resolucién de problemas. Sin
embarge, si ne se pide nunca a los estudiantes que
desarrollen herramientas «re-utilizables» o comparti-
bles o que puedan ser modificadas facilmente para ser
aplicadas a ofras situaciones, no deberiamos sorprender-
nos de que a sus estructuras les falte generalidad, porta-
bilidad y modificabilidad. 4) Construir una herramienta
general no garantiza que su constructor sea capaz de
generalizar.

Por otro lado, es bien sabido que, cuando una persona
sostiene un martillo en la mano, tode parece tender a
tener el aspecto de un clavo. Por tanto, respecto a las
herramientas, el problema clave del aprendizaje no es
necesariamente la capacitacion para generalizar, A me-
nudo, el problema clave es que los estudiantes sean més
capaces de discernir e identificar las situaciones en las
cugles una herramienta resulta aplicable.
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Cuando se formulan los problemas de tal manera que los
estudiantes necesitan construir descripeiones, explica-
ciones y justificaciones a proposite, tienden a introducir
en sus soluciones y procesos hacia dichas soluciones una
gama mucho mds amplia de representaciones. Adicio-
nalmente, cuando queda clara Iz finalidad de una des-
cripcidn, los estudiantes se sienten inclinados a abordar
los temas de representacién relacionados con los niveles
adecuados de precisién, exactitud, puntualidad, etc. Por
consiguiente, cuando se facilita una descripeidn inicial,
casi siempre es necesario ampliatla, afinarla o revisatla
con el fin de hacerla suficientemente aplicable. Por
tanto, las soluciones implican una serie de ciclos de
afinamiente de la representacion.

* Cada vez hay mds «herramientas inteligentes» dispo-
nibles {tales como calculadoras, hojas de célculo o pro-
gramas de gréficos). Por esa razdn: a} la interpretacidn
del problema resulta, a menudo, problemaética debido a
que es necesario convertir la situacidn a una forma que
facilite ¢l uso de una de esas herramientas; y &) la
interpretacidn de la respuesta resulta problemadtica debi-
do aquelosresultados que generala herramienta pueden
no estar en una forma inmediatamente utilizable. Asf,
puede ser necesario convertir los decimales en fraccio-
nes, ¢ la informacidn griafica en informacién numérica.

* Las capacidades matemdticas en las que se hace hinca-
pi¢, a menudo, insisten en la comunicacidn, 2 planifica-
cidn, el seguimiento y otros tipos de pensamiento de alto
range que reclaman capacidades de representacién (Di
Sessa, 1996); es decir, que los estudiantes tienen que ir
mis all4 de pensar con una representacién matemdtica
dada para pensar ademads acerca de la potencia o debi-
lidad relativa de las representaciones alternativas,
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