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SUMMARY

An innovative reflection about measurement 1s proposed through Franck and Hertz experiment for second year
University students. We present a sequence of laboratory work during which the students have the opportunity of
deepening notions like dispersion, error and uncertainty, accuracy and precision, and some concepts of statistics. We
describe how students are led to develop persenal comments on their own results,

INTRODUCCION

Este articulo presenta una sesién innovadora de trabajo
de laboratorio, siguiendo, y teniendo en cuenta, ciertas
investigaciones sobre andlisis estadistico de datos, a
nivel de los estudios universitarios de fisica. Obviamen-
te, en cualquier actividad profesional relacionada con la
fisica, los conocimientos en cuanto a los métodos de
medida desempefian un papel importante. Recientemen-
te, al menos dos factores han propiciado una mayor
reflexién acerca de las mediciones y del andlisis estadis-
tico de datos entre los investigadores ¢ ingenieros: hoy
cn dia, hay cada vez mds dispositivos automaticos espe-
ciales y resuita cada vez mdas facil obtener muchas
medidas; ademas, la presencia de¢ ordenadores en los
laboratorios facilita enormemente el proceso esladistico
dec datos. Existen diferentes métodos disponibles (Jaech,
1992) y merece la pena, al mismo tiempo que se plantea
si resultan relevantes, cémo y a qué nivel, introducir a
los estudiantes en estos métodos y en los correspondien-
tes conceptos. Pensamos que ha Hegado el momento de
introducir a los estudiantcs universitarios en esta nueva
forma de abordar los experimentos; es decir, repetir las
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medidas y procesar los datos con métodos estadisticos.
Ello parece constituir el objetivo inmediato de la ense-
fianza prictica en la universidad, con la intencién de
proporcionar a los estudiantes la capacidad de criterio
para decidir si realizan varias medidas o no.

Pocos han sido los estudios de investigacion dedicados
a los conocimientos sobre medidas y andlisis de datos, y
casi nunca a nivel de estudios universitarios. Algunos
estdn dedicados a los estudiantes mas jévenes (Bottin,
Hot y Martirand, 1983; Coelho, 1993, Lubben y Millar,
1996), v constituyercn un importante incentivo para
nuestro equipo a emprender una investigacion acerca de
las concepcienes de los estudiantes, al empezar la uni-
versidad, y acerca de los cambios conceptuales necesa-
rios para entender el proceso de medida v, especialmen-
te, para utilizar correctamente el andlisis estadistico de
errores (Séré, Journeaux y Larcher, 1993; Fondére,
1993; Larcher, Séré y Journeaux, 1993; Séré, 1995). Los
principales métodos utilizados fueron la observacién
directa en clase durante ¢l trabajo de laboratorio (sobre
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temas seleccionados del trabajo de laboratoric} y las
entrevistas individuales. La sesién innovadora de {raba-
jo de laboratorio, obicto de este informe, debe conside-
rarse como una aplicacion directa de esta investigacidn.

En la primera parte describimos brevemente la sesidn en
si misma, que consiste en realizar el experimento de
Franck y Hertz, destacande las oportunidades que se
ofrecen a los estudiantes para profundizar cn la practica
de la medicion y del proceso de datos. En la segunda
parte consideraremos algunos resultados de la investiga-
cion. Describiremos algunas fases de la sesidn que pro-
porcionarn la oportunidad para superar las concepciones
errdneas scilaladas y para generar una comprension
mejorada de 1a medida, del procesamientos de datos y
del andlisis estadistico de errores.

1. LA SESION INNOVADORA DE TRABAJO
DE LABORATORIO: EL EXPERIMENTO DE
FRANCK Y HERTZ

Histéricamente, este experimento, realizado en 1914
utilizando un tubo calentado gue contiene un poco de
vapor de mercurio, permitid comprobar la discontinui-
dad de los niveles de energia atémica y determinar el
valor del intervalo ¥, entre el nivel de tierra v el primer
nivel de energia posible.

Este experimento es ¢l tema de la sesidn de laboratorio
propuesta a ios estudiantes de segundo curso universita-
rio {en general entre 19 y 21 aiios), con el objetivo de que
se familiaricen con la teoria de los niveles de energia. El
tiempo se limita a cuatro horas. [as distintas tareas que
Ios estudiantes deben realizar son las siguientes:

- Como en todo trabajo de laboratorio, los estudiantes
deben estudiar el libro de texto en el que se expone el

proceso experimental que habrin de seguir en el labora-
torio.

Figura 1
Malcriales para el experimento de Franck vy Hertz.
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— Comeo preparacion para el tratamiento de datos, debe-
ran resolver dos ejercicios en los que intervienen series
de nimeros y conceptos como: media, desviacidn estdn-
dar, distribuciones, distribucidn especial de Gauss, muestra
y poblacidn, etc.

- E! trabajo experimental, en si mismo, consiste en
registrar las medidas necesarias para trazar curvas gue
muestren la variacion de intensidad I en el circuito
externo {medida mediante un nano-amperimetro}, como
funcidn del potencial de la rejilla de aceleracion Vi,
(Fig. 1).

Los estudiantes deberdn elegir, por si mismos, algunos
pardmetros, por ejemplo, la temperatura del hornoe (lo
cual modifica el nimero de dtomos de mercurio conteni-
dos en el vapor) y el potencial de la rejilla Vi, (lo cual
modifica el tlujo de electrones acelerados). La figura 2
presenta las curvas tipicas T = fV,;) que los estudiantes
deberan trazar. Estas curvas dependen del pardmetro
V., asi como de la temperatura 7. Los estudiantes
deberdn mostrar en qué forma influyen estos dos para-
metros sobre [

— A continuacidn, tendrdn que interpretar las curvas de
la figura 2 cualitativamente. Si la eleccion de los pard-
meiros es correcta, bastardn tres curvas para mostrar la
invarianza de las posiciones de los valores extremos de
la intensidad /. Los estudiantes podrdn obtener de cada
curvaun valor V, (de aqui se puede calcularla energia del
estado excitado eV, siendo ¢ la carga del electrén} y la
incertidumbre de este valor.

- Finalmente, los estudiantes tendrin que analizar los
datos con ¢l fin de comparar el valor obtenido mediante
este método con el valor esperado. Es fundamentalmen-
te durante este ultimo paso cuando se ponde de manifics-
to la importancia del andlisis estadistico de errores.

- Los estudiantes deberén escribir un informe con los
principales resultados experimentales, comentindolos y
comparande los valores obtenidos con los esperados.

2. ALGUNOS RESULTADOS DE LA INVES-
TIGACION: LAS CONCEPCIONES DE LOS
ESTUDIANTES Y EL. CORRESPONDIENTE
CAMBIO CONCEPTUAL NECESARIOPARA
gi"II:F(;)IgDER EL ANALISISESTADISTICODE

Entre los resultados de la investigacién mencionados
anteriormente, seleccionamos algunos puntos aplica-
bles a la sesidn prescntada.

2.1. Los estudiantes se muestran generalmente rea-
cios a realizar varias medidas y, si repiten dichas
medidas, intentan averiguar cual es el valor correcto

Generalmente, al inicio de la universidad, los estudian-
tes no sen verdaderamente conscientes de la posibilidad
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Figura 2

Variacion de la intensidad § con ¢l potencial de la rejilla de
aceleracién Vi, a distintas temperaturas.
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de hacer varias medidas para mejorar la precision. Se les
ha enseitado a hacer solamente una medida y a acompa-
fiarla con un intervalo que es, en cierto mode, un «inter-
valo de certidumbre» o un «intervalo 100%». En algunos
casos, no resulta sencillo evaluar este tipo de intervalo,
especialmente cuando resulta dificil decidir si es necesa-
rio afiadir muchos elementos a la incertidumbre, lo cual,
amenude, conduce a un valor global excesivamente alto
y, consiguientemente, poco realista,

Una alternativa, siempre que sea posible desde un punto
de vista practico, consiste en indicar que varias medidas
proporcionan més informacién que uana, y que conviene
hacer varias medidas, puesto que, en general, hay que
tener en cuenta que ampliar ¢l nimero de medidas
mejora la precision {aunque en absolute la exactitud).
No obstante, este punto de vista estd lejos de las concep-
ciones de los estudiantes. Al encarar el hecho de que las
medidas son distintas, su tendencia es a buscar el valor
dnico «correcton de los del conjunte de medidas. Algu-
nos estudiantes rechazan incluso la solucién que consis-
te en tomar la media cuando ésta no es igual a uno de ios
valores de la serie,
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2.2, Un equivoco conceptual acerca de la desviacion
estindar de las series de medidas

En su inmensa mayoria, los estudiantes tieanen la
impresion de que, cuando aumenta el nimere N de
medidas, la media es mas bien constante, pero pien-
san que la desviacién estandar c¢s menor. (Véase en
3.1 unaexplicacidn cualitativa a este hecho dada alos
estudiantes en un ejercicio escrito.) No solamente
son los estudiantes sino también los profesores los
que tienen esta concepcién errénea. Una joven profe-
sora entrevistada sobre este tema predijo correcta-
mente que:

«Cuando crece N, nada cambia respecte a la media.»
Y, en cambio, se equivocd acerca de la desviacion estandar;
«Cuante mayor es N, menor es la desviacion estdndar.»

«Cuantas menos medidas tengamos, mas lejos estaré la
desviacién estdndar de la de la poblacién.»

Estas respuestas en una joven profesora dan una idea de
las dificultades a las que los estudiantes se enfrentan en
situaciones similares,

2.3. No se reconoce Ia intervencién del azar:
confusién entre errores sistematicos y errores
aleatorios

Queda de manifiesto que la intervencién de la condicidén
de impredecible y del azar en fisica resulta sorprendente
a los estudiantes. Pero deberdn comprender que cada
medida puede quedar modificada por errores aleatorios
y que la estadistica demuestra que la distribucidn de un
nimero infinito de medidas tiene un caricter predecible:
es una distribucién de Gauss, bajo ciertas condiciones
que son las del teorema del limite central. Entre estas
condiciones, la més critica es, probablemente, la inde-
pendencia de 1as medidas acumuladas. Esta condicidn se
cumple para los diferentes valores de V, obtenidos
por cualquiera de los equipos de dos estudiantes y,
a fortiori, por un equipo diferente,

Al no tener ung idea de la posibilidad del azar, el error
aleatorio es una nocién de la que no disponen los
estuchantes. Ademas, algunos de ellos asignan un senti-
do corriente y comiin al término «sistemético», interpre-
tindolo como «inevitable», ya que se sienten extrafios y
son muy conscieates de la dificultad de obtener un
valor correcto, que, para ellos, es dnico. Del mismo
modo, no distinguen realmente entre exactitud y pre-
cision. Y esta dificultad se observa también en alga-
nos profesores.

Se podria argumentar que los equivocos conceptuales de
este tipo se deben al hecho de que los errores sisteméti-
cos ¢ aleatorios, asf como la exactitud o la precisién,
adquieren su pleno sentido y, consecuentemente, resul-
tan més faciles de definir ¥ de distinguir en el caso de
diversas medidas.
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2.4. Para los estudiantes y de forma espontinea, la
mejor representante de una serie de medidasno esla
media

También se ha visto que los tipos de razonamiento
estadistico resultan ajenos a los estudiantes de este nivel.
0, dicho de forma més precisa, incluso, si los conocen
bajo una forma tedrica, no son conscientes de que resul-
tan relevantes para el proceso de medida. Los estudian-
tes tienen que volver a meditar sobre los conceptos
ligados a poblacidn, muestra, intervalo de seguridad,
etc., en ¢l marco del proceso de datos, Por ejemplo,
conocen perfectamente el concepto de media y €l méto-
do para hallarla y, sin embargo, una encuesta anterior al
inicio de las clases ha mostrado que solamente el 45% de
los estudiantes considerd la media como la mejor repre-
sentacion de la serie de medidas, eligiendo algunos de
ellos dicha media después de haber eliminado los valo-
res maximo y minime. Otro 30% prefirié la moda y ¢l
25%, la mediana.

3. LAS OPORTUNIDADES, DURANTE LA
SESION, DE APRENDER ANALISIS ESTA-
DISTICO DE ERRORES Y DE SUPERAR LOS
EQUIVOCOS CONCEPTUALES

3.1. Fase preliminar: aprendizaje de los conceptos
estadisticos

Prada su escasa familiarizacién con la estadistica, antes
de la sesién, proponemos a los estudiantes que estudien
algunos conceptos como media, desviacidn estdndar,
distribucion de Gauss, muestra, poblacion, intervalo de
seguridad, histograma. Con este objeto, tal como hemos
dicho anteriormente, tienen que resolver dos ejercicios
tomados de un libro de texto ¢lisico (coleccidn Schaum)
[Spiegel, 1987] sobre estadistica.

Por ejemplo, uno de los ejercicios sirve para entender el
dificil concepto de distribucidon de medias de muestras
de tamafio N extraidas de una peblacion. Ello requiere
del estudiante que compare una poblacion de cuatro
cifras con la distribucién obtenida de las medias de
muestras de tamafio N = 2, de esta poblacién. Este es un
concepto dificil, que demuestra que la media de la
poblacion v la media de la distribucitn de las diferentes
muestras son iguales. Inversamente, las desviaciones
estandar son inversamente proporcionales a laraiz de V.
De esta manera resulta evidente la ventaja de tomar
muestras amplias para mejorar la precisién del resultado
extraide de un serie de medidas.

En el otro ejercicio propuesto a los estudiantes, se les
pide que comparen el andlisis de una serie de N medidas
para dos valores de N, El ejemplo se refiere al didmetro
de una esfera. Se dan 1a media y }a desviacién estandar
para N = 20 medidas y para N = 40 medidas. Se piden
mntervalos de seguridad para niveles de seguridad del
95% y del 68%. Para compararlos, los estudiantes deben
dibujar estos intervalos de seguridad sobre un ¢je hori-
zontal.

426

Con este ejemple, esperamos dejar claro que, cuando
crece N, la media es mds bien constante y que la disper-
sion de la medida evoluciona poco. Un argumento cua-
litative es que, cuande crece N, el histograma se hace
més y mas simétrico y mds y més suave, pero lus
amplitudes no varian. Inversamente, los intervalos de
seguridad varian en proporcién inversa a la raiz de N.
Una de las razones es que la desviacidn estdndar de la
distribucion de las medias de muestras de N medidas
extraidas de una poblacién dada, disminuye como W
Dicho de otro modo, pasando del histograma de las
medidas al histograma de las medias de las medidas
tomado N a N, se produce un cambio de S, inversamente
proporcional a la raiz de N.

En los parrafos siguientes, mostramos que la sesidn que
estamos estudiando permite entender visualmente algu-
nas de estas dificiles nociones.

3.2. Visualizacion de histogramas de medidas: la
desviacion estindar fluctia pero es invariante. La
eleccidn de 1a media

Tal como se ha dicho anteriormente, una condicién para
aplicar el analisis estadistico a una serie de medidas de
la misma magnitud es la independencia. Este es el caso
que contemplamos, puesto que los estudiantes tienen
dispositivos de medida nuevos e idénticos a su disposi-
cion. Consecuentemente, la comparacién de los resulta-
dos cbtenidos por una pareja de estudiantes con los de
otra parcja resulta significativa. La comparacién puede
hacerse con los experimentos de los estudiantes el mis-
mo dia, asi como durante las semanas previas. Los
resultados de las parejas de estudiantes se acumulan
semana tras semana hasta el final del semestre, en que se
habrin obtenido unos 400 valores de V,. Asi, tenemos la
posibilidad de un andalisis estadistico de una muestra
amplia, cuyo histograma se acercard a una poblacién
gaussiana,

Al final del propio trabajo experimental, cada pareja de
estudiantes tendra tres valores de V,, obtenidos de tres
curvas I = f{V,,). Introducirin estos valores mediante un
programa de introduccién de datos escrito en PASCAL,
para un ordenador MicraL. Los estudiantes pedran visua-
lizar el histograma de cualquiera de los conjuntos de
medidas:

- ¢l conjunto de valores del grupo al que pertenecen;
imprimirdn el histograma con el fin de analizarlo;

- ¢l conjunto de valores acumulades desde el principio
del semestre.

Todo ello permite seguir las modificaciones del histo-
grama a lo largo del periedo. El profesor imprime y
expone el idltimo histograma obtenide, que cada vez
tiene un aspecto mas préximo al de una distribucién de
Gauss.

La figura 3 presenta los histogramas obtenidos para 34,
108 y 289 medidas. Como puede verse, V, variapoco (los
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Figura 3
Algunos histogramas tipicos obtenidos para N = 34, 108
y 289 medidas.
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valores respectivos son 4,98, 4,97 y 4,99 voltios), ¥
ocurre lo mismo con S, (los valores respectivos son
0,17,0,13 v 0,14 voltios).

Por dltime, al final de la secuencia, el profesor imprime
las curvas que representan la evolucidn de [a media y de
la desviacién estandar con el mimero de medidas toma-
das (Fig. 4). Este parece ser un modo eficiente de
verificar, cualitativa y visualmente, que la media resulta
ser un valor representativo de la serie. La estabilidad de
las dos cifras, en cuanto N liega a 10 (razonable para un
experimento en un laboratorio universitario), muestra
que la dispersion de {as medidas no varia mucho,
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Figura 4
Evolucitn de 1a mediz y de 12 desviacidn esténdar con ¢l nfimero
de medidas.
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3.3. Cilculo del intervalo de seguridad: avmentar el
nimero de medidas mejora Ia precisién

Con los 400 valores obtenidos de V,, es posible realizar
el andlisis estadistico de una amplia muestra, cuyo his-
tograma se acerca a una poblacién gaussiana. Los estu-
diantes calculan el intervalo de seguridad asociado a las
niveles de seguridad del 95% y del 68%. Después, se
hace la comparacion entre los resultados obtenidos con
cada método, cldsico (unz medida) y estadistico.

El tamafio del intervalo de seguridad para un mismo
nivel de seguridad del 95%, disminuye claramente cuan-
do aumenta N {los valores respectivos son 0’06, 0’03 y
0"02 voltios). Se pide a los estudiantes gue dibujen,
sobre el gje horizontal del histograma de todo el grupo,
el intervalo de seguridad correspondiente al 95%, cen-
tradoen la media. {Enla figura 3, se representa mediante
un trazo grueso.} Con ello, utilizando los resultados del
grupo con el que estdn trabajando, pueden entender que,
independientemente de las calidades de medida concre-
tas, la precision mejora cuando se incrementa el mimero
de medidas procesadas.
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3.4. Varias medidas permiten evaluar cada conjunto
de medidas: distincién entre precisién/exactitud, y
errores aleatorios/sistematicos

También se pide a los estudiantes que comparen sus
propios tres valores de V, con los resultados del grupo al
que pertenccen. La figura 3 muestra tres de tales valores
obtenidos por una pareja de estudiantes: 4,70 V, 490 V
y 4,90 ¥, que vienen representados por una linea vertical
en el histograma & = 108. Los dos estudiantes pueden
hacer sus comentarios particulares acerca de sus resalta-
dos. En este caso, observaron que:

+ sus tres valores son, todos ellos, menores gue la media;

= sus tres valores estdn fuera de) intervalo de seguridad
para el 93%.

Sus preguntas som:

- ;Podrian nuestras medidas estar contarninadas por un
pequeilo error sistemdtico?

— (Merecc la pena intentar verificar el insfrumental para
eliminarlo?

A pesar de ello, es posible que se den cuenta de que sus
propias ntedidas estaban en un drea de probabilidad
relativamente alta, y podrian llegar a la conclusion de
que, a pesar de haber realizado una serie de medidas, han
sido incapaces, por si mismos, de obtener el valor obte-
nido por la totalidad del grupo.

El resultado de tales comentarios personales acerca de
los propios resultados de los estudiantes les lleva a hacer
una valoracién de los conceptos de exacritud y de preci-
sién. Les lleva a diferenciar estas dos cualidades, enten-
diendo que resulta imitil repetir y repetir las medidas
para mejorar la precisién si la totalidad de las medidas
esté contaminada por un error sistemdtico, La incerti-
dumbre sistemitica es el limite de la precisidn. Por tanto,
idealmente, !a eleccién de un mimero de medidas a
realizar viene aconsejada por la evaluacién de la incer-
tidumbre sistemaética, que s, & su vez, aconsejada por
constderaciones fisicas.

Los estudiantes pueden entender todo 1o anterior al
facilitarles el valor de la excitacién potencial del mercu-
ria, tomdndolo de un manual: 4,89 ¢V, Evidentemente,
en cada medida, extste un ligero error sistematico intro-
ducido por el instromento, lo cual demuestra que es
initil repetir y repetir las medidas para alcanzar una
precisidn mejor que 0,1 V, para V,

CONCLUSION

Hemos presentado una forma original de wutilizar un
experimento cldsico como trabajo de laboratorio, dirigi-
do a estudiantes que empiezan en la universidad. EI
experimento de Franck y Hertz resulta especialmente
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relevante para ayudar a los estudiantes a entender los
distintos conceptos del andlisis estadistico de errores. La
razdn es que las medidas de las distintag parejas de
estudiantes son realmente independientes y proporcio-
nan histogramas aprovechables.

Esta es una innovacién que es consecuencia de una
investigacién diddctica y estrictamente enfocada a solu-
cionar los problemas descubiertos en la propia investi-
gacidn. Creemos conveniente destacar lo siguiente:

» La sesién es realmente viable. Desde el primer afio en
que se aplico, han sido aproximadamente 400 estudian-
tes los que han realizado el experimento cada afto, en las
mismas condiciones. Parece perfectamente adaptado al
primero o al segunde afio de universidad.

» Evideniemente, obtener datos durante el semestre y
exponerlos constituye una fuente de interés para los
estudiantes. Semana tras semana, se van desarrollando
los histogramas expuestos y su evolucién revela la ver-
dad. Asi, los estudiantes se detienen en el pasillo para
seguir su evolucién y hacer comentarios sobre la misma.
La motivacién resulia satisfactoria.

* A menudo, surgen comentarios verdaderamente perso-
nales sobre las medidas de los estudiantes, al comparar-
las con el histograma general. Con este método, en lugar
de esperar el mismo resultado de cada una de las parejas
de estudiantes, los profesores interinos no rechazan los
resultados personales sino que piden estos comentarios
personales. Se percibe una mejora respecto al trabajo
«clasico» de laboratorio.

« En general, el anilisis que pedimos consigue que la
distincién entre error aleatorio y error sistemdtico, y
entre precisién y exactitud se haga evidente. Natural-
mente, mediante un solo experimento es imposible al-
canzar €l objetivo de proporcionar a los estudiantes la
capacidad y la iniciativa para elegir entre log métodos de
medida cldsico y estadistico, para escoger el instrumento
apropiado de medida y para escoger el nliimero adecvado
N de medidas. Sin embargo, queda de manifiesto que, de
una forma bastante simple y convincente, los estudiantes
desarrollan una actitud personal hacia los datos. Ello ¢s,
en nuesira opinidn, la base para una correcta aproxima-
cibn a la experimentacion.
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