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Departamento de Didactica de Iza Matemdtica. Universidad de Granada. Espana.

Iniciamos esta seccién de debates recogiendo los textos correspondientes al foro de investigacién sobre el tema «Non-
Elementary Numerical Thinking» del 20° congreso del International Group for the Psychology of Mathematics
Education, celebrado en Valencia en julio de 1996,

Los foros de investigacidn de los congresos de PME estdn concebidos para generar un debate alrededor de un tema de
investigacion sobre el que se haya producido ya un trabajo prolongado por parte de uno o varios grupos de
investigacién. En este caso, los miembros del grupo de investigacién «Pensamiento numéricor de la Universidad de
Granada, Luis Rico, Encarna Castro e Isabel Romero presentaron el trabajo The Role of Representation Systems in the
Learning of Numerical Structures, que, previamente alacelebracién del congreso, se envié a Alan Bell y Richard Lesh
para que elaboraran sendas réplicas.

En las actas de] congreso estan publicados el original inglés del trabajo de Rico, Castro y Romere y una versidn de tan
solo nueve paginas de la réplica de Richard Lesh, también en inglés (Puig, L. y Gutiérrez, A., eds. Proceedings of the
20th Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics Education, vol. 1, pp. 87-102 y
addenda, pp. 33-11, respectivamente). Lo que presentamos agqui no sélo hace mds accesible este debate a los lectores
de lengua castellana, sinc que da cuenta de forma m4s completa de 1o que se produjo en el congreso, ya que, ademas
de la traduccién castellana del trabajo de Rico, Castro y Romero, publicamos una version mucho mds larga de laréplica
de Lesh y un texto escrito especialmente para esta ocasién por Alan Bell a partir de Io que fue su réplica oral en el
congresa.
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INTRODUCCION

Este trabajo ha sido presentade para su discusidn
y debate en la seccidn Research Forum del XX encuen-
tro del Imternational Group for the Psychology of
Mathematics Education, celebrado en Valenciaen 1996.
En el mismo nos ocupamos del aprendizaje de conceptos
numéricos en el sistema cscolar y de la utilidad que tiene
lanocién de representacion para analizar € interpretar la
comprensidn de tales conceptos por parte de escolares de
12-15 afios. Nuestro grupo de investigacion estd intere-
sado en el estudic de las dificultades que los jévenes
encuentran en ¢l manejo de las estructuras numéricas
cuando se enfrentan a nociones de matematica avanzada.
Presentamos aqui los objetivos generales y algunos
resultados de uno de los trabajos de investigacién
realizados por nuestro grupo, que comparten este plan-
teamiento.

Elinstrumento elegido para poner de manifiesto algunas
carencias del curriculo y para observar e interpretar el
trabajo de los alumnos en su aprendizaje de conceptos
numéricos y, por consiguiente, en la construccidn y
desarrotlo de su pensamiento namérico, es la nocién de
representacidn, nociodn cuyo interés y utilidad para la
investigacion en educacidn matematica es conocido y ha
sido objeto de reflexién continnada {Janvier, 1978, 1987,
Kaput, 1987, 1992; Goldin, 1993; Duval, 1993, 1895},
Aunque muchas de las consideraciones que realizamos
son vilidas para otros campos de las mateméticas, nues-
tra aportacién en este trabajo se limita explicitamente a
conceptos y estructuras numéricas.

Dado que nto hay un significado univoco para el concep-
to de representacién, constderamos necesario precisar
el sentido en que vamos a utilizar ¢ste término, lo cual
vamos a hacer en tres delimitaciones sucesivas que
preceden a la presentacién de los resultados de la inves-
tigacidn mencionada.

SOBRE LA NOCION DE REPRESENTACION

Caracterizacién general

La historia de la filosofiz y de la ciencia muestra la
riqueza de sentidos e interpretaciones que tiene esle
concepto (Ferrater, 1981}, algunes de los cuales son
importantes para las actuales lineas de investigaci6n en
educacion matematica (Goldin, 1993).

Un primer punte de interés para nosotros esté en la
idea de que una representacidn es siempre represen-
tacién de algo. El concepto de representacion «da por
supuesta la consideracién de dos entidades relaciona-
das, pero funcionalmente separadas». Uno de estos
entes se denomina ¢l objeto representante (o repre-
sentacidn), el otro es el objeto representado. Tam-
bién hay implicita cierta correspondencia entre el
mundo de Jos objetos representantes y ¢l mundo de
los objetos representados.
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De esta manera, «cualquier especificacién particular de
la nocién de representacion deberia describir, al menos,
cinco entidades»:

1} los objetos representados;
2) los objetos representantes;
3) qué aspectos del mundo representado se representan;

4) qué aspectos del mundo representante realizan la
representacion;

5} la correspondencia entre ambes mundos o conjuntos.

«Enbuena parte de los casos importantes uno o ambos de
los mundos poeden ser entidades hipotéticas e incluso
abstracciones» (Kaput, 1987).

Por lo que a nuestro estudio se refiere, consideramos
necesario distinguir entre los conceptos y estructuras
numéricas y los sistemas de representacién mediante los
que se expresan tales conceptos y estructuras. Cuando
identificamos los nimeros naturales con los numerales,
que se obtienen mediante las reglas de escrifura de
mimeros del sistema decimal de numeracién, olvidamos
que la escritura decimal es s6lo una forma de representar
ndmeros, enunciados y demostraciones numéricas me-
djante combinacidn lineal de las sucesivas potencias
de 10. El teorema fundamental de la aritmética propone
una representacion diferente de cada niimero como pro-
ducte de factores primos, que muestra su estructura
multiplicativa,

Aungue no es usual, nosotros consideraremos cudles son
los aspectos y propiedades de los nimeros naturales que
se destacan mediante cada tipo de simbolizacién. Cada
uno de los modos de representacidn de los nidmeros
naturales, junto con las reglas gue los acompafian, pro-
pone una caracterizacion distinta del concepto de niime-
ro natural, Tdentificar los mimeros con una cualquiera
de sus notaciones es una simplificacién escolar, inade-
cuada para la investigacién en educacién matemdtica.
Por ello difercnciamos entre los niimeros y sus represen-
taciones

Una segunda idea importante para nosotros es ¢l uso, en
la filosoffa contempordnea, del término representacion
para referirse a cualquier cosa que puede evaluarse
semdnticamente {Dancing y Sosa, 1993). De las repre-
sentaciones puede decirse que: son verdaderas; se refie-
ren a; son verdaderas de algo; son acerca de algo; son
precisas; ete. Contenido es el término técnico utilizado
para denominar aguelle que en una representacién la
hace semdnticamente evaluable. Asi, de un enunciado,
se dice que tiene como contenido una proposicidn ©
condicidn de verdad; de un término, se dice que tiene un
concepto como contenido; de una grifica, que expresa
una relacién adecuada entre sus componentes. Desde
este planteamiento son representaciones las expresiones
simbdélicas, los enunciados, los diagramas, los gréficos y
otras notaciones usuales de las matematicas. Estos con-
tenidos son objeto de estudio en matematicas.
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Estructuras numéricas y sistemas de representacion

Lamoderna conceptualizacidn de los nimeros estd basa-
daenlanocién de sistema; hablando con clerta precisién
no nos referiremos a conceptos numéricos simplemente,
sino a sistemas o estructuras numéricas. Una estructura
numérica consiste en un conjunto de entes abstractos
expresados simbdlicamente, dotado de unas operacio-
nes ¢ modos de componer esos nimeros y de unas
relaciones, mediante las que se comparan dichos entes.
La consideracidn conjunta de los entes, sus operaciones
y sus relaciones es lo que caracteriza una estructura
numérica (Feferman, 1989). Laestructura de cada siste-
ma viene determinada por un grupo reducido de grandes
y potentes ideas (Fey, 1990).

Los matemdéticos trabajan con simbolos y representacio-
nes significantes (Kaput, 1987}, cuya naturaleza y modo
de empleo han ocupado la atencion de investigadores y
pensadores matematicos a lo largo de la historia de esta
ciencia.

El conjunto de signos, simbolos y reglas para expresar o
representar una estructura matematica ha de respoader asu
caricter sistémico, por ello se habla de sistemas matemd-
ticas de signos (Kieran y Filloy, 1989), sistemas de nota-
cign (Kaput, 1992} o sistemas semidticos (Duval, 1993).
Nosotros, en este trabajo, utilizaremos €] término siste-
mas de representacion para referirnos a los modos de
expresar y simbolizar determinadas estructuras numéri-
cas, mediante unos signos, unas reglas y unos enuncia-
dos, el sistema decimal de numeracién o notacién deci-
mal constituye un ejemplo paradigmatico de sistema de
representacion familiar para los nimeros naturales.

La consideracién estructural de los ndmeros vy la elec-
cién que hemos hecho de distinguir entre los ndmeros y
sus representaciones nos lleva a la fundamentacién for-
malista de las matematicas. En los planteamientos for-
males de Peano y Hilbert, los campos numéricos se
caracterizan como campos operatorios (Badiou, 1990).
El formalismo destaca la consideracién técnica de los
numeros, coma herramientas con las que llevar a cabo
determinados procesos, mediante el cumplimiento de
unas reglas, y la posibilidad de establecer una multipli-
cidad de relaciones entre los diferentes ndmeros. Signos
y simbolos, junto con la sintaxis mediante la que se
combinan para dar paso a expresiones mds complejas y
férmulas bien hechas, juegan un papel central dentro de
la escuela formalista, complementados por los procedi-
mientos finitistas para probar los enunciados y férmulas
de cada sistema numérico (Von Neumann, 1964),

Por otra parte, en su base epistemolégica, 10s conceptos
matemdticos, al constituirse a partir de relaciones entre
obietos, fendmenos o conceptos previos, y no referirse a
los propios objetos o fenémenos fisicos, se consideran
entidades abstractas cuya expresién viene dada por enun-
ciados y demostraciones que necesitan de algin sistema
simbdélico; es decir, los conceptos vienen dados median-
te una o varias representaciones especificas. Se conside-
ran aqui dos niveles de representacién: los hechos o
conceptos concretos (p.e., la unidad) representados por
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simbolos especificos (p.e., 1), y las relaciones entre
conceptos (p.e., uno y uno hacen dos) representadas por
enunciades simbélicos {p.e., 1 + 1 = 2) {Kérner, 1977).
Asumimos una base fenomenolfgica para conceptos y
relaciones numéricas.

Ademés, no hay sistema simbdlico que agote en su
totalidad la complejidad que encierra cada concepto
matemadtico; es por ello que cada concepto matemitico
dispone de més de un sistema de representacién. A su
vez, cada uno de estos sistemas destaca y pone de
manifiesto algunas propiedades importantes del concep-
to, a la par que oculta o dificulta la expresion de otras
propiedades. Admitimos como sistemas de representa-
¢ién en matematicas: el lenguaje natural, las figuras y
graficas, las diferentes escrituras simbolicas, las tablas y
cuadros y las notaciones algor{tmicas que se expresan
por un mode de operar.

Representacidn y cognicién

Desde el interés de la educacidén matemdtica hemos de
considerar Jos conceptos matematicos conectados con la
actividad mental de las personas. Siguiende a Wittgens-
tein (1988), cuando éste reflexiona sobre los «diversos
juegos de lenguaje matemdticos» y entre ellos el concep-
to de nidmero (0p. cit., pp. 65-68}, sostenemos que cada
concepto matemdtico viene establecido por sus diferen-
tes significados y usos y, por tanto, por sus representa-
ciones. Son los usos de cada concepto los que establecen
por extension su campo semdntico, y cada modo signi-
ficativamente distinte de entender un concepto necesita
de un sistema de simbolizacion propio, de algin modo de
representacion para ser distinguible. Abocamos asfen la
distincion entre representaciones internas y externas.
Las representaciones internas u objetos del pensamien-
to, ubicadas en las mentes individuales de los sujetos,
son distintas de las representaciones externas, de carde-
ter semidtico, dadas por signos, simbolos o graficos, de
las que hemos hablado en el apartado anterior.

El uso de la nocion de representacién para caracterizar
los estados mentales y las actividades de los snjetos
constituye un dato destacable en el desarrollo reciente de
la psicologia cognitiva {Guttenplan, 1994). Asumimos
que los procesos cognitivos son aquellos procesos que
manipulan representaciones. Una diferencia esencial
entre 10s procesos cognitivos y los que no Io son es,
precisamente, que los primeros se pueden valorar epis-
témicamente. Dado que sélo algo con contenido puede
evaluarse desde el punto de vista epistémico, dnicamen-
te pueden considerarse comeo cognitivos los procesos en
tanto que implican representaciones. En el desarrollo de
los procesos, que implican pensarniento numérico per
parte de los sujetos, resulta esencial un dominio mental
adecuado de las representaciones externas, gue potencia
la comprensién de los conceptos numéricos.

Siguiendo a Wittrock (1990}, consideramos que la com-
prensidn s «una representacion estructural o concep-
tualmente ordenada de las relaciones entre las partes de
la informacidn que se debe aprender, y entre esa infor-
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macién y esas ideas y nuestra base de conocimientos y
experiencia». Los distintos sujetos presentan compren-
siones diferentes sobre un mismo concepto o estructura
matematica debido a que sus representaciones mentales
tienen contenidos diferentes. La relacién entre las repre-
sentaciones internas y las externas es clave en el estudio
de los fenémenos de comprensién.

Balance

La nocién de representacion en educacidén matemética
debe tener en cuenta la dualidad del concepto: «Para
pensar sobre ideas matemadticas y comunicarlas necesi-
tamos representarias de algin modo, La comunicacién
requiere que las representaciones sean externas, toman-
do Ia forma de lenguaje oral, simbolos escritos, dibujos
u objetos fisicos. [...] Para pensar sobre ideas matemati-
cas necesitamos representarlas internamente, de manera
que permita a la mente operar sobre ellas» (Hiebert y
Carpenter, 1992}. El conocimiente matemético es acce-
sible solamente a partir de las representaciones externas,
que son los datos para este conocimiente. El fendmeno
de la representacién también concierne al funciona-
miento mismo del pensamiento, ocupa una posicidn
central en ¢l aprendizaje de las matemdticas.

Esta dualidad de la nocidn de representacion le convierte
enun instrumento adecuado para el estudio de los fenéme-
nos de comprensién. También es titil para los intereses del
investigader cuando se propone dar cuentade los modos en
que los sujetos procesan una estructura numérica.

Somos conscientes de algunos equivocos que pueden
surgir con la denominacién sistemas de representacion,
puestos de manifiesto por Kaput (1992) en el sentido de
que, al tomar el término sistema de representacién {repre-
sentantes) como bdsico, hay que caracterizar el concepto
de mimero (representado) independientemente. No obs-
tante, entendemos que esta dificultad se mantiene igual-
mente si en vez de hablar de representaciones hablamos de
notaciones o simbolizaciones, ya que, a su vez, los simbo-
los deben expresar o notar un concepto cuya caracteriza-
¢idén deberd hacerse independientemente de tales notacio-
nes. Por ello hemos desarrollado con cierta extensién
algunas ideas que fundamentan nuestra posicion.

La complejidad considerada ha permitido destacar las
dimensiones fenomenoldgica y cognitiva del pensamiente
numérico. También ha posibilitado tomar distancias del
planteamiento platénico que postula la existencia de los
conceptos matemdticos independientemente de condi-
cionantes espaciotemporales y de la actividad mentat de
lo sujetos {Kitcher, 1984).

DELIMITACION DEL TRABAJO

Antecedentes
A comienzos de los ¢chenta hay dos campos conceptua-

les cuyo estudio sostenido se inicia sobre la base de la
nocién de representacion.
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Uno de estos campos es el relativoe al concepto de
funcién, enlos estudios realizados destacan los diversos
sistemas de representacién para las funciones y se detec-
tan algunas dificultades de comprensidn sobre este con-
cepto, debidas a problemas de traduccién entre dichos
sistemas. Los estudios de Janvier, que culminan en su
tesis en 1978, estidn entre los més conocidos, dando lugar
posteriormente a los materiales elaborados por el
Shell Centre de la Universidad de Nottigham, en los
que se aborda una enseftanza por diagnéstico sobre
este campo conceptual basada en las representacio-
nes gréficas.

El segundo de los campes de estudic trabaja sobre el
concepto de nitmere racional, sobre la base de conside-
rar y analizar diferentes sistemas de representacion para
este campo numérico. Los trabajos de Behr, Lesh, Post
y Silver {1983) se encuentran entre los pioneros en el
estudio de este conjunto numérico, que ain continda
ofreciendo resultados productivos.

En 1984 se celebra un simposio en la Universidad de
Quebec en Montreal, organizado por el CirRaDE, para
presentar y discutir las iltimas etapas de un proyecto de
investigacién sobre representacién. Resultado de este
simposio es el libro Problems of Representation in the
Teaching and Learning of Mathematics {1987),enel que
se plantea el estado de la cuestion sobre la potencialidad
para la investigacién en educacién matemitica del con-
cepto en estudio.

El interés del tépico se ha puesto de manifiesto por la
existencia del Working Group on Representations, en €l
seno del International Group for the Psychology of
Mathematics Education, hasta el afio 1995, Goldin, que
fue coordinador de este grupo de trabajo, pone de mani-
festo el interés del tépico en cuestidn: «Las representa-
ciones son constructos teéricos claves en la psicologia
de la educacién matemdtica. E} significado de este tér-
ming es bastante amplio ¢ incluye:

a} ejemplificaciones fisicas externas (incluyendo entor-
nos computacionales): una situacidn fisica externa es-
tructurada o un conjunto de sitvaciones que pueden
describirse matematicamente o verse como encarnacion
de una idea matematica;

b} explicitaciones lingiiisticas: aspectos verbales, sin-
tacticos 0 seminticos del lenguaje mediante los que se
proponen problemas y se discuten las matemdticas;

¢) constructos matemdticos formales: supone un signifi-
cado diferente de representacién que enfatiza atin sobre
un problema del entorno externo al individuo; se trata de
un andlisis formal, estructural o matemadtico de una
situacién o un conjunto de situaciones;

d) representaciones cognitivas internas: «las representa-
ciones individuales, internas, de los estudiantes para las
ideas matemdticas, asi como los sistemas de representa-
cién cognitiva en un sentido mas amplio que puede
describir los procesoes de! aprendizaje humano y lareso-
lucién de problemas en matemdticas» {£993).
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Desde una aproximacion semidtica, €l profesor Duval de
la Universidad de Estrasburgo, esté trabajando sobre la
nocidn de representacién y la compiensién de los obje-
tos matematicos desde comienzos de la década de los
ochenta; su trabajo Semiosis y noesis (1993) es una
aportacién valiosa en este sentido.

No hemos encontrado, sin embargo, antecedentes del
estudio que aquf presentamos sobre la comprensién del
término general de una sucesion, que se basaen el usode
diversos sistemas de representacién para ndmeros.

Objetivos y supuestos

El objetivo central del trabajo que aqui presentamos es
poner de manifiesto la pluralidad de sistemas de repre-
sentacién mediante los que se expresan las estructuras
numéricas. Sostenemos que cada sistema numérico, como
complejo de entes, relaciones y operaciones, no puede
expresarse en su totalidad mediante un Unico sistema de
representacion. Es necesaria la actuacién coordinada de
varios sistemas de representacidén para poner de mani-
fiesto aspectos esenciales de las estructuras numéricas
convencionales. En particular, las representaciones gra-
ficas son esenciales para la comprensién de las estructu-
ras numéricas.

Nos proponemos ejemplificar estas ideas mediante una
investigacidn llevada a cabo por nosotros: «Exploracién
de patrones numéricos mediante configuraciones pun-
tuales» {Castro, 1994), que estudia la integracidn de tres
sistemas de representacion para los nimeros naturales
con el fin de profundizar sobre la comprensién —por
escolares de §2-14 afios, de concepios y procedimientos
implicados en la nocidn de términc general de una
sucesién de niimeros naturales.

MARCO DE INVESTIGACION

Ei grupo de investigacién Pensamiento Numérico

El trabajo gue agui presentamos se enmarca en la linea
de trabajo del grupo de investigacién Pensamiento Nu-
mérico. Este grupe desarrolla una linea de indagacién y
estudio dentro de la educacién matemitica sobre los
fenémenos de ensefianza, aprendizaje y utilizacién de
conceptos numéricos, tanto en el medio escolar como
social. El campo general en el que se desenvuelve la
investigacién comprende el estudic de los diferentes
sistemas cognitivos y culturales con que los seres huma-
nos asignan y comparten significado utilizando diferen-
tes estructuras numéricas.

Desde una perspectiva amplia, el marco conceptual en el
que se sitta Pensamiento Numérico tiene unas bases
diversificadas:

1) Asume que la construccidn del conocimiento mate-
mitico es un fenémeno social y cultural cuya importan-
cia para la sociedad tecnolégica actual es determinante.
Tiene en cuenta que la educacidn matemdtica desempe-
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fiz un papel relevante en }a transmisién de los significa-
dos y valores compartidos en nuestra sociedad. La edu-
cacidn maiematica debe considerar criticamente €l co-
nocimiente matemdtico y las acciones comunicativas
mediante las que se fransmite.

2) Considera come objeto de refiexion el campo de las
matematicas, que comienzaen la aritmética escolar y las
nociones basicas de nimero, avanza por los sistemas
mimericos superiores {entercs, racionales y decimales)
y continiia con ¢l estudio sistemdtico de las relaciones
numéricas, el cual abordala teoria de mimeros, lainicia-
cién a los precesos infinitos que dan lugar al sistema de
los nimeros reales v los principales conceptos del ané-
lisis, vistos desde una perspectiva numérica. Denomina-
mos conocimiento numérico a este modo de priorizar y
caracterizar determinadas ramas de 12 matemética me-
diante uso de las herramientas conceptuales que Hama-
mos estructuras numéricas.

3) Tienc una orientacién esencialmente curricular, en-
tendiendo que la orientacién de la investigacion en
educacion matemdtica debe resolver los problemas de la
préctica escolar, considerando el cardcter sistémico de
cualquier plan de formacién en matematicas dentro del
sistema educativo. La valoracién del cuzricule como un
plan operativo con diferentes niveles de reflexién e
implementacidn es uno de los rasgos definitorios de
nuestra linea. La preocupacién por los problemas que
aparecen al considerar la evaluacidn escolar en matema-
ticas merecen una especial consideracion.

4) El estudio de los errores y dificultades en la compren-
sién de los escolares sobre los campos conceptuales
antes mencionados constituye, junto con ¢l conocimien-
to de la organizacion, sistematizacién y desarrollo de
diferentes competencias cognitivas que encuentran un
modo de actuacién enel marco de una estructura numeérica,
la orientacién psicoldgica de nuestras investigaciones.

5) Finalmente, esté comprometido en la formacidn ini-
cial y permanente del] profesorado de matemaiticas ¥
considera cbjetivo prioritario €l aumento de la autono-
mia intelectual v profesional del educador matematico,

Los tdpicos principales trabajados por el grupo son:

- Cognicidén nzmérica.

- Bases filoséficas y epistemolégicas del concepto de
niimero.

- Desarrollo historico de los sistemas numéricos,

— Aritmética escolar.

— Sistemas numéricos superiores.

— Relaciones numéricas y secuencias de ndmeros.

— Procesos infinitos.

Mis congretamente, los objetivos del grupo se han cen-
trado en el estudio de:

a)la organizacidn conceptual de sistemas simbdlicos de
codificacion, validos para la expresién y comunicacidn
de los conceptos y relaciones de una estructura numeérica
y las interrelaciones entre tales sistemas;
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Esquema 1

Herramientas conceptuales

Estrusturds numéricas

Sistemas de
representaclién

Campos de actuacién

Fencmenelegin
Situaclones
Prablemas

Habitidades cognitivas

Sentido numérico
Comprensidn
Integraclon de
cogniciones

b} 1a elaboracion y construccidén mental de los sistemas
simbdlicos mencionados, asi como la organizacién, sis-
tematizacion y desarrollo de diferentes competencias
cognitivas basadas en las estructuras numéricas;

¢} los modos de zbordar, interpretar y, en su caso,
responder a una variedad de fenémenos cuestiones y
problemas que admiten ser analizados mediante concep-
tos y procedimientos que forman parte de una estructura
numérica.

El modelo que proponemos consta, pues, de:

@} unos instrumentos conceptuales: sistemas simbdlicos
estructurados;

b} unos modos de uso de los sistemas simbdlicos: funcio-
nes cognitivas;

¢} un campe de actuacién: fendmenos, cuestiones y
problemas. (Esquema 1).

La investigacién que se presenta en este trabajo queda
encuadrada, con cardcter general, en esta linea de inves-
tigacién y procede de la tesis doctoral Exploracion de
patrones numéricos mediante configuraciones puntua-
les, realizada por la profesora Encarnacién Castro en el
Programa de Doctorado de Didédctica de la Matematica
de la Universidad de Granada.

SISTEMAS DE REPRESENTACION PARA LOS
NATURALES

Sistema decimal de numeracion

El sistema decimal de numeracidn es una potente herra-
mienta matemdtica, producto de una larga evolucion
histérica, inspirada por principios de economia no sélo
semjética sino operatoria, mediante la cual el hombre ha
dado cauce y expresién a sus capacidades de contar,
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clasificar, mediry ordenar. El dominio de este sistema es
un hecho cultural b&sico en nuestra sociedad; su conoci-
miento establece un criterio para determinar que una
persona ha adquirido las capacidades elementales que le
permiten ocupar una posicién intelectualmente digna en
la sociedad. De 2hi ia importancia concedida en los
sistema educativos a la transmisién y aprendizaje del
sistema de los ndmeros naturales y de sus operaciones
aritméticas elementales; el sistema decimal de numera-
cidn se utiliza como sistema de representacion exclusivo.

De este modo se identifica cada uno de los ntimeros con
si notacién decimal y el conjunto de los naturales con la
secuencia de los numerales ardbigos. Tal identificacién,
aunque culturalmente 1til, prictica y econdmica, es una
lirnitacidn en el conocimiento de los nimeros naturales.

Andlisis aritméticos

El cardcter dindmico del sistema de los nimeros natura-
les queda blogqueade por la inercia de la representacién
decimal usual; dicho cardcter dindmico establece que los
ndmeros s¢ determinan por sus relaciones mutuas. Asi,
conocer o saber lo que significa, por ejemplo, 15 no
consiste sdlo en leerlo como 1 decena y 5 unidades;
también en interpretarlo como 3 veces 5, 5 veces 3,
siguiente 2 14, anterior a 16, suma de dos ndmeros
consecutivos (7+8), suma de tres niimeros consecutivos
(4+5+6), suma de cinco nltmeros consecutivos
(1+2+3+4+5), anterior a un cuadrado (43— 1), suma de
dos niimeros por su diferencia ([4+1][4-11]), mitad de
30, etc. Desde esta perspectiva, cada nimero es un nude
en el que se entrelazan una multiplicidad de relaciones,
es un elemento de una red compleja fuertemente conec-
tada, cuyo dominio determina la comprensién real que
cada sujeto alcanza del sistema de los ndmeros naturales
{Rico, 1993),

Las consideraciones anteriores ponen de manifiesto que,
sobre la base de la notacién decimal, hay otros sistemas
de representacién para los ndmeros natarales. Uno de
ellos es el andlisis aritmético de los nimeros, conside-
rando cada ndmero ¢como suma o como producto de
nimeros mas sencillos. Los ejemplos anteriores son
analisis aritméticos del nimere 15,

Sistemas gréficos

Ne hemos tenidoe atin en cuenta modos de representacidn
grafica. La recta niimerica es la representacién grafica
estandar. Sobre una recta cualquiera elegimos dos pun-
tos arbitrarios a los que asignamos los valores O y 1; por
converio, el punto que corresponde a 0 esta situado a la
izquierda del punto que corresponde a 1:

Figura 1
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A partir de 1 y hacia la derecha, se van marcando puntos
que guarden entre si la misma distancia que los dos
puntos iniciales sobre los que se van sefialando, conse-
cutivamente, los mimeros naturales. Esta representacién
es un artefacto itil, cuyo empleo para el dominio del
sistema de los nlmeros naturales ha sido estudiado
detalladamente (Resnick, 1983)

Configuraciones puntuales

La historia nos informa de otro sistema grafico de repre-
sentacidn para los naturales, descuidado por el curriculo
escolar de matematicas. Nos referimos a las configura-
ciones puntuales, utilizadas para representar niimeros
figurados y que tuviercon su crigen y desarrcllo en el
concepto de ndmere de la escuela pitagérica. Para los
pitagoricos, el nimero no era simplemente una etiqueta
para una coleccidn, ¢l simbolo de una cantidad o una
construccidn intelectual, sino alge que tenia consisten-
¢ia en s{ mismo; los nimeros eran como una suerte de
dtomos que, en sus diversas composiciones y relaciones,
daban la esencia misma de lo que es la variedad del
mundo existente.

Estanocion de nifmero encontré sumejor instrumento en
¢l sistema de representacidn que CONOCEMOS COMO CoN-
figuraciones puntuales o niimeros figurados, diferente
de los sistemas de numeracién al uso.

La idea bdsica de este sistema de representacién es
considerar cada nimero como un agregado de puntos o
unidades distribuidos sobre una trama rectangular o
isométrica, segin una figura geométrica plana o espa-
cial. De este modo aparecen niimeros triangulares, cua-
drados, rectanguiares, pentagonaies, piramidales y ctibi-
cos {tantos como vanantes de figuras geométricas se
consideren), que facilitan pensar en cada mimero como
un todo organizado segiin una estructura determinada.

Precisemos:

Las configuraciones puntuales son un sistema de repre-
sentacion de niimeros, basado en un dnico simbolo; ¢l
punto, un espacio estructurado de representacion, usual-
mente la trama cuadrada o la trama isométrica cuando
trabajamos en el plano; un modo de organizacién de la
cantidad de puntos que satisface criterios de simetria o
regularidad convenidos y que se pueden explicitar de
manera sencilla,

Este sistema de representacién, al organizar geométrica-
mente las unidades que componen cada nimero, propor-
ciona dos informaciones importantes sobre ese nimero.
Por un lado, visualiza al menos un anélisis aritmético del
nimero: un nimero triangular es una suma de nimeros
consecutivos comenzando desde 1; un cuadrado es el
producto de un mimero por si mismo; un rectangular s
producto de dos nimeros consecutivos. Esta informa-

Figura 3
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cidn visual permite conocer propiedades del aimero en
cuestién y relacionarlo con muchos otros, Ademds, un
mismo ndmero puede considerarse perteneciente a va-
rios tipos de nimeros figurados.

En segundo lugar, distintos ndmeros comparten ui mis-
mo tipo de configuracién puntual. El andlisis aritmético
que expresa la configuracién compartida se convierte en
una propiedad cormiin de los niimeros, que puede gene-
ralizarse. De este modo el sistema de representacidn
mediante configuraciones puntuales es un insirumento
para establecer propiedades comunes a varios nimeros y
descubrir nuevas relaciones entre ellos.

Este sistema de representacién permitié establecer pro-
piedades numéricas generales ¢ identidades algebraicas
sin disponer del aparato simbdélico del algebra. Eluso de
nimeros figurados lo encontramos a lo large de Ja
historia de [a teoria de nimeros.

HALLAZGOS EMPIRICOS DISPONIBLES

Iniciacion a las sucesiones

El concepto de sucesion de miimeros naturales es un
concepto complejo, en cuya base se encuentran las
nociones de conjunte totalmente ordenado con primer
elemento y de proceso infinite: para tedo término de la
sucesion hay un siguiente. Cuando se presentan varios
términos de una sucesion y se pide continuarla, la pro-
puesta consiste en encontrar nuevos nimeros que man-
tengan unas determinadas relaciones con los términos
conocidos, similares a las que éstos mantienen entre si.
Son varias las maneras mediante las que puede relacio-
narse un nimero limitado de términos. Para la pregunta:
«1, 2, 4... ;jcudl es el siguiente?», hay una multiplicidad
de respuestas posibles. Conforme se incrementan los
términos conocidos de una sucesidn, las posibilidades de
encontrar relaciones distintas se van limitando y las
opciones conocidas para continuar la secuencia pueden
llegar a reducirse a una sola. Reconocer las relaciones
gue se dan entre los términos conocides de una secuencia
permite, ¢n ocasiones, obtener nuevos términos, es de-
cir, continuar la secuencia. Sin embargo, la caracteriza-
cidén de una sucesidn la da su término gencral.

Término general de una sucesién

La expresion de! término general de una secuencia de
naturales presenta grandes dificultades de comprensién
y @s un puntc al gue muchos escolares son incapaces de
dotar de significado adecuado por el alte grado de
abstraccién que supene. ;Qué significa término general
de una sucesién? El término general es la expresion
algebraica de laley que satisfacen todos los (€rmings, ¢n
funcién del ordinal correspondiente. El término general
de una secuencia expresa la estructura comin que com-
parten todos sus términos cuando se les considera como
elementos ordenados de un conjunto. Su modo nsual de
expresion es mediante notacidn algebrica. Asi, la ley

368

a, = {(n* + 2n)/2 indica que todos y cada uno de los
terminos de la sucesién que se considera se obtiencn
elevando al cuadrado e} ordinal correspondiente, sumén-
dole su doble y dividiendo el resultado entre 2. Sin
embargo, esta nocidn de estructura comun o estructira
gue comparien todos los términos de la sucesion no se
pone de manifiesto analizando las relaciones entrc dos o
tres términos consecutivos.

Disponer de varios ndmeros escritos en el sistema deci-
mal de numeracién no permite apreciar a cstructura
comin gue tienen. Para conocer tal estructura es necesa-
rio que ios numeros estén escritos mediante un desarro-
ilo aritmético compartido o, mejor ain, que se presenten
mediante una configuraciéa puntual que se ajuste a un
mismo patrén. La visualizacidén de los nGmeros triangu-
lares pone de manifiesto que los mimeros 1, 3,6, 10, 15...
comparten un mismo patrén (Fig. 2). La traduccién
aritmética de ese patrén:

1,1 +2,1+2+3.1+2+3+4,14+2+3+4+5,...

adelanta la estructura que comparten tos nimeros inicia-
les: cada uno de ellos es suma de niimeros consecutivos,
comenzando desde 1 y llegande hasta el natural que
corresponde a su posicidn ordinal en la secuencia. Pero
ain quedan muchos fenémenos de comprensién que
considerar para establecer que la ley de esa sucesidn es,
precisamente:
a ={n*+ 2n)/2.

Contextualizacion curricnlar

Eltrabajo Exploracion de patrones numéricos mediante
configuraciones puntuales (Castro, 1994) se propone
estudiar la viabilidad, en €] curriculo de matematicas de
secundaria obligatoria, de un sistcma de representacién
para los ndmeros naturales que proporcione un instru-
mento de visualizacién y anélisis para las sucesiones
andlogo a la representacion grifica de las funciones.
Estudiamos la potencia de las configuraciones puntuales
para expresar relaciones y propiedades numéricas; tam-
bién estudiamos como, mediante dichas representacio-
nes, los estudiantes descubren y utilizan las propiedades
rnuméricas.

Este estudio se organiza basdndose en las referencias
siguientes:

- empleo coordinado de los tres sistemnas de representa-
cién mencionados para nldmeros naturales: configura-
ciones puntuales, sistema decimal de numeracién y de-
sarrollo aritmético de los nimeros;

- trabajo con secuencias numéricas, lincales y cuadriti-
cas, analizando el patrén que definen cada una de ellas
mediante las configuraciones puntuales y los desarrollos
operatorios;

— realizacion de las siguientes tareas: continuar una
secuencia, extrapolar términos, generalizar, obtener el
término general y utilizar el término general para obte-
ner términos coneretos,

ENSENANYA DE LAS CIENCIAS, 1997, 15 (3)
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DISCUSION DE HALLAZGOS

Sucesiones y sistemas de representacion

Las configuraciones puntuales permiten representar 1og
términos de las sucesiones de ndmeros naturales de
primer o segundo grado. Las progresiones aritméticas
admiten representaciones puntuales sencillas, por lo
general rectangulares de base ¢ altura constantes, o bien
variantes de esta representacién. Se denominan secuen-
cias lineales porque la representacién grafica de sus
términos puede analizarse mediante una descomposi-
cion en lineas y la diferencia entre dos términos se puede
describir como agregacién de una linea,

Figura 4
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Las sucesicnes de diferencias segundas constantes son
aquéllas cuyo término general viene dado por un polino-
mio de a.egundo grado. Los casos més sencillos son 1a
sucesion de nimeros cuadrados, C, = #?, y lade niimeros
rectangulares, R = n (n+1).

La representacidn grafica de los términos de estas suce-
siones se puede realizar teniendo en cuenta que las dos
dimensiones son variables; el paso de un término al
siguiente viene dado por un aumento de superficie segiin
las dos dimensiones. La estructura de estos nimeros se
llama cuadrdtica o multiplicativa y el paso de un térmi-
no al signiente no es constante sino gue, al aumentar en
dos dimensiones, también es variable, siendo esa varia-
cién lineal.

Figura 5
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En general, sila ley de una sucesién es an = an’ + bn + ¢,
dicha sucesidn es de diferencias segundas constantes,
Si g toma valores naturales para todo n, entonces cada
término puede representarse mediante una configura-
¢ién plana poligonal, regular o irregular, manteniendo
todos los términos un misme patrén de representacion.

Diversidad de desarrollos
Hemos introducido a los escolares del primer ciclo de

secundaria {12-14 afios} en el sistema simbdlico de
representacion de las configuraciones puntuales. Hemos
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utilizado estas representaciones como sistema simboli-
coalternativocon el que realizar, entre otras, las siguien-
tes tareas: visualizar el patrén de representacién que
comparten los términos de la sucesién, continuar la
secuencia y representar términos avanzados con este
patrén. Asi, en el ejemplo de la figura 4, los alumnos
reconocen la forma geométrica de los tres términos
representados, afiaden dos ¢ tres términos a continua-
cibn y también son capaces de representar ] término 11°
oel I5°

Igualmente, la representacidn puntual facilita el andlisis
estructural de los términos de la sucesién y permite
expresar nuevos términos mediante el desarrollo aritmé-
tico obtenido. Para el ejemplo de la figura 4 son varios
los desarrollos aritméticos correctos encontrados por los
alumnos:

a) 2, 3+3, 4+4+4 5+5+45+5,...

by 1+1,242+2,3+3+3+4+3,4+4+4+4+4,.
c) 2x1,3x2,4x3,5x4,..

d) 17+1,2242,32+3, 4244,

e) 222,323,414 5735,

Se observa que las posibilidades de anilisis del patrdén
puntual son variadas; cada una de ellas proporciona un
posible desarrollo aritmético (aditive o multiplicativo)
que comparten los términos de la secuencia. Se obtienen
asi diversas expresiones de los términos de la sucesion
considerada, en el sistema de representacién que hemos
denominado andlisis aritmético. Cuando esta misma
sucesién se presenta escrita en el sistema decimal de
numeracién: 2, 6, 12, 20..., los alumnos no disponen de
datos suficientes para encontrar un desarrollo aritmétice
comiin a estos términos.

A partir de las conexiones establecidas entre los térmi-
nos de la secuencia de configuraciones puntuales y la
secuencia de desarrollos aritméticos, hemos estudiadola
comprensién que muestran los escolares para generali-
zar ia estructura comun que tienen los términos de una
secuencia. Es decir, tratamos de explicitar la nocién de
término general de una sucesion que tienen los escolares
de 13-14 afios mediante la pregunta: ;Cémo se escribe el
término que ocupa el lugar n-ésimo? Las respuestas a
esta cuestién varfan segin el sistema de representacion
considerado.

Asi, en el sistema decimal de numeracidn, el térming
general de la sucesién viene dado por n, que es la
traduccién simbélica inmediata de las expresiones: «un
nimere en general», «cualquier nimero de la sucesidon»,
«cuaiquier término de la sucesién»... o equivalentes.

Al emplear el patrén geométrico, la necesidad de dejar
espacios vacios entre los puntos para indicar el paso ar
lleva a que algunos alumnos utilicen modelos continuos
para el término general. Esto indica una dificultad de
este sistema para las expresiones generales.
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En la representacidn por desarrollos aritméticos encon-
tramos que el paso al término general se suele escribir
adecuadamente. Sin embargo, cuando se dispone de
varias expresiones que traducen el mismo patron, no es
ficil considerar equivalentes el paso de cada una al
término general.

Se detecta de este modo un fuerte obsidculo para la
obtencién de la expresidon del término general de una
sucesidn. Tanto las representaciones puntuales como los
desarrollos aritméticos expresan, de algin modo, la
estructura que comparten varios nimeros. La notacidn
decimal de ¢sos mismos nimeros no pone de manifiesto
la estructura comun.

Cuando se pide obtener el término general de la suce-
sién, lo gue se pide es encontrar, mediante notacidn
algebraica, una expresién general de la estructura comtin
de todos los términos. Esta pregunta no se puede respon-
der en el sisterna decimal de numeracién, ya que, en este
sistema, cada término viene dado por un simbolo tinico
y no se considera su estructura compartida; de ahi que la
respuesta mas comun que se encuentra es n, que €s un
simbolo tinico y representa «un término en general». En
la representacién mediante configuraciones puntuales si
se aprecia la estructura comiin, pero €l carécter concreto
de tales representaciones dificulta la obtencidn de un
término genérico. S6lo mediante los desarrollos aritmé-
ticos es posible generalizar las expresiones de los térmi-
nes de una sucesion.

CONCLUSION

Nuestro trabajo se ha centrado en el estudio de las
sucesiones de nimeros naturales, lineales y cuadraticas,
mediante el empleo de los tres sistemas de representa-
cién descritos: figurativo (configuraciones puntuales),
simboélico estructurado (sistema decimal de numera-
cidn) vy operatorio (desarrollos aritméticos). De este
modo resulta posible hacer hincapié en los patrones de
formacién de las secuencias, tanto puntuales como nu-
méricas.

Los resultados obtenidos en este estudio han puesto de
manifiesto que los escolares admiten sin dificultad el
sistema de representacidn puntual para los nimeros y lo
utilizan adecuadamente, trabajando con diferentes mo-
delos geométricos; enuncian una gran riqueza de rela-
ciones para ndmeros triangulares y cuadrados; y estable-
cen argumentos que conectan el patrén geométrico y su
correspendiente patrén aritmético a través de las repre-
sentaciones puntuales.

Los trabajos realizados por los alumnos a partir de las
tareas propuestas han mostrado que, de los tres sistemas
empleados en la representacidn de nimeros, la configu-
racién puntual es el mds intuitivo debido a su cardcter
grafico, lo que permite un tratamiento y analisis visual
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de la estructura de una cantidad. Sin embargo, este
sistema adquiere su mayor potencia cuando se trabaja
conjuntamente con los desarrollos aritméticos y la nota-
cién decimal usual. Una configuracién puntual adquiere
sentido cuando se emplea como visualizacién de un
determinado desarrollo aritmético de un nimero
—o familia de nimeros— concretos. La vartedad de desa-
rrollos que puede sugerir una misma representacion
puntual pone de relieve este cardcter intuitive.

Desde el punto de vista aritmético, la incorporacion del
sistema de representacién denominado configuracion
puntual proporciona un instrumento para analizar los
mimeres y obtener diferentes desarrollos aritméticos de
un mismo nimero. El cardcter operatorio que proporcio-
na el nuevo sistema simbolico a los nimeros naturales
queda de manifiesto durante el trabajo realizado. Se
consigue de este modo una diversidad de desarrollos
aritméticos para cada nimerc. También se refuerza la
idea de que hay niimeros que comparten estructura
aritmética; dicha estructura se visualiza mediante un
puatrén geométrico y se expresa mediante un desasrollo
aritmético. Esta noci6n es un primer paso hacia la gene-
ralizacion sobre base aritmética.

La riqueza de relaciones entre niimeros que comparten
patrén es un tercer dominio de conocimientes que los
alumnos ponen de manifiesto y en ¢l que aparecen los
primeros intentos de generalizacidn en expresiones nu-
méricas.

Hemos comprobado que es muy débil la integracidén
entre los tres sistemas simbélicos para expresar la no-
cién de término general de una sucesicn. Son muy pocos
los alumnos que identifican el término general con la
estructura operatoria comiin que comparten los términos
de una secuencia, cuva notacidn mds adecuada viene
dada mediante el desarrollo aritmético. La comprension
delosescolares de 12-14 afios sobre lanocién de término
general es pricticamente inexistente dado que no se
aprecia estructuracion entre las representaciones menta-
les correspondendientes a los diferentes sistemas de
representacion utilizados. S$6lo unos pocos alumnos, que
integran total o parcialmente los tres sistemas, muestran
un cierto dominio de esta nocién, si bien se aprecian
grados distintos de comprension.

Hemos obtenido evidencias que permiten sostener nues-
tra tesis principal: lariqueza y complejidad de las estruc-
turas numéricas necesitan de varios sistemas de repre-
sentacién complementarios; la aportacién de las
representaciones graficas es esencial para comprender
determinadas nociones estructurales.

Es necesaria la integracién entre varios sistemnas de
representacion para poner de manifiesto las dificultades
de conceptos como el de términe general de una suce-
sion y para establecer vias que permitan la superacién de
tales dificultades mediante la comprensidn de las estruc-
turas subyacentes.
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