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Presentamos aqui algunas notas como respuesta al arti-
cule de Rico y otros, Sistemas de representacion y
aprendizaje de estructuras numéricas. Los nimeros y
sus operaciones son herramientas conceptuales para
describir y manejar aspectes de]l mundo, y ademds cons-
tituyen un sistema de conceptos y relaciones que contie-
nen pautas que suscitan interé€s por si mismas. La utili-
zacidn plena del sisterna numéricoimplica el conocimiento
tanto de las relaciones generales que existen en su seno
como de Jas propiedades de algunos ndmeros en particu-
lar. Por relaciones generales entiendo las leyes conmu-
tativa, asociativa y distributiva, el cardcter inverso de la
multiplicacion y ladivisién, y relaciones similares tradi-
cionalmente atribuidas al digebra. Las propiedades de
algunos nitmeros en particular son aquéllas relacionadas
con los mimeros primos y la divisibilidad, mimercs
cuadrados y triangulares, ternas pitagdricas, sucesiones
generadas por duplicacién, etc.

Un interrogante que suscita la primera parte del articulo
de Rico es e] papel de las representaciones mediante
puntos en el aprendizaje de estas relaciones. Conside-
rando primero las propiedades de algunos niimeros en
particular, es evidente que las diferenciaciones entre
nimeros primos y compuestos se relacionan con la
posibilidad de representar el nimero mediante una ma-
triz rectangular de puntos u otros objetos; pero ello ne
implica un examen més profundoe, especialmente si nos
restringimos a matrices planas. Por ejemplo, el cardcter
especial de 60, como nimero con muiltiples divisores,
puede analizarse perfectamente mediante su expresion
numérica como preducto de nimeros primos, 22.3.3, y
no se afiade gran cosa mostrando un montdn de posibles
recténgulos. Los conjuntos de mimeros cuadrados y
triangulares son quizd los dnicos que se benefician de
forma significativa mediante la representacién por
puntos.

Las leyes conmutativas, por otra parte, pueden demos-
trarse perfectamente utilizando una matriz rectangular
de puntos, que aparece, por ejemplo, como a x b, al
contar por filas, y como b x a, al contar por columnas. La
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ley distributiva resulta igualmente fdcil, pero la ley
asociativa exige tres dimensiones o bien un razonamien-
to mas complicado mediante varios diagramas de con-
juntos. Las leyes inversas tienen que deducirse de sus
definiciones, pero pueden ilustrarse convenientemente
mediante diagramas de puntos.

REPRESENTACIONES MEDIANTE PUNTOS
Y SUCESIONES

El lugar que corresponde a las sucesiones en los progra-
mas de matemdticas, creo que depende de: o} su impor-
tancia intrinseca como objetos matemaéticos; b)en tanto
que ejemplifican tipos de funciones -lineal, cuadrdtica,
exponencial, etc.—; y ¢} que proporcionen un Ambito de
problemas en el que se puedan desarrollar ciertas estra-
tegias matemdaticas generales muy importantes. Estas
son: a}laexpresionde larelacién funcional n — f{n), por
contraste con la relacidn intra-sucesion fin) — fin+1);
y b)la conciencia de que para establecer la validez de tal
formula es necesario trabajar a partir de 1a ley definitoria
de la sucesion, ya que no puede deducirse de ia sucesion
numérica generada. La diferencia entre resultado
plausible y resultado demostrado queda claramente
expuesta,

Estos aspectos de las sucesiones corresponden funda-
mentalmente a las sucesiones numéricas, no a una suce-
si6n de diagramas de puntos, excepto en los casos de
nimeros cuadrades y, probablemente, en los triangula-
res. De hecho, las disposiciones de pentdgenos y hepta-
gonos regulares y de poligonos regulares de mayor
nimer¢ de lados no pueden definirse sobre tramas cua-
dradas o isométricas, y las distorsiones necesarias para
acomodarlas a tales tramas implican decisiones arbitra-
rias. Mi modo de abordar este terreno consiste en
tratar las sucesiones de puntos como situacién ini-
cial, siendo la tarea que hay que realizar la de generar
la sucesién numérica y la de hallar y demostrar la
formula de fin).
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Voy a mostrar parte del material elegido de acuerdo con
estos objetivos. Al hacerlo, gjemplificaré un comentario
sobre otra observacién de Rico y otros —la de que el
concepto de término n-ésimo resultadificil. Sibien estoy
de acnerdo con que la tendencia de los estudiantes es a
considerar las relaciones «intra-sucesion» come domi-
nantes, hemos visto que es muy factible enseftar la
derivacion de la relacidn funcional, «entre-sucesiones»,
y su inversa, eligiendo desde el principio ejemplos
faciles y adecuados y concretando la situacion al trabajar
con una tabla de dos filas, tal como queda evidenciado ¢
implicado mediante mi expresidn intra y entre, respecto
a las sucesiones.

SUCESIONES Y FUNCIONES CON ALUM-
NOS DE 12 ANOS

El conocimiente de diferentes tipos de variaciones fun-
cionales y la preparacién necesaria para trabajar con
ellas es une de los elementos mdas importantes del pro-
grama de matemdticas en esta etapa. Por dicho conoci-
miento quiere dar a entender el saber qué quiere decir
funcion lineal, proporcién, ley de los cuadrados inver-
sosy crecimiento o decrecimiento exponencial, asicomo
tener una cierta nocién acerca de cudles de los anteriores
conceptos pueden aplicarse a una situacion préctica
determinada. La preparacidn necesaria consiste en poder
trabajar con tablas de valores, obtener y utilizar férmulas
y trazar y leer gréficos, Siendo las sucesiones funciones
cuyc dominio es el conjunto de los mimeros naturales,
proporcionan un campo de ideas accesible en el que
muchos de los conocimientos necesarios pueden desa-
rrollarse en una etapa inicial,

Una primera unidad de trabajo pretendia desarrotlar:

- las nociones de sucesion, pauta de diferencias, funcién
¥ funcidn inversa;

— lafamiliarizacién con una tabla de valores y su corres-
pondiente grafico;

- la expresion del término general, estableciendo la
distincionentren — fin} y finj— f(n+1}, expresandolo
con palabras y, en tanto sea posible, con férmulas;

— distinciones entre sucesiones lineales y de mas alio
orden, relacionadas con la linea recta y con gréificas
curvas, asf como con diferencias primeras y diferencias
segundas constantes.

Para las situaciones iniciales, los estudiantes construian
filas de figuras con palillos —cuadrados, tridngulos, cru-
ces, modelos de puntos hechos con estaquillas clavadas
sobre un plancha (incluyendo poligonos regulares ¢
trregulares). Tras obtener unos primeros términos de
cada sucesién contando, saltaban a ndmeros grandes
y a n. Los siguientes esbozos muestran parte del
trabajo.
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Filas de tridngulos unidos

Tamafip 1 2 3 4 5 &6 7 8§ 9 20 30 43108 n m-i2

Palilos 3 5 7 91113151719 41 61 87 200 x4l m

1. La pauta que he hallado es: 1 +2=3; 3 +4=7;
2+3=54+5=9..

2. Para pasar del ndmero de lados al nitmero de palillos,
la pauta es x2 y afiadir 1. Por tanto, cuando te dan un
nimero de los de abajo, se quita 1 y se divide por 2.

La pauta hallada por el estudiante implica tres elementos
adyacentes de la tabla y muestra que las pautas gue
perciben no siempre sor las que nosotros consideraria-
mos come més pertinentes. La segunda observacién del
estudiante muestra una excelente conexién entre fun-
¢ién directa y funcién inversa.

Al hacer un comentario acerca de una tabla similar de
filas de cuadrados unidos, el estudiante dice: «Los ni-
meros de abajo crecen de 3 en 3, | menos que el ndimero
de lados», lo cual muestra tanto la preferencia normal
por observar la forma en que los nimeros varian dentro
de las filas, en vez de entre las filas, como el reconoci-
miento de larelacion entre ¢l crecimiento de los nimeros
y la forma en que cambian los diagramas, de uno al
siguiente. La conciencia de que no se puede establecer la
regla funcional para » a partir solamente de los nimeros
generados, sino de que es necesario volver a la regla de
construccidén de la sucesidn, constituye un importante
punto de aprendizaje.

OBTENCION DE FORMULAS A PARTIR DE
SUCESIONES

El procesc algebraico tipico para hallar la expresién de
T, utilizando ecuaciones simultineas para determinar
coeficientes provoca a veces ciertas dificultades. Pero
pueden allanarse si se experimenta antes con €l proceso
inverso; es decir, si se utilizan diversas férmulas para
generar sucesiones y si nos familiarizamos con la rela-
cién entre €l tipo de férmula y la pauta de las diferencias
de la sucesién. Nosotros hemos utilizado el siguiente
material:

Lista de f6rmuias I
. fay=Ta-3 8. n}=3"7-04n
2. t{ny=3n? 9. ¥ni=2+3n
3 t{n)=10x2n 10. tny=4n
4 tn)=6-2n 11, ny=n-5n"+ 17
5. Hn)=6 12 R} ={2xn}+6
6 tin)=(n+2}{n-1) 13. tiny=n?+d4n-6
7. Hny=nt-dn 14, ny=32"n-3
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Cada una de las formulas anteriores corresponde a una
sucesién. Dando a n un valer concreto, por ejemple, 3, se
puede hallar el 3er. término.

En la férmula 4,
H3)=6-2x3)=0
por tanto, el tercer término es 0.

Estudia cada una de las anteriores formulas hallando
algunos términos de sus sucesiones y examinando sus
pautas de variacion, Clasificalas y haz un comentario
acerca de ellas. Intenta aprender a establecer qué tipo
de sucesion vas a cbtener solamente observando su
formula.

Lista de sucesiones

SI 2,4,6,8,10

$2 1,4,9,16,25
$3  4,7,10,13,16
S4  4,12,20,28,36
S5 6,24,54,96,150
$6  2,4,8,16,32

ST 4,4,4,4,4

58 6, 16, 30, 48, 70

5% 3,6,9,12,15

510 95,89, 83,77, 71
811 1,925 45, 8]

812 2,20, 38, 56,74

513 3,5,9,15,23

514 3,6,12,24,48

513 4,8, 14,22 32

516 19,8,6,4,2

517 1,3,6,10,15

S18 23,28,33,38, 43
519 5,8, 14, 26,50

820 16, 13,7, 4,2

521 3,52,74,96, 11'8
522 87,654

523 4,16, 37, 76, 139
524 2,8,18, 32,50

523 3774, 89°7, 122, 154°3, 186’6

En cada una de las sucesiones anteriores se dan los cinco
primeros términos.

Estudia cada sucesion. Intenta clasificarlas segiin su
tipo. ;Puedes prolongar cada una de las sucesiones?
Estudia las pautas de las diferencias. Halla las formulas
para tantas sucesiones come puedas.

‘Procediende primero de férmula a sucesidn, se constru-
ye un cuerpo experimental de forma que, cuando se
plantea el problema inverso, los estudiantes tienen una
tdea clara de qué tipo de formula se trata de encontrar. La
biisqueda de los coeficientes correctos adquiere asi ma-
yor significado.
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LA NECESIDAD DE RELACIONES ARIT-
METICAS

Rico y otros destacan que, por si misma, la representa-
cién decimal de los nimeros de una sucesién puede dar
una escasaidea de larelacidn funcional, y que expresarla
mediante relaciones aritméticas puede significar una
cierta ayuda. Ello puede exigir un cierto grado de expe-
rimentacion, tal como se muestra en la siguiente secuen-
cia de trabajo, que puede tener lugar cuando los estu-
diantes intentan hallar la férmula del término n-ésimo de
la sucesion de ndmeres triangulares. Los niimeros gue se
obtienen son:

1, 3,6, 10, 15, 21, 28,...
y resulta sencillo considerarlos como:
1, 1x3, 2x3, 2x5, 3x5, 3x7, 4x7,

pero la luz solamente se hace cuando se duplica cada
término para dar:

2, 2x3, 4x3, 4x5, 6x5, 6x7, 8x7
que se ordena en la forma:
1x2, 2x3, 3x4, 4x5,...
y asi sucesivamente,

A los estudiantes les resulta, entonces, sencillo conside-
rar el término r-ésimo de esta sucesién duplicada como
nin+l).

EJEMPLOS MAS DIFICILES

Un conjunto de diagramas disefiados por John Mason
muestra una serie de sucesiones de puntos que presentan
ciertas dificultades para identificar el modo de creci-
miento, tanto de los diagramas come de los nimeros.
Los siguientes muestran nimeros esirella.

Dos maneras de ver €l crecimiento en estos ¢asos {como
en los dos diagramas de en medio}, a saber, como
hexdgonos con tridngulos en los lados y como una
disposicién de paralelogramos crecientes que gira, con-
ducen a las siguientes sucesiones:

a) 1,1 +6{2), I +6(2) + 6(4), 1 + (6(2) + 6{4) + 6(6),...
)L 1T +6(1°2), 1 +6(2°3) + 6(3°4),...

que resultan coherentes al observar que la primera tiene
come (n+1)-ésimo término [ + 127n, donde Tn es el

n-ésimo mimero triangular; mientras que la segunda
tiene ! + Onfn+1).

NOTA
Este articulo ha sido traducido del inglés por J. Tortella.
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Figura 1
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