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SUMMARY

This paper presents some procedures for the problem solving, explanation and behaviours of the students in the
solution of additive problems with negative numbers. Special attention is paid to the different contexts, structures and

positions of the unknown.

INTRODUCCION

Los alumnos usan diferentes formas para resolver pro-
blemas aditivos. Por ejemplo, tengamos este problema:
Un edificio de 25 plantas tiene 5 plantas de sétano. Un
ascensor del edificio antes de moverse estaba en la
planta 8 y después de moverse estaba en la planta 3 del
sdtano. ;Cudl fue el movimiento del ascensor? Se puede
resclver de varias maneras: a) imaginarse un edificio y
contar los pisos que hay que bajar hasta llegar a la planta
3 del sdtano; 5) tener una imagen mas abstracta y utilizar
una representacion de la situacidn en la recta; ¢} numé-
ricamente, sin ninguna representacidén o imagen real,
planteando operaciones, como 8§+3=11 § -3-(+8)=-11.
Como veremos, puede ocurrir que se utilicen varias de
estas formas simulténeamente.

En este trabajo damos los resultados obtenidos en las
entrevistas realizadasa 11 alumnosde 7° de EGB (12-13
afios) durante ia resolucidn de problemas aditivos con
niumeros negativos, analizando comportamientos y difi-
cultades que surgen al resolver dichos problemas.
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PROBLEMAS ADITIVQOS
Tipos de problemas

En los usos de los nimeros distingnimos: estados {e},
expresan la medida de una cantidad de una cierta magni-
tud asociada a un sujeto en un instante {«debo 2»);
variaciones (v}, expresan | cambio de un estado con el
paso del tiempo, aunque puede ocurrir que no se expli-
cite el intervalo temporal («perdi 2»}; comparaciones
(c), expresan la diferencia entre dos estados («tengo 2
menos que ti»).

Describimos zhora las estructuras de los problemas que
fueron propuestos a los alumnoes. Usamos la clasifica-
¢i6n que se detalla en Bruno y Martinén (1997), inspira-
da en la de Vergnaud (1982). .

e + € = e: estado | + estado 2 = estado total. Un estado
total es suma de dos estados parciales. Ejemplo: Juan
tiene § pesetas y debe 11 pesetas. ;Cudl es su situacién
econémica?
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e + v = e: estado inicial + variacidén = estado final.
Ejemplo: Un delfin estaba a 5,6 metros bajo el nivel del
mar y bajé 8,7 metros. ;Cuél era la posicion del delfin
después de este movimiento?

e + ¢ = e: estado 1 + comparacidn = estado 2. Ejemplo:
Un coche esti en el kildmetro 6 a la izquierda del cero y
unz mota estd 11 kildmetros a la derecha del coche.
;Cudl es Ia posici6n de la moto?

v+ v=v:variacién 1 + variacion 2 = variacidn total. Una
variacién total es*suma de dos variaciones parciales
sucesivas. Ejemplo: En Tenerife 1a temperatura bajé 11
grados y luego subid 5 grados. ;Cémo varid la tempera-
tura respecte a la que hacia antes de moverse?

Una misma estructura da lugar a varios problemas segin
cudl sea la posicion de la incégnita. Por ejemplo, la
estructura e + v = e da Iugar a tres tipos de problemas:

T+v=e, e+T=e, e+v="

que llamaremos de incognita 1 {I1), de incognita 2 {I2)
y de incégnita 3 {I3), respectivamente.

Los contextos fueron: deber-tener, temperatura, nivel
del mar, carretera, tiempo y ascensor.

Resultados previos

Este trabajo forma parte de un estudio méas amplio
que hemos realizado sobre distintes aspectos de los
ndmeros negativos, En una primera ¢xperiencia en el
aula, con alumnos de 12-13 afios, analizamos las
dificultades de determinados problemas aditivos, se-
gin los contextos, las estructuras y la posicidn de la
incdgnita. En las respuestas de los alumnos que pat-
ticiparon en la experiencia encontramos que ticnen
preferencia por una determinada estrategia de resolu-
¢ién, la recta o la operacién, y los problemas de
incdgnitas 1 v 2 les presentd importantes dificulta-
des. .os problemas que inventaron para dar sentido a
las operacicnes aditivas fueron casi stempre de in-
cognita 3 en los contextos deber-tener, nivel del mar
y temperatura (Bruno y Martindn, 1994a).

En una segunda experiencia en ¢l aula se profundizd
sobre ias anteriores conclusiones. En Bruno y Martinén
(1994b) analizamos el uso de la recta al representar
situaciones aditivas con nimeros negativos, teniendo en
cuenta las respuestas dadas por los alumnos en pruebas
escritas. Las entrevistas realizadas a 11 de los alumnos
que participaron en ¢sta experiencia nos han permitido
estudiar el use de los ndmeros negativos en distintas
dimensiones (en larecta, con operaciones y con situacio-
nes concretas), asi como las transferencias entre ellas
{Bruno y Martindn, 1996a,1996b). Los datos que se
exponen en ¢l presente trabajo se han obtenido en las
entrevistas de la segunda experiencia y se corresponden
con la resolucidn de problemas aditivos.
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METODOLOGIA
Descripeién de la experiencia de aula

La segunda experiencia tenfa el objetivo de analizar
algunos aspectos de la ensefianza de los negativos. Se
realizé con cinco grupos naturales de 7° de EGB, de tres
escuelas de Tenerife:

Escuela 1. Privada y urbana. Un grupo: Gi (23 alumnos).

Escuela 2. Piblica y del extrarradio. Dos grupos: (G2 (23
alumnos) y G3 (24 alumnos).

Escuela 3. Piblica y urbana. Dos grupos: G4 (33 alum-
nos} ¥ G5 (33 alumnos).

Los grupos G1, G2 y G3 siguieron un material de trabajo
disefiado por nosotros, durante dos meses aproximada-
mente. Los grupas G4 y G5 fueron grupos de referencia
¥ usaron su libro de texto, Durante el desarrolle de la
experienciaen el aula, los alumnos respondieron a varias
pruebas escritas sobre los nimeros negativos (concepto,
opuesto, orden, operatoria, resolucion de problemas y
representacion en la recta). Al finalizar el trabaio en el
aula, 11 alumnos de estos grupos participaron cn entre-
vistas, cuyos resultados presentamos cn este articulo. Kl
material de trabajo seguido por los grupos G1, G2 y G3
se fundamenta en lo siguiente:

a} Tres dimensiones. 1.os alumnos trabajaron lo que
llamamos dimensiones de conecimiento: abstracta, con-
textual y de recta. Las actividades se enfocaron a la
resolucidn de problemas de enunciado verbal (dimen-
sidn contextual) de modo que las situaciones diesen
sentido v justificaran las reglas aperatorias de los nega-
tivos {dimensién abstracta). Ademds sc utilizd la repre-
sentacion de los nimeros, las operaciones y el orden en
la recta {dimensién de recta), tanto en las actividades
abstractas como en las contextualizadas. La idea de
dimensiones, la hemos adaptado del trabajo de Peled
{1991).

b} Ampliacidn a los reales. Es habitual introducir los
ndmeros negativos en varias etapas: los enteros, los
racionales y finalmente los reales. No fue asi con los
grupos Gl y G2, a los que se situd ¢n la idea de que
conocian los nlimeros positivos, que son tedas las expre-
siones decimales y se representan como puntos sobre
una semirecta. A partir de aqui, se introdujeron los reales
negativos, que se presentaron como los nidmeros que
llenan larecta alaizquierda del cero. E1 grupo G3 siguid
las mismas actividades, pero log nimeros en forma
fraccionaria o decimal fueron sustituidos por enteros, de
modo que se realizo la extension a los enteros, Los
grupos G4 y G5 también hicieron ¢sa extension,

¢) Identificacidn de la suma y la resta. Al introducir los
nameros negativos surge la novedad (en ocasiones, difi-
cultad) de laidentificacidn de la suma y la resta. Es decir,
sumar (restar) un niimero a otro es restarle (suvmarle) su
opueste. Resulta bastante complejo comprender esta
identificacién encada una de Jas dimensiones: abstracta,
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contextual y de recta. En la dimensién contextual los
alumnos tienen fuertemente arraigada la idea de que
sumar es «afladir», «ganar»..., mientras que restar signi-
fica lo contrarie: «quitars, «perder»..., Ahora ambas
ideas se confunden. Es Io mismo decir «gané -3» que
«perdi 3»; «perdi -3» significa «gané 3», Aparece asi una
deble forma de expresar las situaciones numéricas y
resulta bdsica la integracién de las dos ideas contrapues-
tas de sumar y restar, propias de los ndmeros positives,
en una {nica idea de adicién de mimeros (Bruno y
Martinén, 1996¢).

Entrevistas

Finalizado el trabajo de aula y analizados las datos de las
pruebas escritas, se seleccionaron 12 alumnos para ser
entrevistados, aunque por enfermedad de uno de ellos
soOlo sc entrevistd a 11, Se eligieron teniende en cuenta
el nivel de éxito en as pruebas escritas, las cuales fueron
puntuadas cada una con un méxime de 10 puntos. Clasi-
ficamos de nivel bajo a los alumnos que habian obtenido
menos de 5 en todas las pruebas, de nivel medio-bajo los
que habian obtenido menos de un 5 en alguna de las
pruebas, de nivel medio a los que habian obtenido entre
5 y 7 en todas las pruebas, de nivel medio-zalto los que
obtuvieron entre 5 y 7 en algunas pruebas y mis de 7 en
otras y, por dltime, de nivel alto los que obtuvieron més
de 7 en todas las pruebas. A partir de ahi, seleccionamos
los alummnos en funcién de que en clase manifestaran
algiin rasgo que resultara interesante analizar. Se asegu-
rd la presencia de alumnos de los tres grupos, como
puede verse en la tabla I Las actividades planteadas en
Jas entrevistas trataron los aspectos vistos durante la
experiencia: concepto de nimero negativo, clasifica-
¢ién, opuesto, orden, representacién en larecta, operato-
ria y reselucién de problemas.

Entre las actividades propuestas, planteamos 14 probie-
mas aditivos acadavno de los 11 alumnos. Enlaeleccién
de los problemas se tuvo en cuenta tres aspectos, contex-
to, estructura y posicion de la incégnita, de modo que
hubiese al menos uno por contexto, que fueran distintos
en estructura y posicidn de la incégnita. En la tabla I, se
indican los problemas planteados y una de las operacio-

nes que sirve para reselver los problemas. Se planted un
problema del tipo e + d = ¢ (sciialado en la tabla con *),
donde la 4 significa distancia ertre dos estados, por lo
que los alumnos debian dar una respuesta con un nimero
positivo,

Tabla I
Distribucion de tos 11 alumnos por niveles y gropos.

Bajo | Medio-bajo Medio | Medic-alto Alto
Gl Al A5, AB, AT AB, ALD
G2 | Al Ad All
G3 | A2 A8

En las entrevistas siempre esperdbamos gue los alumnos
dieran una solucién a los problemas antes de hacerles
cualquier pregunta. Por esa razon, analizamos Jas estra-
tegias y procedimientos usados en la resolucion de los
problemas antes y después de que el entrevistador inter-
viniera.

RESPUESTA INICIAL DE LOS ALUMNOS

Expenemos ahora las respuestas iniciales de les alumnos
antes de que el entrevistador interviniera, fijdndenoes en
dos aspectos: el éxito en la respuesta y la estrategia
utilizada.

Enlatabla Il s¢ indica el niimero de problemas resueltos
correctamente por cada une de los alumnos. Se observan
diferencias de éxito en alumnos de un mismo nivel.

Las respuestas de los alumnos se concentran en dos
estrategias de resolucidn: usar la recta y plantear una
operacion. Problemas con la misma estructura son re-
sueltos por los alumnos con distinta estrategia segiin ¢]
contexto. Por ejemnplo, los problemas de estructura e + v
= e {I12) se resuclven mayoritariamente en deber-tener y
cronologia con operacién, mientras que en ascensor se
resuelven con la recta. En el uso de la recta hay tenden-

Tabla I
Tipos de problemas aditivos planteados en las entrevistas.

e+e=t | e+v=e e+c=t | vivay e+v=e V4V=v | e+C=C e+d=e erv=e
13 I3 I3 13 iz 12 12 I2¢%) 11

Debes-tener 2-11 -5-6
Temperatura 5,5-9,3 -1145 -8-3
Nivel-mar -3,6-8,7 -6-(-13)
Carretera -1247 -6+11
Cronclogia 7-(-13) -5-(18) -3-15
Ascensor 3-8 -4-(-8)
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Tabla III
Nimero de problemas resueltos correctamente por cada alumno.

Al A2 A3 A4 A5 | A6 [ A7 A8 A% | AlD | AlL
B B MB | MB M M M MA A A A
1G 3 i3 7 7 13 12 12 13

cias de los alumnos. Como se observa en la tabla IV,
glgunos tienden a resolver los problemas con la recta
{A2, A3, A7y Al 1), otros no suelen utilizarla (Al y A4)
y el resto de los alumnos depende de los problemas. En
el use de la recta no parece influir el nivel de los
alumnos, Utilizar ]as dos estrategias, tecta y operacidn,
g} mismo tiempo, no implica éxito en las dos, En general,
hay mds éxito cuando se emplea la recta que cuando se
emplea s6lo la operacidn. Los problemas de incdgnita 3
que se resuelven con operacién suelen hacerse de forma
correcta, mientras que en los de incégnitas 1 y 2 la
operacion se plantea incorrectamente la mayoria de las
veces {més adelante se analizarin las causas de ello). La
recta presenta més dificultades en los problemas con
ndmeros decimales y ent el de estructurav+ v=v(I3). En
este ultimo problema por la tendencia a interpretar el
resultado final como un estado en lugar de como una
variacién, Este fendmeno ya ha sido descritoe por Conne
{1985} en problemas deber-tener.

RESULTADOS DURANTE LA ENTREVISTA

Dada 1a respuesta inicial de los alumnos al problema,
usande una de las dos estrategias {recta u operacién), les
pediamos que los resolvieran con la otra y les haciamos
preguntas destinadas a conocer si la resolucién de pro-
blemas en las dimensiones abstracta y de recta se com-
prendia completamente. Para ello seguimos cada uno de
sus pasos para llegar a la solucion. Es importante sefialar
que no sdlo nos hemos interesado en estudiar si se llegé
o 1o 2 la solucién correcta, sino en cémo se llegd a ella.

Procedimientos de resclucién
Describimos a continuacién tres procedimientos, los

mis persistentes, que usaron los alumnos en alguna de
las estrategias de resolucién. Aparecen en determinados

momentos del proceso de reselucién o al pedirles alguna
explicacién. Los denominamos de la siguiente forma:
1) orden de los datos, 2) adaptar la operacién a ta recta
¥ 3} usar nidmeros positives (con ¢ sin recta).

1. Orden de los datos

A veces los alumnos escriben los mimeros siguiendo ¢l
orden en ¢l que aparccen en ¢l cnunciado del problema
y con los signes gue indican las situaciones. Por ejem-
plo, en el problema «Juan tiene en su casa 8 pesetas y
debe aun amigo 11 pesetas, ;cudl es su sitnacién econd-
mica?» 9 de los 11 alumnos plantean § - 11 = 3. Este
procedimiento, vélido en los problemas de incégnita 3,
lleva a respuestas erréneas en 1os preblemas de me6gni-
1as 1 y 2. Con el siguiente ejemplo, podemos observar
este comportamiento en una alumna de nivel bajo a un
problema de estructura e + v = e (12).

E. Una persona nacié en el afio 15 antes de Cristo v
murio en el afio 7 antes de Cristo. ;Cudntos afios vivié?

Al -15-7=-22

Nacidenel 15 antes de Cristo, serfa negativo, y murid en
el afio 7 antes de Cristo serfa negativo. Como menos y
menos s€ suman, y se pone el signo del mayor. ; Cuintos
aftos vivié? Vivié 22 afios.

E. Y los afios que vivid, ;se pueden poner negativos?
Al. 81 porque vivid en pasado, es -22.

E. ; Qué significa que una persona vivié -22 aios?
Al. Que, como ya estd muerta, es -22.

En este caso, ademds de seguir ¢l orden de los datos, 1a
alumna interpreta incorrectamente el resultado negati-
vo. Esta forma de proceder nos parece muy importante

Tabla IV
Nimero de problemas realizados con ia recta y con operacién por cada alumne.

A9

Alumnos Al A2 A3 Ad A5 Ab AT A8 AT0 All
Niveles B B MB MB M M M MA A A A
Recta 11 i2 4 6 6 il 6 6 8 ) ¢
COperacién 11 3 2 16 6 8 3 8 8 & 4
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porque explica el mayor grado de €xito en los problemas
de incdgnita 3 frente a los de incdgnitas 1 y 2. Por el
conocimiente que los alumnos tienen de los nimeros
positivos, la resta sc asocia con la idea de «qguitar» y en
mucho menor grado con la idea de «diferencia». La1dea
de resta como «quitar» se sigue usando en los problemas
con negativos, de ahi que sea costoso entender las ope-
raciones en las que la resta indica una diferencia y se
tiende a ignorar el «-» de la operacién identificandolo
con ¢l signo del mimero. En el ejemplo anterior, aparece
la diferencia -7-(-15} y hay alumnos, como Al, que
escriben -15-7, asociande el signo «-» de la resta con el
del significado del 7 aC. Seguir este procedimiento en
todos los problemas indica una ausencia de comprensién
de tas estructuras de los problemas.

2. Adaptar la operacidn a la recta

Este procedimiento se puede resumir asi: primero el
alumno resuclve el problema en la recta y, a continua-
cidn, busca una operacién cuyo resultade coincida conel
ya obtenido. Esta forma de actuar se predujo, especial-
mente, en aqucllos problemas en los que los alumnos no
veian la operacién inmediatamente, sobre todo en los
problemas de incégnitas 1 y 2. Aunque consiguiesen la
operacion correcta con nimeros negativos, en ocasiones
no implicé que relacionasen significativamente dicha
operacién con el enunciado del problema. Veamos un
ejemplo de un problema con estructura e + v = ¢ (12}
resuelto por un alumno de nivel alto.

E. Un edificio tiene 25 plantas mds 5 plantas del sétano.
El asvensor del edificio antes de moverse estaba en la
planta 8 y después de moverse estaba en la planta 3 del
sotaro. (Cudl fue el movimiento del ascensor?

AS -11.
E. ;Qué pensaste exactamente?

AS. Estaba pensando en el ascensor de mi edificio, que
estaba en la planta § y bajé a la planta 3 del sétano,
entonces bajo 11.

E. ;Tu edificio tiene plantas de sétano?
A9, 8§, tiene 2.
E. ;Telo imaginaste?

A9, 8i en la recta.
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E. ;Puedes plantearlo con una operacion?

A8, -3-8=-11.-3 porque estaba en la 3 del sétano y ...
no sé, le resto 8.

Este tipe de comportamiento muestra que los alumnos
tienen mas seguridad en los resultados que obtienen en
la recta que en el que encuentran con la operacién, e
indica ladificultad para dar sentido alas operaciones con
nimeros negativos. En los problemas de incégnitas 1 y
2 los alumnoes mostraron dificultades para encontrar una
operacidn adecuada con nimeros negativos, en este caso
-3-(+8), y entender por qué es €sa la operacién ade-
cuada, En los de incégnita 3, cuando se llegaba a la
operacidn, normalmente se sabia explicar por qué se
habia planteado una suma o una resta.

Esta forma de resolver los problemas tiene variantes,
que tienen en comin la bisqueda de una operacién
sabiendo de antemano el resultado, una de las cuales
describimos a continuacién.

Falsear el resultado de lu operacion. A veces, al adaptar
la operacién a la recta, se plantean operaciones inade-
cuadas, pero la seguridad de que el resultado obtenido en
la recta es el correcto Heva a escribir un resultado falso.
Asiseveenlarespuestade AS {nivel medic) al preblema
e+ ¢ =e¢{l2).

E. La temperatura en Londres es de 5 grados sobre cero
yenMosciide 8 grados bajo cero. ; Qué debe ocurrir con
ia temperatura en Londres para que sea igual a la de
Mosci?

AS. Tendria que bajar... Tendria que bajar 13.

-8 0 5

E. ;Podrias resolverle con una operacion?

A5, 5 -{-8), se suman y me da 13. No, pero no... ése e
otro problema, me tiene que dar negativo. 5- (-8} =-13.

E. Pero si pones -13, ;estd bien?

A5, No, pero es que a mi el truco me va a salir, Yo le
afiado el menos.

El alumne es consciente de que el célculo es errdneo v,
a pesar de eso, no le importa dar una sclucién errénea,
porque su confianza en [a solucidn correcta estd por
encima de un asunto de notacién. El error lo produce el
deseo de obtener la misma solucién en los dos métodos
de resolucion.

3. Usar niimeros positivos
Algunos alumnos resuelven los problemas aditivos plan-

teando una operacién con ndmeros positivos e interpre-
tando la solucidn de forma cualitativa; es decir, indican-
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do como es el estado, la variacion o la comparacién. En
ocasiones, previamente lo han resuelto en la recta, y en
otras parecen tener una imagen del problema; por ejem-
ple, se imaginan un ascensor o un termémetro.

Veamos un ejemplo en el que una alumna resuelve el
problema con niimeros positivos y muestra Ia seguridad
que le produce la solucién encontrada en la recta, lo que
le lleva a falscar el resultade de la operacién siendo
consciente de que no es ¢l resultado correcto. El proble-
matiene laestructurae + v=e(I1)yelalumnoes denivel
medio.

E. Una persona vivié 15 afios y murib en el afio 3 antes
de Cristo. ; En gue afio nacié?

A5, En el afio 18 antes de Cristo.
E. ;Qué hiciste?

AS5. Un truco

E. ;Por gué pones esa operacion?
AS. Dame una recta. Yo lo s€, pero no sé explicarlo.
E. ;Lo haces pensando en la recta?

AS5. Yo pienso en la operacidn y $€ que me da bien, Al
principic lo hacia con la recta, pero ya no.

Agui murid (se refiere en la posicion 3). Le afiado 15 y
da 18 {aunque escribe «15»}

—p—

N S N S O B X
Frrr bt EyY o
3 W 3

Estamos aqui, en el 18, vamos 15 puestos y me da 3.

ot

(Dudz y lo repite.)

A
— 3 0

Aqui es donde nacid; entonces agui adado estos 3.
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E. ;Por qué los afiades?

AS5. Porque ésa es la forma de hacerlo, es otro truco. El
vive aqui {sefiala el 15), después aifado 3 yme da 18. No
hay explicacién; pongo 3 para que me dé i8.

E. ;T sabes que tiene que dar 187

A5, 81, porque 15 + 3 es 18, SO0lo me sale asi, no me sale
de otra manera,

Se puede observar que el alumno no utiliza nimeros
negativos en ninglin momento, ni siquiera en la repre-
sentacidn en la recta. Sitda los datos en la recta a la
izquicrda del cero y averigua si los nimeros deben
sumarse o restarse. Esta forma de reselver los problemas
indica que determinados alumnos no ven la necesidad de
dar un resultado en ¢l que aparezcan los nimeros
negativos, y también es una forma de evadir la difi-
cultad de poner una operacidn con mimeros negati-
vos, yaque los alumnos que siguen este procedimien-
to en otros problemas han planteado operaciones con
nimeros negativos.

Procedimientos de resclucion segiin los alumnaos

En la tabla V figuran los procedimientos de cada uno de
los alumnos en los diferentes problemas y se han som-
breado de gris las casillas correspendientes cuando han
empleado un procedimiento concreto. Hay problemas en
los que ¢l alumno no ha uvtilizado ninguno de los tres
procedimientos.

Una observacién detenida de Ios resultados lleva a agru-
par a los alumnos de la siguiente forma:

Grupo X. Los alumnos A1, A2, A4, AG y A7 siguen, en
algiin momento de 1a resolucidn del problema, ¢l proce-
dimiento 1, orden de los datos, y este en cast todos los
tipos de problemas. Como queda dicho, esto les Heva a
una solucidn errénea en los problemas de incégnitas 1y
2. Muchas veces en estos dltimos problemas, al seguir
este procedimiento, llegan a un resulfado que no coinci-
de con el gue han obtenido en la recta, por lo que siguen
el procedimiento 2, adaptar la operacion a la recta.
Obsérvese cémo estos dos procedimientos aparecen jun-
tos en los problemas de incognitas [ y 2. Ninguno de
estos alumnos resuelve los problemas utilizando mime-
ros positivos, es decir, siempre tienden a dar una opera-
cién con ndmeros negativos.

Grupo Y. Losalumnos A3, A5 y A8resuelven muchos de
los problemas usande nimeros positivos {procedimien-
to 3}, con independencia de la incégnita. En ocasiones,
previamente han hecho una representacidn en larecta y
otra veces parecen tener una intuicion de cdmo se resuel-
ve. Sin embargo, hay algunas diferencias entre ¢llos. El
alumno A3 resuelve los problemas de incégnita 3 con
nimeres positivos, ayudade muchas veces por la recta,
y nunca emplea el método orden de los datos. Los otros
dos alumnos en Jos problemas de incégnita 2 mezclan los
procedimiento 1 y 3.
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Tabla ¥V

Procedimientos empleados por los alumnos.

13 13 13 13 13 13 12 12 12

12

12

12

11

1}

e+ece | e+v=e | e+c=e | et+C=e | etc=e| v4v=v| etv=e | e+v=e [e+v=e
Deber-| Nivel- | Carre. | Temp. | Carre.| Temp. | Deber-| Crono | Ascen
tener | mar tener

VY=V
Nivel-
mar

e+d=g
Crono

e+C=¢
Temp.

e+v=g
Crono

e+v=eC
Ascen

Al

A2

MB

A4
MB

AS

AO

AT

A8
MA

AG

ALl

All

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 1997, 15 (2)

255



INVESTIGACION DIDACTICA

Grupo Z. Log tres alumnos de nivel alto (A9, A10, A1)
se caracterizan por usar el orden de los datos en los
problemas deincdgnita 3 y adaptar la operacién alarecta
en los de incdgnitas 1 vy 2. Ademads, alguno de los
problemas, los resuelven con nimeros positivos. Pode-
mos decir, por tanto, que estos alumnos se sitiian en otro
nivel de comprension de los problemas, ya que, en cierta
forma, son conscientes de que la estrategia de orden de
los datos no es valida en los problemas de incégnitas 1
y 2.

Sise observalatabla I, se puede comprobar que son los
alumnos de los grupos Y y Z los que obtienen mas éxito,
mientras que los alumnos del grupo X logran menos
éxito. Los resultados muestran que los problemas de
incégnita 1 y 2 presentan una dificultad diddctica impor-
tante, que s6lo determinados alumnos son capaces de
superar utilizando su conocimiento de los nimeros ne-
gativos, y también cémeo otros alumnos tienen un cono-
cimiento numérico, en cierta manera mas flexible, por-
que ante esta dificultad recurren a sus conocimientos de
los nimeros positivos.

Los problemas aditivos, que con ndmeros positivos se
consideran perfectamente asimilados por los alumnos de
estas edades, presentan grandes dificultades cuando los
mimeros son negativos, lo cual indica que su usc en la
ensciianza de los nimeros negativos necesita de un
trabajo gue ponga énfasis en distinguir unos tipos de
otros.

Otros comportamientos en la resolucion de proble-
mas aditivos

Ademis de los descritos, se observaron también otros
comportamientos de los alumnos que son indicadores de
la comprension de los problemas. [Los que se destacan a
continuaciéon muestran dificultades, razonamientos y
representaciones mentales de los problemas.,

Interpretar incorrectamente el resultado. Ciertas res-
puestas evidencian mala relacién entre el significado y
lo abstracto, lo que lleva a explicaciones forzadas. Asf
por ejemplo en el problema de estructura e + d = e (12},
con enunciado: Una persona nacié el afiv 18 antes de
Cristo y otra persona el afio 5 antes de Cristo. ; Cudl es
la diferencia de edad entre ellos?, el alumno A4 escribe
-18-5=-23 y dice que «-23» indica que «es antes de
Cristo», aungue lo que se le pedfa era una diferencia.

Representar los niimeros de forma aislada en la recta.
Varios alumnos tuvieron dificultades al realizar las
representaciones en la recta. Por ejemplo, el alumno
A3 tuvo dudas debido a problemas de lateralidad y en
ciertos momentos representaba les nimeros positi-
vos a la izquierda del cero, o las flechas hacia la
derecha con negativos. Hubo alumnos que, a veces,
no relacionaron la representacién en la recta con la
situacién problematica, ya que situaron los tres ni-
meros del probiema de forma aislada en la recta, sin
ninguna relacidén entre ellos. Por ejemplo, la alumna
Al representd el problema e + ¢ = e (I3) con enuncia-
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do: La temperatura en Madrid es de 5°5 grados sobre
cerp, en Paris hay 9°3 grados menos que en Madrid.
¢ Cudl es la temperatura en Paris? de la siguiente
forma

}

| ol ] { ! 1 lg ! ] ! 1
[ I I I ] =1 i | ] I ] | I

N S T Y
9, 3.8 G 5,5

T

Esto no estd provocado porque la situacién sea con
nimeros negativos, ya que en las pruebas iniciales tam-
bién se dieron representaciones de este tipo en situacio-
nes similares con nimeros positivos. Este tipo de repre-
sentacion se analiza con mds detenimiento en Bruno y
Martindn {1994b).

Liegar al cero. En los problemas que tmplican cruzar el
cero porgue los estados son positivo y negativo, encon-
tramos que algunos alumnos razonan averiguando el
nimero necesario para llegar a cero y contando el resto
al otro lado det cero. Por ejemplo, en el problema de
estructura ¢ + ¢ = e {[3) con enunciado: s camidn estd
en el kilometro 6 a la izquierda del cero y una moto estd
11 kilometros a la derecha del coche. ;Cudl es lu
posicion de lamoto?, el alumno A7 dijo: «Me imaginé la
recta y lo que iba desde -6 a cero y luego lo que faltaba,
que son 5.» El alumno descompone la comparacién en
dos nimeros, uno de los cuales da la solucién al probie-
ma. Este tipo de razonamiento fue descrito por Peled y
otros {1989) llamandolo maedelo de recta dividida, aun-
que en dicha investigacién s¢ analizaron los razona-
mientos al efectuar operaciones y n¢ se trataron los
problemas aditivos. Al investigar scbre los problemas,
hemos encontrado que este razonamiento no implica, en
todos los casos, descomponer uno de los nimeros del
enunciado; en ocasiones, ¢s necesario sumarlos. Esto
puede observarse en el siguiente extracto de entrevistas,
que corresponde a un problema de estructura ¢ + v = ¢
(12).

E. Unedificio de 25 plantas tiene 5 plantas de sétaneo. El
ascensor del edificio antes de moverse estaba en la
planta 8 y después de moverse estaba en la planta 3 del
sétano. ;Cudl fue el movimiento del ascensor?

A7.Del82alQvan§, ydel 0 al-3 van 3. Los sumo y dan
il. Bajé 11.

También observamos, en algunos problemas que impli-
cancruzar el cero que los alumnos razonan cambiando la
estructura del problema, como puede observarse en el
siguiente problema de estructura e + v = ¢ ([2).

E. Un nifio empieza una partida con 6 pesetas y termina
lapartida debiendo 5 pesetas. ; Qué ha ocurrido durante
la pariida?

AS5.-6-5=-11. Primero pierde 6 y se llega a la parte de
deber, luego pierde otras 53 y se queda en la parte de
deber.

El alumno AS explica el problema transformandolo en
uno de estructura v + v = v {[3).
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El razonamiento de «llegar al cero» se observé en los
alomnos A3, A3, A7, A8 y Al0; en concreto son los tres
alumrnos del grupo Y, es decir, Jos que resuelven muchos
problemas con nimeros positivos.

Cambiar lu estructura del problema. El iltimo ejemplo
expuesto muestra que ciertes alumnos cambian la es-
tructura del problema porque les resulta mas ficil de
entender o de plantear. Veamos ahora otro ejemplo en el
que un alumno cambia dicha estructura, Se trata de un
problema con estructura v + v = v {13} y que algunos
alumnos transformaron en uno de estructura e + v + v +
v=e{I4).

E. La temperatura por la masiana bajo 11 grados y por
la tarde subid 5 grades, ;Como varid la temperatura
respecto g la que hacia antes de moverse?

A7. Bajé 6. Me imaginé la recta; por ejemplo, estaba en
el 35, bajo 11, subid 3, se quedd en el 29,

E. Pero la temperatura, ;bajé o subid?
A9, Bajo, porque seria 29 grados.

En otros problemas, hemos observado que se puede
explicar un problema asocidndolo a una estructura cuan-
do s¢ usa una operacidn, y a otra estructura cuando se
hace en la recta.

CONCLUSIONES

Los resultados ¢xpuestos en este trabajo ratifican algo
bien sabido: problemas aditivos que son perfectamente
asimilados ¢on admeros positivos presentan dificulta-
des cuando en clios hay negativos.

Una gran variedad de razonamientos surge en la resolu-
cion de los problemas con nimeros negativos. Los alum-
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