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SUMMARY

This paper 1s a case study which intends to analyze and compare the performance of two pairs of 3rd BUP students
when solving two mathematics problems in which the areas of geometric figures are related. The analysis and
comparison of the performance of both pairs has been conducted from a two-fold perspective, the knowledge that
students use during the problem-sclving process, and the control they show over this process. For this, the protocel
analysis technique has been used, by means of video recordings of the problem-solving processes.

INTRODUCCION

La resolucién de problemas en el dmbito escolar tiene
unas caracteristicas propias que ia diferencian de su
consideracidn en otros contextos, tanto por lo que se
refiere a las investigaciones gue sobre ella se llevan a
cabo como a su ensefianza.

1) Asf pues, mientrzas la introspeccién es un método de
observacién vélide cuando los resolutores expertos tra-
tan de analizar sus propios procesos de pensamiento, no
lo es en el caso escolar, precisamente por la dificultad
que tienen los alumnos de estas edades para analizar e
informar sobre sus propias experiencias cognitivas  (Postic
y De Kelete, 1988). Por lo tanto, el andlisis de las citadas
experiencias ha de hacerse considerando métodos alos-
pectivos.

2} La certeza de que determinadas preguntas —como por
ejemplo: «; Utilizan los alumnos, durante los procesos
de resolucién!, todos sus conocimientos sobre los con-
ceptos y procedimientos involucrados en los problemas
que resuelven?», o bien «;Controlan sus procesos de
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pensamiento eligiende los enfoques mas adecuados y
verificande tanto el procese como la selucién final?»—
no tengan respuestas validas para cualquier alumro hace
que nos inclinemos por metodologias observacionales 2
ia hora de investigarlas.

3) La necesidad —cada vez mds acuciante— de adaptar los
métodos instructivos a las caracteristicas especificas de
cada alumno nos obliga a hacer andlisis detallados de sus
procesos cognitivos. Ahora bien, esos andlisis sdlo es
posible hacerlos observandolas actuaciones de los alumnos
en la resolucién de problemas.

Con las actuaciones observadas se pueden establecer
modelos de actuacién locales —referidos a contenidos y
alumnos concretos ¥ con la pretension de que sean
adecuados s6loalos fendmenos observados (Puig, 1993)—
que nos sirvan para interpretar las formas de pensar de
alomnos con caracteristicas definidas y para simular
su conducta en las situaciones educativas que se
estudien.
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La observacién y el andlisis de las actuaciones de los
alumnos en la resolucidén de problemas, los limitamos,
en este trabajo, a algunos aspectos cognitives que espe-
cificamos mds adelante, centrando nuestra atencidénenla
comunicacién verbal entre los alumnes. Por tanto, la
interpretacién de los aspectos de la cognicidn que con-
sideramos, 1a hacemos a través de «los rasgos propios de
los intercambios comunicativos en una conversacién: se
explica, se convence...» (Puig, 1993, p. 56), pudiéndose
interpretarichos intercambios, segiin Schoenfeld (1985b),
como las discusiones que los alumnos hacen interna-
mente cuande resuelven individualmente un problema.

Para explicar 1a actuacion de tos alumnos en la resolu-
cién de problemas, Schoenfeld (1985a} habla de los
componentes del conocimiento y de la conducta —dife-
renciando entre recursos, estrategias heuristicas, control
y sistemas de creencias y, mds tarde (Schoenfeld, 1992},
practicas—, y explica el fracaso de un resolutor al resolver
un problema por la falta de alguno de esos componentes.

A pesar de que en el presente trabajo tenemos en cuenta
algunos de los aspectos cogaitivos considerados por
Schoenfeld, nos gusta més Ia terminologia empleada por
Callejo {1994}, que diferencia la cognicién -base de
conocimientos y metaconocimientos— de los afectos,
situandolos todos en un continue, donde las creencias
estdn proximas a la cognicién —Garofalo, Lester (19835}
y Schoenfeld (1987} las consideran como componentes
de la metacognicion—, perc las actitudes y las emociones
se aproximan mas a los afectos.

Los aspectos cognitives que contemplames en esta in-
vestigacida se pueden resumir en:

a) Base de conocimientos

La base de conocimientos —que, en palabras de Callejo
(1994}, es «el conjunto de conocimientos que estin
disponibles en 2 memoria del sujeto para ser utilizados:
hechos, definicicnes, algoritmos, métedos de resolu-
cidn...» {p. 34)~ tendrd, para nosotros, una importancia
especial porque los conocimientos de los alumnos sobre
los contenidos de los problemas propuestos pueden ser
relevantes para su resolucién. Los aspectos de 1a base de
conocimientos que analizamos abarcan:

i} los conceptos que los alumnos utilizan sobre las
figuras geométricas involucradas —el tridngulo, el rec-
tangulo y el hexdpgono— y las formas de manejarlos enlas
argumentaciones que hacen durante la resolucion;

i) los enfoques que identifican y las técnicas que utili-
zan relativas a la clase de problemas que resuelven —
descomposicion de figuras en otras mas sencillas, medi-
das indirectas de dreas {aplicacion de formulas, equivalencia
de figuras), etc.—, que relacionamos con las lineas del
espacio bisico de cada problema?.

b} Metaconocimientos

Schoenfeld (1987) da a 1a metacognicidn un significado
semejante a «reflexién sobre la cognicién» o «pensa-

196

miento sobre nuestre propio pensamientos y diferencia
en ella tres categorfas: los conocimientos sobre sus
propios procesos de pensamiento, el control ¢ autorregu-
lacidn y las creencias e intuiciones. Los aspectos meta-
cognitivos que analizamos tienen que ver con el control
que los alumnos ejercen sobre sus procesos cognitivos,
y podemos resumirles en las signientes preguntas:

1) ;Cémo seleccionan el enfoque que implementan?

iiy ;Explicitan las planificaciones y las decisiones de
implementartas?

1ii) ; Hacen revisiones locales de las etapas de Ia resolu-
cion {analisis, exploracién, planificacidn e implementa-
cion}, del estado de sus conocimientos relacionados con
los contenidos matematicos de los problemas y de los
resultados locales obtenidos para conseguir objetivos
intermedios?

iv}; Verifican tanto el proceso come los resultados a los
que han llegado?

En resumen, la investigacién que presentamos e§ un
estudio de casos que pretende responder a las preguntas
del apartado 2, en unas condiciones y en un contexto
concretos:

— Observamos y comparamos las actuaciones de dos
parejas de alumnos seleccionadas teniendoe en cuenta el
rendimiento académico de sus componentes.

- La observacidn de las actuaciones la hacemos en la
resolucion, por parte de cada pareja, de dos problemas de
matemaéticas que comparan areas de figuras geométricas
con unas caracteristicas especificas que mostramos en
las pdginas siguientes,

— Analizamos —mediante la técnica de anilisis de protoe-
colos— cada proceso de resolucién, haciendo hincapié en
los conocimientos que utilizan y en el control que ejer-
cen sobre Sus propios procesos Cognitivos.

Mostramos, al final de este articulo, algunas implicacio-
nes diddcticas que nos han sugerido los anélisis realiza-
dos, con la finalidad de que puedan ser tenidas en cuenta
en la elaboracién de actividades de ensefianza sobre la
resolucidén de problemas.

METODOLOGIA

Para desarrollar la investigacién seguimos una metodo-
logia de trabajo que resumimos a continuacion.

a} Problemas considerados

Las pruebas y grabaciones previas realizadas con diver-
sos problemas nos han permitido elegir dos de la misma
naturaleza —los dos comparan areas de figuras geométri-
cas—, pero que en su resolucién involucren niveles de
conocimientos diferentes, tengan varias posibilidades
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de resolucién y su forma de presentacién sea diferente.
El primero exige una presentacion gréfica, el segundo lo
presentamos de forma verbal.

El andlisis de las caracteristicas de los dos problemas
considerados, por lo que se refiere a la implementacién
de posibles enfoques v a sus contenidos matematicos
{Cobo, 1995}, se facilita & partir de sus espacios bésicos
{Tablas I y II}, en los que identificamos algunas de las
lineas que se pueden seguir para resolverlos.

Problema 1

Lazonarayada de la figura tiene una unidad cuadradade
drez. Calcula, en unidades cuadradas, el drea del tridn-
gulo.

Problema 2

Si en un hexdgono regular se unen alternativamente
—uno si y otro no— tres de sus vértices, se obtiene un
tridngulo, Buscar la relacidn entre el drea del hexdgono
y la del tridngulo.

b) Caracteristicas de los alumnos que han participado

La seleccidn de las dos parejas de alumnos de 3°de BUP
que participaron en esta experiencia, [ahicimos teniendo
en cuenta su rendimiento académico en la asignatura de
matemdticas y los conecimientos scobre los contenidos
matemdticos implicados en las rescluciones de los pro-
blemas ! ¥ 2, de la signiente manera: los alumnos GT y
MC que formaron una de las parejas fueron selecciona-
dos entre 10 alumnos —con calificaciones altas (notabie
o excelente} en los dos primeros cursos de BUP y en la
primera evaluacién del 3°- tras obtener resultados simi-
lares en una prueba de valoracién de conocimientos
sobre los contenidos matemdticos involucradoes en las
diversas formas de resolver cada uno de los problemas 1
y 2 (Cobo, 1995); los alumnos MB y SP que formaren la
otra pareja fueron seleccionados de la misma forma,
pero entre 10 alumnos que habian obtenido calificacio-
nes bajas {muy deficiente o insuficiente) en la primera
evaluacién de 3° de BUP, y ademads tenfan Ias matemd-
ticas de 2° de BUP suspendidas.

De los resultados de ambas parejas en la citada prueba
(resuelta por ios alumnos, aproximadamente, con un

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 1996, 14 (2}

mes de antelacién a laresolucidn conjunta de los proble-
mas 1 y 2}, resumimos a continuacion los que aparecen
involucrados en los procesos de resolucidn que después
analizaremos.

+ Asipues, GT y MC identificaron al menos dos férmulas
para calcular el drea de un tridngulo -entre ellas lg
férmula de Herdn (GT ademaés conocia la féormula que
utiliza dos lados y el dngulo comprendido)—; represeata-
ron correctamente las alturas de diferentes tridngulos;
tenfan claro el concepto de hexdgono regular y supieron
representar su circunferencia circunscrita; expresaron la
igualdad de los lados de un hexdgono regular con los
segmentos que unen el centro con sus vértices, identifi-
cando como equildteros los tridngulos asi obtenidos; vy
justificaron la igraldad de los tridngulos ABCy ACD de
lafigura 1 —en la que se supone que la recta r es bisectriz
del dngule A y es perpendicular & s—, explicitando la
rectangularidad de ambos, la igualdad de los dngulos a
y B y la coincidencia del lado AC.

Figura |

+ En cambio, MB y SP sélo identificaron la férmula
tradicional del érea de un tridngulo —base por altura
partido por dos—; representaron sdlo las alturas que caen
dentro de los lados de un tridngulo, pero no las que caen
fuera; tenian claro el concepto de hexdgonoregular, pero
no el de circunferencia circunscrita; no reconocieron
como equildteros los tridngulos obtenidos al unir el
centro de un hexdgono regular con sus vértices; y no
justificaron de ninguna forma la igualdad de los tridngu-
los ABC y ACD de la figura 1.

Las razones que nos llevaron a seleccionar a los alumnos
de la forma que lo hicimos, las resumimos en los sigulen-
tes apartados:

- Laimportancia que los conocimientos matemdticos, ya
sea de hechos y conceptos relacionados con los elemen-
tos que intervienen como de téenicas especificas dentro
del campo en el que se enmarca el problema, tienenen la
resolucién de problemas.

— Larepresentatividad que el rendimiento tiene entre los
aspectos relacionados con los «recursos» ~segin la no-
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Tabl

al

Espacio bésico del problema 1.

Deascompasicion
del tridngulo

73

\

Calculo de las dreas de los
tridngutos por aplicacion
de las férmulas *

S$=5c¢c+&d
S$=5a+5b

Tridngulo de la figura
(El cuadrade rayado tiene una unidad cuadrada)
Supetposicitn identificacién Elaccién de
de figuras dedng.y lados ejes de coord.
3f 4
3
St
St 1752
Sr
Calculo de Identificacién
lades (T. de de fas coord.
Pitégoras) de vértices
Ciélculo
de dreas
A= 2,3
a=WN7;b=410; B=£04§
c=¥5 £={1,0)
S = 5r-81
-52-83
Contando los Céictlo de ang.
cuadrades de (T. del coseno}
cada rectan- Caloulo do
gulo y tomando la base y
fa mitad Aplicacién de la la altura
férmuta de Herdn
~
B=..
Aplicacidn de olras
térmulas del drea de
un tridnguic
Y »
Area del tridgngulo = 3.5 u2

menclatura de Schoenfeld (1985a)— que los alumnos
utilizan en la resolucién de problemas. A pesar de ello,
somos conscientes de que ] rendimiento académico del
alumno respecto de las mateméticas engloba otros as-
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pectos que pueden influir en el proceso de resolucién
y que aqui no hemos considerado, como las aptitudes
generales (inteligencia), la motivacién, los intereses,
las necesidades, ete.
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Tabla II
Espacio bésico del problema 2.

Tenemos un hexagono regular, uniendo tres de sus
vértices alternativamente obtenemos un tridngule

Identificacién de variables

{

Ah = Area del hexagono
At = Area del triangulo

1 / \2 3

" Identiticacién descomponiendo
Por descomposicion Particularizacion de lados ei hexagono an
¥ Superposicidn * dos trapecios
A Trabajando, por
vistratizacion ejemplo, con a=2
suaizac y después ™~ a
generalizacién
RN

Caleulo de Ah por \

descomposicion en Céleulo

tridngulos o aplican- de At

do Ah=P.a'%2 +

’ ‘ Relacionando
drea del tidngulo
/ \ y dei trapecio

o Al menos la
ano 22 3 Deforma directa  zona rayada

a partir de su fado

Par igualdad de \ 7["‘\
2

tridngulos

Ane 38 V3

—-——

¢) Caracteristicas de la situacion de observacién — Dos alumnos seleccionados de la forma que hemos

indicado antes resolvieron conjuntamente y en voz alta
Las observaciones tuvieron lugar en un contexto con las los problemas 1y 2 {no se les permitié el use de regla, ni
siguientes caracteristicas: de compds, ni de calculadora) en presencia de una
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cdmara de video, que registré sus didlogos y su escritura,
y de un observador —su profesor de mateméticas--, que
tom¢ nota de los aspectos més relevantes del proceso.

-~ Todas las observaciones se hicieron en el mismo lugar,
es decir, sin cambios intersesionales y sin ninguna inte-
rrupeidn —ni por parte del observador (cbservacién no
intervencionista), ni por cualquier otra causa—, 0 3¢4, sin
cambios intrasesionales,

Las grabaciones en video, las transcribimos obteniendo
cuatro protocolos. Parte de los andlisis de esos protoco-
los son los que mostramos en las paginas siguientes.

ANALISIS DE LOS PROCESOS
DE RESOLUCION?

Analizamos los procesos de resolucién considerando
atgunos aspectos cognitivos y diferenciando, como he-
mos indicado en la introduccion, entre base de conoci-
mientos y metaconocimientos,

1. Base de conocimientos

En la base de conocimientos hacemos separadamente el
andlisis de los conceptos involucrados en laresolucién y
los enfoques identificados.

1) Conceptos

El bajo nivel de conocimientos conceptuales gue exige
la resolucién del problema 1, sobre todo por la linea del
espacio bisico que las dos parejas de alumnos imple-
mentan (Tabla I, linea 4) —férmula del drea de un trian-
gulo, de un rectdngulo, coincidencia de dos de las alturas
de un tridngulo recténgulo con sus catetos, etc.—, ha
hecho que los procesos de resolucién desarrollados sélo
se hayan visto dificultados por 1a confusién producida
para medir las longitudes en la trama de puntos (Fig. 2)
-no saben si contar segmentos unitarios o puntos—, la

Figura 3

cual coincide con una de las cinco concepeiones errd-
neas sobre la medida del drea de un rectingulo inmerso
en una malla cuadrangolar identificadas por Hirstein,
Lamb y Osborne (1978) en alumnos de hasta 12 aftos de
edad. En el caso de GT y MC, la confusidn se produce
inconscientemente dando lugar a un error en la medida
de la longitud del segmento AD.

6.MC. [...] Calcula ta altura; esto es la altura 1, 2,3, 4y §
unidades [cuenta los puntos que ficne el segmento AD, fig. 2],
y una de aqui {AE], ya tienes un lado {ED]; une de aqui , unc
de aqui [indica los segmentos EB y BFj, ya tienes el otro

[EF}[...]

En el caso de MB y SP se produce una discusion que se
inicia con las intervenciones 7 y 8.

7.8P. Quizds contamos eso por puntos {indica los puntos que
bordean el rectangulo ABCD, fig. 2]

8. MB[..]1,2,3 [cuenta los puntos del lado AB]; 1,2,3,4,5
fpuntos del lado AD); 3 por 3.

Eso les 1leva a representar los cuadrados que componen
el rectdngulo ABCD (Fig. 3) para resolver el conflicto
que se les presenta. Es a partir de esa discusién cuando
se impone la visualizacidn, calculando siempre el drea
del rectdngule al contar los cuadrados usitarios que lo
componen.

Se ha de resaltar también la referencia que GT y MC
hacen a la longitud de los lados del tridngulo EFD
{Fig. 2) ~intervencién 6— y, despu€s, al perimetro del
mismo, sin que a ninguno de los dos alumnos se les
ocurra citar algunas férmulas del drea de un tridngulo
conocidas por ellos {férmula de Herdn y la que relaciona
dos lados v el 4ngulo comprendido), aunque la aplica-
¢ion de esas fomulas no sea ia manera mds recomendable
de resolver el problema.

Por otra parte, el enfoque implementado por ambas
parejas en el problema 1 (linea 4 del espacio bésico) les
conduce a una resolucidn en la que las caracteristicas de
la trama de puntos —cuadrangular- facilitan la visualiza-
cidn de la expresién del drea del tridngulo EFD (Fig. 2)
en funcién de la del rectdngulo ABCD y de la de los tres

Figura 4

Figura 2
D c
F
& E B
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Figura 5

tridngulos AED, EBF y FCD, no siendo necesario utili-
zar ningdn tipo de argumentacidn para justificar esa
relacidn.

En la resolucién del problema 2, GT y MC no utilizan, o
al menos no lo hacen explicitamente, todos los concep-
tos que conocen —seglin muestran los resultados de las
pruebas previas de valoracidn de conocimientos—, aun-
gue sean necesarios en las argumentaciones que han
desarrollado. Nos referimos a que en ningin momento
de la resolucién asocian el hexdgono regular con su
circunferenciacircunscritani hacenreferenciaalaigualdad
de los segmentos OF y ED (Fig. 5). Esta relacién es
necesaria para justificar la igualdad de los tridngulos
CQE y CDE, para probar, de esa forma, la conjetura que
establecen de que el drea del hexdgono es el doble de la
del tridnguio ACE.

Asi pues, observamos que hay conceptos que GT y MC
recuerdan cuando se les piden explicitamente, peronose
les ocurre evocar cuando resuelven el problema.

Por otra parte, la transformacidn que GT y MC hacen del
problema 2 —pasan de un problema de «encontrar» a otro
de «probars— {Polya, 1945}, les obliga a realizar, duran-
te el proceso, algunos razonamientos geometricos.

13.MC. [...] si estos dngulos son iguales {indica los dngulos a
y B, {Fig. 5)1, estd bien 1o que tG has dicho [se refiere a la
conjetura establecida por GT de que el drea del hexdgono es
doble de la del tridngulo], si no, ne vale [los alumnos estén
considerando realmente, durante esta fase de la resolucidn, la
figura 7]

Figura 7

AN
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Figura 8

Figura 6

Estos razonamientos son incompletos en todos los casos,
como ocurre cuando llegan a probar que el dngulo
interior del hexdgono es el doble del dngulo interior del
tridngulo ACE (Fig. 6) —basdndose, sin expresarlo, en el
hecho de que el tridngulo AHG es equildtero {GT y MC
razonan en esta fase de la resolucién sobre la figura 8)—
o cuando no explicitan todos los argumentos necesarios
en la justificacién de la igualdad de dos tridngulos,
(intervencidn 13). Esa falta de explicitacion dificulta la
comprensién de dicha intervencién, en la que no queda
claro que lo que intenten hacer sea probar la igualdad de
los triangulos COE y CDE (Fig. 5}, habiéndolo interpre-
tado nosotros asi al basarnos en la idea de «cerrar las
aletas» al referirse a la superposicién de dichos tridngu-
los, como se observa en una interveneién anterior.

8.GT. Claro, si tit haces estas aletas [tridngulos ABC, CDE y
EFA, fig. 51 y las cierras, te dan aqui [tridngulos ACO, COEy
BEQAT; es decir, que el hexdgono es dos veces el tridngulo[...]

Las deficiencias que GT y MC muestran en las argumen-
taciones que producen durante el proceso de resolucién
—sobre todo cuando dan por probado que los tridngulos
COE y CDE ¢Fig. 5) son iguales, justificando sélo que a
y 3 1o son, sin referir gue tienen el lado EC comiin y que
Jos lados EO y ED son iguales— pueden ser debidas auna
falta de control del proceso seguido o simplemente a que
los alumnos, cuando estdn inmersos en la resolucion de
un problema, no sientan la necesidad de explicitar deter-
minadas relaciones que puedan considerar visualmente
claras y que ellos conocen (saben larelacién de igualdad
gue hay entre los segmentos EQ y ED, y razonan de
forma correctalaigualdad de los tridngulos ABC y ACD

Figura 9
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de la figura 1, como hemos puesto de manifiesto en el
apartado de caracteristicas de los alumnos).

Encambio, las continuas evocaciones, sin €xito, que MB
y SP hacen de sus conocimientos sobre algunos concep-
tos geométricos como mediatriz, mediana, bisectriz,
altura, etc., en laresolucidn del problema 2, y 1a bisque-
da de una férmula del 4rea del hexdgono como tdnico
recurso, ponen de manifiesto sus deficiencias cogniti-
vas, dificultdndose asf el proceso de resolucién.

A pesar de esas evocaciones infructuosas y de las difi-
cultades que MB y SP tienen —producidas por la utiliza-
cién incorrecta del vocabulario matemdtico—, llegan aun
punto (intervencidn 114), er el que expresan la altura
FM del tridngulo AEF (Fig. 5) como la cuarta parte de la
diagonal FC —que ellos llaman bisectriz (MB y SP se
refieren realmente, durante esta fase de la resolucién, a
la figura 9).

114. MB [...] esto es una cuarta parte de la bisectriz [...]

En este momente podian haber utilizado algin razona-
miento mateméticamente vilido para probar esta rela-
cién, pero, en las sucesivas intervenciones, se limitan a
repetirla reiteradamente como siésa fuera la inica forma
de validarla. Esto nos puede servir como ejemplo de lo
que la falta de conocimientos sobre hechos y conceptos
-recuerdo de la férmula del drea de un polfgono regular,
confusién de conceptos geométricos, etc.~ y la falta de
préctica en el desarrollo de razonamientos matematicos
—suplida, tal vez, por apreciaciones visuales de los gra-
ficos que hacen— puede influir negativamente en el
proceso de resolucidn.

2} Identificacién de enfoques

Nos interesa observar los enfoques aportados por cada
pareja de alumnos durante a fase de exploracién, siendo
conscientes de que, con ello, no buscamos clasificar a las
parejas como més o0 menos competentes en funcisn del
niimero de enfoques que ideuntifican, sino ver, por una
parte, cémo seleccionan el que implementan (ver apar-
tado siguiente) y, per ofra, observar las técnicas que
manejan.

En la resolucién del problema 1, GT y MC identifican
tres enfoques (de los que sélo el tercero tiene que ver con
la apiicacién directa de una férmula). El primero sigue la
linea 4 del espacic bdsico {Tabla I), que consiste en
circunscribir el rectdngule ABCD (Fig. 2) al tridngulo
dado EFD) para expresar el 4rea de éste en funcién de la
de aquél y de la de los tres tridngulos recténgulos de las
esquinas {AED, EBF y FCD).

4.GT. O sea, que es todo este rectdngulo {recténgulo ABCD]
menos éste [indica los tridngulos AED, EBF y FCD, fig, 2],
sno?

El segunde, pretende seguir la linea 2 (Tabla I}.

5.GT. Estos dos; éste es complementario de éste [indica, sobre
la figura del enunciado, los trifingulos rayados, fig. 4). O sea,
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este trozo de tridngulo, si lo metiéramos aquf... [trata de poner
el tridngulo 1 en la posicién 2]

Utiliza la técnica de descomposicién en tridngulos y
exige la justificacién de la igualdad de los tridngulos
rayados de la figura 4. El tercero pretende seguir la linea
5 {Tabla I}.

6.MC. Esto se puede hacer mucho més répido. Calcula la
altura. Esto es la altura: 1, 2, 3, 4 ¥ 5 unidades {cuenta los
puntos que tiene el segmento AD, fig. 2], y una de aqui {AE}
va tienes un lade [ED]; un¢ de aquif , uno de aqui {indicando los
segmentos EB y BF], ya, €l otro lado {EF]; uno de aqui, uno de
aquf [indica los segmentos FC y CD, fig. 2], va tienes el otro
lado [FD]

8.MC. O sea, yatienes el perimetro, ; sabes lo que quiero decir?

Esta relacionado con la aplicacién de determinadas for-
mulas del drea de un tridngulo.

Por su parte, MB y SP solo identifican un enfoque en la
resolucidn que hacen del problema 1, que corresponde a
la linea 4 del espacio bésico del problema 1 (Tabla I).

22. MB. Y si encontramos ¢l drea de todo esto {indica el rec-
téngulo ABCD, fig. 2] v le restamos el 4rea de aqui, de aquf y
de aqui [indicz los tres trifngulos AED, EBF y FCD] y
encontramos ¢l drea de esto [se refiere al drea del tridngulo
EFD]

En las resoluciones del problema 2 se vuelve a producir
una situacién similar a las del problema 1 respecto de la
diversificacidn de enfoques. La pareja GT-MC identifi-
ca dos de €stos —correspondientes a las lineas 2 y 1,
respectivamente, del espacio bésico del problema 2
{Tabla II}-, come podemos observar en las intervencio-
nes 6 v 8, que utilizan, en el primer caso, técnicas
relacionadas con la aplicacién de férmulas para el cdlcu-
lo y posterior comparacién de las dreas y en el segundo
con la descomposicion del hexdgeno en tridngulos (Fig,
5) de los que se necesita probar su ignaldad.

6.GT. El &rea del hexégono es el 4rea del tridngulo [indica el
tridnglulo ACE de la fig.5} més estas tres puntas [indica los
triéngulos ABC, CDE y EFA]

8.GT. Claro, si tfi haces estas aletas [tridngulos ABC, CDE y
EFA, fig. 5]y las cierras, te dan aqui [tridngules ACO, COE y
EQA] es decir, que el hexdgono es dos veces el tridngulo, ;5i
6 no?, jes eso seguro?

La pareja MB-SP sélo identifica un enfoque, que sigue
la linea 2 del espacic bésico del problema 2 y que es el
que implementan.

54. MB. El direa del hexdgono es igual at drea de este tridingulo
[ACE] més la de los tres trifngulos [indica los tridngulos ABC,
CDE y EFA, fig. 5]

En resumen, podemos decir que GT y MC muestran una
tendencia a ver y resolver los problemas de forma geomé-
trica, ya sea utilizando técnicas de descomposicién del
tridngulo del problema [ —come en el segundo enfoque
propuesto— o preduciendo una resclucién puramente
geométrica del problema 2. Por el contrario, MB y SP
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sélo aportan ideas relacionadas con la aplicacién de
férmulas para el calenlo de las dreas.

2. Metaconocimientos

El andlisis de los metaconocimientos, lo hacemos consi-
derando los cuatro aspectos del control que hemos indi-
cado en la introduccién: seleccidén de enfoques, planifi-
cacidn, revisiones locales y verificacién de laresolucién,

Seleccion de enfoques

La aportacidén de los tres enfoques que GT y MC hacen
en la reselucién de problema 1 no va acompafiada de un
proceso de reflexién profundo sobre cada uno de ellos
para elegir el mds adecunado, ya que sobre el segundo,
que trata de seguir la linea 2 del espacio bdsico del
problema (Tabla I}, no reflexionan nada vy la dnica
reflexién que hacen sobre el tercero es una breve refe-
rencia a una de las alturas del trifngulo DEF (Fig. 2), que
no tiene nada que ver con la linea 5 del espacio basico a
la que parece referirse MC cuando en la intervencidon
anterior hace referencia al perimetro del tridngulo DEF.
La duda que produce en MC la referencia que hace GT
aesa altura provoca que continden con el primer enfoque
que han propuesto —linea 4 del espacio basico—, que es el
gue implementan.

9. GT. §i, si. ;Tienes la altura? [se refiere 2 una de las alturas
del tridéngulo DEF]

10, MC. ;La altura del tridngulo?
11. GT. ;No! No sabes la altura.

En la resolucién del problema 2 ocurre una cosa similar,
vaque GT y MC descartan el primer enfoque propuesto,
que pretende hacer una implementacién algebraica
—linea 2 del espacio bdsico— sin reflexionar nada sobre &1

Puestoque MB y SPséloidentifican un tinico enfoque en
cada resohucidn, no se les presenta la oportunidad de
elegir, entre varios, el que implementaran.

Planificacion y decision de implementarla

La experiencia que tenfamos en el sentide de que las
resoluciones de algunos tipos de problemas —sobre todo
los que se resuelven utilizando el lenguaje aigebraico—
se resolvian sin planificaciones explicitamente estable-
cidas nos ha llevado a comprobar si en los protocolos que
analizamos podiamos identificar de forma explicita un
plan de accidn,

En las dos resoluciones del problema 1 identificamos
intervenciones que expresan la existencia tanto de un
plan de accidn como la decisién de implementarlo. Por
ejemplo, GT y MC verbalizan la planificacion de la
forma (de manera similar lo hacen MB y SP):

12. GT. O sea, s que podemos calcular, deberfamos calcular
las dreas de éstos, de los de fuera [indica los tridngulos AED,
EBF y FCD, fig. 2]. O sea, calculas los de fuera.
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13. MC. 5i, si se puede hacer as{ también; buscas el 4rea del
cuadrado de fuera {se refiere al rectdngulo ABCD] y le restas
tos tres tridngulos [AED, EBF y FCD}

Y también verbalizan Iz decisién de implementaria:
19. GT. Lo hacemos, jno?

20. GT. ;Va?

También en el problema 2.

13. MC. A ver, hemos de buscar una relacidn entre este dngulo
de aqui y éste de aqui {indica los dngulos a y 8, fig. 5]. Siestos
&ngulos son iguales estd bien lo que tid has dicho; si no, no vale.

14. GT. jVale!

Aunque GT y MC establecen una planificacion en la
resolucidn del problema 2, su planteamiento es incom-
pleto ya que, como hemos indicade antericrmente, no
hacen referencia 2 la igualdad de los lados homélogos
que determinan ambos d&ngulos.

Revisiones locales

Enel problema 1, GT y MC hacen un breve repaso de la
planificacién propuesta, volviendo a expresarla acom-
paiiada de algunos datos.

17. MC. Cazlculas el drea del cuadrade de fuera [indica el
recténgulo ABCDY, que seria 2 per 5, 10. Ahora buscas el drea
de éste, de éste y de éste y... [trifngulos AED, EBF y FCD}

18. GT. La restas.

MB y SPrevisan la planificacion propuesta de una forma
bastante mds rigurosa, segin se pone de manifiesto en
las intervenciones 23 a 34, hasta el punto de que se puede
confundir con la implementacién de no ser porque, al
final de dicha revisién, MB expresalaideade implemen-
tar el plan propuesto.

23. 8P, ;Coémo encuentras ésta? [sefiala los tridngulos AED,
EBF y FCD, fig. 2]

24. MB. Base por altura partido por 2, son tridngulos. ;Sabes
esto cudnto hace? [altura vy base del tridngulo FCD]

34, MB. Esto es la base, base, base [indica los tres lados AD,
BF y CD, fig. 2}

35. MB. ;Lo hacemos asi?

En ninguno de los dos procesos de resolucion del proble-
ma 2 se producen revisiones de las planificaciones pro-
puestas. En la resolucién que hacen GT y MC, la ausen-
cia de tal revisién influye en el desarrollo del proceso
debido al planteamiento incomplete que hacen del plan
que proponen.

Por otra parte, de acuerdo con el contenido que damos a
lasrevisiones locales (ver apartado b de la introduccién},
los alumnos GT y MC corrigen, en las intervenciones 31
¥ 32, uno de los resultados erréneos obtenidos por MC,
que afirmaba que los dngulos interiores de un hexdgono
median 60 °.
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31. Gt ; Tt por qué has dicho que es 360 en total? [se refiere
a Ja suma de los dngules interiores del hexdgonol. Lo que sies
60 es ¢l de aqui dentro, 6 por 3, 18 [sefiala el dngulo interior del
tridngulo], 60 es el de dentro, el de fuera no.

32. MC. Si [escribe 60 en todos los dngulos interiores del
tridngulo].

Esta correccitn tiene una incidencia positiva en el desa-
troilo posterior del proceso.

Las revisiones locales que los alumnos MB y SP hacen
en la resolucién del problema 2 tienen que ver con
evocacidn de conocimientos: asociando los elementos
del hexdgono con los del tridngule para tratar de exten-
der la férmula del drea de éste a la de aquél, como ocurre
en las intervenciones 38 y 44, que tratan de recordar la
formula del drea del hexdgono o en la que confunden
conceptos come el de mediatriz, bisectriz, mediana, ete.

38. MB. La base del tridngulo {lado CE, fig. 6] es igual que la
base del hexagono

44, MB. ;La altura del hexdgono es la base del widngulo?
[indica el lado CE del tridngulo]

Ninguna de las revisiones anteriores aporta informacion
nueva que puedan aprovechar y, en ellas, sélo repiten
expresiones en las que impera la confusién de conceptos
y la utilizacion errénea del vocabulario matemadtico.

Verificacién de la resolucion

Una verificacién rigurosa de la resolucion debe com-
prender aspectos relacionados con la revision del proce-
50 seguido ~entendiéndolo como se define en la nota 2,
con la revisidn de la solucién obtenida —asociando ésta
a cada una de las lineas de los espacios bésicos {Tablas
Iy II)- y con la comprobacién del resuliado —entendido
comg la respuesta a las preguntas formuladas en el
enunciado de cada problema—, conindependenciade que
resolucién, solucidén y resultado puedan coincidir en
determinados procesos de resolucidn.

El resuitado erréneo —area del tridngulo EFD (Fig. 2)
igual & § umidades cuadradas— que GT y MC dan del
problema 1, producido al contar equivocadamente la
longitud de los lados del tridngulo AED (fig. 2), segura-
mente hubiera podido ser rectificado de haber hecho, al
final de la resolucidn, algin tipo de verificacion.

En cambio, la verificacién final llevada a cabo por MB
y SP, que se ve alargada por la desconfianza que mues-
tran al haber encontrado una solucién tan rapidamente,
es un gjemplo de cémo los sistemas de creencias influ-
yen sobre los mecanismos de control, en particular, y
sobre el proceso de resolucién, en general.

43. SP. Estd bicn. Es demasiado ficil, 1o hemos sacado muy
rapido, a ver...

En esa verificacién podemos identificar ¢dmo repasan,
simultdneamente, la solucién a 1a que han liegade —que
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en este caso coincide con la resolucion, ya que sélo han
identificado un enfoque que es el que implementan--
y los célculos gue hacen para saber si el resultado ha
sido errdneo, segin se observa en las intervenciones
siguientes:

41. SP. Primero hemos calculado el drea del rectiangulo, que
hace 8 unidades cuadradas. Estd bien, ;jno? 1,2, 3... B [cuenta
los cuadradosj Vale, jestd bient Después hemos hechoe eso.

42. MB. Hemos contado las alturas y las bases de los tridngulos
exteriores [repasa las operaciones]

44, SP. Supongamos que esto es un metro cuadrado, Asiserian
8 m?, [vuelve a contar los cuadrados unitarios], el rectdnguto
menos [vuelve a contarlas] los tres tridngnlos. Supongo que el
drea del triinguio {EDF] es la del rectdngulo [ABCD] menos la
de los tres tridangulos de fuera [AED, EBF y FCD]

La verificacion de la resclucién del problema 2 por parte
de GT y MC queda reducida a un simple repaso de los
angulos que han caleulado.

62. MC. Esto son 120, 120 [se refieren a la medida en grados
de los dngulos interiores del hexdgono]

63. GT. Esto, 30, 30, 180. Estwo 60, 60 i 60, 180 {dngulos
interiores del tridngulo ACE, fig. 6} Pero ;c6mo es queda? [se
refiere alarelaci6n entre las dreas del tridngulo y del hexdgono]

64, MC. Si; 30 v 30, 60 [4ngulos § v u, fig. 61, 60 mis 60
{angulo @], 120 [{4ngulo interior del hexdgono]

65. GT. Si, ;pero esto por qué justifica que éste [hexdgono| es
el doble de éste? [el tridfngulo ACE, fig. 6]

66. MC. jHombre!, porque agui hay 30, 30 més 30 hacen 60,
60 mds 60, 120 [volviendo a indicar los mismos dngulos f, L
y #. Duranie todas estas intervenciones, los alumnos realmente
se refieren a la fig. 8]

Nombran cada uno de los angulos sin entrar a revisar el
procese argumentativo que han seguido para calcularlos
—que posibiemente les hubiera mostrado las deficiencias
analizadas en el apartado 1- y sin Jlegar a considerar que
lo que acaban de probar, resumide en Ja intervencidn 59,
no es suficiente para justificar la igualdad de los tridngu-
los COE v CDE (Fig. 5).

59. MC. O sea, que ¢l angulo es doble [refiriéndose a la
relacién entre el dngulo interior del hexdgono y et del tridngulo
ACE, fig. 5]

En la resctucion del problema 2, MB y SP no producen
ninguna verificacién final. Las razones por las que no lo
hacen, dando por acabado ¢l proceso cuandollegan auna
formula que ellos consideran que soluciona el problema,
pueden ser: la duracion excesiva de la resolucidn —cerca
de 20 minutos— para lo que ellos estdn acostumbrados, y
las dificultades cognitivas que han encoatrado & lo largo
det proceso.

Por otra parte, las ganas y la necesidad de llegar a algo
concreto, posiblemente para satisfacer al profesor
—que era en este caso el observador—, es lo que les ha
hecho permanecer tanto tiempo intentando resolver el
problema.
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CONCLUSIONES

Las conclusiones que mostramos a continuacidn se han
de interpretar teniendo en cuenta el caricter local del
presente estudio; o sea, no se han de hacer extensibles a
cualquier poblacién ni se han de aplicar a problemas ni
en contextos que difteran de los que aqui hemos consi-
derade. De cualquier forma, estas conclusiones, ademas
de dar respuesta a las preguntas planteadas en la intro-
duccidn y de aportar ideas que podamos tener en cuenta
en nuestra préctica diaria —como las del apartado si-
guiente—, nos pueden sugerir hipdtesis de trabajo que
puedan ser contrastadas utilizando otros métodos de
investigacion.

Sobre la base de conocimientos:

— Las amplias posibilidades de resolucién que ofrece €}
problema | ¥ ¢l bajo nivel de conocimientos conceptua-
les que exige su reselucidn, sobre todo, en la implemen-
tacién del enfoque {linea 4 del espacio basico} que eligen
las dos parejas, contribuye a que el desarrollo del proce-
so de resolucion sélo se vea dificultado por la confusion
entre contar puntos o segmentos unitarios para medir los
lados del rectdngulo ABCD (Fig. 2).

- Los alumnos GT y MC no utilizan todos los conoci-
mientos que tienen sobre los contenidos materniticos
invotucrados en las resoluciones de ambos problemas,
no expresando, tampoco, todos los argumentos necesa-
rios en las justificaciones que realizan durante el proceso
de resolucién del problema 2. Esto puede ser debido a
que no sientan la necesidad de explicitar determinadas
relaciones, que les puedan parecen visualmente claras,
entre los elementos de las figuras. En cambio, la falta de
conocimientos que los alumnos MB y SP tienen sobre los
contenidos mateméticos de ese problema se manifiestaa
lo largo de todo el proceso —confundiendo conceptos
como mediatriz, mediana, bisectriz, altura, etc. o bien
buscando durante la resolucién una férmula que exprese
el drea del hexdgono—, lo que influye negativamente en
la resolucién.

— Observamos en GT y MC una tendencia a ver y
reselver los dos problemas de forma geométrica, ya que
identifican descomposiciones bastante imaginativas
~linea 2 del espacio bésico (Tabla I)- en el problema [
y producen una resolucidn puramente geométrica del
problema 2. En cambic, MB y SP sélo aportan ideas
relacionadas con la aplicacion de formulas para el cdlcu-
lo de las éreas.

Sobre los metaconocimientos:

~ La ausencia de reflexiones sobre todos los enfoques
identificados ~como ocurre con GT y MC en la resolu-
cién de los dos problemas— denota una falta de control
del procese de resolucién. La influencia que pueden
tener esas reflexiones en el desarrolle posterior del
proceso es evidente si tenemos en cuenta que una elec-
cién adecuada del enfoque facilita su implementacién,
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En cambio, la propuestade un dnico enfoque por parte de
MB y SP, en la resolucién de los dos problemas, les
impide elegir.

—Entodos los procesos analizados hay una planificacion
verbalizada y, por tanto, perfectamente identificable, as{
como la indicacion explicita de implementar la planifi-
cacién propuesta.

— En las actuaciones de las dos parejas de alumnos
observamos cémo revisan la planificacién en los casos
en los que el enfoque elegido queda claramente especi-
ficado {problema 1} y, por el contrario, ni siquiera
intentan revisar las planificaciones en las resoluciones
del problema 2, aunque sean incompietas, como la que
hacen GT y MC en dicho problema.

Otras revisiones producidas sobre determinados aspec-
tos —resultados locales, evocaciones de conceptos, revi-
siones aisladas de algunas fases, etc.— pueden incidir
positivamente en el proceso de resolucién si producen
informacién nueva que pueda ser aprovechada poste-
riormente {como ocurre en la resolucidn que GT y MC
hacen del problema 2} o, por el contrario, pueden eviden-
ciar una falta de recursos y unas deficiencias cognitivas
(como ocurre en la resolucion que MB y SP hacen del
problema 2).

— Observamos en GT y MC una tendencia a no producir
verificaciones de la resolucidn, como ocurre en el pro-
blema 1 —debido a la confianza que muestran durante
todo el proceso—, o a producirlas de forma muy superfi-
cial, como en el problema 2, donde la deficiencia de
justificar la igualdad de dos tridngulos sélo argumentan-
do la de dos de sus 4ngulos no es analizada en profundi-
dad ni durante ni al final de la resolucion.

La desconfianza que MB y SP muestran al final de la
resolucion del problema 1, producida por no haber en-
contrado grandes dificultades durante el proceso, les
lleva a insistir bastante en la verificacién final. En
cambio, en el problema 2, MB y SP se desentienden de
la verificacién debido al largo proceso de resolucidn
desarrollado y a las dificultades cognitivas con las que se
encuentran.

IMPLICACIONES DIDACTICAS

Centramos estas reflexiones sobre las implicaciones
diddcticas en el contexto de la ensefianza secundaria en
el cual hemos desarrollado el presente estudio.

Al no haber recibido los alumnos ninguna instruccidén
previa especifica respecto a la resolucién de problemas
y mucho menos respecto a la regulacion de los mecanis-
mos de control, surgen en su actuacidn aspectos dignos
de resaltar por la importancia que pueden tener a la hora
de programar actividades de ensefianza relacionadas con
este tema. Comentamos a continuacidn algunos de estos
aspectos.

205



INVESTIGACION Y EXPERIENCIAS DIDACTICAS

1) En este trabajo, vemos claramente reflejada la impor-
tancia que tiene en la resolucién de problemas la pose-
sién de informacion —diferencia entre los dos niveles de
rendimiento de los alumnos—, pero también la facilidad
que tienen los alumnos de utilizarla. Bsta facilidad se
puede conseguir mediante adiestramientos especificos,
no sélo insistiendo reiteradamente en la habilidad para
calcular, sino en la comprensién de conceptos y procesos
{(NTCM 1969).

Asipues, las tendencias en la ensefianza de la resolucidn
de problemas han de ir encaminadas hacia la integracién
de estos dos aspectos: «comunicacién de informaciéns y
su «utilizacions.

Esta integracién no se consigue mediante la transmision
de conceptos y posterior resolucidn reiterativa de ejerci-
cios de aplicacién —aunque esta estrategia pueda ser 1til
en algunas situaciones—-, sino elaborando actividades de
ensefianza-aprendizaje, relacionadas con contextos rea-
les, que muestren a los alumnos la necesidad de asimilar
los conceptos matematicos que intervienen.

2) Se hade dar al control de 1os procesos en la resolucién
de problemas -y a los aspectos metacognitivos en gene-
ral- la importancia que tienen (Schoenfeld, 1985a, 1987,
1992; Garofalo y Lester, [985; Lester, 1994, etc.) y que
las conclusiones de nuestro estudio confirman.

Hemos de conseguir que los alumnos comprendan la
naturaleza ciclica y dindmica que ha de tener la actividad
de resolver problemas (Ferndndez, Hadaway v Wilson,
1994) vy que sean conscientes de la importancia que
tiene, en dicha actividad, la toma de decisiones, para
hacerles ver la necesidad de su aprendizaje.

Se ha de insistir, por otra parte, en la elaboracién de
actividades instructivas —con el apoyo de los medios
técnicos necesarios— que resalten la observacion y la
critica de los propios procesos de resclucién.
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Fomentar en los alumnos hdbitos concretos como la
explicacién —oral o escrita— y la reflexién sobre los
procesos de resolucién de problemas, que puede resultar
pesado en las primeras fases del aprendizaje, pero abso-
lutamente enriquecedor y formativo cuando han adqui-
rido cierta préctica.

NOTAS

* Este articulo ha sido elaborado a partir del trabajo de
investigacién correspondiente a la Memoria del Tercer Ciclo
del Programa de Doctorado del Departament de Didacticadela
Matematica i de les Cigncies de la UAB, presentada por P.
Cobo Lozano y dirigida por el Dr. .M. Fortuny, El autor
agradece al Dr. L. Puig las correcciones y sugerencias hechas
a un borrador de la citada memoria que contribuyeron a su
mejora

' Es aplicable al presente estudio la definicién gue hacen
L. Puig y F. Cerdén {1988} sobre el proceso de resclucién:
«la actividad mentzl desplegada por el resoluter desde el
momento en que, siéndole presentado un problema, asume que
lo que tiene delante es un problema y quiere resolverlo, hasta
que da por acabada [a tarea» (p. 21}.

? Damos al «espacio de un problemas una interpretacién
diferente ala de Newell y Simon (Mayer, 1983) consideréndolo
como «el conjunto de posibilidades que tiene el resolutor de
resolver el probleman, que dependerén, entre otros factores, de
los conocimientos que tenga y de los enfoques que sea capaz de
generar. Al espacio de un problema hecho por un resolutor
experto lo llamaremos «espacic bdsico del probleman.

* Durante las resoluciones —sobre todo [as que corresponden
al problema 2-, los alumnos construyen sus propias repre-
sentaciones del hexdgono vy del tridngulo y hacen referencias a
sus elementos con indicaciones como: esto, este 4ngulo, este
lado, etc. Para facilitar al lector 12 comprensién de los didlogos
utilizamos representaciones construidas por nosotros (excepto
las figuras 7, 8 y 9) en las que hemos identificado sus elementos
conlafinalidad de usarios como referentes en las explicaciones
que introducimos en las intervenciones de los alumnos.
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