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SUMMARY

The present paper deals with a typelogy of errors and difficulty of Spanish students in a Teacher Training College when
they apply historical mental computation methods (methods taken from the written tradition found in arithmetic
textbooks) to solve problems with natural numbers and with decimal numbers,

PRESENTACION

El informe que aqui se presenta resume un trabajo de
tesis doctoral (Gémez, 1994} realizado sobre un tema del
curriculo del periodo de la educacidn obligatoria en
Espaiia y en otros paises. Este tema es el cdlculo mental,

La investigacién consté de dos partes principales: una
panorimica y otra experimental, de las cuales se podria
decir que la primera se orientd hacia ¢l contenido, mds
concretamente, hacia lo que es el saber transmitido por
latradicion escrita, y la segunda, hacia su adquisicién, es
decir, hacia la elaboracidn de una propuesta de ensefian-
za de ese saber y ¢l posterior estudio de la forma en que
los estudiantes se lo apropian y utilizan.

Precisando:

1. El estudio panordmico se enfocd hacia el anilisis de
cémo se han configurado los métodos variados de célcu-
lo 2 lo largo de su historia como objetivo educativo, a la
vista de tal y como han quedado reflejados en las aritmé-
ticas antiguas y modernas y en los documentos oficiales
que determinan el curriculo general y piiblico espafiol.

Asimismo, se buscé elaborar un catdlogo, compendio y
sintesis de los métodos de cdlculo mental, actualizados
en su lenguaje y organizados en torne a una estructura
global y unificadora para las cuatro operaciones.
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Esta estructura se constituy$ en una parte importante de
la propuesta experimental que se elaboré para la ense-
fianza de los métodos de calculo mental.

2. El estudio experimental se enfoco hacia dos objetivos:

+ La elaboracién de una propuesta experimental de
enseitanza de unza seleccién relevante de los métodos de
cilculo mental como alternativa a la linea tradicional
reflejada en los textos.

+ Un anilisis de los errores cometidos por los estudian-
tes de la muestra, antes y después de recibir enseftanza
segin la propuesta elaborada. El andlisis se orientd hacia
el estudio de su incidencia y tipologia, y hacia el estable-
cimiento de una clasificacidn en torno a los mecanismos
identificables de los procedimientos que los sustentan.

-

EL PAPEL DEL CALCULO MENTAL EN
LOS CURRICULOS ACTUALES

Usaremos la expresion calculo mental para referirnos al
célculo de cabeza o de memoria (sin ayuda externa) con
datos exactos. Algunocs auteres (Trafton, 1978) reservan
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esta denominacidn para los métodos alternativos, pero
nosotros la tomaremos en el sentide mis amplio, que
incluye, por lo harto frecuente que es, la emulacién y
adaptacion mental de los artificios estdndar v los méto-
dos de recuento.

El célculo mental es un tema con interés educativo, ya
que, aunque hay discrepancias en cuanto a la relativa
importancia que debe concedérsele en el curriculo, vuel-
ve a ser incluide en la nueva propuesta oficial escolar
espanolz (DCB, 198% y DBR, 1990). El enfoque actual
ne es el utilitario, rapido o agilizador de la mente como
antafio, sino otro basado en planteamientos que preten-
den disminuir el énfasis tradicional sobre el cilculo
escrito rigido para otorgarselo al calculo variado (men-
tal, estimado, con calculadora o con algoritmos estandar
segiin convenga). En este nuevo enfoque, se considera
que ¢l calcule mental juega un papel en lz adquisicién de
los conceptos relacionados con la operatoria, con la
profundizacién de los conocimientos matemadticos infui-
tivos antes de su formalizacién y como medio para
promover la reflexidn de los estudiantes y la evaluacién
y reorientacion del trabajo del profesor.

Las opiniones vertidas en la literatura puntualizan este
nuevo papel del cdleulo mental en el curriculo con
argumentos tales como los siguientes:

* Esun medio para incrementar 12 comprensidn infantil
de los nimeros (Plunkett, 1979) individualizéndolos y
relaciondndoelos con diversas formas de escribirlos (Gi-
ménez y Girondo, 1990) y conaciendo ¢Gmo estd com-
puest)o de sumandos y factores (Menchinskaya y Moro,
1975).

* Es de utilidad en la comprensién y desarrollo de los
equivalentes escritos (Cockeroft, 1985), pudiendo llevar
al descubrimiento de pautas, propiedades y estructuras
de nuestro sistema numérico (Reys, 1985).

+ Esuntipo de anilisis de las situaciones numéricas que
puede ser usado por los educadores para incrementar la
flexibilidad en el cdlculo (Henneessy ¢t al., 1989} de los
nifios y su reflexién sobre el procedimiento mismo
{French, 1977).

* Asimismo, se puede usar en el diagnéstico de la
comprensién infantil del nimero y del valor de posicién
(Henneessy et al., 1989) y para comprobar las concep-
ciones de los estudiantes (y su disponibilidad) ligadas &
la numeracién decimal y a las propiedades de las opera-
ciones (Butlen y Pezard, 1991).

+ También es un dominio para introducir de modo
informal ideas matemaéticas que luego se desarrollaran
mis en profundidad (Cockeroft, 1985), para trabajar la
transicién del lenguaje vertical reglado o de columnas de
la aritmética al horizontal simbdlico del dlgebra (G6-
mez, 1588) y, posiblemente, para desarrollar destrezas
de resolucion de problemas (Trafton, 1978; Polya, 1943)

Por tode esto, aunque las opiniones sefialadas sugieren
alternativas diferentes en cuanto z la finalidad de la
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enseianza del cdlculo mental, se puede decir, cuando
mengs, que el cdlculo mental es valioso desde el puntode
vista de la ensefianza-aprendizaje del pensamiento arit-
meético, y esto iltimo si que es algo en lo que hay acuerdo
en cuanto a la posicién relevante que debe ocupar en la
educacién obligatoria.

LOS ERRORES Y SU IMPORTANCIA

Tradicionalmente, los profesores han creido que los
errores de cdlculo que cometian los estudiantes eran
debidos a unz falta de dominio de los métodos o a un
despiste a2 lo largo del proceso de calcule. En esta
postura, de corte conductista, se consideraba que los
errores carecfan de interés, eran algo que habia que
ignorar.

En la actualidad, algunos expertos en educacién mate-
mética (Menchinskaya y Moro, 1975; Radatz, 1979,
1680; Movshovitz-Hadar et al. 1987; Brousseau, 1983;
Brousseau, Davis y Werner, 1986; Confrey, 1991; Bora-
s1, 1987, 1954) tienen otra opinién en la que, en coheren-
cia con el punto de vista constructivista del aprendizaje,
se reconoce lo valioso que puede ser analizar los errores
de los estudiantes. En este sentido, de acuerdo con
Borasi (1994), el punto de vista dominante es el relacio-
nado con el diagndstico de las dificultades de aprendiza-
je y las sugerencias para remediarlas. Otras posturas
{Confrey, 1991; Borasi, 1994) apuestan por enfoques en
los que se busca explotar los errores para generar nuevas
cuestiones y exploraciones o como trampolin para la
indagacién en matematicas.

De acuerdo con l2 postura constructivista y er un enfo-
que de diagndstico y remedie, los errores son una fuente
de informacién para el profesor acerca de lo que han
aprendide los estudiantes y cémo lo han aprendido
{Borasi, 1994). Es mds, son el sintoma indicativo de
alguna patologfa subyacente, un método falso que el
estudiante cree correcto (Brousseau, Davis y Werner,
1986), ¢l efecto de un conocimiento anterior, que tenia
su interés, su éxito, pero que ahora se revela falso o
simplemente inadaptado . Los errores de este tipo no son
errdticos ¢ imprevisibles, se constituyen en obsticulos
(Brousseau, 1983). Por tanto, un error no es sélo la
ausencia de respuesta correcta, ni el resultado de un
accidente; sino que es mds bien un producto de [a
experiencia previa (Radatz, 1980}, una parte del proceso
de aprendizaje que se manifiesta de forma persistente y
reproducible. También se considera (Menchinskaya y
Moro, 1973) que los errores son el resultado de un
proceso definide, cuya naturaleza puede ser desenmas-
carada.

Desde esta perspectiva, el anélisis de los errores es muy
interesante ya que puede revelar la existencia de obsta-
culos didécticos, modelos implicitos y dificultades indi-
viduales que estén relacionadas con malentendidos ins-
talados v consolidados, que iz emsefianza prictica no
siempre tiene en cuenta,
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«Los errores que no se deben a distracciones sino que se
reproducen sisteméticamente en sitnaciones similares
son muy interesantes porque nos revelan la existencia de
modelos implicitos errdneos. Estos errores no aparecen
aislados, sino que estdn relacionados com una cierta
manera de conocer que permite detectar las resistencias
2 la evolucidn de un concepto, esto ¢s, los obsticulos
epistemolégicos. Es de desear que los modelos implici-
tos erroneos se hagan explicitos produciendo errores
que, en el decir de Anna Krygowska, podemos calificar
de «errores benditos», porque nos ponen sobre la pista de
malentendidos que se instalan y se consolidan si no se
muestran explicitamente» (Centeno, 1988).

Cuando el anilisis estd hecho por el aprendiz, se vuelve
una ayuda para su aprendizaje; y cuando est hecho por
el profesor, es una ayuda para que éste disefie una
instruccién mas eficaz.

En este sentido, para hacer emerger errores y abordar el
anilisis que permita desenmascarar su naturaleza y tam-
bién para enfrentar a los estudiantes con su propio
proceso de aprendizaje, el cdlculo mental es un dominio
aritmético privilegiado (Butlen y Pezard, 1991). Esto es
asf puesto que es constatable (Reys, Trafton, Reys,
Zawojewski, 1984, cit. Reys, 1985; Gémez, 1994} que la
falta de competencia de los estudiantes es general y
sobretodo se constata cuando se pasa de calcular con
nimeros naturales a calcular con nimeros decimales.

Antecedentes que sustentan el andlisis de errores:
categorias de las respuestas incorrectas en el cilculo.

En un estudio precedente (Menchinskaya y Moro, 1975)
se seitala que en el cdlculo se pueder dividir las respues-
tas incorrectas en dos categorias basicas, segin sea la
fuente de las mismas: las que se derivan de las condicio-
nes con que se llevan a cabo las operaciones y las que se
derivan de la calidad del dominio de los conocimientos
aritméticos.

Las primeras son mecénicas, surgen cuando bajo ciertas
condiciones (cansancio, falta de interés, distraccidn,
nerviosisme, etc.) el estudiante pierde el contrel cons-
ciente en la resolucién del problema, por lo tanto no
implican una falta de conocimiento y son esporadicas, ya
que un ejemplo resuelto incorrectamente una vez puede
ser resuelte correctamente una segunda vez, incluso sin
que medie la correccién del mismo de una 2 la otra vez.

En esta categoria de fallos los autores incluyen entre
otros el denominado perseverative en el cual un ndmero
queda retenido fijamente en el pensamiento, como por
ejemplo en 43+7=70. También incluyen en esta catego-
ria el que llaman irercia de la accién, en el cual se
ejecuta una operacién que no corresponde con el signo,
tal vez condicienada por iz influencia de una operacidn
precedente, come, por ejemplo, cuando en una sucesién
de sumas hay una resta intercalada que es resuelta
incorrectamente como suma.

En la otra categoria de fallos, los autores distinguen dos
subcategorias: una primera que agrupa los fallos basa-
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dos en una memorizacion pobremente establecida de
determinados hechos numéricos, y una segunda que
agrupa los fallos que se basan en la forma en que han sido
aprendidas las reglas. En el primer caso, ponen como
ejemplo las respuestas del tipo 7x8=54 0 58 y, en el
segunda, las del tipo 1000 : 200=50 0 500,y 96: 16=10

perseverativos

mecanicos
inercia de la accion

Errores memorizacién pebre

establecida (

de calidad extension de reglas

forma en que se previas
aprendieron las reglas
omisidn de pasos
\ necesatios

Este {iltimo tipo de respuestas incorrectas son las que
interesan en este trabajo. En la medida en que son
persistentes y reproducibles, las identificamos en este
trabajo con los denominados errores sisteméticos de
procedimiento.

No obstante la dificultad que tiene dar una definicidn de
error sistemdtico de procedimiento, por cuanto ésta
depende del enfoque en que va a ser utilizado y del
contexto de la investigacion, en este trabajo se la consi-
dera de un modo restringido, en el sentido de procedi-
miento inapropiado, persistente y reproducible que nose
debe a distraccién o inadvertencia, casualidad o fallo de
memoria.

MODELQ TEORICO EXPLICATIVO DE
LOS ERRORES

Para explicar los errores debidos a la forma en que se
aprendieron las reglas, los autores sugieren, a partir de
sus observaciones en tests escritos con estudiantes de los
grados 2?y 3% de una escuela de Mosci, que estos errores
se basan en que hay reglas previamente aprerndidas, cuyo
campe de aplicacion se extiende injustificadamente, o
en las que se omiten determinados pasos necesarios,
dando como resultado que la regla se lleve a casos donde
no funciona.

Asi, para ellos, el origen de la respuesta 1000 : 200=50
o 500 ¢s la regla para sumar o restar niimeros acabados
¢n cerps, en donde se opera separando y bajando los
ceros finales, que los estudiantes aplican de la misma
manera al pasar a la division. La respuesta 96 : 16=10,
surge andlogamente, 50 : 10=5; 6 : 6=1; 9+1=10. De
nuevo ld regla aplicable para la suma y resta del calculo
escrito (en dende se operan por separado las cifras de las
unidades y las de las decenas) se lleva a la divisién.

Esta explicacién entronca con la que se ha dado para

determinados errores en otras partes de la matemadtica,
como la de Matz (1982} sobre los errores sistematicos en
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la resolucién de problemas algebraicos. Para Matz, estos
errores son el resultado de adaptaciones razonables, pero
que no siempre funcionan, de los conocimientos previos
adquiridos a nuevas situaciones, y algunos de estos
errores del dlgebra tiemen su origen en una falta de
dominio y comprensidn de los procedimientos aritméti-
cos.

Brousseau (cit. Palarea y Socas, 1994), sefiala que «los
errores de este tipo se deben a que los alumnos usan
inadecuadamente una férmula ¢ regla conocida, que han
extraide de un prototipo o libro de texto, y la usan tal cual
la conocen o la adaptan incorrectamente a una situacién
nueva. Tienden asi un “puente” para cubrir ¢l vacio entre
reglas conocidas y problemas no familiares».

Estas explicaciones estan ligadas entre si por un princi-
pio comtin. Este principio puede enunciarse, tomando
las palabras de Brousseau (1983), cuando decimos que
en los errores hay «una manera de conocer, una concep-
cidn caracteristica, coherente ya que no correcta, un
conocimiento antiguo ¥ que ha tenido €xito en un domi-
nio de acciones»,

Por otro lado, Resnick (1992) plantea que los procesos
de razonamiento por los que los nifios inventan procedi-
mientos incorrectos tienen su origen en la separacidn
entre la representacion cuantitativa de los simbolos (la
seméntica), que decae, y las reglas para la manipulacién
de los simbolos (1a sintaxis), que predomina.

PLANTEAMIENTO Y METODOLOGIA DE
LA PARTE EXPERIMENTAL

Objetivos

Uno de los objetivos de este trabajo ha sido ver hasta qué
punto este modelo explicativo es generalizable a los
errores de procedimiento en cilculo mental y si ademés
lo es con estudiantes de nivel superior, adultos, que han
superado la edad escolar, e incluso que no sdle han
demostrado su suficiencia en las nociones curriculares
de aritmética y élgebra sino que se espera de ellos que en
el fuluro sean capaces de ensefiarlas.

Para ello, inspirandose en las ideas anteriores, se ha
tratado de hacer un anélisis de los errores en céiculo
mental con el fin de conocer su incidencia, su tipologia
y establecer una clasificacién en torno a la identificacién
de mecanismos que puedan ser interpretades como los
que se usan para establecer los puentes entre las reglas
conocidas y las que las situaciones de célculo mental
planteadas demandan,

Metodologia
El estudio se hizo con 144 estudiantes espafioles de la
Escuela de Magisterio de la Universitat de Valénciaalo

largo del curso académico 1992-93, en su ambiente
universitario natural.
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Los estudiantes resolvieron dos pruebas del tipo test con
gjercicios de cdlculo mental con ndmeros naturales y
decimales. Entre el pretest y el postest se llevd a cabo
una fase de ensefianza de acuerdo con la propuesta
experimental elaborada (Gomez, 1994), que se comenta
mds adelante.

Los ejercicios de las pruebas fueron elegidos tras expe-
riencias piloto atendiendo a consideraciones sobge suno
excesiva dificultad, su vinculacién a métodos alternati-
vos, la posibilidad de hacer comparaciones entre los
datos con nimeros naturales o decimales, y que el
nimero de ejercicios de cada prueba estuviera dentro de
los }imites razonables para que los estudiantes pudieran
resolverlos en sesiones de una hora.

Se presentaron 14 ejercicios en la primera pruebay 20 en
la segunda, 12 mitad de restar y la mitad de multiplicar.
Los ejercicios se tenfan que resolver mentalmente y,
aunque no se limitaba el tiempo, sélo se disponia de una
hora, lo que se revel$ suficiente. Estos ejercicios se
recogen en las tablas I y 1L

Tabla I
Ejercicios del prestest.

547189 243.75 1308-875 461166 265-19% 13-8'78 23158

I IS 28x35 a8 a1z | yadns 64525

Tabla 11
Ejercicios del Postest.

130289 | 63475 | 1400575 | 481085 | 5197| 14TES | 2I2-1E7) S4TIEG| 289.TH| 451166

U | ahr2s | 2635 | IM9B 3lad2 | 245 | SANTS § ZBalAS | 4wE1 ) 1508

El estilo fue escrito, es decir, que los gjercicios se
presentaron en una hoja y se encarecio a los estudiantes
que escribieran exclusivamente el resultado, por lo que
debian calcular mentalmente y no escribir nada hasta
tener completado el resultado, Después habia que expli-
car, en la misma hoja, como se habia resuelto.

Esta informacion fue utilizada posteriormente para ca-
racterizar tipos de error, mediante entrevistas individua-
lizadas.

No se plantearon ejercicios de sumar y de dividir, porque
se tenia el convencimiento, basado en experiencias pilo-
to previas y en el andlisis bibliogréfico, de que la suma
mental nto tiene dificultades notables y la divisién ape-
nas se hace mentalmente.

La propuesta experimental de ensefianza
La ensefianza consistié en la presentacién a los estudian-

tes de una seleccion de los métodos de cilculo mental
extraidos a partir del andlisis de la literatura, durante un
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periodo de unas cuatro semanas, en ¢l ambiente natural
de clase de la asignatura de matemiticas, cuyo horario
era de 3 horas por semana {En el anexo se describen estes
métodos). En esta fase, de unas doce sesiones de 30
minutos aproximadamente durante el curso 1992-93,
dedicada a la ensefianza del calculo en general, los
ejercicios fueron exclusivamente con nimeros naturales.

La ensefianza se configurd atendiendo a una propuesta
experimental que pretendié ofrecer una alternativa al
modelo dominante en los manuales escolares en vigor,
que es de cardcter reglada, de adiestramiento repetitivo
y rigido: «para este ejemplo, este método».

La propuesta se sustentd en una breve presentacidn con
ejemplos numéricos de acuerdo con los principios si-
guientes:

= Una secuencia de presentacién de los métodos en tres
etapas. A saber: métodos para ndmeros de una cifra,
métodos para niimeros de dos cifras y viejas reglas que
histéricamente han coexistido con los algoritmos
estdndar.

+ La formalizacién de los métodos en el lenguaje hori-
zontal simbélico del dlgebra, algunos incluso mediante
representaciones literales: {10a+b)x(10c+d)= ..., etc.

+ El «didlogo de resoluciones», esto es, la verbalizacién
de los distintos métodos usados por los estudiantes sobre
un mismo ejercicio puesto en la pizarra para ser resuelto
libremente, vy discusién de su campo de validez, ventajas
e inconvenientes, de lo que tienen en comiin y diferente,
de las leyes que los rigen y de los principios directores o
estrategias que los sustentan,

* Una organizacién de los métodos en forma de esque-
ma estructurado que los sintetiza y compendia, a partir
de sus caracteristicas unificadoras y globalizadoras, para
evitar una presentacidn exhaustiva, que no estarfa justi-
ficada por el papel preponderante que le daria al céiculo
mental ni, por otra parte, seria posible debido al escaso
tiempo escolar disponible,

RESULTADOS DEL ESTUDIO EXPERI-
MENTAL

1. Como consecuencia de la enseftanza, se paso de una
situacién en 1a que la mayoria de los estudiantes usaron
exclusivamente métodos de columnas, a una situacién

en la que ]a mayoria usaron preferentemente métodos
alternativos. La tabla 11l muestra esta variacion en térmi-
nos de porcentajes de estudiantes.

Esto trajo consigo Ia aparicion de una amplia tipologia
de errores, debida a la maultitud de procedimientos in-
apropiados empleados por los estudiantes.

Aunque la mayor o menor frecuencia de los tipos de
errores observados guardé relacién con las caracteristi-
cas de los gjercicios {p. ¢., fue mayor con los decimales
que con los enteros) y de los métodos empleados (p. e.,
redondeo o descomposicién) se evidenciaron ciertas
tendencias, ya que hubo algunos errores que fueron
especizlmente frecuentes.

En particular:

» Restar, en vez de sumar, el parcial que compensa el
efecto del redondeo del sustraendo (24 de los 48 errores
de procedimiento en la resta fueron de este tipo).

Ejemplo: 245-197=48. «245-200=45-3=42.»

+ Omitir los productos parciales en cruz en la doble
descomposicién (39 de los 188 errores de procedimiento
en la multiplicacion fueron de este tipo).

Ejemplo: 28x35=640. «He multiplicado 20x30=600 y
después 8x5=40 y he sumado 600+40=64{.»

+ Multiplicar los datos que resultan al aftadir a uno de
los dados lo que se le quita al otro {26 de los 188 }.

Ejemplo: 64x75=4830. «Al1 75 le quito 5, y al 64 le ponge
5, de manera que queda 69x70.» '

» Desplazar la coma decimal hasta su eliminacién en un
dato {20 de 188).

Ejemplo: 3'4x0'15=10"5. «He multiplicado 34 por 1'5 y
ute da 6'0+4'5 =10°5.»

* Recuperar inadecuadamente la coma decimal {19 de
188).

Ejemplo: 37x0'25=0'925. «Multiplico 5x37=185y 2x37=74,
Sumo 185+740=925, luego aftado el cero a la izquierda
0'925.»

La tabla IV muestra la elevada incidencia relativa de los
errores sistemdticos de procedimiento. Obsérvese que

Tabla ITI
Sdélo usaron métodos Resta Multiplicacién Usaron otros métodos mis Resta Multiplicacién
de columnas de Iz mitad de veces
Pretest . 62,5 63% Pretest 16% 21%
Postest 4,5% 6% Postest 0% 0%
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en la multiplicacién se contabilizaron 188 errores de
procedimiento sobre 103 errores mecanicos y 66 res-
puestas en blanco, y que en la sustraccién fueron 48
errores de procedimiento sobre 53 mecanicos.

Tabla |V
Frecuencia de errores.
Ec la resta En 1a multiplicacion
Ersores Maturales  Decimalts  Total | Matwrales  Decimales  Toml
Mecnicos 2 31 53 45 58 103
De procedimiente 24 A4 48 63 125 188
Resp. en blanco 0 3 3 14 52 1]
Mo descifrados 3 4 7 ] 6 12
Tolales 49 52 111 128 1 369

De lamisma manera que el andlisis bibliografico eviden-
cid que los métodos y estrategias para ¢l caleulo mental
con nidmeros decimales eran los mismos que para el
cdlculo mental con nimeros naturales, también lo evi-
dencid el desempefio de los estudiantes, los cuales apli-
caron en los ejercicios con nimeros naturales los mis-
mos métodos que también aplicaron en los ejercicios con
nimeres decimales, y viceversa,

2. Se observaron dos tendencias diferenciadas en cuanto
a la forma de operar los ejercicios con nimeros decima-
les en la resta y en la multiplicacion, que estdn de
acuerdo con los hdbitos del cdlculo escrito.

En la resta con niimeros decimales, la tendencia fue
aplicar los métodos alternativos sin quitar la coma deci-
mal. Mientras que en la multiplicacion ocurrié al revés,
la tendencia fue prescindir de la coma decimal, bien
reduciendo los datos decimales a niimeros naturales
mediante alguna expresion equivalente (p.e.,0°25=1/4),
o bien usando la regla del algoritmo de celumnas que
consiste en colocarla segiin indique la suma del ntmero
de cifras decimales de cada uno de los datos.

En la multiplicacién, algunos estudiantes evidenciaron
dificultades para transferir los métodos aprendidos con
los mimeros naturales a los ejercicios con nimeros
decimales. Estos, del orden de un 12%, usaron métodos
alternativos en los ejercicios con nimeros naturales,
pero no ¢n los ejercicios con los decimales. Preguntados
en las entrevistas manifestaron que creian que al pres-
cindir de ]la coma decimal los datos que se obtendrian
serian otros diferentes a los dados y, por lo tanto, ten-
drian un producto diferente, con cifras diferentes. No

obstante, estos mismos estudiantes sospechaban que

tenian que quitar la coma, pero no lo hacian porque no
sabian céme recuperarla después, ya que la regla apren-
dida que se basa en contar el niimero de cifras decimales
de los datos la vinculaban rigidamente al algoritmo
estindar de columnas.

3. Los estudiantes evidenciaron una falta de percepcidn
de la sintaxis de los procedimientos en el lenguaje
horizontal de paréntesis e igualdades del dlgebra. Esto
probablemente les hubiera evitado errores al enfrentar-
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les con aquéllos de sus procedimientos que no eran
consistentes.

En efecto, el estudiante que reselvid diciendo 31x42=
«Multiplico 30x42 y le sumo 31» conocia la sintaxis de
la propiedad distributiva y era capaz de reconocerla en
su forma usual en los textos, 3x(4+5)=3x443x5, pero no
fue capaz de representarse la situacidn de esta manera:
31x42=(30+1)x42.

4. Del anilisis de las respuestas de los estudiantes en los
tests y con ayuda de entrevistas individuales se identifi-
caron tres mecanismos que sustentan los procedimientos
incorrectos de los estudiantes. Estos son:

a) Extrapolaciones. Inserciones improcedentes de algu-
na parte o de algunos de los pasos, pero no de todos, de
las reglas aprendidas, que los estudiantes extraen y
llevan 2 otra regla o métedo que estan aplicande en una
sifuacién nueva en [z que no funcionan.

b) Generalizaciones. Extensiones de métodos completos
o reglas que los alumnos aplican, tal cual las conocen o
han aprendido, a situaciones nuevas en las que no fun-
cionan.

¢) Ceniramientos. Son métodos que sufren una interfe-
rencia por algiin hecho que centra la atencién del resolu-
tor provocando que algin paso o resultado intermedio se
desvie de su aplicacidn correcta.

A continuacién se ilustran estos mecanismos con un
ejemplo escogido de cada uno de ellos. Estos ejemplos
se describen transcribiendo literalmente en entrecomi-
llado la descripcién que los mismos estudiantes anota-
ron en su hojas del test, como explicacién de 1o que
habifan hechc mentalmente. Después se presenta un
extracto de la entrevista que se le hizo al estudiante,
insertandose entre paréntesis en el texto de la entrevista
notas aclaratorias de la conversacién.

Extrapolaciones

César cometid el siguiente error en un ejercicio de
multiplicar:

2’4x(° 15=:36. «274x0°15=240x15=240x10=2400, 2400+
% 2400=2400+1200=3600 — 36’00».

La entrevista revel6 que César se fija en el dato que més
cifras decimales tiene, en este caso 0’13, Como éste
tiene dos cifras decimales, para eliminar la coma deci-
mal multiplica por 100 tante 0’15 como 2’4, abteniendo
240x15.

Esta manera de suprimir la coma decimal es vdlidaenla
division cuandc el divisor es decimal pero aqui no
funciona. César parece haber extrapolado este pasode la
divisién al caso de la multiplicacion.

Profesor.— ; Quieres volver a hacer este gjercicio? ;Oué
has hecho?
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César.— Multiplico por 100 las dos partes.
P.- ;Para qué?

C.—Para quitar, de esta forma, aqui el decimal (sefiala el
¢'15).

P.— ;A los dos?

C.— Me interesa mas e] de la derecha,

P— ;Y luego qué pasa?

[..]

P.- ;Por qué multiplicas por cien los dos (datos)?

C.— ;Por qué multiplico por 100? Para obtener aqui
también... quitar.

P.- {Interrumpiendo) ;Para quitar la coma?

C.— Para quitar la coma.

P.— ;En los dos factores?

C.— Me interesa maés el de Ia derecha.

P.—- ;Por qué te interesa més el de Ja derecha?
C.—Pues para tener unidades y quitarle despuésla coma.
P.— ;Al de ]a derecha?

C.-5i,

P.— ;Al de la izquierda no?

C.— Al de la izquierda ya no se lo quito, porque, si quito
dos a la derecha (se refiere a las dos cifras decimales de
0’15), tengo uno a la izquierda (se refiere a la cifra
decimal de 2°4), que ya es seguro que lo voy a quitar.
P.—Enrealidad, ;el que miras es el que tiene mas cifras?
C.— Por supuesto,

P.— ;No porque sea ¢l de la derecha?

C.— No, no, no; si hubiera sido el de la izquierda el que
tiene mas, sietnpre mtiro €l que méis decimales tiene.

[-]
P.—Vamos aver. ;Cuantos decimales hay (en 2’4x0’15)?
C.— ;3. Tiene que haber 3!

P.-Y al final, en el resultado ;cudntos crees que tiene
que haber?

C—;2]
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P.~ ;Y ahora qué estas pensando?

P.- Pues nada, que no habia que multiplicar por 100, sino
simplemente hacer la operacién, luego poner las comas,

P.- Es verdad. ;Y por qué multiplicabas por 100?
C.-- Pues no sé.

P.~ ;Esta mal?, ;ti crees que multiplicar por 100 estd
mal?

C.-- Yo creo que no. Es cotrecto st luego quitas dos (dos
ceros del resultado final). Si.

P.-- ;Por qué crees que es correcto?

C.- Porque td cuando multiplicas los dos factores de una
multiplicacién, el resultado, luego, es el mismo, no es
proporcional, [ ... ]

P.~ ;Por qué pensabas que tenias que multiplicar por
1007

C.— ¢ Por qué veia esto? Veia dos cifras decimales.
[.]

P.~ ;Para qué has querido multiplicar por 1007
C~Esque... ;No estaré yo confundido con la divisién?
P.— Algo de la divisién he;y ahi, ;verdad?

C.— Claro, Por ejemplo. No sé... 160 entre 30 quito esto,
un cero de aqui y otro de aqui.

P .Y sifuera con decimales? Pon la division2'4:0°15.

C.- Pues, ;qué haria?, quito una de aquf y corro ésta un
lugar (le da 24:1,5).

P.— Pero no has terminado. Ain no puedes dividir.

C.— Claro. Entonces aqui quedarfa uno (una cifra deci-
mal) v pondria un cero {te da 240:15).

P.— ;Y eso? ;Qué operacién has hecho en realidad?
C.— Multiplicar.

P .- ;Multiplicar por cuanto?

C.— Por 100,

P.— ;Dénde?

C.— A los dos lados.

P.— Entonces, jcrees que es eso lo que estabas pensando?
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C.— Inconscientemente lo estaba pensando, lo que pasa
es que no te lo queria decir porque no sabia si...

P.— ;Ah! ;Ya lo pensabas. Lo has estado pensando todo
el rato!

C.- No, todo el rato, no. O sea, lo tenia en cuenta, sabia
que habia algo ah{ por el cual yo estaba haciendo eso y
me estaba dando cuenta.

Generalizaciones

Beatriz cometié el siguiente error:
245-197=245-200=45-3=42,

La entrevista reveld que Beatriz extiende el método de
compensacion, que es vilido en la suma, por el cual, si
se aumenta un sumando, después hay que restar la misma
cantidad al resultado. Parece que generalizaal casodela
resta porque no entiende que esto pueda ser diferente:
«lo que pasa es que no sé por qué en la suma siy en la
resta no»,

- ;Quieres explicar lo que has hecho?

B.— He sumado (3 a 197) para que me sea més ficil restar.
(Entonces qué hago? Le he quitado a 245 1as 200 y da 45.
Hasta ahi esta bien.

P.-§i,

B.- Pero si he sumado... {Claro! Ahora tengo que restar.
Si le sumo, resto.

P.— ;Para qué?

B. Para quitar I (interrumpe). Bueno, yo he sumado para
igualarlo. Ahora le tengo que restar Ia misma cantidad
que he sumado para que quede bien el resultado.

Centramientos

Amparo cometié el siguiente error: 19x18=341,
«20x18=360; 19x1=19; 368-19=341.»

La entrevista revelé que Amparo fija su atenci6n en la
necesidad de compensar la alteracién efectuada al re-
dondear el 19 a 20, pero viola el sigrificado de la
multiplicacién 19x18=(20-1)x18, ya que se¢ centra en
que s con el niimero alterado, el 19, con el que debe
disminuirse el producto. .

Amparo.— Y luego, como me habia pasado... (se refiere
a que al multiplicar 20x18 se ha pasado en el resultado).
O sea, como de 19 a 20 va uno solo, pues he multiplicado
19, que es el niimero que a mi me dan, por 1, porque me
faltaba 1. Entonces me da 19 y, como en la primera
multiplicacion me pasaba del resultado gne me tenia que
dar, porque 20 era un nimero mayor que 19, pues
entonces Jo he restado para saber lo que me dzba.
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(Tras otros comentarios)
P.— ;Restaste el 19?
A — Porque como lo habia redondeado al 20.

P.— Te creias que hay que quitar el mismo que has
redondeado.

A.—S5i. Porque es que el 20 es con el que... O sea, a causa
del 20 yo me paso en la multiplicacién, y no pasa con el
18. El 18 yo no lo muevo, lo dejo como estd. Entonces,
pata saber de cuintos veintes me he pasado...

P.— (Interrumpiendo) ; De qué te has pasado, de veintes
o de dieciochos?

A.— De veintes.

CONCLUSIONES

1. El andlisis de los errores ha permitido hacer explicitos
algunos malentendidos acerca de los procedimientos de
cilculo, gue de otra manera, cuando s6lo se aplicaban los
métodos estandar, como en el pretest, no pudieron emer-
ger. De esta forma, se evidencia que los métodos histd-
ricos de calculo mental son un dominio privilegiado para
hacer emerger una problemdtica ligada al aprendizaje de
la aritmética que, de otra manera, mientras sélo se
calcula con los métodos de columnas, permanece oculta.

Ademis, se han podido contrastar las concepciones de
los estudiantes, lo cual ha permitido conducirles hacia la
reconceptualizacion de sus nociones aritméticas. Esto se
ha hecho confrontando a los estudiantes con sus formas
inapropiadas de resolucién, por medio de entrevistas
individualizadas, en las que se desencadenaron procesos
cognitivos sobre la base de una mejor comprensién del
significado y de las propiedades de las operaciones, del
uso de las nociones del sistema de numeracién, de las
expresiones numéricas equivalentes, de la representa-
cion simbolica del lenguaje horizontal de ecuaciones y
paréntesis, y del efecto invariante en el resultado de
ciertas alteraciones de los datos.

Los resultados obtenidos concuerdan con los estableci-
dos con alumnos més jovenes por otros autores ya
sefialados, como esperdbamos, en cuanto a que determi-
nados errores de procedimiento son adaptaciones a nue-
vas situaciones de los conocimientos previos adquiridos.

La problemaitica identificada parece que concuerda tam-
bién con la hipdtesis que plantea que los procesos de
razonamiento por los que los nifios inventan procedi-
mientos incorrectos tienen relacién con la separacién
entre la sintaxis y la seméntica subyacente.

2. La investigacién permite concluir que el modelo

tedrico explicativo de os errores descrito anteriormente
¢es lo bastante general para explicar lo que ocurre en el
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dominio del cilculo mental y con estudiantes de nivel
educativo superior.

Del andlisis efectuado se sigue que los estudiantes utili-
zan procedimientos inapropiados en los cuales los meca-
nismos que se han identificado son: generalizaciones,
extrapolaciones y centramientos, los cuales estarjan re-
lacionados con la influencia de los conocimientos pre-
vios sobre los sobrevenidos.

Unas veces, estos mecanismos parecen debidos z la
sobregeneralizacién de propiedades no explicitadas de
determinadas situaciones numéricas, que ellos perciben
como verdaderas porque les han funcionado en un deter-
minado campo de validez, pero que no es cierto que
siempre funcionen. Otras veces, parece que son debidos
arigideces motivadas por un predominio de lo sintictico
sobre lo semantico. En otras palabras, predomina la
atencidn en lo reglado sobre el significado de las reglas
y en lo alterado sobre el efecto de las alteracién en los
resultados,

3. En general, alo largo de las pruebas los estudiantes no
reconocieron, ni aprovecharon las ventajas de expresar-
se en ¢l lenguaje simbélico de ecuaciones y paréntesis
del dlgebra y prefirieron usar el lenguaje retérico y
reglado de la aritmética. Probablemente muchos de sus
errores se hubieran evitado si asi lo hubieran hecho.

4. La ensefanza de los métodos histdrico-intrinsecos de
célculo mental para los nimeros naturales produjo su
uso no s6lo con estos nimeros sino también con los
decimales, salvo en aquellos estudiantes, los menos, que
vincularen las reglas para operar la coma decimal exclu-
sivamente a los algoritmos estidndar del formato vertical
de columnas en vez de al cdlculo con decimales en
general,

5. También se ha observado que los estudiantes no
hicieron valoraciones sobre la razonabilidad o no de sus
resultados incorrectos.

En consecuencia, cabe pensar que estamos ante un pro-
ducto de una ensefanza excesivamente orientada al
automatismo en ¢l manejo de la notacién simbdlica, en
detrimento de la reflexion sobre las cantidades en juego
y las relaciones que esa notacién expresa, asi como sobre
los principios en los que se basan los procedimientos y
el efecto que las alteraciones en los datos produce en tos
resultados.

Implicaciones educativas

Se ha presentado, de manera resumida, una investiga-
cién en relacién con el cilculo mental que pone de
manifiesto problemas en la ensefianza que permanecen
ocultos cuando sdlo se trabaja con los algoritmos de
lipiz y papel.

Esta problematica evidencia en muchos estudiantes una

comprension pobre del efecto que Ias alteraciones en los
datos produce en ios resultados, un débil reconocimiento

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 1995, 13 (3)

de los conceptos, leyes y principios que rigen la opera-
toria, ¥ una ausencia de la necesaria comprobacién o
estimacion de larazonabilidad del resultado que, en caso
de discrepancia con el resultado primeramente obtenido,
podriz haberles hecho recapacitar sobre su forma de
proceder.

Los métodos de cdlculo mental tal y como se han utiliza-
do en este trabajo, se han revelado especialmente valio-
S08 para:

* El desarrollo del pensamiento aritmético, en particu-
lar lo relacionade con el andlisis de las situaciones
numéricas y el manejo de los hechos de la numeracién
para la expresion flexible, significativa y no autornitica
de las acciones sobre los niimeros.

* El diagndstico, tanto para que el profesor conozca las
concepciones que sobre los procedimientos de cdlculo
tienen los estudiantes como para que ellos se vean
obligados a enfrentarse con ellas, sentando asf las bases
para su posible reconceptualizacién.

En este aspecto, destaca la importancia de hacer emerger
los errores de los estudiantes como ayuda para conocer
sus creencias, la forma en que estin aprendiendo o han
aprendido, las dificultades que enfrentan. Este conoci-
miento e¢s provechoso para los profesores, para que
puedan desarrollar una instruccion mis efectiva, insis-
tiende en aquellos aspectos en los que los estudiantes
pueden cometer errores, anticipando las respuestas de
los alumnos y disefiando estrategias para la correccién
de las mismas cuando se requiera.

Conviene tener esto presente, ya que, como se ha sena-
lado (Palarea y Socas, 1994), la superacién de los errores
por parte de los alumnos constituye un tema basico en el
aprendizaje que genera grandes dificuitades. Las inves-
tigaciones actuales sefialan que los errores estan profun-
damente interiorizados por los alumnos ¥ que no son de
facil eliminacién. Incluso, en muchos casos, parece que
los estudiantes han superado un error y luego lo vemos,
con desilusién, resurgir al poco tiempo. Para ello, plan-
tear a los estudiantes gue su comprensién conceptual es
incorrecta y darles entonces una explicacion es, a menu-
do, insuficiente para eliminar el etror.

Mi experiencia, como resultado de esta investigacién,
me dice que el camino que debemos emprender pasa
necesariamente por enfrentar a los alumnos con sus
propios errores, provocar el conflicto en su mente ha-
ciéndoles ver la inconsistencia de sus respuestas al
pedirles comprobaciones y pruebas, hacerles ver las
ventajas del lenguaje simbélico sobre el retdrico para
descubrir y reconocer las Ieyes y principios que estd
aplicando, y reflexionar sobre el efecto de las alteracio-
nes de los datos sobre los resultados.

En este sentido es en el que deberian utilizarse los
métodos de cdlculo mental que recogen las nuevas orien-
taciones curricuiares oficiales, de tal modo que al poner
¢l énfasis en las propiedades, el lenguaje y las relaciones
numéricas gue sustentan los métodos se evite caeren los
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viejos hébitos, que ya hicieron que una vez el cilculo
mental cayera en desuso,

En consecuencia, en la medida en que la problemaitica
identificada en este trabajo indica la existenciz de algu-
nos efectos no deseados de una ensefianza escolar exce-
sivamente volcada al automatismo en las operaciones y
pricticamente centrada en los algoritmos de columnas,
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ANEXO

Los métodos enseiiados

1. ARTIFICIOS

Reglas

Multiplicacién reglada de nimeros formados s6lo por unos.
Multiplicacién por 11.
57x11= «Dejo ¢l 7, sumo 5+7,12, dejo el 2 y llevo 1 al 5, que son 6. Total 627».
Multiplicacién de 101 por un nimero de 2 cifras, y 1.001 por uno de tres.
58x101= «A 58 le afiado 58. Total 5858».

Multiplicacion reglada de mimeros fermados sélo por nueves,
47x99= ...«47-1, 46. 100-47, 53. Total 4653».

Multiplicacién de nimeros de dos cifras o tabla mayor. Son las reglas que resultan de agrupar factores comunes at aplicar la doble
distribucién a toda Ia casuistica de los nimercs comprendidos entre 10 y 100,

a. Los nimeros son iguales en decenas.
(102+b)(10a+¢)=10a(10a+b+c)+bc : 25x27=(25+7)x2x10+7x5=675.
b. Los niimeros son iguales en decenas y sus unidades suman diez.
{10a+b)(10a+c)=100a(a+1)+bc: 47x43=40x50+3x7=2021; 35x35=«12 y afiado 25»=1225.
_¢. Los niimeros son iguales en unidades y sus decenas suman diez.
(10a+b)(10c+b)=100(ac+b)+b*): 34xT4= (3x7+4)100+4x4=2516.

Multiplicacién por complementos, Consiste en apoyarse en el producto de los complementos aritméticos cuando €ste es miés facil
que el de los dados.

4. Multiplicacién por la regla de «los perezosos»: ab=(10-a)}(10-b)+10[a-(10-b)]}).
Bx7=«10-8=2; 10-7=3; 8-3=5, son las decenas, y 2x3=6 son las unidades. Total 56».

b. Multiplicacién por la regla de «San Andréss»: ab=(100-a)(100-b)+100[2-(100-b)].
89x98=«100-98=2, 100-89=11, 98-11=87 son las centenas, 2x11=22, son las unidades»=8722.

Multiplicacion cruzada o cruceta. Consiste en sumar los parciales del mismo orden al tiempo gue se obtienen, para ahorrarse filas,
de las que salen en el algoritmo escrito.

17x16= «6x7, 42,2 y me llevo 4. 6 ¥y 7, 13. 13 v 4 gue me llevo 17, 7 y me llevo 1. Siempre 1 v 1 gue me Hevo son 2,
Total 272».

Formulas
Cuadréticas
a. Cuadrado de un nimero por la formula del binomio:
3=(30+1)=30%+2x1x30+1=961.
b. Multiplicacién de dos niimero en condiciones de cerc central, por la formula de la diferencia de cuadrados: axb=([(a+b)/
21-[(a-b}2]? : 19x21=20%1=399,
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Numeéricas
1424344454647+ 8+9+104.. . +40=40x41:2=820; 61+63+65+67+69=5x65=325.

2. DESCOMPOSICIONES. Uso de cantidades mas pequefias que las dadas.
Disociaciones. Son las descomposiciones de uno o ambos datos en sumandos.

Disociacienes por descabezamiento. Son las disociaciones que resultan al completar las cifras con sus ceros correspondientes o,
lo que es lo mismo, al descompoener en érdenes de unidad.
De un dato
a. Agregar: Suma sucesiva de los diversos drdenes de unidad de un sumando, empezando por ¢l orden superior:
63+45=63+40+5=108.
b. Segregar: Resta sucesiva de los diversos drdenes de unidad del sustraendo, empezando por ¢l orden superior:
894-632=894-600-30-2=262.

¢. Distribuir: Multiplicacién sucesiva de los diversos érdenes de unidad de un factor: 46x32=(40+6)x32=40x32+6x32.

De los dos datos
a. Resta descabezando los dos datos y recuperando: 725-443=((700-400)+25}-43.
b. Suma descabezando los dos datos y reagrupande,

154426=(150+20)+{4+6}, 0 1542, 17, 170, 446, 10. Total 180.

Disociaciones subsidiarias. Son las disociaciones de un date en funcién del otro.

a. Resta haciendo la misma terminacién: 461-166=461-161-5=295.

b. Resta prestando o pidiendo refuerzos del minuendo a una resta parcial.
13-8,25=(12-8)+(1-0,25).

¢. Patrones-Hecho conocido: dobles, complementos, cuadrados

25428=25+425+3=53; 54448=54+46+2=102; 25x26=25x(25+1)=650.

Factorizaciones. Son las descompasiciones de uno o ambos datos en factores.
Multiplicacién por 12, 22, 33, 44...: 37x12=37x3x4=111x4=444; 26x33=(26x11)x3.

3. COMPENSACIONES. Uso de cantidades mayores y menores que las dadas.

Compensacién intermedia. Bs servirse del incremento de une o los dos datos compensando el resultado durante el proceso
intermedio, antes de operar los parciales.

Adfadir y quitar. Afiadir a un dato las unidades que se le quitan al otro.
a. Suma completando decenas: 81+59=80+60.
b. Suma doblando el némero central, conocido (Green, 1985) como procedimiento del «nimero misteriosos: 344+36=35+35=70.

Promediar. La media de otros dos productos formados de mode que uno de sus datos es el mismo que uno de los dados y los oiros
dos son niimeros equidistantes del ofro dado.

60x25=...60x20=1200, 60x30=1800. Luego 60x25=(1200+1800)/2=1500.
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Doble y mitad. Consiste en doblar un dato y dimidiar el otro.
a. Multiplicacién por 15, 35, 45, 55, 65, 75, 85, 95, por un mimero par:
28x35=14x70=980.
b. Multiplicacién por un ndmero que es potencia de 2: 16x36=8x72=4x144=2x288=576.

Conservar, Sustrzer sumando o restando el mismo nimero al minuendo y 2l sustraendo para hacer decenas, centenas... completas.
Resta sumando a los dos datos €] complemento del sustraendo; 46-18=48-20=28.

Alicuotar. Aplicar una relacién alicuota, esto es, una relacion de «ser divisor des. En particular, de 1z unidad seguida de ceros o
de maltiplo de la misma.

Muitiplicacién por 5, 25, 125, 75: 420x5=420x10/2; 64x25=64x100/4=1600; 36x75=(36:4)x3x100=2700; 72x125=72x1000/
8=9000.

Compensaciones finales. Es servirse del incremento de uno o los dos datos, compensande el resultado al acabar las operaciones
parciales.

Redondeo. Completar la decena, centena... inmediata superiot de alguno de los datos.

a. Suma aiadiendo unidades a cualquiera de los sumandos para hacer una cantidad exacta de decenas o centenas y
corrigiendo después el resultado:

56+17=56+(20-3)=(56+20)-3=73.

b Resta completando las decenas o centenas del sustraendo v corrigiendo después el resultado:
265-199=265-(200-1)=265-200+1,

¢. Multiplicacién por un nilimero cualquiera de nueves: 9, 99...
1x9.999=(nx10.000)-n: 84x9=84x(10-1)=840-84=756; 47x99=47x(100-1)=4700-47=4653.
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