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SUMMARY

This article provides a model of mathematical activity which describes it in terms of the study of fields of
probiems. This model helps us to analyze some didactical phenomena which are characteristic of the present
systems of mathematics teaching. Special emphasis is devoted to the relation between the absence of so-called
technigue work, and some paradoxes about «mathematical creativity». A new didactical device is proposed, the
workshop of mathematical practice, in order to bring the technique work alive in the classrooms as an integrating
force in the study of mathematical problems, Finally, as an example, one of the workshops designed and tested
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El criterio de la creatividad no es sélo la novedad;
comprende también alge mds —un nivel mds elevado de
accion, un mayor esfuerzo, una mayor eficacia.

Wladyslaw Tatarkiewicz,
Historia de sels ideas (1976).

Todo trabajo de teorizacién o de ingenieria en didactica
de las mateméticas presupone y utiliza necesariamente
un modelo méds © menos ¢laborado (aunque a menudo
implicito) de la actividad matemdtica y, asimismo, una
nocién de lo que es «ensefiar v aprender matemdticass,
La explicitacién de estos modelos permite que sean
cuestionados, contrastados empiricamente y reelabora-
dos, por lo que deberia constituir un punto de referencia
en toda investigacién de didéctica de las matemdticas.

Presentamos a continuacién un trabajo de investigacidn
realizado durante los cursos 90-91 y 91-92 (este Gltimo
dentro del programa «Innovacié en la doceéncia univer-
sitaria» del ICE de la UAB) que fue motivado inicial-
mente por €l disefic y experimentacién de una nueva
actividad docente, las prdcticas en maremdticas. El
conjunto de la investigacién forma parte de un proyecto
més amplio en dos sentidos: por una parte, visto como
trabajo de ingenieria didictical, constituye el primer
pasc de un procesc que tiende hacia la instauracién de
los talleres de prdcticas en el sistema de ensefianza de
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las matemdticas; considerado por otra parte como con-
tribucion a la teoria de la diddctica de las matemiticas,
pretende desarrollar y contrastar parcialmente algunos
aspectos del modelo de los momentos diddcticos. La
construccién de este modelo, que sirve de fundamenta-
cién al proyecto, fue iniciada por Yves Chevallard en
enero de 19912,

Dividiremos la exposicién en tres partes: en la primera
enunciaremos de manera esquemdtica algunas de las
tesis relacicnadas con el modelo de la actividad matema-
tica que tomamos como referencia; en la segunda utili-
zaremos los principales elementos tedricos presentados
para analizar algunos aspectos de los actuales sistemas
de ensefianza de las matemdticas; por itltimo describire-
mos sucintamente uno de los ralleres de pricticas que
hemos disefiado y experimentado, a fin de ejemplificar
el alcance «tecnolégico» (por lo que se refiere a la
ingenieria diddctica) de nuestra investigacién.

ALGUNOS ASPECTOS DE NUESTRO
MODELO DE REFERENCIA?

Analisis didactico de la actividad matematica

Postulamos que toda actividad matemaética se puede
analizar como actividad de estudio de campos de proble-
mas, actividad que se lleva a cabo mediante la produc-
cién y utilizacién de lo que llamamos técnicas matem4-
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ticas ¢, més precisamente, técnicas de estudio de campos
de problemas’.

En lo sucesivo, de acuerdo con este primer postulado,
entenderemos que «hacer matemdticas» es producir y
utilizar ciertas técnicas de estudio de ciertos campos de
problemas. Con elio nos referimos a todos los «tipos» de
actividades matemadticas en que se puede pensar, desde
las méds «tedricas» hasta las mds «aplicadas», desde la
del alumno de pérvulos hasta la del investigador: todas
podrdn ser interpretadas como producciones o utiliza-
ciones de diferentes técnicas matemdaticas destinadas a
estudiar diferentes campos de problemas (lo que puede
incluir, en particular, su resolucién).

Esta tesis inicial pone de manifiesto la importancia de la
actividad de resolucién de problemas dentro de nuestro
modelo de Ja actividad matemdtica. Pero, dada la gran
variedad de sentidos que tiene hoy dfa la expresién
«resolucién de problemas» dentro de la ensefianza de las
matemdticas (Gascén 1992), debemos afiadir algunas
puntualizaciones.

a} La nocién de problema debe entenderse aqui en un
sentido muy general, que incluye desde los problemas
escolares elementales, como la suma de dos fracciones o
la resolucién de una ecuacidn de segundo grado, hasta
problemas de investigacidn que pueden no estar ain bien
formulados por falta de una teoria adecuada, sin excluir
los problemas considerados «tedricos», como por ejenm-
ple enunciar y demostrar un teorema o axiomatizar una
teoria.

b) No se conciben los problemas aislados, sino sélo
como integrantes de campos de problemas. Los matemé-
ticos no trabajan generalmente para resoiver problemas
desconectados entre si; siempre postulan que el proble-
ma que estdn estudiando es un representante de cierto
campo de problemas, aunque no conozcan de dicho
campo més que algunos problemas emblemdticos. Su
trabajo consiste entonces en producir los medios mate-
miticos (las téenicas) necesarios para llevar a cabo el
estudio de este campo, y no sélo la resolucién del
problema particular considerado.

c) Lo que es especifico de 1a actividad matemdtica no es
la mera resolucién de problemas sino, como ya hemos
diche, la produccién de técnicas de estudio de campos
de problemas. Las técnicas a las que nos referimos son
«técnicas» en ¢l sentido general de «maneras de hacer»
algo, abarcando desde las mds algoritmicas y visibles
{como el algoritmo de resolucién de las ecuaciones de
segundo grado) hasta las menos conscientes o explicita-
bles {como las que se utilizan para modelizar mateméti-
camente cierto sistema dado o para demostrar cierta
proposicién)®.

d} El estudio de campos de problemas, esto es, la utiliza-
cién y produccidn de técnicas mateméticas, requiere la
existencia de desarrollos tedricos y tecnolégicos {(en el
sentido de discursos —logos— sobre las técnicas) cuya
principal funcién es la de explicar, justificar y relacionar
entre si las técnicas manipuladas y los campos de proble-
mas abordados, para asegurar tanto el control de los
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resultados de la actividad como su presentacién y legi-
bilidad. Debemos recaicar que estos elementos justifica-
tivos y explicativos no son «tedricos» por naturaleza,
sino por la funcidn que asumen (justificativa, explicati-
va, efc.) respecto al estudio de los campos de problemas
que se considera como «nucleor de la actividad. Asiun
teorema puede ser considerado como una parte de un
problema (en una actividad en la que nos proponemos
demostrarlo, por ejemplo) y puede también ser conside-
rado ¢como elemento tedrico, si asume el papel de legiti-
mador y justificador de cierte tipe de técnicas que se
utilizan para estudiar otros problemas.

¢) Existe una dependencia mutua entre los diversos
productos u objetos de la actividad matemaética: de la
misma manera que un desarrollo tedrico puede generar
nuevos campos de problemas y nuevas técnicas de estu-
dio, también el desarrollo interno de las técnicas origina
la ampliacién de los campos de problemas e incide sobre
la teoria asociada, puesto que ésta debe ser capaz de
justificar, describir e interpretar las técnicas matemati-
cas desarrolladas y los campes de problemas ampliados.

En este modelo de la actividad matemadtica no cabe, por
tanto, considerar una teoria matemdtica, ni un campo de
problemas, ni siquiera un simple problema ouna técnica
matemdtica de manera aislada ¢ independiente del resto
de elementos que configuran la actividad. Hablar de un
campo de problemas presupone tener en cuenta al mis-
mo tiempo —aungue sélo sea potencialmente—- una o més
técnicas de estudio del campo (sin 1a existencia de ias
cuales éste no tendria sentido), asi como presuponer un
entorno teérico donde se definen, justifican e interrela-
cionan los objetos matemdticos que componen técnicas
y problemas. Reciprocamente, cuando hablamos de una
teeria matemdtica, estamos considerando implicitamente
los campos de problemas (y las técnicas de estudio) que
han cristalizado ¢ que s¢ sintetizan en la teor{a conside-
rada, asf como aquellos campos de problemas (y aque-
llas técnicas) que la teoria permite enunciar y fun-
damentar.

Hemos presentado asi un esbozo de un modelo epistemo-
Iégico general de la actividad matemdtica que enfatiza
la interrelaci6n entre los tres elementos siguientes: el
desarrollo de las técnicas matemdticas; la evolucién que
sufren los campos de problemas al ser estudiados con
dichas técnicas; y la construccidn de las teorfas matems-
ticas asociadas, que permiten describir, interpretar y
justificar los distintos elementos que componen técnicas
y campos de problemas. Se trata, en sintesis, de un
modelo compatible con muchas de la investigaciones
contempordneas en historia y epistemologia de la cien-
cia® que, aunque defienden modelos distintos de los
mecanismos del desarrollo del conocimiento cientifico,
se oponen frontalmente al modelo ingenuo y espontineo
que puede ser descrito como «lineal y acumulativo»
(Gascén 1993).

Andlisis didictico dela nocidonde «ensefiar mateméticas»

Uno de los ragos esenciales de la did4ctica fundamental,
iniciada por Guy Brousseau en los afios setenta, consjste
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enretrotraer el objeto «primario» de estudio de la didéc-
tica de las mateméticas a la actividad matemdtica en si
misma y & los modelos implicitos de dicha actividad
{y de sus objetos) que se construyen inevitablemente
durante el proceso de ensefianza. De esta forma, las
caracteristicas del sujete que aprende matematicas y del
que las ensefia, asi como la forma de aprenderlas y
enseiiarlas, pasan a ser objetos de estudio «secundarios»
(no por elle menos importantes) porque su estudio supo-
ne un analisis previo de la actividad matemética que los
define como ensefiante y estudiante. En particular, el
significado de «ensefiar matemadticas» y «aprender ma-
temAticas» se vuelve inseparable del modelo epistemo-
logico de 1z actividad matemaética que se asuma o elabo-
re, por lo que tales expresiones dejan de tener el cardcter
de «nocidn primitiva» que tenfan en la did4ctica clisica,
en la gue su significado sélo dependia de determinados
modelos psicolégicos o pedagdgicos del aprendizaje,
independientes de los conocimientos matematicos invo-
lucrados ¢ independientes, por lo tanto, de los fenéme-
nos didacticos correspondientes.,

Situdndonos explicitamente dentro de la didéctica fun-
damental y apelando al modelo de la actividad matem4-
tica que hemos tomade como referencia, consideramos
que la ensefianza de las matematicas debe analizarse en
términos de estudio de campos de problemas, técnicas
matemdticas y teorias matemdticas asociadas. En otras
palabras, postulamos que enseflar matemdticas (o cierto
ambito de la actividad matemaAtica} es posibilitar que los
alumnos sean capaces de estudiar de manera autonoma
un conjunto seleccionado de campos de problemas, esto
es, gue lleguen a poner en prdctica y desarroliar ciertas
técnicas de estudio de dichos campos.

Partiremos as{ de la suposicién de que todo proyecto de
ensefianza de las matemdticas se establece (aunque no
aparezca bajo esta forma) alrededor de an corpus de
campos de problemas, con un conjunto de técnicas de
estudio asociadas inicialmente a cada campo v, en cada
caso, el entorno tedrico necesario para desarrollar la
actividad. Dicho proyecto se determina siempre a partir
de los distintos elementos que configuran la actividad
matemdtica que se quiere ensefiar, En consecuencia, sea
cual sea el sistema diddctico observado, y sea cual sea la
forma en que el propic sistema describe y presenta lo que
en €l se ensefia {0 se quiere ensefar), siempre podremos
reformularlo en los términos anteriormente descritos.

Es importante insistir en que el modelo general de la
actividad matematica que asumimos no determina uni-
vocamente el sentido de la nocidn «ensefar matemati-
cas» que hemos adoptado; pero ello no significa que no
determine absolutamente nada. Al contrario, cuando lo
utilizamos para describir, analizar y explicar ¢l sistema
de ensefianza de las mateméticas, el modelo determina
nada menos que el tipo de preguntas que nos podemos
formular y la forma que pueden tomar las respuestas
(aunque no ¢l contenido de éstas), En nuestro caso tendra
sentido plantearse preguntas tales como: ;Cuales son los
campos de problemas que se ensefian en tal sistema?
(Qué téenicas se utilizan para la exploracion de estos
campos? ;Qué teoria servira a la clase para justificar la
aplicacién y alcance de estas técnicas? ; Cémo {con qué
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clase de problemas) se puede ensefiar una téenica deter-
minada? ;Hasta qué punto es necesario que el estadiante
la domine? ;Con qué otras técnicas la relacionard el
profesor? ; Como se «evaliias el grado de dominio de una
técnical ;,Qué variaciones de la misma debera utilizar el
estudiante? ;Qué estatuto se otorga a un determinado
objeto matematico: se ensefia como parte de una técnica,
de una justificacién tedrica, como componente de un
campo de problemas? ;Qué aspectos del estudio de un
campo de problemas se dejan parala gestidn personal del
alumno? ;Qué otras son Unicamente asunto del profe-
sor? ;Qué aspecto de la actividad matemdtica ha sido
capaz de realizar ¢l alumno cuando decimos de él que ha
entendido o adquirido un concepto determinado? Etcétera.

Las respuestas dadas a estas y otras preguntas es 1o que
nos permite caracterizar los diferentes «contenidos ma-
tematicos» que se ensefian, sus interrelaciones y el
estatuio que éstos adquieren en las actividades matem4-
ticas presentes en cualquier sistema de ensefianza. Entre
otras cosas, los tipos de preguntas presentados permiten
delimitar en cada caso distintos modelos especificos
relativos a cada dmbito {o tema) concreto de la matemé-
tica que se ensefia o se quiere ensefiar. Asi, por ejemplo,
si nos queremos referir (dentro de la teorizacidn) a la
«ensefianza o aprendizaje de la proporcionalidad» en
cierto nivel educativo, deberemos especificar en parti-
cular qué tipos de problemas aparecen como represen-
tantes del campo de problemas de proporcionalidad en el
sistema de ensefianza considerado; bajo qué forma se
presentan; qué técnicas estdn en la base de lo que se
entiende por «resolver problemas de proporcionalidads»
o, simplemente, «utilizar la proporcionalidad»; con qué
nociones y desarrollos tedricos se interpretan y justifi-
can; etc. Queremos insistir en que los modelos especifi-
cos a los que nos referimos, aunque coherentes con el
modelo general adoptado y s6lo formulables dentro de
€1, no estdn completamente determinados por €ste: son
fruto de una eleccidn sujeta a muchas restricciones pero
que conserva algunos grados de libertad. Un ejemplo de
lo que llamamos modelo especifico es el que elabord
Brousseau para analizar los fenémenos didicticos rela-
tivos a la ensefianza de los nimeros decimales (1981, pp.
40y ss.) yestd en la base de lo que se denomina situacion
{«a-diddctica»} fundamental relativa a un saber espe-
cifico.

LOS SISTEMAS ACTUALES DE ENSENANZA
DE LAS MATEMATICAS

Diferentesformas de entender la expresién de «ensefiar
matematicas»

En los sistemas actuales de ensefianza de las matemdti-
cas a nivel universitario, el principal criterio explicito
utilizado para describir lo que se quiere enseitar es un
criterio relativo a las teorias matemadticas o a distintos
elementos de las mismas. El proyecto de ensefianza se
establece entonces a partir de la explicitacion inicial de
los elementos tedricos que el profesor debe ensefiar y el
estudiante aprender, quedando en gran parte implicitos

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 1994, 12 (3}




INVESTIGACION Y EXPERIENCIAS DIDACTICAS

los campos de problemas que se explorardn durante el
curso v el tipo de desarrollo de las diversas técnicas
matemaéticas necesarias para realizar dicha exploracion.
Notemos sin embargo que estos campos de problemas y
estas técnicas no dejan de estar presentes en el proceso
de ensefianza: son los problemas que el alumno tiene que
aprender a resolver y que se utilizardn, en gran parte,
para la evaluacion del curso. Lo que decimos es que no
estan presentes explicitamente como objetivo del curso
ni en la estructuracién del mismo. Esta situacién es
caracteristica de lo que hemos denominado paradigma
teoricista {Gascon 1992),

La actividad de estudio de campos de problemas, en
cuanto objetive explicito del proceso de ensefianza,
tampoco aparece en el llamado paradigma modernista
{que tiene mayor implantacion en los niveles de ense-
flanza no universitaria), el cual se caracteriza por la
identificacién que realiza entre «actividad matemdtica»
y «exploracidn de problemas». La principal estrategia de
enseftanza consiste entonces en enfrentar al estudiante
con diferentes problemas aislados y descontextualiza-
dos, dejando implicitos (e incluso «reprimidos»} tanto
los campos de problemas como las técnicas matemdticas
pertinentes para su estudio.

Podemos observar en general que, aunque por razones
distintas, se evita en ambos casos explicitar suficiente-
mente la materialidad de la actividad matematica que el
estudiante debe llegar a realizar por si mismeo al final del
proceso de ensefianza. Sefialaremos brevemente algunas
de las consecuencias mds importantes de esta tendencia.
A nivel universitario, donde se tiende a identificar «en-
seitar matemdticas» ¢on «ensefiar teorias acabadas», se
da preponderancia a una formacion «generalista» en
detrimento de una formacién mds profundizada y espe-
cializada. Mientras que en los niveles no universitarios,
enlamedida en que se identifica «ensefiar matematicas»
con ensefiar la actividad de explorar «libremente» (libre
también de las teorfas y de las técnicas matemdticas)
problemas aisiados, se descuida ]a relacién entre la
resolucién de problemas y los elementos tedricos aso-
ciados. En ambos paradigmas se ignoran las funciones
epistemoldgicas y did4cticas del desarrolio de las técni-
cas matemdticas en el estudio de campos de problemas
(Gascén 1992).

Estudio «profundizado» de un campo de problemas
matematicos

Utilizando el modelo de la actividad matemadtica presen-
tado anteriormente, s posible ahora tomar en considera-
cién las funciones del desarrollo potencial de las técni-
cas matematicas en el proceso de estudio de un campo de
problemas. En este sentido, empezaremos por distinguir
entre lo que liamaremos estudio profundizado de un
campo de problemas y el estudio exploratorio de proble-
mas inicialmente aislados. Por una parte, y como ya
indicael adjetivo «exploratorion, se trata de] estudio que
se realiza al abordar o entrar en contacto con un campo
de problemas del cual sélo se conocen algunos represen-
tantes. Es el tipo de actividad que realizamos cuande nos
enfrentamos por vez primera a un problema con unas
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cuantas técnicas preestablecidas, o cuande utilizamos
alguna técnica matemdtica con la que estamos poco
familiarizados. Por su parte, el estudio profundizade,
que supone necesariamente un estudio exploratorio pre-
vio, va més alld de la aplicacién puntual de técnicas
dadas a problemas prefijados y va mis alld incluso de ia
mera resolucién de los problemas abordados: se funda-
menta en el dominio y desarrollo de las técnicas mate-
mdticas manipuladas, con la posibilidad de dar origen a
nuevas técnicas (debido a modificaciones de las técnicas
conocidas) y de que aparezcan nuevos problemas dentro
del campo inicial cuyo estudio requerird a su vez ciertas
modificaciones técnicas. Es en este «nivel» de estudio
donde aparece 1a necesidad de elementos tedricos «nue-
vos» (aunque sélo sean nuevos para los actores de la
actividad) destinados a interpretar y justificar las nuevas
técnicas y sus interrelaciones. Si entendiésemos el pro-
ceso de estudio de campos de preblemas idnicamente
coma un estudio exploraterio (cuyo objetivo radicarfa
en la mera resotucién de los problemas abordados}, nos
serfa dificil dar cuenta del porqué la actividad matema-
tica es capaz de evolucionar, plantearse nuevos objeti-
vos y desarrollar sus instrumentos. Al interpretar la
actividad matematica como actividad de estudio de cam-
pos de problemas matemdticos, debemos prolongar la
exploracién de problemas (y su resolucidn) con el traba-
jo de desarrolle de las técnicas que es productor de
técnicas nuevas, «descubridor» de nuevos campos de
problemas y elaborador de las nociones tedricas que
justifican, sintetizan e interrelacionan Jos distintos obje-
tos de la actividad.

Postulamos que, mientras el estudio exploratorio de
problemas cumple un objetive didactico fundamental de
toma de contacto y familiarizacién con las teorias, las
técnicas matemdticas y los campos de problemas que se
quieren ensefiar, un estudio profundizado de ciertos
campos de problemas constituye un complemento im-
prescindible en toda formacidn matemdtica.

Esta tesis coincide aproximadamente con la especifica-
cién en el caso de las matemdticas de una idea general
expresada por Whitehead en The Aims of Education
(1929), segun la cual la formacién en cualquier discipli-
na cientifica deberia contemplar, al lado de una visién
amplia, general y forzosamente superficial del saber que
se ensedta, una introduccion a la propia actividad cienti-
fica en cuestidén mediante el estudic especializado y
profunde de un parcela reducida de esta ciencia. Esta
afirmacion se opone a la idea dominante en nuestra
cultura escolar seguin la cual los estudios «profundiza-
dos y especializados» son propios de los niveles superio-
res de formacidn {por ejemplo, el tercer ciclo universita-
rio) y no deberian integrarse en la formacidn universitaria
bisica, y mucho menos en los niveles preuniversitarios’.
Mientras que la tesis de Whitehead implica (inicamente
que ambos aspectos de la formacidn matemdtica han de
estar unidos en cierta proporcion, la nuestra, al especifi-
car }a nocidn de «estudio profundizado de un campo de
problemas» y contraponerla al mero «estudio explorato-
rio», nos permitird ademds explicar el porqué y el cémo
de esta complementariedad. En lo que sigue de esta
seccién'expondremos el porgué, dejando el cémo para
mds adelante.
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Los momentos del proceso didactico

La necesidad de distinguir diferentes dimensiones en la
actividad matemdtica, esto es, en el trabajo llevade a
cabo durante el estudio de campos de problemas, nos
ileva a aumentar la compiejidad del modelo presentado
en la seccién anterior. Partiendo de la descripeidn de 1a
actividad matemaética como utilizacién y produccidn de
técnicas de estudio de campos de problemas, pasamos a
estructurar y caracterizar este proceso de estudio en, al
menos, tres momentos diferentes, gue describimos bre-
vemente 2 continuacién. Usamos la palabra «momento»
no en el sentido temporal y cronolégico, sino en el
sentido de «aspecto» o «dimensitns del proceso de
estudio de un campo de problemas. Esto significaque no
debemos considerar los tres momentos en que se estruc-
tura dicho proceso ni come tres formas diferentes de
estudiar campos de problemas ni come tres etapas suce-
sivas en el estudio de cada campo. Se trata de tres
«dimensiones ideales» que se integran de manera com-
pleja en toda actividad matemdtica concreta, esto €s, en
todo proceso de estudio de un campo de problemas.

Ya hemos dicho gue el estudio exploratorio de proble-
mas aislados cumple un importante objetive didéctico:
constituye esa etapa o dimensién del proceso didactico
en la que el estudiante se ve enfrentado a problemas
totalmente nuevos para él, y en la que debe manipular
por primera vez las técnicas pertinentes para su estudio,
Llamaremos momento exploratorio a esa dimension de
la actividad matemética que aparece, reiteradamente,
siempre que el actor de la actividad {sea estudiante
primerizo o matemético profesional) aborda un proble-
ma de un nuevo campo o cada vez que un desarrollo
técnico le lleva a plantearse un problema que requiere
utilizar una técnica diferente de la habitual.

Ahora bien, también hemeos visto que para ir més alld de
la exploracién del campo de problemas abordado es
necesaric partir de un dominio de las técnicas suficien-
temente robusto para permitir su desarrollo y variacién.
Llamaremos trabajo de la técnica al trabajo subyacente
de manipulacion de las técnicas, y momento de la técnica
a la dimensidn del proceso de estudio en la que se sitda
este trabajo, Por dltimo, denominames momento tedrico
acada una de las etapas del estudio en las que predomina
el trabajo de presentacién, descripeién, justificacién e
interpretacién de los distintos elementos que configuran
las técnicas mateméticas y su entorno; en otras palabras,
al trabajo tedrico asociado al estudic de un campo de
problemas {Chevallard 1992).

Cualquier andlisis mds detallado de la actividad mate-
mitica (tenemos un ejemplo en el realizado por James
Ritter, en Serres 1989) mostraria que la articulacidn
funcional de estos tres momentos requiere gue el mo-
mento de la técnica juegue el papel de momento integra-
dor del proceso de estudio de campos de problemas, esto
es, que aparezca como desarrollo natural del momento
exploratorio y como fuente de nuevas necesidades tegri-
cas. Esta funcién integradora es la primera razén, y
también la més bdsica, de por gué el estudio profundiza-
do de algunos campos de problemas debe complementar
el estudio exploratorio.
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Gracias a la estructuracién del proceso de estudio de
campos de problemas en tres momentos diferentes, dis-
ponemos ahora de un instrumento tedrico suficiente para
interpretar algunos fenémenos didédcticos muy visibles
en los actuales sistemas de ensefianza de las mateméticas
y que se mantenfan inexplicados hasta la fecha. Estas
interpretaciones aportardn razones complementarias para
apoyar el postulado de la necesidad del estudic profun-
dizado de clertos campos de problemas come comple-
mento de toda formacién matemaética.

Trabajo de la técnica y «creatividad matematica»

Partimos de la hip6tesis de que el estudio profundizado
de un campo de problemas sélo se puede llevar acaboa
partir del dominio de algunas técnicas mateméticas per-
tinentes. No es suficiente, en efecto, la utilizacién co-
trecta, ni siquiera reiterada de estas técnicas; se necesita
adem4s dominarlas hasta el punto de poderlas modificar
para adaptarlas a nuevas situaciones {es decir para pro-
seguir con el estudio de nuevos problemas). Quien real-
mente domina las técnicas, el experto, actia de tal modo
que no es consciente de que las estd usando efectivamen-
te, v esto le permite no sdlo usarlas de manera flexible,
sino ademds incluirlas en actividades mds amplias y
complejas®.

Lo anterior puede interpretarse diciendo que sélo el
experto es capaz de una actividad matemdtica creativa,
definiendo ésta como aquella actividad que permite, en
primer lugar, producir técnicas relativamente nuevas a
partir de variaciones de las ya conocidas y, en segundo
lugar, sintetizar los diferentes aspectos del conocimien-
to matemético desarrollado para configurar cierta visién
global del mismo. Un estudio dnicamente exploratorio
de los diferentes aspectos del universo matemaético (que
comporta forzosamente una utilizacién rigida de las
téenicas) no s6lo incapacita al estudiante para dirigir las
técnicas manipuladas hacia el estudio de nuevos proble-
mas, también le impide relacionarlas entre si ¢ interpre-
tarlas como parte de un todo mds amplio. Porque es sélo
en calidad de experto —aunque s6lo sea de una pequefia
parcela de las matemdticas— como podré el estudiante
«apreciar la exacta formulacién de las ideas generales»
(Whitehead 1929, p. 30).

En sintesis, podemos concluir que el trabajo de la
técnica es condicidn imprescindible para Hevar a cabo
una actividad matemdtica creativa, tanto en el sentido de
«creadoras de nuevas técnicas como en el de «generado-
ra» de nuevas relaciones entre técnicas, tecrias y campos
de problemas, con la formulacién consiguiente de «ideas
generales» al respecto.

Ausencia institucional del frabajo de la técnica

St nos referimos a las actividades docentes «ptiblicas»,
por oposicién a las privadas que realiza el alumno
individualmente fuera del aula, postulamos que en los
actuales sistemas de ensefianza de las matematicas es
dificil que la actividad de estudio de campos de proble-
mas se lleve de forma sistemética més alld del nivel
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exploratorio. No hay ningdn dispositivo didéctico insti-
tucionalizado que fomente el trabajo técnico y permita al
estudiante pasar de la simple exploracidn al estudio
profundizado de ciertos campos de problemas.

Esto no significa que ¢l sistema de ensefianza de las
matematicas ignore absolutamente el trabajo de la téc-
nica. Lo que queremos decir es un poco més complejo.
Por una parte, en los niveles superiores de la ensefianza
{a nivel de diplomatura o licenciatura}, el trabajo de la
técnica no tiene suficiente visibilidad y oficialidad, a
diferencia de los momentos exploratorios y a diferencia,
sobre todo, de los diferentes momentos tedricos. Porotra
parte, en los niveles preuniversitarios, el trabajo de la
técnica es visto como una amenaza para la exploracién
«libre» ¥ «creativa» de problemas. Y finalmente, alli
donde se ha impuesto el grito defensivo de «jvolveralo
badsico!» (especialmente a nivel de ensefianza primaria),
se tiende 2 enfatizar dnicamente los aspectos mds rudi-
mentarios del momento de la técnica por ser éstos los
mis algoritmizables y fdcilmente evaluables (Gascén
1992). En ningin caso se ha llegado a materializar,
mediante un dispositivo didéctico oficial, la conexién
entre los diversos momentos del estudio de un campo de
problemas; mds bien se contrapone el dominio robusto
de las técnicas a la actividad matemdtica creativa, como
si fuesen dos aspectos de la actividad matemdticaincom-
patibles entre si. Llamaremos ausencia institucional del
trabajo de la técnica a este fendmeno.

Esta ausencia proviene, en principio, del hecho de que la
cultura tiende a considerar peyorativamente el trabajo
de lu técnica, trabajo consideradec como «meramenie
mecénico y repetitivo». Pero una observacién mas aten-
ta deberia hacer patente que esta «represién» de todo lo
que pueda parecer rulinario en la ensefianza de las
matematicas (represién que se acentia en los niveles
educativos superiores) proviene en realidad de la nece-
sidad del sisiema de ensefianza de dar laimpresi6n (tanto
al observador exterior como a sus propios actores) de
que el trabajo matematico que se realiza es un trabajo
«Creativo», en el sentido ingenuo de «no rutinario». En
nuestra cultura se confunde «actividad creativa» con
«actividad no rutinaria», siendo quizé el carécter «libre»
y «espontdneo» de ésta el que le confiere una cierta
apariencia de creatividad.

Esta necesidad de creatividad aparente deja al alumno
en una situacién de incertidumbre permanente, en la que
se ve enfrentado constantemente con problemas nuevos
que le exigen la utilizacion de técnicas también nuevas.
En tal situacién, el alumno sélo puede alcanzar un
dominio muy débil de las técnicas que se le presentan, lo
que le incapacita, paraddjicamente, para una actividad
matemdtica genuinamente «creativa» en ¢l sentido que
hemos explicado en la seccién anterior®,

La ausencia institucional del trabajo de la técnica origi-
na, por tanto, importantes contradicciones y disfuncio-
nes dentro del sistema de ensefianza: por una parte, se
otorga gran valor a la «creatividad» en la actividad
matemética pero, por otra parte, no se poseen los medios
necesarios para hacerla existir en el aula. Estas disfun-
ciones suelen traducirse en una frustracién general: en
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unos casos se acaba abandonando explicitamente un
objetivo que la fuerza de los hechos presenta cada vez
como mis inasequible, cambidndolo por otro mucho
menos «prestigioso» que consiste en hacer que el alum-
no domine ciertas técnicas aisladas, sin pretender que
sepa desarrollarlas ni ser capaz de delimitar su dmbito de
aplicacidn; en otros casos, aunque se mantenga explici-
tamente el objetivo inicial de ensefiar una actividad
matemdtica «creativa», se observa un rephiegue implici-
to hacia posiciones menos ambiciosas y mis acordes con
el tipo de actividad matemdtica efectivamente presente
en el aula (fenémeno que se pone especialmente de
manifiesto, a la larga, en el proceso de evaluacién).

EL TALLER DE PRACTICAS MATEMA-
TICAS

Basdndonos en los anilisis anteriores, hemos disefiado
un nueve dispositivo diddctico, el raller de prdcticas
matemdticas, donde el estudiante pueda aprender a ha-
cer, de manera oficial, el tipo de trabajo matemdtico
necesario para profundizar en el estudio de algunos
campos de problemas concretos. La funcién principal
del taller de practicas es hacer vivir el momento de la
técnica dentro del horario lectivo, con el misme rango
que los demds momentos del proceso diddctico que ya
tienen dispositivos institucionalizados propios,

Deber{a parecer 1dgico que un sistema de ensefianza que
valora extraordinariamente la «creatividad» de la activi-
dad matemaética {en los dos sentidos indicados) oficiali-
ce la ensefianza del trabajo de la técnica como condicién
imprescindible para el desarrollo creative de dicha acti-
vidad. Pero debemos tener en cuenta los efectos, en la
cultura escolar, de la confusién entre «actividad creati-
va» y «actividad no rutinaria». Lo que proponemos
como actividad inicial de los alumnos en el taller de
practicas es aparentemente un tipe de trabajo matemdti-
¢o muy insignificante y humilde, que carece hoy dia de
suficiente legitimidad cultural para vivir con normali-
dad en las aulas. Nos tenemos que apoyar pues en su
pertinencia epistemolégica y diddctica, es decir, en su
necesidad para el desarrollo de la actividad matemdtica
en general y del proceso diddctico en particular, si
queremos darle cabida en el mundo oficial de la ensefan-
za, cOmo paso previo para que viva de manera natural en
manos del estudiante (primero en las instituciones do-
centes y luego fuera de ellas).

La organizacion del taller de prdcticas parte de la elec-
¢ion de un campo de problemas determinado dentro de
los distintos campos que configuran el plan de estudios.
Su objetivo es que los estudiantes puedan adquirir, para
llevar a cabo el estudio del campo de problemas elegido,
un dominio suficiente de ciertas técnicas matemdticas de
forma que puedan desarrollarlas y variarlas esponténea-
mente a medida que se enfrentan con nuevos problemas
de! campo. Cada taller se estructura en tres o cuatro
sesiones; cada sesién tiene una duracién de cuatro horas
y posee un subobjetivo propio. La dltima media hora de
cada sesion estd destinada a la realizacion de una micro-
prueba individual en la que el estudiante debe resolver
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de manera 4gil y fiable, y en un tiempo relativamente
limitado, un problema similar a los estudiados durante la
sesidn'®.

Al principio de cada sesién se distribuye a los estudian-
tes el «material de practicas» del taller. Es este material
el que debe dirigir la marcha del trabajo, aunque se podré
ver complementado ocasionalmente con algunas inter-
venciones del profesor. Dicho material presenta, en cada
sesién, algunos problemas del campo escogido que se
pueden abordar con una misma técnica (podemos decir
que representan un «subcampo» del campo considera-
do). Los estudiantes deben resolver inicialmente estos
problemas mediante 1z utilizacién de una técnica cono-
cida y progresar paulatinamente con técaicas originadas
por variacién de la técnica inicial. El principal objetivo
del estudio no debe ser inicamente [a resolucidn de cada
problema, ni tampoco el mero dominio de las técnicas
utilizadas; se pretende que los estudiantes consigan
desarrollarlas y modificarlas a lo largo del estudio, hasta
convertirse en «pequeiios expertos» en la actividad.

En el disefio de un taller de pricticas tiene una importan-
ciacapital 13 elaboracion del «material de pricticas». En
primer lugar, en su elaboracidn se realiza el trabajo de
explicitacién y descripcitn del campo de problemas que
se estudiard en clase, de las técnicas que han de permitir
al estudiante llevar a cabo el estudio, de los desarrollos
y variaciones técnicas que este estudio requiere, y del
entorno tedrico necesario. De aqui surge en realidad la
explicitacién del modelo especifico del &mbito matema-
tico que se pretende generar (modelo al que nos referfa-
mos con anterioridad). En segundo lugar, es este mate-
rial el que debe hacer aparecer, en manos de los estudiantes,
la posibilidad e incluso la necesidad de modificar v
generalizar las técnicas utilizadas para poder seguir
resolviendo los problemas que se les presentan.

En el lenguaje de la teoria de las situaciones diddcticas,
podria decirse que el «material de practicas» debe cons-
tituir el nicleo de una situacion «a diddctica» especifica
de la técnica matemdtica que los estudiantes deben
desarrollar. Esta formulacién no debe esconder que ¢l
elemento central del taller no son las técnicas estructu-
radoras, sino la actividad matemética mds compleja que
el desarrollo de estas técricas posibilita, Los talleres de
practicas se deben concebir siempre como un dispositivo
didactico mas, en el que se desarrolla un aspecto o
momento de la actividad matematica estrechamente de-
pendiente de los demds. Olvidar esta funcién, a la vez
subordinada y articuladora, nos podria iHevar a una
excesiva «didactificacion» de las técnicas ensefiadas, lo
que significaria a la larga identificar la funcién de los
talleres de practicas con laensefianzade la utilizacién de
técnicas mateméticas.

Breve descripcién de un taller de practicas
experimentado

Presentamos aqui, a titulo de ejemplo, uno de los talleres
de practicas disefiados y experimentados durante el
curso 91-92 con estudiantes de primer curso de Andlisis
de la licenciatura de matemdticas de la UAB'!. La expe-
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rimentacion ha sido llevada a cabo por un equipo forma-
do por los tres profesores de laasignatura (un profesor de
«teorfa» y dos de «problemas») més los autores. Noso-
tros hemos sido los responsables de la coordinacién y los
encargados del disefio, el seguimiento y laevaluacidn de
todo el proceso.

Este taller ha sido diseiiado con el proposite de que los
estudiantes lleven a cabo el estudio profundizado de un
pequefio campo de problemas situado en el {inmenso)
campe de las ecuaciones diferenciales lineales. El pri-
mer objetivo del taller es que el estudiante llegue a
dominar de una manera robusta las distintas técnicas que
aparecen, a fin de que sea capaz de realizar por si mismo
pequefias variaciones de dichas técnicas. El segundo
objetivo consiste en posibilitar, a partir de las variacio-
nesrelevantes de las técnicas, que surjan en manos de los
estudiantes las consiguientes ampliaciones delcampo de
problemas y de las necesidades teéricas asociadas. El
«material de précticas» elaborado para este taller lleva
por titule Séries de poténcies | equacions diferencials
(Bosch 1992).

La duraci6n totai del taller fue de tres sesiones de cuatro
horas cada una. Al principio de la primera sesion cada
profesor presentd a los estudiantes de su grupo el campo
de problemas de las ecuaciones diferenciales y les pro-
puso encontrar las soluciones analiticas de ciertas ecua-
clones a partir de la dnica técnica que conocian: la del
célculo de los coeficientes de la serie de Taylor de la
funcién solucién, derivando sucesivamente Ja ecuacion
y evaluando en el punte inicial. Esta serd considerada,
por lo tanto, la téenica inicial del taller. Detallamos en el
anexo I las pequefias variuciones de esta técnica que
debe realizar el estudiante para llegar a dominarla.

Las limitaciones de esta técnica inicial surgen al encon-
trarse el estudiante con ecuaciones en las que aumenta
rapidamente la dificultad del cdlculo de las derivadas
sucesivas y, porlotanto, laimposibilidad de encontrar la
expresion general de los coeficientes de la serie. En el
anexo Il se exponen las citadas limitaciones.

El hecho de centrarnos en las soluciones analiticas de las
ecuaciones permite producir una nueva técnica que con-
siste en suponer ¢l problema resuelto y la solucidn
expresada como una serie de potencias; al sustituir esta
serie en el lugar de la funcidn incdgnita de 1a ecuacién
diferencial, se obtiene una sucesién recurrente que per-
mite determinar los coeficientes de la serie solucidn.
Denominaremos esta técnica, que puede considerarse
obterida por variacidén de la técnica inicial, la téenica
principal del taller, es decir ia téenica que Jos estudian-
tes deben conseguir dominar, rutinizar y adaptar, por
variacion, a las nuevas situaciones problemdticas que se
les presentardn. Figuran también en el anexo III el
procesode produccidn de la nueva técnica, lacorrespon-
diente ampliacion del campo de problemas y las necesi-
dades tedricas que ello comporta.

Al intentar rutinizar esta nueva técnica, los estudiantes
toparon con numerosas dificultades que tuvieron que
superar gradualmente: el cambio de variable o de super
y subindice en la serie solucidn; la obtencidén de los
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primeros términos de la serie y de la relacién de recu-
rrencia; y, sobre todo, la resolucidn de esta recurrencia
(sirnple, pero poco familiar). Estas son, a grandes ras-
gos, las subtécnicas de que se compone la técnica prin-
cipal.

La segunda sesién tenia por objetivo utilizar la técnica
principal del taller para realizar un estudio profundizade
de la clase de problemas de las ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden con coeficientes constantes y
con una funcién pelinémica comeo término independien-
te. Esto permiti6 a los estudiantes conseguir un dominio
suficientemente robusto de la técnica principal del taller
para poderla modificar, estudiar el caso general presen-
tado y conjeturar algin resultade tedrico interesante que
requerird una justificacién posterior (en la clase de
teorfa). En el anexo IV figura un esquema de dicho
estudio profundizado.

E! objetivo de la tercera sesion consistié en explorar la
clase de problemas cuya incégnita es el desarrollo de
Taylor de una funcién elemental dada, mediante una
nueva medificacion de la técnica principai del taller. La
modificacién consiste en lo siguiente: dada una funcidn,
se busca una ecuacidn funcional (diferencial ¢ no) que
acepte dicha funcién como solucién; utilizando la unici-
dad (bajo condiciones iniciales dadas) de la supuesta
solucién analitica de [a ecuacién funcional considerada,
puede entonces aplicarse la técnica principal del taller
para cbtener los coeficientes de la serie de Taylor busca-
da. (Ver los detalles en el anexo V).

Entre las posibles direcciones de desarrollo de las técni-
cas, complementarias de las que se han realizado en ¢l
taller, podemos citar las que tlevan al estudio de las
ecuactones diferenciales de orden superior y las que
ponen de manifiesto las limitaciones de la técnica prin-
cipal del raller cuando se intenta resolver con ella
ecuaciones diferenciales no lineales. {Ver anexo VL)

El estudio relativamente profundizado que se ha llevado
a cabo para algunas clases de problemas (dentro del
campo virtual inicial} ha pueste de manifiesto, a rafz de
las necesidades tedricas que se han generado, hasta qué
punto el discurso tedrico (jerarquizadeor, estructurador y
justificador de los objetos matematicos y de su manipu-
lacidn} depende estrechamente, en cada momento, de las
técnicas utilizadas'™.

Ambas cuestiones, las posibles direcciones de desarro-
llo de las técnicas y la estrecha dependencia entre el
discurso tedrico y las técnicas utilizadas, enmarcan el
&mbito del conocimiento matemdtico en el que un «ex-
perto» en las técnicas de este taller podria desarrollar una
actividad matematica autdénoma y creativa. Se pone de
manifiesto, asimismo, la importancia del momento de la
técnica como mermento integrador del procesc de estu-
dio de un campo de problemas.

Algunos fendmenos emergentes

Citaremos esquemaAticamente algunos hechos y fenéme-
nos didicticos que han ido emergiendo a lo largo de las
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experimentaciones de los talleres de practicas que he-
mos realizado. Se incluyen aqui los dos talleres realiza-
dos durante los cursos 91-92 ya citados, junto al que se
llevo a cabo durante el curso 90-91 con estudiantes de
segunde curso de licenciatura de matemaéticas {Gascén
1991b}):

a) Se observa una importante ralentizacion del cambio
de los objetos matemdticos manipulados en las sesiones
de précticas, respecto a los restantes dispositivos de
ensefianza (clases de teorfa y clases de problemas)
parece entonces, €n un primer momente, que los estu-
diantes pasan «mucho tiempo» realizando una {en apa-
riencia) «misma actividad» v, por tanto, que progresan
muy lentamente.

b} Se ha visto también que los estudiantes, como actores
principales del taller, aceptan mejor que el propio profe-
sor de practicas el llevar a cabo de manera «oficial» el
trabajo de la técnica, seguramente porque en sus manos
la utilizacion reiterada de una técnica que no dominan
tarda mds en aparecer como un trabajo ratinario. Dicho
de otro modo, la ralentizacion ala que nos referiamos no
tiene un caracter objetivo: el principiante «ve» la nove-
dad alli donde el experto observador sélo vislumbra fa
utitizacién de una «misma técnica» en dos «problemas
equivalentess».

c) Se pone claramente de relieve en los talleres de
practicas que la actividad matemética que el profesor
ensefia no debe ser una «copia» de la que €l mismo
lievaria a cabo para estudiar el campo de problemas
abordado e, incluso, que el profeser tiene a veces que
exigir del estudiante un dominio de algunas técnicas
localmente mds robusto del que €l mismo posee: el
estudiante puede tener la necesidad de llegar a ser mds
experto que el propio profesor por lo que se refiere a la
manipulacién de las técnicas del taller.

d) La institucionalizacién de los talleres de précticas
pone de manifiesto la necesidad imperiosa de un trabajo
de ingenieria matemdtica, elemento esencial para la
ingenierfa diddctica, totalmente diferente del que hace
normalmente el matematico, tanto en la investigacion
como en la preparacion de las clases. Se trata del trabajo
matemitico previc a la elaboracién del «materjal de
précticass.

e) Las dificuitades encontradas para hacer vivir el mo-
mento de la técnica dentro del sistema de ensefianza de
las matematicas no provienen dnicamente de la peyora-
cién cultural del trabajo de latécnica. Hemos constatade
ademdis que el momento exploraiorio (considerado cada
vez més como el prototipo de actividad matemdtica por
excelencia, incluso a nivel universitario) tiende a invadir
el momento de la técnica. Esta «invasién» se manifiesta
dentro del propio taller de practicas y, sobre todo, fuera
del mismo. Dentro del taller, en el desarrollo de cada
sesién de prdcticas, hay que luchar contra la tendencia
escolar que llevaria a explorar constantemente proble-
mas nieves Con técnicas nuevas y, por tanto, a minimizar
el trabajo de la técnica. Desde fuera, en el disefio del
proceso global de ensefianza de ias matemadticas (en el
caso de un nuevo plan de estudios, por ejemplo), la
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citada invasién puede manifestarse al no verse la nece-
sidad de distinguir entre las clases de problemas v las
prdcticas matemdticas, 1o que significa, en el fondo,
negarle una identidad {esto es, una estructura y funcio-
nes propias) ala nueva actividad docente. Pensamos que
la tendencia del momento exploratorio a invadir la tota-
lidad del proceso didéctico {tendencia dominante en la
enseftanza secundaria pero, como hemos dicho, no ajena
a la ensefianza universitaria) dificultar la instauracién
de los talleres de précticas, perpetuando asf muchas de
las disfunciones observables en los actuales sistemas de
ensefianza de las matemdticas.

NOTAS

''La ingenieria did4ctica consiste en producir situaciones o
medios de ensefianza que respondan z problemas técnicos
predeterminados [...] donde los efectos se prevén o calculanen
funcién de conocimientos precisos [de diddctica de las
matemndéticas]» {Brousseau 1589).

*Para mis detalles sobre el estado actual de desarrollo de este
modelo y suconexidn connuestro trabajo, remitimos a Chevaltard
1991 y 1992, Bosch y Gascon 1992 y 1993, Gascén 1991a v
1992,

* Los desarrollos presentados en este apartado y el siguiente
han sido elaborades a partir de los trabajos de Yves Chevallard
citados en la nota anterior.

* Al nivel de andlisis en gue nos siteamos, tomaremos ¢omo
primitivas las nociones de «problema», «campode problemas»,
«técnica matemdtica» y «teorfar. Aunque, en otro nivel de
andlisis, es posible preguntarse, por ejemplo, cudles son los
componentes de una téenica matemdtica o de un campo de
problemas, agu{ sélo mostraremos la forma de empleo de estas
nociones y sus interrelaciones.

YNuestro postulado, al identificar la actividad matemética con
la utilizacién y produccidn de técnicas mateméticas, es una
especificacién de un postelado antropolégico general segiin el
cual toda actividad humana resulta de la puesta en prdctica de
una técnica {notaremos pues que la nocién de «técnicax tiene
aquf un sentido mucho mas amplio todavia}.

8Vesse Kuhn 1962, Lakatos, 1971 1976, 1978, Feyerabend
1970, Toulmin 1972 y Serres 1989,

"En el caso de la ltima reforma del curriculo de matematicas
de secundaria, aparece una tendencia a reemplazar la préctica
de la actividad matemética por la ensefianza de una supuesta
«cultura matemética» que forzosamente quedard vacia si no se
fundamentaenel dominioy desarrollo delas téenicas mateméticas.
Este fenémeno, que se extiende a otras disciplinas, fue notado
por Agustin Garcfa Calvo, quien interpreta que la tendencia de
ir reemplazando sisteméticamente la ensefianza del griego v el
latin por una «cultura clésica» en los (sucesivos) «nuevos»
planes de estudio se apoya en una idea dominante (falsa, como
todas) respecto a las relaciones entre lenguaje y cultura, idea
que atribuye a esta ultima una importancia desmesurada y
paradgjica al presentarla como independiente de la actividad
que la genera (el estudio de las lenguas clisicas en este caso}
{Garcia Calvo 1992).

#Esta caracterfstica es comiin al experto en cualquier tipo de
técnicas; ya seaentécnicas aprendidas de manera no consciente
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Las descripciones anteriores, forzosamente esquemnmti-
cas y desligadas, no pretenden en ningiin modo asumir el
papel de andlisis o evaluacion prematura de la actividad
docente experimentada. Es previsible que el estudio
sistemdtico de estos fendmenos sobrepase ampliamente
el &mbito del taller de prdcticas para abordar de lleno las
interrelaciones de éste con los restantes dispositivos del
sistemna de ensefianza de las mateméticas. Este estudio se
situard, por tanto, en el marco de un nuevo programa de
investigacién en didéctica de las matematicas en el que
debemos seguir trabajando®,

{como ciertas téenicas del equilibrio, las técnicas que nos
permiten discriminar las oraciones «bien formadass» en nuestra
lengua materna ¢ las técnicas de la orientacidn espacial), como
en técnicas aprendidas de manera més consciente {como las
técnicas del juego del ajedrez, las que permiten tocar un
instrumento musical o las técnicas matematicas
institucionalizadas).

® A fin de mostrar miés claramente este fendmeno, diremos gue
la represi6n del trabajo de la técnica no tiene el mismo alcance
en las actividades llamadas «manuales», en las actividades
deportivas y ni siguiera en las artisticas donde, aunque siempre
se considerz que la técnica debe estar al «servicion de la
creatividad, no deja de verse como una condiciénindispensable
de ésta.

'8 Esta microprueba es un dispositive did4ctico importante
debido a su funcidn de objetivizacidn, puesto que da al estudiante
una valoracién externa de los resultados del trabajo técnico
realizado. También ayuda a definir el «contrato did4cticor que
se establece a lo largo del taller, al precisar en particular hasta
qué punto los estudiantes deben dominar las téenicas utilizadas
en cada sesidn para proseguir con el estudio del campo de
problemas. No es necesario decir que la microprueba también
funciona como una importante fuente de informacién para los
profesores {y, en este caso, para los investigadores).

I'Ethecho de haber inictado la experimentacién con estudiantes
universitarios es meramente circunstancial: el lector habrd
poedide observar que el alcance de nuestras formulaciones no
depende del nivel educative considerado. Se verd asimismo
que el trabajo de ingenieria realizadoe se podria extender (con
algunas modificaciones) a los niveles preuniversitarios.

12 Asf, por ejemplo, durante la utilizacidn de la técnica inicial
deltaller, puede surgir la necesidad de relacionar launicidad de
la solucién de las ecuaciones diferenciales estudiadas con la de
las relaciones de recurrencia obtenidas, as{ como con la unicidad
de la serie de Taylor de una funcién analitica; puede aparecer
asimismo lanecesidad de justificar algunas de las manipulaciones
(como los cambios de variable de las series de potencias), la de
asegurar la convergencia de la serie encontrada; etcétera.

'* Agradecemos a . Brousseau, Y. Chevallard, P. Ors y J.M,
Lamarca lalecturade las versicnes preliminares de este trabajo,
asi como sus sugerencias para mejorarlo. Para orientacidn del
lector, queremos hacer coastar que en este articulo se describe
la tectfa de los momentos didécticos y su experimentacién en
el estado en que se encontraban en abril de 1992, fechaen ia
gue fue elaborado este trabajo.
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ANEXO I, TECNICA INICIAL

El estudio del compo de problemas se empieza intentanddo haller las soluciones analfticas de cierias
ecuaciones diferencioles hineales. La técnicn inicial consiste bésicamente en coleular, a partir de la
ecuaeidn diferencial, las derivadas sucesivas de la funcién solucién para deducir su serie de Taylor
¢ intentar después identificarls en términos de funciones elementales,

= -3
1 { g‘(0)=1€1

Chaervaciones previas sobre el problema:

Sea y{z) una solucién de la ecvacién. Le forma misma de la ecuacién nos permite afirmar que
toda solucién sard infinitamente derivable en su dorminio de definicién: y es una vez derivable y,
puesto que se cumple y’ = —3y, ¢’ también serd una vez derivable, etc.

Consideraremos \nicamente las soluciones anakiticas de la ecuacidn, expresadas mediante su
serie de Taylor. Como toda solucién verifica y(0) = 14, consideraremos la serie de Taylor centrada

enx=40;

Determinacién de los términos de la serie solucién:
Sustituimos y(x) por su serie de Taylor en la ecuacién y derivamos ésta sucesivamente:

y(0) =14
yV=-% = yO)=-3(0)=-3x14
y'= -3 =(=3)% = (0)=(-3)"14

¥ = 3D = (<3y = y*0)=(-3)"M4

Conclusién: 1a ecuacién tiene una Unica solucidn analitica:

o) = T E M1y 5 G
n>g ' n2g :

Radio de convergencia ¢ identificacidn de lo serie oblenida:

El clculo del radic de convergencia nos determina el dominio de definicién de la solucién;
1 g (=8Pt (-3) _

B = o G~ g S0 B

La solucién estd definida para todo z € R. .

La igualdad y(z) = 145 E3en — 145 30 permite identificar la solucién como la serie
de Taylor de la funcién y(z) = 1de~3=.

Sabemos, por otra parte, gue esta funcidn estd definida para todo x € R, lo que concuerda con
¢l resultado anterior. . :

Comprobacion: La solucidn obtenida es:

y(z) = g3
que satisface efectivamente la ecuacién: {14¢~%) = —3(14e~%), y )a condicién inicial: 14¢° = 14,

Ampliacién del problema:
Notemos que la condicién inicizl y(0) = 14 determina los coeficientes de la serie y, per tanto,

la unicidad de la solucién. Con una condicién iniciel general y{0) = 3 € R, obtendrfarmos, para
tode n, y*(0) = (~3)y0, lo que nos da la solucién general:

324 ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 1994, 12 (3)




INVESTIGACION Y EXPERIENCIAS DIDACTICAS

-3
y@r = 3 ET W o gy
n>0
Asf la ﬁmclﬁu ylz)= voe~3% es la 1inica solucién analitica de Ja ecuacién diferencial 3’ = ~3y con

$(0) =
En caso de tener una condicién inicial del tipo y(:co) % (con zp no necesarismente igual a

0}, buscarfamos una solucién de le forma y(z) = 350 "——,&-ﬂ(z —zo)™.
Si constderamos ghora la ecuacion general i’ = ay con a € R, entonces la derivada n-ésima de

1a solucién sers ¢{™ (zq) = a™yq, y Ia serie solucién:

y(e) =10 30 Tl —0)"
n20

que corresponde a la funcién y(z) = poe—=0),

=By +
@ {g’(o)iyl *

Observaciones previas:

A diferencia de la ecuacién anterior, aparece aquf una z como segundo sumando en la ecuscidn
(esto es, aparece un término independiente). Este término independiente “invalida” una posible

solucién del tipo y(z) = yoe®*.

Esta novedad del problema no trae consecuencias mayores, sélo hace més compleja la utilizacién
de la técnica (sobre todo en la identificacién de la solucién).

Serie de Taylor de y{x) en torno & 2 = 0: H(x) = ¥ ,50 "(l,:;@z“
Determinacién de los iérminos de la seréie solucién:

y(0) =1
¥=%y+z = y0)=5(0)=
Y =5/ +1 — $(0)=25+1=26 -
ym 5@‘” Yy w(o) 5 % 26
H’H Eym 52yn —h :m (0) 52 % 26

}

v(ﬂ) - sy(n«—&) = 51;—2ny y{n) (0) = 5“_23!” (0) = 5*%96 Wn > 2

Conclusién: La ecuacién tiene una dnica solucidn analftica:

g(z)-1+5=:+z

BR— "2
26 _ - 5 Z
nx? a2 ¥
Para hacer aparecer en la expresién obtenida alguna serie de Taylor conocida, debemos entonces
realizar el siguiente trabajo:

-2 26 26 1 1
1-!—5:-&-262--—-—z = l4+bot 1 = 1452 +25(Z g —1-8z) = oo™ - — 2

n>2

La solucién es pues; y(z) = "" e ~ 53 — {2z definida para todo z real.
Vemos odmo la identificacién de la serie obtenidn en terminos de funciones elementales deter-
mina el dominio de definicién de la solucién y hace innecesario el cdiculo del radio de convergencia.
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Dificultades técnicas encontradas:

La “novedad” del término independiente (# 0} de Ja ecuacidn no nos ha impedido encontrar
la expresién genersl de la derivada n-¢sima de Ia solucién puesto que dicho término desaparece al
derivar sucesivamente la ecuacién. {No consideraremos aqui las importantes variaclones técnicas
que serfan necesarias si se quisieran resolver ecuacjones diferenciales lineales con términos indepen-
dientes no polindmicos.}

Nétese que la identificacién de la solucién results en este caso de la utilizacidn de una subiécnica
de la técnica inicial con un “mode de funcionamiento” propio (y nada triviel): cambios de
subfndices, introduccién y substraccién de términos, etc.

Ampliacidn del problema:

El estudio que acabamos de llevar a cabo con 1a ecuacidn y' = 5y -+ x se puede generalizar para
ecuaciones del tipo 3’ = oy + =, con a € R, y condicién inicial y{yn) = z0.

Los mismos “gestos” efectuados anteriormente permiten llegar & la solucién:

an—2

n!

¥(z) = o + og0(z — 2o} + (0P +1) Y, “~r—(z — 7o)

nr2
que sélo habrfa que identificar en términos de funciones elementales.
Es f4cil ver que las pequefias variaciones de la técnice utilizada para resolver §' = ay + « nos
permitirfan proseguir con un estudio “sistemstico™ de las ecusciones diferenciales lineales de primer
orden con coeficientes constantes y término independiente polinémico:

¥ =oy+ P(z).

Dado que, para n suficientermnente grande, siempre obtendremos la igualdad ™ {zo} = ay®~1,
podemos asegurar que en Ja funcién solucién aparecers el término £22~%0) {esto es la solucién de
Ia ecuacién linea) homogénes 3’ = ay asociade & ¥ = ay + P(z)).

El trabajo de la téenica sequiria con el examen de las siguientes ecuaciones {que dejamos al lector):
COREAn il
y(l) =0

! =

@ { ¥

Podemos guizd prever en este diimo caso que la gpericidn de cosficientes no constanles haga la
ulthizacién de la téenica mds “sensible” a pequerias variaciones de la ecuacidn, pudidndose presentar
agquf una verdadera limitacion de le téenica.
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ANEXO IL LIMITACIONES DE LA TECNICA INICIAL

3(0)=0

Observeciones previas:
Antes de resolver la ecuacién, notemos que ésta no aparece en la forma hasta ahora habitual
i = Iy, x)}, sino en la forma G(z,¥,%") = 0. Para mayor comedidad la transformaremos en la

ecuacidn equivalente

i 2ey oy =

y’=-—-3z2y+a:2.

También podemos notar que el coeficiente de 1 y no es constante, Jo que podrd dificultar el
cdlculo de las derivadas sucesivas, La condicién inicial en cambio aparece en su “versién simple”,
evaluada en x = 0. Buscamos por lo tanto una solucién de la forma:

. {n}
y(:c) = z b (O)xn_

nl
n>0

Determinacién de los términos de la serie:

¥(0}=0
y ==32%y+2? = H(0)=0
¥ = 6oy~ 3% + 22 = ' {0)=0
¥ = by —12zy - 3% +2 = y"(0)=2
§" = —18y - 18zy" ~ 32" = y™(0)} =0
y{s) = =361 24Iym - 3z2ylm _— y{S](o) =0
¥® = —s0y"” — 30zy™ — 3%y = o) = -60x2
y(n = __goymr _ 3613;{53 - 31723({6] —ry g('?}({}) =0
¥® = —125y18) — 42238 _ 327D = yB0) =0
3@ = 1685 . 482417 — 3228 — $P(0)=168%60x 2
W=7 =y =7

Dificultades técnicas: -

Serfa muy large y penoso seguir derivando 1a sojucién para intentar hallar el ténmino general
de |a derivada n-nésima. Lo tnico que se ve, de momento, es que ™ = 0 si n no es miltiplo de
3, caracterfstica ésts que no depende de Iz condicién inicial dada.

También poedemos afirmar que st la condicién inicial es tal que y™{(0) = O (esto ocurrirfa si
tuviéramos (0} = 3}, entonces la tinica solucién de la ecuncién es la funcién constante y = 3.
Por contra, con una condicién inicial en zg 5 0, ain serfa mds diffcil encontrar una expresién pars

DA (3

En resumen, la técnica inicial nos permiie resclver ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden con coeficientes conslanies, pero no todas las ecuaciones con coeficientes polindmicos de
grado magor que I. Las limitaciones de esta téenica inicial provienen de las dificultades para hallar
la ezpresidn general de y™(0) (y pues de los coeficientes de la serie solucidn),
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ANEXO IIL PRODUCCION DE UNA NUEVA TECNICA

Intentaremos salventar Ia limitacidn de lo téonica inicinl introduciendo le siguiente varigeidn: dada
una ecuacidn diferencial de primer orden F(y',y,z) = 0, supongamos que el problems de hallar
una solucidn analitica ya estd resuelic y expresemos dicha solucidn en jorma de serie de polencias:
#(z) =3 anz™. Tenemos entonces que y'(z) = ) nanz™1.

Si sustituimes en lo ecuacidn y ¢ y' por su expresién en serie de polencias, la ecuscién se
convertird en una igualdad de series. Igualando los coeficientes de los series, podemos deducir
una relacidn de recusrencia entre los a,. La solucidn de esta relacidn es lo que nos permitird
determinar la funcidn solucidn.

Podemos considerar gue este modificacién no constituye inicamente una variacién de la téenica
inicial, sino que da lugar a ung nueva técnice de estudio de las ecunciones diferenciales lineales:
la tamaremos la técnica principal del laller, Con ella, el “trabajo” de resolucién de las ecuaciones
diferenciales 22 va o transformar completamentie, como veremos a continugcidn retomande los
primeras ecuaciones estudiadas anteriormente.

Sustitucidn de la solucidn por su desarrollo en serie:

Sea y(x) = Z,,)o anz" la solucién expresada con su desarrollo en serie de potencias (centrada
en x = 0 porque la condicidn inicial viene dada en este punto).

Si sustituimos en ]a ecuacién tenemos:

¥(z) = -3y(z) <= Zna.nz"”‘ =-3 Z anz®

w2l n>0
- E(n. +1) gu4i2" = z -3a,z"
n20 n>ad

> (n+1)apy1=-3a, Mm20

Determinacidn de los coeficienies de i serie:
Obtenemos asf una relacién de recurvencia entre los coeficientes de la serie solucién:

-3
= — todon >0
Gnty n+1au para nz

que nos permititd hallar 1a expresién del término general:

—3)2 -3 -3 -3 -3 -3)°
a1 = —3ag; 03=(2) a9 . Gn=;'ﬂ'n'—1="—“—__—1u-3'ao=(—)

Deducimos que o, = k—:l)-:ao para todo n > 0 con ap = y(0) = 14, Obtenemos entonces el término
general:

Identificacidén de la solucidn:
La ecuacién tiene une vinica solucién analftica:

y(z) = Z (.—:IJ“ 14z = 142 .5_!.(_33)'1 = 14e=%
. nzG

n>l

Dificuliades téenions:

En ¢l estudio de este tipo de ecurcidn, la nueva técnica se muestra mencs escondmica que la
inicial. Esto s quizd debido a la novedad de su utilizacién y a una posible inexperiencis del
actor en la identificacidn de sucesiones recurrentes. Es de prever que, a medida que se avance en
el trabajo de la téenica, estas pequefias dificultades disminuysn paulatinamente y nos permitan
realizar pequefias veriaciones para solventar los problemas nuevos que puedan aparecer.

Estas nuevas dificuitades téenicas son bdsicamente dos: la manipulacion de subfudices en Ja
expresién de la serie para facilitar la igualacidén de coeficientes; y, scbre todo, la resolucién de la
relacién de recurrencia que se obtiene a partir de dicha igualacién.

328
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Necesidades tedricas:

Hemos utilizado immplcitamente un resultado tedrico importante: la unicidad de la expresidn
de una funcién analftice como serje de potencias. Este resultado es el que justifics el “gesto” de
igualacién de los ooeficientes y nos asegura la obtencidn de una relacién de recurrencia para cada

ecuacién. .
La. ecuacidén diferencial tendrd entonces tantas goluciones analfticas como sucesiones verifiquen

Ia relacidn de recurrencia asociada,

Ampliacién del problema:
Se ve muy claramente, con esta técnica, que la condicién inicial determina la unicidad de la

solucién y que, & una condicién inicial 4{zg) = wo, le torresponde la soluctén:

n 1 n —Xp
yo) =Y Bla-m) =) =z —z0)" = el
n>0 n>0

Tembién podemos notar, sin necesidad de repetir todo el proceso, que a una ecuacién del tipo
¥’ = ay con a € R le corresponde Ia relacién de recurrencia a, = Sa,..1 que determina el término
general de la serie a, = yyo y pues 2 solucién:

Posible variacidn de la téenice principal:

Existe una “variante® de esta técnica que permite controlar {e incluso evitar) la manipulacién de
los sumatorios, Consiste en escribir las series de potencias en tods su extensién, los dos miembros
de la ecuscién uno encima del otro, e igualar término a término:

y(&‘"} = aﬂ+313+0322+,"+an+."
Yiz) = a1+ 2e2+3a2’ ... +naa_1+...

y=y =>a=4e); 61=2; a=3a3...; Gn=7nap1;-...

El trabajo de la éenica principal deberia proseguir con la resolucidn de las demds ecueciones, gue
no detallarernos en esta presentacién,
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ANEXO IV. ESTUDIO DEL CASO GENERAL

Los “gestos” realizados en el estudio anterfor tienen un alcance mayor que la mera resolucién de
la ecuacidn (1): parece que podemos repetir el misro proceso con cualquier ecuacién lineal con
coeficientes constantes y término independiente polindmico del tipo:

¥ = ay+ Pla)

La téenica principal utilizada hace corresponder & cada ecuacidn uns relacidn de recurrencia,
que serd, en este caso, ung recurrencia de primer orden. Como ¢l términc independiente de Ia
ecuacién sblo afecta a los primeros coeficientes de la serie, podemos prever que, a partir de cierto
n, obtendremos sismpre una relacién de recurrencia del tipo ¢, = aan—-1 que se puede resolver
fdcilmente y que dars lugar, en la sclucidn, a8 un término exponenclal del tipo e**,

Se podré econjeturar entonces un caso particular del resultado tedricc mis general segin ol
cual las soluciones de una ecuacién diferencial lineal son suma de una ecuacién particular y de la
solucién general de la ecuacién homogénea asociada.

Resumimeos a continuacién los principales “gestos” del estudio de los primeros casos de esta ecuacién
genetral:

Y=ay > Y (a+1)onuz"=ay ans"
a

=— >

€ onpr=rqan Va20
aﬂ
= a..=;§-ao Yoo
> y(t)=aoz-°£:“=aoe”
rl
yVy=op+8 < Z(n+1)an+1x“=a2a,,z“+ﬁ
o

= - = e—— >
<> ay=awp+f ;| Gap nrio Vn>1
&= ar=as+h ; an=%,*(ao+§) Vn>1

— ﬁ a” I — ﬁ ax ﬁ
= ;«;(z)—(t‘-*(ﬂ-m)“%:]l % +ao—(ag+a)e ~

V=ay+Prty <> Y (n+1)opus"=a) anz®+8z+
<= s =aawty; o =an+h an+1=ﬂilo,, Yn>2
Qn—-ﬁ

> a=adg+y; 6g=aa+5; By = ==tz Vn>1
Ete.
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ANEXO V. AMPLIACION DEL CAMPO DE PROBLEMAS INICIAL

Abordaremas akors con lo técnice prineipal la primera ecuaeidn en la que se pusierom clavamente
de manifiesto las Umitaciones de la {éenics inicial.

- # 3£2 - 2=0
®) {3($=o” ==

Sustitucidn de lo solucidn por su desarrollo en serie:
Sea y{x} = 3., anz™ una solucién de la scuacién. Tenemos:

¥{z) +3x%y(z) ~ 22 =0 <= Z(n+ 1} aps1z2™+ 32 gzt 23 =10

n20 nzl
= Z{M— 1)an+1z”+3zan-zz“ -2*=0
n>G n>2

= a=0 28:=0 3a+3g-1=0
(n+1}epir+3an-2=0 ¥n2>38

Relacién de recurrencia:
Obtenemos esta vez una refacién de recurrencia de orden 3:

1 -3
6o =a0; a1=0 02=0; og=g(-Bag+1); en=-an-3 Vn24
Resolucion de la recurrencia;

e we e { BY T dn=
ap, 61,00 =0 33—3{1—360), N_O""'%z{ﬂsino
Hentificacién de la solucidn:
Los términos no nulos de la serie son:
) Y G Vi
= - - >
a3y = “gpyras T {(1-3ay) Vk20

Para ap = y(0) = 0, la ecuacién tiene una vnica solucién anslftica:

1)kt
y(z) =Z( 17 s

v 3kt
que identificamos como y(x) = —3(exp(—2%) -+ 1}.

Ampliacién del problema:
La solucién de la ecuacién ¢’ + 3z%y — %% = 0 con condicién iniclal y{zg) = ap es:

y(z) = (a0 ~ 3)exp(~(z — 20}").

Vemos que con la condicién inicial y{zo) = § 12 solucién es y(z) = 0. (Formarfa parte del
trabajo de la técnica el volver a resolver la ecuacidn en este caso coneréeto para comprobar que se
obtiene efectlvamente este resultado (ya) conocido.)

La técnica principal nos he permitido resolver una ecuscidn con la que habia fracasnds la téenice
inicial. Pero cale mejorn se ha hecho bajo ciertas restricciones, puesto que no “controlamos”
todavia el aleance de lo nueve téenica. Necesilerfamos profundizar mds en el estudio para paro
delimitar la clase de ecuaciones diferenciales que la téenica prinicipal nos permile esiudiar (saber
cudles son log tipos de recurrencias gue nos pueden aparecer, si son o no resolubles, ele. ).
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ANEXO V1 POSIBLES DESARROLLOS DE LA TECNICA PRINCIPAL

La técnice principal no nos permile tinicamente resolver ecuaciones diferenciales lineales, Com una
nueva variacidn, ae puede amplior el campo de problemas estudiado, no paro resolver ecuaciones
diferenciales nuevas, sino paru encontrar la serie de Taylor de una funcién elemental dada, hailando
en primer lugar una ecuacidn diferencial o funcional que la tenga como vinica solucidn.

Ejemplo: Queremos hallar ia serie de Taylor de la funcitn f(z} = z + 1.

1) = VEFT = f(8) = 5o == 22 + 1)1 () = f(2)

Por lo tanto f(x) es solucién de la ecuacién diferencial lineal 2(z + 1)y’ = y.
Resolvemnos esta ecuacién con la téenica principal y obtenemos:

2z + 1) Zna“z"_l = Z one"” < Gnil = %an Yn20
“n20 n20
Afiadiendo la condicién inicial f(0) = 1, tenemos que ap = 1 y pues:
1 1
f(ﬁ) =] 4 52 —mﬂ +..4
que es ia serie de Taylor de f(z) = vz +1 en un entorno de z = 0.

Existen olros posibles desarrollos de la téenica principal, Podemos citar en primer luger su uli-
lizacién pare resolver ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes polindmicos {como
por ejemplo las ecuaciones de Bessel) o ccuaciones integrales. Se pueden entonces ponrer muy
Jdcilmente en evidencia las limitaciones de esta téenics con ecuaciones diferenciales no lineales de
primer orden (del tipo iy = 1+4°%, w' =1, etc.).

Laz dificultades lgadas a s resolucidn de las relaciones de recurrencia cblenidas nos pueden
sugersr una imporionde variacién de la téenica principal que empliord en una nueva dircoridn el
cumpo de problemas aberdado. Se irala, en cierio modo, de inverlir el proceso: en lugar de buscar
las soluciones analfticas de ecuaciones diferencinles mediante la resolucién de relociones recur-
rentes, se trataréa de intentar resolver cierias relaciones de recurvencia asocidndolas a ecuaciones
diferenciales de las que conocemes la solucidn. Surge entonces una nueva téenica, Hamada téenica
de ia funcién generatriz.

Ejemplo: Dads una constante @ € R, hallar el término general de la sucesién:
() { (n i i) anit = {a + n)ay,

Se multiplican por 2™ los dos miembros de la igualdad (n+ 1) ayy1 = (@ n)ay, y se suman desde
0 hasta co. Queda entonces:

Z(n + 1Y opqaz™ = uZa..n:" + :E na,r" !
ax0 n>0 n20

0, lo qus es equivalente: y'{z) = ey(z) + =y (z).

La ecuacién diferencial asociada a 1a relacién de recurrencia (») es:
{1 -2}y =ay, con condicién inletal (0} =1.

Supongamos que sabemos que la solucién de esta ecuacién es y{z) = Tf'—l_-F ¥ que conocemos
el desarrollo en serie de Taylor de esta funcién: |

1 - a$n~-1 ™
(1 —z)= - za; ( . )x .
Entonoes ¢l término general de la sucesién recurrente es:

_fa+n-~1
a.,,_( o ) Yo > 0.
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