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SUMMARY

This study examines the personal strategies evolution used by students in numerical proportionality task solving during
instruction. The analysis of a sequence of video/audiotaped lessons allowed the observation of the process of cognitive
construction by students in the classroom. The «Jocals effectiveness of intuitive strategies is considered 2 phase in

the construction of more general strategies.

INTRODUCCION

En les ultimos afios, las investigaciones centradas en ¢l
estudic de los procesos de ensefianza y aprendizaje de
nociones curriculares concretas han mantenido un cierto
distanciamiento. Las investigaciones sobre laensefianza
se ocupaban generalmente de los procesos instructivos,
sin considerar demasiado la materia especifica que ése
estaba ensefiando. Por otra parte, las investigaciones
sobre e] aprendizaje se centraban en la estructura del
conocimiento de los nifios, proporcionando analisis de-
tallados de esa estructura, errores y fases por las que
pasaban en su desarrolle sin considerar el proceso de
ensefianza,

Estas dltimas investigaciones han generado cuestiones
relativas a cémo una instruccion determinada influye en
la forma en que los nifios adquieren estrategias mds
avanzadas y ¢c6mo €éstas evolucionan en el seno de las
actividades de resolucién de problemas. En este contex-
to, los intentos de comprender los cambios cognitivos
llevados a cabo durante el proceso instructivo han dado
lugar a una serie de estudios sobre c¢dme los nifios
aprenden desde la instruccidn {Baxter vy Stein 1990,
Bromme y Steimbring 1990, Carpenter y Peterson 1988,
Fennema, Carpenter y Lammon 1988).

El objetivo central de esta agenda de investigacién es,
precisamente, estudiar las cogniciones de los nifios du-
rante la instruccidn, para llegar a comprender sus efec-
tos. En esta direccion, se defiende la idea de que el
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aprendizaje desde la instruccidn puede llegar a ser com-
prendido al considerar la forma en que ésta cambia los
procesos cognitivos usados por los estudiantes para
resolver determinadas tareas y dotar de significado a las
nocicnes. Laconstruccidn mental activa de los estudiantes
durante la instriccidén es considerada, entonces, el cen-
tro de atencion (Resnick 1987).

Este problemna ha sido abordado desde diversos marcos
tedricos que han proporcionado el soporte a las investi-
gaciones en esta agenda, originando diseftos de investi-
gacidn con rasgos caracteristicos propios.

En particular, desde la perspectiva de las investigacio-
nes sobre la ensefianza del tipo experto/novel, Leinhardt
(1987, 1988) describe la adquisicién por los nifios de
diversos tipos de conocimiento matematico (intuitivo,
concreto, de cilculo y conceptual) come consecuencia
de una secuencia natural de instruccion (la desarrollada
por un profesor experto), examinandoe los cambios en el
conocimiento de los estudiantes durante esta secuencia
al realizar determinadas tareas instruccionales.

Por otra parte, Hiebert y Wearne (1988), aunque coinci-
den con Leinhardt en que la comprensidon del cambio
cognitivo durante la instruccion requiere centrarse en los
proceses cogiitivos especificos de dominios curricula-
res particulares (en particular tépicos concretos del cu-
rriculo escolar), defienden la idea de que la identifica-
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cidn entre procesos instructivos y cambios cognitivos
requiere las descripciones detalladas de la instruccién
disefiada explicitamente para promover el cambio. En
esta direccidn, estos autores proponen diversas compo-
nentes metodeldgicas paraestudiar el aprendizaje durante
la instruccidn: 1) Identificar un dominio de contenido
bien definide, 2) identificar los procesos cognitivos que
son claves para el desarrollo con éxito en este dominio,
3) diseiiar una secuencia instruccional que pronueva el
usa de estos procesos cognitivos, y 4) evaluar los cam-
bios cognitivos a través de las estrategias empleadas en
la resolucidn de determinadas tareas.

Una sintesis de la metodologia utilizada en estos estu-
dics fue la adoptada en nuestra investigacidn, en la que
se disefid una secuencia instruccional especifica, relativa
a tareas de proporcionalidad, que fue desarrollada por un
profesor experto (experimentacién en el aula en térmi-
nos de Vergnaud, 1982).

PROPOSITO DEL ESTUDIO

El propésito del estudio realizado fue:

Analizar los procesos de construceidn activa de estrate-
gias de reselucidn en tareas de proporcionalidad numé-
rica, desarrollados por estudiantes de séptimo de EGB,
en una secuencia instruccional especifica.

Este propdsito inicial se concretd en los siguientes puntos:
a) Identificar las estrategias empleadas por estudiantes
de séptimo de EGB pararesolver tareasde proporcionalidad

numeérica.

b} Describir cdme dichas estrategias evelucionan durante
la generacién de diferentes procesos de resolucidn,

c) Anatizar la naturaleza de los cambios realizados en Ias
estrategias empleadas.

d) Determinar las caracteristicas de la secuencia instruccional
que estén vinculadas a los cambios en dichas estrategias.

DESCRIPCYON DEL ESTUDIO REALIZADO
Sujetos

El estudio s¢ llevd a cabo con 36 nifios de séptimo curso
de EGB (rango de edades: 12-13 afios) que no habian
recibido, previamente a la experiencia, ningtin tipo de
instruccion relacionada con los «problemas de regla de
fress».

Diseito

Sesiguieron Jas indicaciones de Hiebert y Weame (1988).
En ese sentido;
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a) Se identificd como dominio de contenido algunas ta-
reas de propercienalidad numérica. El contexto lo pro-
porcionaren las relaciones entre 1a longitud de una va-
rilla y la longitud de la sombra producida al colocarla al
sol en posicidn vertical al suelo. En las tareas numéricas,
los datos iniciales pertenecian al dominio de los nimeros
naturales. Las tareas escritas pertenecian al tipo de
«situaciones con incégaita» {problemas de regla de tres)
y «situaciones de comparacidn». Los operadores funcicnales
considerados | f(x)=ax | fueren 3, 3/2, y 4/3 (fig. 1).

Figura i

Tablas de doble entrada propuestas en ¢l contexto de ias reiaciones
entre las longitudes de las varillas y las longitudes de sus sombras,

a) Completar y explicar como se ha hecho,

long. V long. §
2 6
12
&
8
36

b} Buscar la telacidn numérica entre ias dos columnas que permita
obtener un dato  en la segunda, conociende el de la primera (y
viceversal.

long. V long. §
2 3
4 6
6 9
10 15

¢) Lo mismo que en b).

long. V | long. $
3 4
6 8
5 12
12 16

b} Se identificaron los procesos cognitivos caracterfsti-
cos en este dominic'. Las investigaciones previas sobre
el aprendizaje del razonamiento proporcional nos han
aportadodescripciones de diferentes estrategias empleadas
porlos niftos y, por tanto, de Jas diferentes caracteristicas
de la comprensién de las relaciones de proporcinalidad
(Dupuis y Pluvinage 1981, Hart 1981, Karplus et al.
1983, Koch 1987, Lawson y Wollman 1980, Tournaire
1986, Tournaire y Pulos 1983, Vergnaud 1983, Rom-
berg, Lamon y Zarinnia 1988),

c) Disefio de una secuencia instruccional’. El disefio
instruccional fue desarrollade durante ocho sesiones en
un pericdo de un mes de clase. Estaba articulado a través
del trabajo en pequeiios grupos (de cuatre o cinco gstu-
diantes), en los que se favorecia el didlogo colaborativo
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y la resolucidén de puntos de vista conflictivos. Los
trabajos en pequefios grupos se alternaban con discusio-
nes con la clase entera en las que cada grupo explicaba
los procedimientos aplicados para resolver las tareas.

En este contexto, cuando los estudiantes Intentan
«comprender» los procesos de resolucién del problema
desarrollados por otro, amplian su marco conceptual al
construir un dominio consensuado con su compafiero. Es
decir, esta caracteristica del disefio instruccional se
apoyaba en la idea de que el lenguaje puede ayudar a
reflexionar al estudiante sobre su propia comprensién
cuando da explicaciones, ayuddndole areconceptualizar
sus propias construcciones cognitivas (Onslow 1988,
Perret-Clermont 1984, Wood y Yackel 1990).

Las caracteristicas generales del disefio instruccional
{fig. 2) pretendian proporcionar a los estudiantes mds
autonomia en su aprendizaje, generando oportunidades
de mirar las relaciones numéricas desde sus propios
puntos de vista, asi como posibilitar una forma personal
de buscar una respuesta a las cuestiones planteadas.

d)Lavaloracidn de los cambios cognitivos. Ladindmica
de la secuencia instruccional llevaba integrados aspec-
tos de evaluacién (representados por las cuestiones
planteadas por el profeser) atendiendo a la naturaleza de
las relaciones numéricas establecidas entre los datos, lo
que nos permitiz determinar la forma en que se modifi-
caban onoelos procedimientos empleados para adecuarse
a la estructura de la nueva sitnacién.

Instrumentos de recogida de datos

Se utiliz$ una cdmara de video para grabar las interac-
ciones en un grupe de trabajo v cuando se realizaban las
discusiones con la clase entera. Por otra parte, las inte-
racciones en los otros grupos reducidos fueron grabadas
en audio.

Las cintas de video vy audio obtenidas se transcribieron
y analizaron posteriormente, lo que nos permiti¢ obtener
descripciones de cémo los estudiantes resolvian cada
tareaen el seno de los grupos, y en la clase entera; y c6mo
las interacciones entre ellos y el profesor, en su papel de
tutor, originaban los cambios de estrategias empleadas.

RESULTADOS

Los resultados que presentamos son una seleccién del
analisis de una serie de protocolos que muestran la
evolucion de las estrategias® empleadas por cuatro nifios
de un grupo de trabajo. Se presenta el anélisis de las
interacciones desarrolladas en pequeiio y gran grupo al
tratar con una de las dltimas tareas de la secuencia de
instruccidn (fig. 1)

Los protocolos descritosen primerlugar (1 y 2} corresponden
al trabajo en grupos reducidos en relacidn a las tareas b)
y ¢) de la figura 1, vy el protocolo 3 corresponde al
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momento en que los nifios de este grupo comunican a sus
compafieros la estrategia utilizada para resolver la tarea
a) con la discusién generada. Los protocolos se presen-
tan cronolégicamente segiin se desarrollaron.

A} Protocolo 1

En el grupo de trabajo que estamos considerando, des-
pués de unra discusién previa entre sus miembros en
relacién a la tarea b) de la figura 1, Estrella, uno de los
miembros, describe la siguiente estrategia aceptada como
valida por todos. :

Estrefia: [...] aJa primera colomna, al n? de la
primera columna se le sumarfa 1; 2 y 1, tres
al siguiente se le sumaria 2, 2 y 4, seis;

al siguiente se le sumaria 3; 6 y 3, oueve;

al siguiente se le sumaria 4, pero falta aqui;

y al otro 5; 10 y 5, quince...

._.
o B
oD Oh L

En este primer momenteo, la estrategia comin defendida
por el grupo constituye lo que Hart {1981) denomina un
modelo numérico:

L= == A

o+ o+ o+

Ao e b
|

1

Las dos caracteristicas de esta estrategia estarian en que:

1) colocan los niimeros que faltan, en este caso el 8 en la
primera columna, para mantener la constante (+2) en la
primera columna, ¥

if) asocian «el siguiente a» en la primera columna a la
constante {+1). Existe un modelo implicito enrelacién al
orden, en este caso con una constante {+2) en la primera
columna.

En estos momentos el profesor introduce nuevos datos
en la primera columna, con el propdsito de buscar la
generalizacidn de la estrategia y el posible conflicto:

2 3 Praofesor: (Y sifueran 20 en la primera
4 | & columna?
6 9 Estrella: (Pausa} Treinta.
10|15 P:Por.?
E: Porque si de diez se le suman 5,
—> 20 | 30  otros diez son veinte;... 20 y 10 son
-> 30 |45 einta.
—» 40 [ 60  P: ;Y si fueran treinta en la primera
columna?

E: Cuarenta y cinco.
P: ;Y si fueran cuarentaen .7
E: Sesenta.
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Figura 2
Fases de la secuencia de ensefanza.

PRESENTACION
* Actividad de clase entera,
. Presentacion de 13 tarea.

. Debate. Determinar posibles variables que influyen ala hora de
calcular la longitud de la sombra de una varilla (hora, posicidn
varilla, lengited varilla...).

* Cyestiones formuladas por el profesor y los propios alumnos.

EXPERIMENTACION
* Trabajo en grupo {4-3 mfios}.

. Recogida de datos de forma empirica al colocar varillas de
diferente longitud al sol.

* Trabajo de campo {1ecogida de datos en el patio).

REPRESENTACION

* Trabajo en grupo.
. Organizar y tabular los datos.
. Construir gréficas.

* Inteeaccitn alumno-zluomno.

COMUNICACION

* Actividad de clase entera.
. Se ponen en comiin los diferentes datos obtenidos por los grupos.
. Se elige una tabla. Se buscan relaciones entre los datos.

. Intentos de generalizacion de las relaciones obtenidas introdu-
ciendo nuevos datos.

* El profesor plantea cuestiones gue faciliten la evaluacién y
comparacidén de las relaciones encontradas.
* Se¢ identifican cuestiones sin solucion

* Se identifican algunas esirategias que resuelven aigunos casos
pero de dificil aplicacidn en otros.

REFLEXION
* Actividad de clase entera.

. Identificar otros contextos ¢n los gue también aparecen las
mismas reiaciones.

(Ej.: Articulo/precio...)

* Traslacién.

EXPERIMENTACION
* Trabajo en grupo,

. Realizacidn de hojas de actividades con tareas estructurzlmente
parecidas a las desarrolladas hasta el momento (fig. 1).

* Interaccidon alumno-alumno.

* Tutoria del profesor: cuestiones dirigidas a evaluar la efectividad
de la estrategia empleada.

COMUNICACION
* Actividad de clase entera.

. Se verbalizan las estrategias empleadas en cada grupo para
resolver [as tareas.

* Profesor: esquematizarfresumir propuestas.

REFLEXION
* Actividad de clase entera.
. Debate sobre la efectividad de las estrategias empleadas.

. Correspondencia: limitacionesfcondiciones estrategia y caracte-
risticas estructurales.

. Sintesis de las estrategias,

* Interaccidn alumno-alumng: identificar conflictos, evaluar la
efectividad.

La dificultad de andlisis planteada en este protocolo se
deriva del hecho de que no se dan explicaciones de las
respuestas proporcionadas al no pedirselas el profesor.
La estrategia parece adaptarse a los nuevos datos. Dos
explicaciones alternativas se pueden generar*:

i) Que se estén utilizando «isomorfismos aditivos»

40

I:IOIS:I |:1015:| |:1015:|
+ 10] 15 + + 20| 30 + o+ 30 |45

b 20 36 < L—>30] 45 < L >4 [60 <

+
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iiy Otra poéible explicacién es que si al 10 en la primera
columna se le sumaban 5 para pasar a la segunda,

1{}+E|=15

si multiplicamos por dos el niimero de la primera colum-
nta {es decir, si lo doblamos) también se deberfa multipli-
car por dos la constante que se suma.

+5

> 15

x? x?

> 20 > 30

Asi, parece modificar la estrategia empleada hasta ahora
para adecuarla a la nueva situacion.

Se siguen introduciendo nuevos datos por el profesor,
originindose un didlogo entre los miembros del grupo.

19|15 P: ;Sifueran 15 en la primera columna...?
—=> 15 E: {Pausa) ;Si fueran 15 .7
20|30 Alfonso: {Pausa) En 30 eran 435, en 135, que es la mitad..,
30|45 E: (Pausa) Onge, ... seis, ... veinticinco! Porgue cada
40 160 vez se le van sumando uno mds, ;... esperal
E. y A. (a coro}: jVeintiséis!

Inicialmente existe una interaccidn entre dos nifios del
grupe (Estrella y Alfonso). Alfenso intenta utilizar «cdl-
culo de mitades», aprovechando datos conocidos. Cons-
tituye una primera aproximacién al operador escalar
multiplicativo (aunque en una primera aproximacidn
s6loes para mitades y dobles). Esta aproximacién coincide
con losresultados de investigaciones previasen el sentido
de que las razones 2:1 {1:2} son utilizadas en una primera
fase del desarrollo del razonamiento propoercional.

Sin embargo aparece una dificultad adicional al tener
que calcular la mitad de un mimero impar. Esta dificul-
tad de cdlculo induce a Alfonso a abandonar su estrategia
para «apoyar» la anterior del «modelo numérico» que
parece mds seguro, rellenando a partir del nimero diez
en la primera columna los datos que faltan hasta llegar
al 15.

2 3 E: Son veinticinco.
4| 6  P:;Porqué?
& 9 E: {Pausa) Porque... son cinco mis...
10 |15 del2,7 mas;
—> 15 de 13, 8 més;
20 | 30 de 14,9 mis;
30 |45  de 15, 10 mis;
40 | 60 v 10y 15, veinticinco!
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En la aplicacidn en esta nueva situacién de la estrategia
que hemos denominado «medelo numérico», aceptada
como estrategia idénea por el grupo, se comete un error.

> 8+ 14 |<5 = 12
+2
>+ [ 5 ]|<d = 15
+2
»12 + | 7T |<d =
—> +1
»13 + | 8 =
14+1]9 =

Ahora los niimeros que se tiene que rellenar son dema-
siados, lo que ha heche que el «modele implicito» del
orden de los niimeros naturales haya podido influiren la
medificacién de la constante {+2) cambidndola por {(+1)
en la primera columna. Unido a esto se encuentra el
hecho de que el nimero 15 es impar, lo que puede haber
inducido aempezar a considerar nimeros impares también
en la primera columna para poder «alcanzarlo».

Esta «modificacién» de la estrategia primitiva se afianza
en las nuevas situaciones introducidas por el profesor.

P: ;Y 12 en la primera columna?
A: (Pausa) ;187
P: ;Por qué?
E: .. 19!
P: ;Por qué?
E: Porque de 10 son 5 mds;
de 11, seis mis;
de 12, siete més.

et
L= I = N O ]
AOND O W

A partir de aqui, la interaccién entre los miembros del
grupo hace que aparezca otra estrategia, identificada por
Ricco {1982) como las «diferencias constantes». Esta
nueva estrategia es aceptada como correcta por su ¢ohe-
rencia con la situacidn, haciendo que Estrella modifique
la suya y, por tanto, su respuesta.

Pablo: (sefizlande la segunda columna). Van de
3en3.3y 3,6 6y3,9 ... pero, jaqui?
Alfonso: jlfael 12!

Pablo: ;Es verdadt Aqui se han sailtado un mimero, el
8. Aquf vendria el 8 (seitalando en la primera
columna... el doce... jhacian 18, sif

—
L= < W < ¥
LE I v I LV

Profesor: ;Seguro que es 187

Alfonso: ;Si! 8{ porque... van de tres en tres (sefia-
lando en la segunda columna). Detrds del 9 viene
el 12; y 15 mds 3 sonr 18.

Estrella: jEs verdad!

En estos momentos la interaccién entre los nifios ha
hecho que se abandonara una estrategia {modelo numé-
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rico) y se aceptara otra {diferencias constantes) para dar
respuesta a la situacién planteada. Una caracteristica de
esta nueva estrategia utilizada es que la atencidn de los
nifios recae en la segunda columna y en la constante que
conlleva, (+3), ¥ no se menciona la primera columna.

Este hecho coincide con la idea de que en una primera
fase del desarrollo del razonamiento proporcional la
atencion de los nifios sélo recae sobre una de las varia-
bles y no se coordinan las dos variables que estdn
manejando (longitud varilla / longitud sombra). En este
caso seria la coordinacién entre la variacién (+2) en la
variable longitud de varilla y la variacién (+3) en la
longitud de la sombra.

La no coordinacién entre las variaciones en las dos
variables [(+2} en la primera columna y {+3) en la
segunda] se pone de manifiesto inmediatamente después.

P: ;Y si fuera 1 en [a primera columna?

E: ;Dos!

Pablo: ;Uno?

Alfonso: jCero! jCero! Aqui hay 3 (sefialando la
segenda columna). Le quitas 3, cero.

Pablo: ;Cerot

2 oh B~
LnoWO Ch

—

Dos caracteristicas hay que resaltar en esa situacion.

i) La aplicacidn sistemdtica de la constante (+3) en la
segunda columna no relacionada con la constante (+2)
en la primera columna. Este hecho también ha sido
puesto de manifiesto por Ricco.

> 1 <
—> +] +3
» 2 -
+2 +3
>4 6 <

11} Por otra parte, en esta situacién se ha afiadido una
dificultad adicional al tener que considerar como posible
respuesta una fraccion.

En este caso la «potencia» del modelo sumar (restar} la
constante (+3), muy semejante al modelo implicito del
orden de los nimeros naturales {sumar la constante (+1})
ha evitado cualquier replanteamiento de la estrategia
que hubiese podido llevar a considerar la posibtlidad de
la introduccidn de una fraccidn como respuesta, Asi, se
introduce una respuesta que puede tener poco sentidoen
el contexto de las longitudes en que se trabajaba.

Este andlisis nos conduce a cuestionarnos si la introduc-
¢ién del procedimiento «reduccién a la unidad» en la
ensefianza de los problemas de proporcinalidad directa,
que se suele emplear en las escuelas, no deberia estar
vinculado a:
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— la estrategia de resolucién que estén empleando los
nifios en esos momentos, y

- la aparicidn ¢ no de fracciones/decimales como res-
puesta,

En estos momentos desconocemos si existe atgin estu-
dio que indique ta existencia (0 no) de una correlacidn
significativa entre estos dos factores, y Ia frecuencia de
éxito en la utilizacién por [os nifios de esta aproximacion
en la resolucién de problemas de proporcionalidad di-
recta (regla de tres).

B) Protocolo 2

El aniélisis presentado en esta seccion corresponde a las
interacciones registradas en el trabajo realizado con la
tabla de la figura 1 {¢) que se desarrollé a continuacidn
de la tarea anterior. La primera estrategia (modelo nu-
mérico} es reconocida como vdlida por Alfonso.

3 4 Alfonso; ;Esa es igual! (refiriéndose a la
61 8 otra tabia) 3 y 1, cuatro; 6 v 2, ocho;
9112 9y 3, doce.

12 |16

Se reproduce en estos momentos la estrategia «modelo
numérico» empleada en la tabla anterior

=
+ + +
LYE I S
1

Existe una fuerte insistencia en asociar «el siguiente
niimero» en la primera columna a «uno més». El modelo
implicito del orden de los nimeros naturales puede estar
influyendo en estes momentos. Este hecho general de la
aplicacién «del siguiente a» también ha sido puesto de
manifiesto por Wollman y Lawson (1978) aunque en
otro contexto algo distinto. Estos autores lo explican
diciendo que probablemente el usc de esquemas «for
every» procedadel esquema I :], anteriormente desarro-
llado y ya conceptualizado que subyace en el contar.
Estaria en este caso haciendo la funcién de un obsticulo
epistemoldgico.

Por otra parte, la generalidad de la estrategia de las
«diferencias constantes» {en relacidén con la estructura
de los problemas planteados) viene dada por el hecho de
que la diferencia entre las variaciones en la primera
columna [en este case (+3) v en el anterior (+2)] no
influye para nada en su aplicacién.

Ante lanueva cuestién planteada, que alterala estructura
de la situacidn manejada hasta este instante, se realiza un
avance «cualitativo» en la evolucién de las estrategias.
Se empiezan a coordinar las variaciones en las dos
variables.
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3 | 4 P:;Cudlseriala imagen del 157
6 | & Estrella: Aqui van de 4 en 4 {sedalando la

9 |12 columna) (Pavsa} ;El 20!
12 |16 P:iDel 152l 207
Alfonsor A ver un momento... {81 claro!
—> 15 Porque 12 ¥ 3son 15, y 16 mids 4, veinte.

Aqui Alfonso coordina la variacién (+3) en la primera
columna con {(+4) en la segunda

> 15 <

Una vez conseguida la coordinacién entre las variacio-
nes de las dos columnas de la tabla, la evolucidn de la
estrategia utilizada hacia el «isomorfismo aditivo»
[ f{a)+f(b) = f(a+b}] es muy rapida.

12 16 P: ;Si fueran 60 en la primera columna?
15 | 20 Alfonso: (Pavsa) Sumando 15 y 15 son treinta,
y como 15 son veinte {refiriéndose a
—> 60 su imagen}, como 30 es el doble (sefialando

ia segunda columna), tambin ticne que ser
el doble ... de 60... ochenta.
P: ;Puedes explicar como 1o has hecho?
A: Porque el doble de 15 es 30, y entonces
st es 30, tiene que ser ¢l doble también
aqui {seftalando 12 segunda columna)
de 30 son 40 ... de 45 ... veinte més {senalando
la segunda columna) son 60. ... y de 60 ... ochenta.

En un primer momento Alfonso utiliza el operador
«doble» para construir la respuesta por «segmentos». La
utilizacién de la relacién «doble de» para ir acercandose
a la respuesta de la cuestién es una aproximacién primi-
tiva de la estrategia que Hart ha denominado «construc-
cién de la respuesta». Inicialmente se emplea la estrate-
gia «uso de mitades» (en nuestro caso dobles) cuando los
nifios emplean la informacién que ellos han obtenido en
ftems antericres para generar la respuesta pedida.

Sinembargo, al pedir una explicacion del proceso segui-
do, lo readapta para justificar la respuesta a través de la
estrategia «isomorfismo aditivo», lo que indica la
«proximidad» cognitiva entre estos dos procedimientos.
Este hecho indica realmente que la estrategia de ir
acercandose a la respuesta mediante relaciones aditivas
en cada columna, como ha sido utilizada en esta situa-
¢ion, puede ser vista como un caso particular de la
estrategia mds elaborada denominada «isomorfismo
aditivo», en el sentido de exigir esta Gltima menos
condiciones para ser efectiva.
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De 1a coordinacion de Jas variaciones en las dos colum-
nas se ha derivado hacia la utilizacién del isomorfismo
aditive, con un paso intermedio en la utilizacién de
dobles.

15 20
x2 X2
> 30 40 <
+15 +20
> 45 &0 <
+15 +20
> 60 <

C) Protocole

Este protocolo corresponde a la fase final de la sesién de
trabajo, cuando se comunica a la clase entera el proceso
de resolucidn seguido con cada una de las tareas desarro-
lladas y las respuestas producidas. Este tipo de actividad
de comunicar, tanto las estrategias como los resultados
al resto de los compaiieros, pone de manifiesto la exis-
tencia de diferentes niveles de elaboracion en las estra-
tegias empleadas ¢n los grupos de trabajo. Esto da pie a
la posibilidad de que se produzcan «conflictos» plantea-
dos por los propios compaiteros ante la idoneidad o no de
determinadas estrategias, para responder a ciertas cues-
tiones. Se plantean en estos casos preguntas relativas ala
generalidad de las estrateglas empleadas, en el sentido
de su efectividad ante diferentes condiciones estructura-
les de la tarea.

El protocolo siguiente intenta mostrar una de estas situa-
ciones. El profesor en esta actividad se encuentra en la
pizarra, organizando la discusién y resumiendo las dife-
rentes estrategias verbalizadas correspondientes a la
tarea generada por la tabla a) de la figural.

2 6  Alfonso: En la primera columna sumébamoes

12 2, y en la segunda, 6.
4] Profesor: En la primera, 2; ... sumdndole 2 sale 4.,
8 suméndole 2 sale 6... suméndole 2 sale 8.

36  Nifos a coro: ;Aqui se ba saltade vno!
Profesor: Falta uno, bien. Y entonces, jen la

segunda qué hago?

Alfonso: Seis y seis , doce

y seis, 18;

y seis, 24;

y seis, 30;

y seis, 36.

Aquf los niftos estdn reproduciendo la estrategia de las
«diferencias constantes», coordinando las variaciones
en las dos columnas. En esta situacion en particular esta
estrategia se revela eficaz.
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2 -

+2 +5
> 4 12 <«

+2 +6
> 6 18 <

La eficacia de esta estrategia estd vinculada a las carac-
teristicas particulares de esta situacion, como puede ser
¢l que se puede «llegar» a los datos que se piden por ser
nmimeros pares y relativamente pequeiios. Su ineficacia
se pone de manifiesto cuando la longitud de la varillaque
se proporciona no cumple estos requisitos. Es decir, la
generalidad de la estrategia esta limitada por estas con-
diciones como pone de manifiesto Rafael, un nifio que
habia estado trabajando en otro grupo donde habian
empezade a utilizar operadores funcionales (relacién
entre ¢l origen y la imagen; a=f(x)/x). En este caso, ¢l
operador funcional es un ndmero natural (x3), lo que
favorece precisamente el empleo de operadores funcio-
nales a diferencia de las otras tareas {tareas b y c,
figura 1) en donde dicha relacidn era una fraccion.

La no generalidad de la estrategia de las diferencias

constantes se pone de manifiesto por la intervencion de
Rafael.

8
12
18
24 Rafael: ;Y si fuera, por ejemplo, el 25 en
la primera columna?
Alfonso; (Pausa) A 14...42, ..
{Pausa prolongada)

o0 ch B b

12 } 36

Alfonso intenta seguir aplicando su estrategia, coordi-
nande las variaciones {(+2) y (+6) en las dos columnas, y
«rellenando» los datos que faltan. Evidentemente esta
estrategia ya se ha manifestado no del todo idénea para
resolver esta cuestion. Junto al hecho de que el 25 es un
mimero que no se «alcanza» con la serie de nimeros
pares, que constituyen las primeras columnas de esta
tarea, estd el hecho de tener que «rellenar» muchos
nidmeros. Sinembargo, se pone de manifiesto lainsistencia
por parte de los nifios en la utilizacién de determinadas
estrategias, que han sido correctas en determinadas si-
tuaciones, aungue va no sean validas, ante la modifica-
cién de alguna de las caracteristicas estructurales de la
tarea inicial.

Ante la insistencia de Alfonso en aplicar «su» estrategia,
Rafael apunta:

Rafael: |Y si fuera el 1.125!

44

Aqui se plantea un conflicto. El tamafio del ndmero hace
que se cuestione la ideneidad de la estrategia empleada
hasta este momento. La situacidn planteada y las nuevas
propuestas que se originan sefialan la posibilidad de la
utilizacién de los operadores escalares

a b

xk [ ] xk
> ¢ <

y su introduccion como una «estrategia resumida» de la
estrategia de las diferencias constantes. Estrella, la nifia
del grupo del que hemos estado analizando las interac-
ciones, pide la palabra y seitala:

2] 6
4 |12
6 | 18  Estrella: [...|Dividiendo 1.125entze 2y lo
B |24 que dé se multiplica por 6 ... y da...
12 136
—» 1125

Esta estrategia es lo suficientemente general al permitir
resolver cuestiones que resultaban dificiles de reselver
por las otras.

DISCUSION

La evolucion en las estrategias empleadas en la resolu-
cién de las tareas planteadas, desde unas conunaeficacia
«local» hasta otras de eficacia mds general, muestran un
camine hacia la comprensién {(conocimiento concep-
tual) de las relaciones de proporcicnalidad numérica
(Tabla I).

El andlisis presentado en este trabajo pretende mostrar
los aspectos dinamicos del aprendizaje en tareas
de proporcionalidad numérica. Dos aspectos caben
resaltar.

En primer lugar las caracteristicas del disefic de la
secuencia de ensefianza, que favorecian el que los estu-
diantes se enfrentaran a las tareas instruccionales desde
sus propios puntos de vista, y el papel determinante
desempeifiade por el hecho de tener que verbalizar las
estrategias empleadas en su resolucidn, permitiendo su
reconceptualizacidn. En esta situacién, los momentos de
proporcionar explicaciones o de escuchar al compafiero,
se constituyen en oportunidades para aprender, al parti-
cipar en la elaboracién de la estrategia mds efectiva,
como se ha mostrado en los protocelos anteriores.

Por otra parte, desde el punto de vista de las estrategias
empleadas por los estudiantes en la resolucién de las
tareas de proporcionalidad planteadas, hay que resaltar
la transicién experimentada por éstas desde la eficacia
«local» a una eficacia mds general, que se correspondia
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Tabla [
Estrategias, Caractleristicas y jerarquia.

* «Modele numéricon - Identificar operador aditive 2 3 2+ 101 =13
en la primera columna y vingu- 4 6 4+12 =6
larlo a la diferencia entre el
crigen y lz imagen de forma 6 4 6+|3 g
creciente. B+4 =12
iglis W+15 =15
1} &,,, - & = conslante
i} b,- 2,=1
b,-a2=2
b,-a,=3
b -2 =n
* Intento de generalizacion +k 6 9 +5
2 > b 10 13 ) —> 15
%2 {x2}
xp xp 20 o 20—> d
c—> & d =20+ {5x2)
sic=axp entonces
d=c+kxp
*Primer intento de «cilculo
de mitades» - R 10 13
:Zr j 2 > 15 <
c d 2 I: 20 30 :I 2
30 45
- Las caracteristicas estructurales 2 3
del problema (miimeros impares} 4 5
condiciona su aplicacién. Se re-
vierte al «modelo numéricon. 6 9 6 + 3= 9
Aplicacién iterativa para adaptar la 8 4+ 4= 12
estrategia a las caracteristicas de [a 10 15 10+ 5 15
tarea {error en el procese iterativo) 12 4+ 7]|=
=13 +| 8l=
* «Diferencias constantes»
~a >b 2 3
+k +k' 4 &
i > b < 6 %
+k +k’ 10 15
th > a\ E}
correspondencia entre
+k ——————— = 4k (+) < > (+3)
— Desceordinacion entre
las diferencias
— Coordinacién entre las
diferencias
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Tabla I {continuacidn)

* «Isomosfismo aditivos

* «Operador escalar».
Generalizacidn del operador
escalar «doble/mitad»

* Forma de generarse: 15 | 20

— Aproximacidn a la respuesta 30 | 40 j
mediante relaciones aditivas
en cada columna

- «Construceiény de la respuesia
por «segmentos» apoyindose

en ¢l operador «doblex

» f{2xay=2xf{a)
» f{a+b)=1{(a) + Hb)

« fkxay=k x f(a)

45 | 60
+15 b—— &b

— 1 +20

+ 30 es el doble de 15»

+ (+15) —— (+30)

2 — 6
112§ — a
1.125
— x 6 =2

2

a una comprensién mas global de todas las variables y
relaciones numéricas implicadas.

Desde el empleo de la estrategia deneminada «medelo
numérico», pasando por el proceso de «ir construyendo
la respuesta» (usando debles y mitades) al coordinar las
diferencias constantes, hasta el empleo del «isomeorfis-
mo aditivo» y los operadores escalares y funcionales,
que nos aproximaban a las bases del futuro algoritmo de
la regla de tres, se opera un cambio en los procesos
cognitivos de los estudiantes, en el sentido de ir adaptan-
do las estrategias empleadas en un primer momento a las
caracteristicas estructurales de las nuevas situaciones,
produciéndose los «saltos cualitativos» que caracterizan
este aprendizaje.

En este sentido, la evolucidon de las estrategias emplea-
das viene definida por la existencia o no de una corres-
pondencia entre las caracteristicas estructurales de la
tarca y las condiciones/limitaciones inherentes a una
estrategia concreta, Desde esta perspectiva, hay que
centrarse en esta correspondencia para poder compren-
der c6mo dichas estrategias evolucionan durante la ge-
neracion de los diferentes procesos de resclucion.

Asi, podemos considerar que las intervenciones del
profesor sélo pueden ser consideradas como generado-
ras de la evelucion de las estrategias si modifican, de
alguna manera, la correspondencia entre las condiciones
de funcionamiento de la estrategia y las caracteristicas
estructurales de la tarea {conocimiento de contenido
pedagégico del profesor).

La efectividad «local» de las primeras estrategias em-
pleadas no debe considerarse como consecuencia de ser

46

erroneas, sinc més bien como etapas necesarias en la
construccién posterior de las aproximaciones sucesivas
a una estrategia mds general, que es considerada, desde
esta perspectiva, como sintesis de las estrategias perso-
nales evolucionadas.

Hay que indicar que los cambios en las estrategias
utilizadas por los estudiantes presentadas aqui no deben
sacarse de su contexto ni separarse del tipo de activida-
des concretas utilizadas. Sin embargo, habria que consi-
derar, en futuros estudios sobre el aprendizaje desde la
Instruceidn de nociones relativas a la proporcionalidad,
el paralelismo encontrado en la secuencia presentada
con las estrategias identificadas en otras investigaciones
empiricas {Hart 1981, Ricco 1982} basadas en la elabo-
racion de cuestionarios.

Este trabajo inicial también presenta cuestiones de indo-
le metodolégico. La posible introduccidn de entrevistas
clinicas utilizando recursos como la «estimacién del
recuerdo» durante e] desarrollo de la secuencia instruc-
cional y a su término deberdn aportar informacién que
permita obtener respuesta a cuestiones derivadas del
andlisis de los protocolos presentados.

El problema, desde esta nueva perspectiva de la vincu-
lacién entre la instruccidn y el aprendizaje sigue abierto,
necesitindose mds estudios que impliquen diferentes
contextos, magnitudes, clase de razones empleadas,
modificacion de la presentacion de las tareas, etc.
Finalmente cabria sefialar que este tipo de estudios
pretenden aportar informacion en relacién a la manera
de analizar el aprendizaje, desde un punto de vista
dindmico, praducido como consecuencia de una instruc-
cién determinada.
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NOTAS

1. Los procesos cognitives del estudiante se infieren de las
Tespuestas a las tareas (estrategias empleadas) ya que se supo-
nen gue son "procesos internos” e indican un razonamiento
apoyado en la posible comprensién de las relaciones de propor-
cionalidad numérica.

2. Para Hiebert y Wearne se deberfa esperar una mejora en la
realizacién de las tareas detectadas al observar las estrategias
de solucién empleadas desde las que se puede inferir el uso de
los proceses cognitives identificados como "claves” para re-
solver con éxito las tareas de proporcicnalidad numérica.

f (xy) = f(x) + £y}

fix) = a.x
a
!
, X f{x) .
Y fy)
x+y Y
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